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On n’hésitera pas a utiliser un résultat énoncé dans une question précédente,
en veillant cependant a bien en indiquer la référence.
Les exercices et problémes peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.

Exercice 1. On se place dans R2. Pour chacun des sous-ensembles suivant, indiquez
s’il est ouvert, fermé ou bien ni I'un ni 'autre :

o A:={(z,y) e R?*/2?+3y® =2 et cosz > 0}

o B:={(z,y) eR?/z* +y? >1letx—y <0}
Chaque réponse devra étre démontrée.

Solution : A est fermé comme intersection d’images réciproques de fermés par des
fonction continues. Montrons que B n’est ni ouvert ni fermé :

— Ona(0,1) € Bet P, :=(0,1-1/n) € B®pourn > 1 et lim,_, 1. P, = (0,1).
Si B ouvert, il existe ng € N tel que P,, € B pour n > ng. Absurde. Donc B
pas ouvert.

— On pose @, := (1,1 +1/n) pour n > 1. On a Q,, € B pour tout n et
lim,, 100 @ = (1,1) € B. Donc B pas fermé.

Exercice 2. On définit Co,(R) = {f € C°(R) tq f(x + 27) = f(x) pour tout x €
R}.
(1) Soit f € Car(R). Montrez que f est bornée sur R et que || f||oc 1= sup,eg | f(2)]
est atteint.
Solution : La fonction f est continue sur [0, 27] compact, donc il existe z¢ €
[0, 27] tel que |f(wo)| = max,eo,2+) [f(x)]. Soit # € R. On pose n € N la
partie entiere de 5=, donc 0 := x — 27n € [0,27[ et |f(x)| = |f(0 + 27n)| =
|f(0)] < |f(xo)]- Donc f bornée et le sup est atteint en xg.
(2) Montrez que (Car(R), | - |loo) est un espace de Banach.
Solution : Soit (fy)n une suite de Cauchy dans (C2r(R), || ||oo)- Soit € > 0. 11
existe ng € N tel que pour p,q > ng, on a ||f, — fyllco < €. Soit z € R, alors

|[fp(x) = fo(x)] < € pour tous p,q > no. (%)

Donc (fn(x))n de Cauchy dans R, donc elle converge, soit f(x) sa limite. Ceci
définit f : R — R. En prenant ¢ — +o00 dans (x), il vient que pour tout € > 0,
il existe ng tel que pour tout p > ng |fp(x) — f(x)] < € pour tout z € R.
Donc (f,) converge uniformément vers f : comme f,, continue pour tout n,
alors f est continue. Soit € R. Pour tout n on a f,(z +27) = fu(x) : ala
limite n — 400, on a f(z + 27) = f(z). Donc f € Car(R) et (f,) converge
vers f dans (Car(R),| - |leo). On a donc un espace complet, puis un Banach.

Exercice 3. Soit (X,d) un espace métrique. Soit K un compact non-vide et soit
U ouvert tels que K C U. Montrez qu'il existe r > 0 tel que B(x,r) C U pour tout
z € K.
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Solution : Par Pabsurde, sion pour tout r > 0, il existe € K tel que B(x,r) ¢ U.
Avec r = 1/n, n > 1, il existe z,, € K tel que B(z,,1/n) ¢ U, donc il existe
Yn € B(zn,1/) tel que y, € U. Comme K est compact, il existe une sous-suite

(%(n))n qui converge vers x € K. On a d(yjn), =) < d(Yjmn), Tjm)) + d(Tjm), ) <
ﬁ +d(zj(n), ) = 0 quand n — oo, donc y;(n) — = quand n — co. Or y;,,) € U°

fermé pour tout n, donc x € U : absurde car x € K C U. Ceci prouve le résultat.

Exercice 4. Soit E = C°([0,1]) muni de || - ||oo. On définit les fonctions

T, : C°(0,1) — R . T,: C°%0,1]) — C°([0,1])
{ f = f(1) - f0) © f — <xr—>f(x)ff01f(t)dt>

(1) Montrez que T; et Ty sont linéaires continues

Corrigé : La linéarité provient de la linéarité de 'intégrale. Pour f € FE, on a

1T () = [£0) = fFI < [FO)] + [fD)] < 2] fllo

donc T} est continue. Pour z € [0,1], on a

1 1
To(f) ]| = If(ﬂv)*/O f@)dt] < If(ﬂﬂ)lJr/O [F (@) dt < [[flloot(T=0)|flloc = 2] fllco>

Donc | T2(f)|loo < 2/ f]lco €t T2 est continue.
(2) Montrez que ||T1||g—r < 2 et ||T2]|lpoE < 2.

Corrigé : Conséquence de la question précédente.

(3) Montrez que ||T1||p—r = 2 et que cette norme est atteinte.
Corrigé : On pose g(x) = 2z — 1 pour = € [0,1]. On a ming = g(0) = —1
et maxg = ¢g(1) = 1, donc ||gllec = 1 et |T1(g)] = | =1 — 1| = 2, donc
71| E—r > 2, puis = 2 et atteint en g.

(4) En utilisant une famille de fonctions f, : [0,1] = R, n > 1 qui vaut 1 en 0 et
”quasiment” partout —1 sinon, montrez que ||T3||g— g = 2.
Corrigé : On définit f,, telle que f,(0) = 1, fn(1/n) = —1, f, affine sur
[0,1/n] et fu(x) =—1siz>1/n. Ona | fullcc =1 et To(fn)[0] = —-1—(0+
1—-1/n) = -2+ 1/n. Du coup

ITo()lle < IT2UF0) 1
[falloe = Tl n

A la limite n — oo, [|T2||p—E > 2, puis = 2.

ol gsE >

(5) Montrez que ||Tz||g—r = 2 n’est pas atteinte.

Corrigé : si atteinte, il existe f € E non nulle telle que || T2(f)]|co = 2/ f o0,
donc il existe zg € [0, 1] tel que

2| flloo = [ (o) —/0 f@)dt] < |f(xo)|+/0 [f(B)dt < 2] f]loo

donc on a égalité partout et en particulier fol If ()| dt = || f]|o0, donc f01(||f||oo—
|f@®)])dt = 0 : intégrale d’une fonction continue > 0 qui vaut 0, donc

[f@)] = |If|loo pour tout ¢ est constante, puis f est constante par continuité,

et donc Th(f) = 0 : absurde. Donc norme pas atteinte.



1. UNE APPLICATION DU THEOREME DU POINT FIXE : THEOREME DES
FONCTIONS IMPLICITES

On se donne f : R? — R telle que f € C1(R?). On suppose qu'il existe (z,y0) €
R? tels que f(0,0) = 0 et %?];(0’0) # 0. Pour x € R et a € R qui seront précisés
plus tard, on définit :

{ wr: R — R
y = y—af(zy)
(1) Déterminez ¢, (y) pour tous z,y € R.
Corrigé : 1 — ady f(z,y).

(2) Montrez que pour un choix judicieux de a € R, il existe r > 0 tel que

|l (y)] < % pour tous z,y € R tels que |z| < 2r et |y| < 2r.

Corrigé : avec a = m, la fonction (z,y) — 1 — ad,f(x,y) étant
continue et nulle en (0,0), il existe r > 0 tel que [[(z,¥)|lcc < 2r |1 —
ady f(x,y)| < 1/2.

(3) On se donne = € R tel que |z| < 2r. Montrez que p,([—r,7]) C [—r,7].

Corvigé : Pour y,y' € [—r,7], on a pa(y) — ()| < 0,5y — o], done
loz(y) — 0] < |y| < r ce qui prouve le résutat.

(4) Que peut-on dire de @, sur [—r,7]?

Corrigé : contractante.

(5) Toujours pour |z| < 2r, montrez qu'il existe un unique y € [—r,7] tel que

f(z,y) = 0. On notera g(x) :=y.

Corrigé : comme @, contractante sur [—r, r| fermé (donc complet), elle possede
un unique point fixe noté g(z). On a g(z) = p,(9(z)) = g(z) — af(x, g(x))
donc f(z,g(x)) = 0 et y = g(x) convient. Il est unique par unicité du point
fixe.

(6) Montrez que |y — yo| < 2[al - | f(z,y) — f(z,y0)| pour tous z,y,yo € [-r,7].

Corrigé : comme @, est 1/2—contractante, on a

1y =0 — alf () ~ £z, 0)| < 2y~ 30l

et donc
ly—vol < ly—yo—alf(z,y) = f(2,90)| +[a(f(z,y) = f(x;40)]
1
< 5ly = wol +la(f(z,y) = f(z, o)l
< Sl wol +lal1f(@y) ~ £ 90)
(7) Déduisez-en que g : [—r,r] — [—r,7] est continue.

Corrigé : Avec ce qui précede, pour x,xg € [—r, 7], on a

l9(z)—g(zo)| < 2lalf(x, g(x))—f (2, 9(x0))| = 2lal-|f (z, g(x0))| = 2la|-|f (z0, g(z0))—f (x, g(z0))| = O
lorsque x — xg. Donc g est continue.

On a donc démontré lexistence de g : [—r, 7] — [—r, 7] continue telle que f(x,g(x)) =
0 pour tout € [—r,7]. Avec un peu plus d’efforts, on peut montrer que g est
dérivable.



2. PROBLEME : POINT FIXE POUR DES APPLICATIONS AFFINES

On se donne un evn (E, ||-||) et K C E un compact convexe non-vide. On définit

Ag :={T : E — F affine continue telle que T'(K) C K}.

On rappelle que T : E — E est affine s’il existe T : E — E linéaire telle que

T(x)

= T(0) + T(x) pour tout z € E.

L’objectif de ce probleme est de montrer que pour toute famille de fonctions affines
continues qui commutent et fixent K, alors il existe un point fixe commun a toutes
ces fonctions affines.

(1)

On se donne T, S € A telles que T oS = S oT. Montrez que (T o S)(K) C
T(K)N S(K).

Corrigé : On a S(K) C K et donc (ToS)(K) =T(S(K)) C T(K). De méme
(ToS)K)=(SoT)(K)C S(K). Et donc (T o S)(K) C T(K)NS(K).
Plus généralement, Soit Fy C Ak une famille finie telle que T oS = SoT
pour tous T, S € F¢. Montrez alors que ﬂTe}‘f T(K) #0.

Corrigé : En procédant comme plus haut, si 11,75, ...,T,, sont dans Ag et

commutent, on montre par récurrence que 77 o --- o T, (K) C Tp(K) pour
tout &, et donc Ty o+ o T, (K) C gy ., Tr(K), qui est donc non-vide.

Pour n > 1et T: EF — E, on note la moyenne
1 n—1
T, = ﬁz;Tl avec T* =T o ---o T (i fois).
1=

Montrez que pour tout I’ € A, alors T}, commute avec T}, pour tous n,p > 1
et que T,,(K) C K.

Corrigé : Ce sont des polynémes en T, donc ils commutent. Pour tout = € K,
T'(z) € K car K est stable par T. Donc T, (x) est un barycentre d’éléments
de K, donc est dans K car il est convexe.

On se donne une famille F C Ak telle que T oS = SoT pour tous S,T € F.

Montrez que
N Tu(K) #0.
TeF,neEN

Indication : On pourra raisonner par ’absurde et utiliser un recouvrement
ouvert.

Corrigé : Comme T, est continue et K compact, alors T, (K) compact pour
tout n, donc fermé. Si I'intersection est vide, alors K est recouvert par I'union
des ouverts Or,, := E'\T,,(K), donc on en extrait un recouvrement fini X C

UfinieOr,n. Donc en repassant au complémentaire, et sachant que T, (K) C
K, on a (i Tn(K) = 0, ce qui est absurde.

Soit alors x € E un élément de cet intersection. On fixe T' € F. Pour tout
n > 1, il existe donc x,, € K tel que x = T),(z,,).

Exprimez T}, 11 — T, en fonction de T™ et T, ; ainsi que T o T}, en fonction
de T, 41 (et d’un reste).



Corrigé : Pour z € E, on écrit
n_n " (2)
n+1

(n+1)Tn(z) =Y T(2) =nTn(2) + T™(2) = Tosa(2) =
=0
puis

Tuis(2) = Tal2) = —— (T"(2) = Tt (2)

Comme le barycentre est préservé par une fonction affine, on a

(ToT)(:) = Tu(T() =~ S T'(z) = - ((n+ )Tnia(2) - )
i=1

(1 + ;) Tpir(2) — %

(6) Montrez que x = T'(x) et concluez.

Corrigé : En prenant z = x,, ci-dessus, on trouve

Tn

T(@) = T(Tu(wn)) = (”i) Tyia(o) - 22

= (14 2) (o) + Tuss(on) ~ Tafon)) = 22
= (1) o+ (14 ) g ) = (o)) - 2

Or K est compact dans E evn, donc borné. Il existe donc M > 0 tel que
Iz]l < M pour tout z € E. Sachant que z,,, T"(xy), Tnt1(2) € K, on a donc
M 1\ 2M M
||T(x)m|§+(1+) +—=0

n n)n+1 n

lorsque n — +00. Donc T'(x) = x pour tout T' € F.




