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Exercices de colles - Algebre 1

Exercice 1 — (Groupes : exercice plutét facile.) (Ezercice 11 du TD3.) Soit un groupe
fini G. Pour tout g € G' on considere I'application L, : G — G,z — gx.

(1) Justifier le fait que, pour tout g € G, L, € &(G).
(2) Montrer que 'application G — &(G), g — L, est un homomorphisme injectif.
(3) En déduire que G est isomorphe a un sous-groupe d’un groupe symétrique.

Exercice 2 — (Permutations : exercice classique.) Soit

(1 2 3 45678 9 10 11 12 13 S
“\110 11 56 9 2 4 12 13 3 8 7T 13-

Déterminer la signature de o, écrire ¢ comme composée de cycles a supports deux a deux
disjoints, déterminer 1'ordre de o et calculer 02%2° (on pourra traiter ces questions dans I'ordre
que 'on jugera le plus adéquat).

Exercice 3 — (Permutations : exercice de difficulté moyenne.) (Eztrait de [’examen
de janvier 2020.)

(1) Dans &y, écrire (1 3 2 4)? comme composée de cycles & supports deux a deux disjoints.

(2) Déterminer toutes les permutations o € &, telles que 0% = (1 2)(3 4).

(3) Soit n > 2. Existe-t-il une permutation o € &, telle que o = (1 2) ? (Indication : on
pourra considérer la signature.)

(4) Soit n > 6. Existe-t-il une permutation o € &, telle que 0® = (12)(3456) ?

Exercice 4 — (Groupe symétrique : exercice un peu plus difficile.) (Ezercice 12 du
TDS3.) Soit n > 2. Soit H un sous-groupe de &,, d’indice 2. On note K = &,, \ H.

(1) Soit p € &,,. Déterminer les cardinaux des ensembles pH = {ph | h € H} et pK =
{pk | k € K}.

(2) Soit h € H et k € K. Montrer que hH C H,hKNH =0, kHNH =0 et kKNEH = (.
En déduire que

hH=H, hK=K, kH=K et kK =H.

(3) Soit ¢ : &, — {—1,1} telle que gz =1 et p;x = —1. Montrer que ¢ est un homomor-
phisme.
(4) En déduire que H = 2,,. On pourra utiliser le fait que les seuls homomorphismes de

&,, dans C* sont 'application constante 1 et la signature (vu a Uexercice 9 du TD3).
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(Note auz colleurs : les anneaux sont supposés unitaires dans la définition donnée en cours.)

Exercice 5 — (Anneaux : exercice classique.) Soit A = {P € R[X] | P’(0) = 0}. Montrer
que A est un sous-anneau de (R[X], +,-).

Exercice 6 — (Anneaux : exercice classique ; la question (4) est plus difficile.)
(Adapté d’un exercice de l'examen de janvier 2020.) Pour x = (x1,22) € R*et y = (y1,v2) € R?,
on pose
T +y=(r1+ Y1, T2+ Y2), Txy = (T1Y1, T1Y2 + Tay1).
(1) Montrer que (R?, +, %) est un anneau. Est-il commutatif ?
(2) Déterminer les éléments inversibles de anneau (R?, +,x).
(3) Déterminer les diviseurs de zéro de I'anneau (R?, +,*). Cet anneau est-il integre ?
(4) L’objectif de cette question est de déterminer tous les idéaux de 'anneau (R?, +, *).
(a) Montrer que {0} x R = {(0,) | y € R} est un idéal de (R?, +,%).
(b) On suppose que I est un idéal possédant un élément (a,b) tel que a # 0. Montrer
que (1,0) € I (on pourra utiliser la question 2) puis que I = R2.
(c) On suppose que [ est un idéal possédant un élément (0,b) tel que b # 0. Montrer
que I O {0} x R.
(d) En déduire tous les idéaux de 'anneau (R?, +,%).
(5) Donner un exemple de sous-anneau de (R?, +, %) autre que 'anneau tout entier.



