La difficulté des exercices est exprimée a I’aide d’une lettre, de (A) (tres facile) a (E)
(tres difficile)

DETERMINANT

EXERCICE 1 - Calcul explicite (A)

1. Calculer le déterminant suivant :

1 1 1 1
1 -1 1
1 1 -1 1
1 1 1 -1
2. Soit £ un R-espace vectoriel et f € L(FE) tel que f2 = —Idg. Que dire de la

dimension de E?

EXERCICE 2 - Tridiagonal (C)

Soit A,, le déterminant de taille n suivant :
31 0 ... 0
2 3
An=10 2 3

—_

w = O

0 ... 0 2

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a Ay42 = 3A, 11 — 2A,. On pourra développer
suivant la premiere colonne.

2. En déduire la valeur de A,, pour tout n > 1. On pourra calculer les premieres valeurs

de A, conjecturer une formule, et la démontrer par récurrence.

EXERCICE 3 - Déterminant de Vandermonde (C, classique)

Soit n > 2 et a1, ...,a, n nombres complexes distincts. On se propose de calculer le
déterminant suivant :

1 1 1
a1 (6% e e Ay
2 2 2
V(Oél, ,an) = a7 Q3 an
—1 n—1 n—1
o) Qo a,




1. Calculer V(ay,a2) et V(aq, ag, a3). On les donnera sous forme factorisée.

2. Démontrer que V(ayq, ..., an—1, ) est une fonction polynomiale de = dont on précisera
le degré. On pourra pour cela développer par rapport a la derniere colonne.

3. En déduire que V(ay,...,an—1,2) = V(aa,...,0n_1) H?;l@ — ;). On pourra se
demander quelles sont les racines de I’expression polynomiale précédente.

4. En déduire 'expression générale de V(ayq,...,a,). On pourra deviner la formule &

I’aide de la premiere question, puis procéder par récurrence.

EXERCICE 4 - Tridiagonal (C)

Soient a, b, ¢ des réels et A,, le déterminant de la matrice n x n suivant :

a b 0 ... 0
c a b
An=10 0
: . .. . b
0O ... 0 ¢ a

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a Apy9 = a1 — beA,.

2. On su;()pose que a’® = 4bc. Démontrer par récurrence que, pour tout n > 1, on a
A, = nthe”
2’I’L

EXERCICE 5 - Sur des polynomes (C)

Soit u € L(R,[X]). Calculer det(u) dans chacun des cas suivants :
1. u(P) = P+ P,

2. uw(P)=P(X+1)—-P(X);

3. u(P)=XP + P(1).

EXERCICE 6 - Déterminant de la transposition (D)

Soit ¢ I'endomorphisme de M,,(R) défini par ¢(A) = *A. Calculer le déterminant de
Q.
EXERCICE 7 - Rang de la comatrice et applications (C)

Soit A € M,,(R) et comat A la comatrice de A.



1. Discuter le rang de comat A en fonction du rang de A.

2. Montrer que, pour n > 3, ’équation comat A = A est équivalente aux équations
YAA =1, et det(A) = 1.

EXERCICE 8 - Polynomes (C)

Soient (zp, ..., zn) des nombres complexes deux a deux distincts. Montrer que la famille
((X —20)" (X —21)", .. (X — zn)”)

est une base de C,[X]. Pour ceci, calculer le déterminant de cette famille dans la base
(1,X,...,Xn). On se ramenera & un déterminant de Vandermonde.

EXERCICE 9 - Similarité (D)

Soit A, B € M,(R). On suppose que A et B sont semblables sur C, ie qu’il existe
P € Gl,,(C) tel que A= PBP~!. Montrer que A et B sont semblables sur R. On pourra
considérer Py, P les parties réelles et imaginaires de P et montrer qu’il existe un réel x tel
que P; + P, est inversible.

EXERCICE 10 - Densité des matrices inversibles (C)

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients complexes. Montrer :
da >0, Ve € R, 0 < |e| < a, A+ eI, est inversible.

On pourra considérer les racines du polynéme P(x) = det(A + zI).

EXERCICE 11 - Déterminant d’une somme (C)

Soit n > 2. Déterminer toutes les matrices A € M,,(K) telles que, pour tout B €
M, (K), on ait det(A + B) = det(A) + det(B). On pourra commencer par démontrer que
A n’est pas inversible. Ensuite, si A a une colonne non-nulle (mais n’est pas inversible),
construire B telle que B n’est pas inversible et A + B est inversible.



REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

EXERCICE 1 - Matrices élémentaires (B)

Parmi les matrices élémentaires F; ;, lesquelles sont diagonalisables ?

EXERCICE 2 - Diagonalisation par polynoéme minimal (C)

Soit U la matrice

=== O

1
0
1
1

1
1
0
1

O~ = -

1. Calculer U? et en déduire une relation simple liant U2, U et I4.

2. En déduire que U est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

3. Diagonaliser U.

EXERCICE 3 - De rang 2! (B)

Soient a,b € R tels que |a| # |[b]. On considére la matrice carrée de taille 2n

s

I
St o Q
L R
QR o R

L T

1. Calculer le rang de A. En déduire que si n > 1, alors 0 est valeur propre de A et
déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

2. Déterminer deux vecteurs propres associés a deux autres valeurs propres, et en déduire

que A est diagonalisable.

EXERCICE 4 (D)

Pour n > 1, soit



et P,(x) = det(xzI, — A,) son polynoéme caractéristique.
1. Démontrer que pour tout n > 2, on a
P,(x) = x2Py—1(x) — Py_o(x).
Calculer P et Ps.
2. Pour tout x €] — 2,2[, on pose x = 2cos a avec o €0, 7[. Démontrer que

sin((r.z + l)oz).

P,(z) =

3. En déduire que A, est diagonalisable. On pourra pour cela montrer que A, a n
valeurs propres distinctes.

EXERCICE 5 - Un bloc (C)

0]A
I, |0
les valeurs propres de B et la dimension des sous-espaces propres correspondants. A quelle
condition B est-elle diagonalisable?

Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable et B = ( ) € My, (C). Donner

INDICATION : pour z,y € C”, résoudre I’équation B ( Z; ) =A ( g > et trouver quelles

sont les valeurs de A possibles.

EXERCICE 6 - Calcul d’une puissance n-ieme (B, classique)

Soit A la matrice suivante :

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

Démontrer que A est diagonalisable et donner une matrice P inversible et une matrice D
diagonale telles que A = PDP~!. En déduire la valeur de A" pour tout n € N.

EXERCICE 7 - Racine cubique (B, classique)

-5 3
6 -2
En déduire qu'il existe une matrice B telle que B3 = A.

Soit A = <

) . Montrer que A est diagonalisable et calculer ses valeurs propres.

EXERCICE 8 - Application & des suites récurrentes (C)

-4 -6 0
Soit A la matrice 3 5 0
3 6 5



1. Diagonaliser A.
2. Calculer A™ en fonction de n.

3. On considere les suites (uy), (vy) et (wy) définies par leur premier terme g, vy et wo
et les relations suivantes :

Upr1 = —4du, — 6v,
Untl = Up+ dvy
Wpt1 = Uy + 6V, + dwy,
Un
pour n > 0. On pose X,, = vp  |. Exprimer X, 11 en fonction de A et X,,. En
Wn,

déduire u,,, v, et w, en fonction de n.

EXERCICE 9 - Commutant d’une matrice (D)

Soit A la matrice

1. Diagonaliser A.

2. En déduire toutes les matrices M qui commutent avec A.

EXERCICE 10 - Trigonalisation - avec indication (C)
Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est donnée par
1 0 1
A= -1 2 1
1 -1 1
1. Montrer que f est trigonalisable.

2. Montrer que I'espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension 1. Montrer
que u = (1,1,0) est un vecteur non-nul de cet espace propre.

3. Montrer que v = (0,0, 1) est tel que (f —idgs)(v) = u.

4. Chercher un vecteur propre w associé a la valeur propre 2. Montrer que (u, v, w) est
une base de R3. Calculer la matrice T' de f dans la base (u,v,w).

5. Calculer f*(v) pour tout k € N. En déduire T*.



6. Calculer A* pour tout k € N.

EXERCICE 11 - Matrice nilpotente (D)

Soit n > 1 et A,B € M,(R) tels que AB — BA = A. Le but de 'exercice est de
démontrer que A est nilpotente, ¢’est-a-dire qu’il existe k > 1 tel que A* = 0.

1. Montrer que, pour tout k > 0, on a A¥B — BA* = LA*.

2. On considere

o Mu(R) — M,(R)
M — MB-BM.

Vérifier que ¢p est un endomorphisme de M,,(R).
3. Justifier que si AF # 0, alors k est une valeur propre de ¢p.

4. En déduire Pexistence d’un entier k > 0 tel que A* = 0.



