EXERCICES DE COLLES - 53 MATHS

Algeb 2

|2 Algebre Linéaire 2| 4
RI Déterminantsl . . . . . . . .. 4
2.2 Reéduction des endomorphismes| . . . . . . .. ..o o Lo 6

13 Analyse 2| 9
[3.1  Séries nUmMEriques|. . . . . . . . . e e e e e e e e e 9

2 i ri fonctions . . . . . .. 10

[3.3 Integration| . . . . . . .. 10
[3.4  Intégrales impropres| . . . . . . .. L 11
3.5 _Séries entieresl . . . . . . .. e 12

.6 bExerci ilanl . . . . e 12

[3.7 Intégrales a parametre (programme spécifique CPU)| . . . . . . ... ... L. 13

4 Méthodes Numériques| 14




1 Algebre 1

Exercice 1. (Groupes : exercice plutét facile.) (Exercice 11 du TD3.) Soit un groupe fini G.
Pour tout g € G on considere I'application Ly : G — G,z — gz.

1. Justifier le fait que, pour tout g € G, L, € 6(G).
2. Montrer que 'application G — &(G), g — Ly est un homomorphisme injectif.
3. En déduire que G est isomorphe a un sous-groupe d’un groupe symétrique.

Exercice 2. (Permutations : exercice classique.) Soit

(12 345678 9 10111213 _
7= 6 9 2412 13 3 8 7 13-

Déterminer la signature de o, écrire 0 comme composée de cycles a supports deux a deux disjoints,
déterminer I'ordre de o et calculer 02920 (
le plus adéquat).

on pourra traiter ces questions dans ’ordre que ’on jugera

Exercice 3. (Permutations : exercice de difficulté moyenne.) (Ezxtrait de l'ezamen de janvier
2020.)

1. Dans Gy, écrire (1 3 2 4)2 comme composée de cycles a supports deux & deux disjoints.
2. Déterminer toutes les permutations o € &y telles que o2 = (1 2)(3 4).

3. Soit n > 2. Existe-t-il une permutation o € &, telle que 0 = (1 2) ? (Indication : on pourra
considérer la signature.)

4. Soit n > 6. Existe-t-il une permutation o € &,, telle que 0? = (12)(3456) ?

Exercice 4. (Groupe symétrique : exercice un peu plus difficile.) (Exercice 12 du TDS3.) Soit
n > 2. Soit H un sous-groupe de &,, d’indice 2. On note K = &,, \ H.

1. Soit p € &,,. Déterminer les cardinaux des ensembles pH = {ph | h € H} et pK = {pk | k € K}.

2. Soit h € H et k € K. Montrer que hH C H,hKNH =0, kHNH =0 et kKNkH = (. En
déduire que
WH=H, hK=FK, kH=K et kK=H.

3. Soit ¢ : &, — {—1,1} telle que pjz = 1 et ;g = —1. Montrer que ¢ est un homomorphisme.

4. En déduire que H = 2,,. On pourra utiliser le fait que les seuls homomorphismes de &,, dans
C* sont I'application constante 1 et la signature (vu a U'exercice 9 du TD3).

(Note auz colleurs : les anneaux sont supposés unitaires dans la définition donnée en cours.)

Exercice 5. (Anneaux : exercice classique.) Soit A = {P € R[X] | P'(0) = 0}. Montrer que A
est un sous-anneau de (R[X],+, ).

Exercice 6. (Anneaux : exercice classique ; la question (4) est plus difficile.) (Adapté d’un
exercice de l'ezamen de janvier 2020.) Pour x = (z1,72) € R? et y = (y1,%2) € R?, on pose

T4y = (r1+y1, 22+ y2), rxy = (T1y1, T1Y2 + T2y1)-



1. Montrer que (R? +,%) est un anneau. Est-il commutatif ?
2. Déterminer les éléments inversibles de 'anneau (R?, +,*).

3. Déterminer les diviseurs de zéro de I'anneau (R?, +,%). Cet anneau est-il integre ?

S

. L’objectif de cette question est de déterminer tous les idéaux de 'anneau (R?, 4, x).

(a) Montrer que {0} x R = {(0,y) | y € R} est un idéal de (R?, +,%).

(b) On suppose que I est un idéal possédant un élément (a,b) tel que a # 0. Montrer que
(1,0) € I (on pourra utiliser la question 2) puis que I = R2.

(c) On suppose que I est un idéal possédant un élément (0,b) tel que b # 0. Montrer que
I > {0} xR.

(d) En déduire tous les idéaux de 'anneau (R?, +,x).

5. Donner un exemple de sous-anneau de (R?, 4+, ) autre que 'anneau tout entier.



2 Algebre Linéaire 2

La difficulté des exercices est exprimée a l'aide d’une lettre, de (A) (trés facile) a (E) (trés difficile).

2.1 Déterminants

Exercice 1. Calcul explicite (A)

1. Calculer le déterminant suivant :

1 1 1 1
1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 1 -1

2. Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que f?2 = —Idg. Que dire de la dimension de E?

Exercice 2. Tridiagonal (C)
Soit A, le déterminant de taille n suivant :

31 0 ...0
2 3 1
An=1]0 2 3 . 0
: . .. o]
0 ... 0 2 3

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a Apy1o = 3A,+1 — 2A,,. On pourra développer suivant la
premiere colonne.

2. En déduire la valeur de A,, pour tout n > 1. On pourra calculer les premieres valeurs de A,
conjecturer une formule, et la démontrer par récurrence.

Exercice 3. Déterminant de Vandermonde (C, classique)

Soit n > 2 et «aq,...,a, n nombres complexes distincts. On se propose de calculer le déterminant
suivant :

1 1 cee 1
aq a9 cee e Qp
2 2 2
Viag,...,an) =| Qe e Oy

n—1 n—1 n—1
o fa% al

1. Calculer V(ay, as) et V(ai, ag,asz). On les donnera sous forme factorisée.

2. Démontrer que V(aq,...,an—1,2) est une fonction polynomiale de x dont on précisera le degré.
On pourra pour cela développer par rapport a la derniere colonne.

3. En déduire que V(aq,...,an-1,2) = V(aq,...,an-1) H?:_ll (x — a;). On pourra se demander
quelles sont les racines de I’expression polynomiale précédente.

4. En déduire 'expression générale de V' (aq,...,a,). On pourra deviner la formule a l'aide de la
premiere question, puis procéder par récurrence.



Exercice 4. Tridiagonal (C)
Soient a, b, ¢ des réels et A, le déterminant de la matrice n X n suivant :

a b 0 ... 0
c a b
An=1|0 . . . 0
: . .. . b
0O ... 0 ¢ a

1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a Ay 1o = a1 — beAy,.

_ (n+1)a™
= -

2. On suppose que a? = 4bc. Démontrer par récurrence que, pour tout n > 1, on a A,

Exercice 5. Sur des polynémes (C)
Soit u € L(R,[X]). Calculer det(u) dans chacun des cas suivants :

1. u(P) =P+ P';
2. u(P) = P(X +1) — P(X);
3. u(P)=XP + P(1).

Exercice 6. Déterminant de la transposition (D)
Soit ¢ ’endomorphisme de M,,(R) défini par ¢(A) = *A. Calculer le déterminant de ¢.

Exercice 7. Rang de la comatrice et applications (C)
Soit A € M, (R) et comat A la comatrice de A.

1. Discuter le rang de comat A en fonction du rang de A.

2. Montrer que, pour n > 3, I’équation comat A = A est équivalente aux équations ‘AA = I,, et

det(A4) = 1.
Exercice 8. Polynémes (C)
Soient (zo, ..., 2n) des nombres complexes deux a deux distincts. Montrer que la famille

(X —20)", (X —21)" ..., (X —z)")

est une base de C,,[X]. Pour ceci, calculer le déterminant de cette famille dans la base (1,X,...,Xn).
On se ramenera a un déterminant de Vandermonde.

Exercice 9. Similarité (D)

Soit A, B € M,(R). On suppose que A et B sont semblables sur C, ie qu'il existe P € Gi,,(C) tel
que A = PBP~'. Montrer que A et B sont semblables sur R. On pourra considérer Py, P, les parties
réelles et imaginaires de P et montrer qu’il existe un réel x tel que P; 4+ xP» est inversible.

Exercice 10. Densité des matrices inversibles (C)
Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients complexes. Montrer :

Ja >0, Ve € R, 0 < |e| < o, A+ €I, est inversible.
On pourra considérer les racines du polynéme P(x) = det(A + zI).

Exercice 11. Déterminant d’une somme (C)

Soit m > 2. Déterminer toutes les matrices A € M, (K) telles que, pour tout B € M,(K), on
ait det(A + B) = det(A) 4 det(B). On pourra commencer par démontrer que A n’est pas inversible.
Ensuite, si A a une colonne non-nulle (mais n’est pas inversible), construire B telle que B n’est pas
inversible et A + B est inversible.



2.2 Réduction des endomorphismes

Exercice 12. Matrices élémentaires (B)
Parmi les matrices élémentaires F; ;, lesquelles sont diagonalisables ?

Exercice 13. Diagonalisation par polyndéme minimal (C)
Soit U la matrice

)
— = O
— O~
O R =

1. Calculer U? et en déduire une relation simple liant U?, U et Iy.
2. En déduire que U est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
3. Diagonaliser U.

Exercice 14. De rang 2! (B)
Soient a,b € R tels que |a| # |[b]. On considére la matrice carrée de taille 2n

a b a b
b a b a
A= a b a b
b a b a

1. Calculer le rang de A. En déduire que si n > 1, alors 0 est valeur propre de A et déterminer la
dimension du sous-espace propre associé.

2. Déterminer deux vecteurs propres associés a deux autres valeurs propres, et en déduire que A
est diagonalisable.

Exercice 15. (D)
Pour n > 1, soit

0 1 0 0

1

A, = 0
]
0 0 1 0

et P,(x) = det(xI, — A,) son polynoéme caractéristique.
1. Démontrer que pour tout n > 2, on a
P,(z) =xP,—1(x) — Pp—2(x).
Calculer P; et Ps.
2. Pour tout x €] — 2,2[, on pose x = 2cos«a avec « €]0, 7[. Démontrer que

Sin((?iL% l)a)'

Py(z) =



3. En déduire que A,, est diagonalisable. On pourra pour cela montrer que A, a n valeurs propres
distinctes.

Exercice 16. Un bloc (C)

0A
I, |0
propres de B et la dimension des sous-espaces propres correspondants. A quelle condition B est-elle
diagonalisable?

Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable et B = ( ) € My, (C). Donner les valeurs

INDICATION : pour z,y € C", résoudre ’équation B< Zj > = )\( ; ) et trouver quelles sont les

valeurs de A possibles.

Exercice 17. Calcul d’une puissance n-ieme (B, classique)
Soit A la matrice suivante :

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

Démontrer que A est diagonalisable et donner une matrice P inversible et une matrice D diagonale
telles que A = PDP~!. En déduire la valeur de A” pour tout n € N.

Exercice 18. Racine cubique (B, classique)

. _ -5 3
SmtA—( 6 _9

déduire qu’il existe une matrice B telle que B3 = A.

) . Montrer que A est diagonalisable et calculer ses valeurs propres. En

Exercice 19. Application a des suites récurrentes (C)

-4 -6 0
Soit A la matrice 3 5 0
3 6 5

1. Diagonaliser A.
2. Calculer A™ en fonction de n.

3. On considere les suites (uy), (v,) et (wy,) définies par leur premier terme wug, vy et wp et les
relations suivantes :

Upt1 = —4u, —6v,
Unt+1 = SUp + vy
Wpt1 = Sup + 6vy + dwy,
Up,
pour n > 0. On pose X, = vp |. Exprimer X,,;1 en fonction de A et X,,. En déduire u,,
Wy,

v, et w, en fonction de n.

Exercice 20. Commutant d’une matrice (D)
Soit A la matrice

—1

A=

N — =

1. Diagonaliser A.

2. En déduire toutes les matrices M qui commutent avec A.



Exercice 21. Trigonalisation - avec indication (C)
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est donnée par

o.
6.

1 0
A= -1 2

1
1
1 -1 1

. Montrer que f est trigonalisable.

Montrer que I'espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension 1. Montrer que
u = (1,1,0) est un vecteur non-nul de cet espace propre.

Montrer que v = (0,0, 1) est tel que (f —idgs)(v) = u.

. Chercher un vecteur propre w associé a la valeur propre 2. Montrer que (u,v,w) est une base

de R3. Calculer la matrice T de f dans la base (u, v, w).
Calculer f*(v) pour tout k € N. En déduire T*.

Calculer A* pour tout k € N.

Exercice 22. Matrice nilpotente (D)
Soit n > 1et A, B € My,(R) tels que AB— BA = A. Le but de l'exercice est de démontrer que A
est nilpotente, c¢’est-a-dire qu’il existe k£ > 1 tel que AF = 0.

1.

2.

3.

4.

Montrer que, pour tout k > 0, on a A¥*B — BAF = kA*.

On consideére

¢B:Mn(R) — Mn(R)
M — MB— BM.

Vérifier que ¢p est un endomorphisme de M, (R).
Justifier que si A¥ #£ 0, alors k est une valeur propre de ¢p.

En déduire existence d’un entier k£ > 0 tel que AF = 0.



3 Analyse 2

Les étoiles signalent des niveauz de difficulté. Plus il y a d’étoiles, plus l'exercice est considéré comme
difficile.

3.1 Séries numériques

Exercice 1. Déterminer si la série de terme général u,, est divergente, semi-convergente ou absolument
convergente dans les cas suivants.
On ne traitera qu’un terme par ligne.

1—cos(2/y/n)

la) u,= iﬁjyﬂ Lb) = AR
2.a) up = ”ni% 2.b) uy =2

3.a) u, = éﬁ)!e” 3.b) u, = E;;L))g,

da) u,= % 4.b) u, = #
5.a) % u, = SIZS_QIL) 5.b) u, = COS(T%/Q)
6.a)r wn=In(1+00)  60) ¢ wn = oy

Exercice 2. * En utilisant les critéres vus en cours, déterminer la convergence ou la divergence des
séries suivantes en fonction des parametres a,b € R:

S ((+5) =3)

Exercice 3. * Soient (un)n et (wn)n deux suites de réels positifs. On pose pour n € N, vy, = 17—
1. Siu, ~ n% déterminer la nature de ), v, en fonction de o € R.
2. 8i), u, et Y w, convergent, montrer que ) /u,W, converge.
3. Montrer que si ), u, converge, alors ) vy, diverge.

Exercice 4. ** On considére dans cet exercice des séries de la forme »_ -, < avec €, € {-1,1}.
1. Montrer que si €, = (—1)", alors la série ), -, <* converge.
2. Montrer que si pour tout n > 0, €3,43 = —1 et €341 = €342 = 1, alors la série anl % diverge.
3. (a) Montrer que pour tout entier naturel N, on a

i\f: 1 1 /11_$4N+4d
— = [ ————du.
dn+1 4n+3 o 1+a?

n=0

T so. 1 1
(b) En déduire la convergence de la série ano (m — m) et calculer la somme de cette
série.
(c) Montrer de méme la convergence de la série > -, (ﬁ — Tlﬂ) et calculer la somme de
cette série.

(d) En déduire que si pour tout n € N, €441 = €412 = 1 et €443 = €444 = —1, alors anl n
converge et calculer sa somme.



3.2 Suites et séries de fonctions

’I’L2.Z’

Exercice 5. Soit (fy)n>0 la suite de fonction définie sur R par f,(z) = 1555

1. Montrer que (f)n converge simplement sur R vers une fonction f que ’on déterminera.
2. Soit a > 0. Montrer que (fy), converge uniformément sur [a, +0ool.
3. Montrer que (f,), ne converge pas uniformément sur R.

4. Montrer que la série de fonctions ), - ,(—1)" f, converge simplement sur R mais pas absolument
sur R*. N

5. Soit @ > 0. Montrer que la série de fonctions ), - ,(—1)" f,, converge uniformément sur [a, 4-o0].

6. La série de fonctions ) - ,(—1)"f, converge-t-elle normalement sur R* ? Sur [a, +oo[ ?

Exercice 6. On considere la suite f,(z) := e ™" sin(nz) + v1 — 22 pour x € [—1,1] et n € N.
1. Montrer que (fy),,>o converge simplement vers une fonction f qu’'on déterminera.
2. Montrer que pour tout a tel que 0 < a < 1, (f,) converge uniformément sur [a, 1].

3. En calculant f,, (n_l/ 2), montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

sin (nzz)

Exercice 7. 1. Montrer que la série de fonctions ) e

n>0

converge simplement sur R.

400 sin (n2x)

n=0 eyer st de classe C! sur R.

2. * Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) =

Exercice 8. * On se donne un réel a € [0, 1].

1. Montrer que la série > a" cos (y/nx) converge simplement sur R.
n>0

2. Montrer que la fonction F' définie sur R par F(z) = 3720 a™ cos (y/nx) est une fonction de classe

C* sur R.

3.3 Intégration

Exercice 9. Calculer les intégrales suivantes :

1 /4 a3 5
1) / zarctan(z)dz 2) / de 3) / Inze *dx
0 0 1

cos?z +1

Exercice 10. 1. Montrer que pour tout z > 0, on a

z—x? <log(l+z) < .

2. Calculer

10



3. En déduire

Exercice 11. Calculer les limites suivantes :

2n
arctan(:n)dx ; lim/ ln(a:)dx.
1

12

2n

lim
n—oo J, €T n—o00

Exercice 12. * On pose

/6 2 )6 3.2
7 :/ cos*(t) i et J :/ sin”(t) gt
o cos(2t) o cos(2t)

1. Calculer I — J.
2. Calculer I 4+ J en posant u = tan(t).
3. En déduire I et J.

Exercice 13. * On définit sur R la fonction G par

2x
G(w)—/ e~ dt.

1. Montrer que G est dérivable sur R et calculer G’.
2. Etudier les variations de G sur R.
3. Déterminer la limite de G en +00 et en —oo.

4. Donner lallure du graphe de la fonction G sur R.

3.4 Intégrales impropres

Exercice 14. Donner la nature des intégrales suivantes (semi convergente, absolument convergente,

divergente). . . ( |
> 1 * In(l+x
1 ——dx 2 ———=dz
e I A~ -
+oo _m *° sin(x)
3) In(x)e”*dx 4)x —dx
0 0 x
+oo /zsin (1/2?)
5) ——————dx
0 ln(l + af)

Exercice 15. Déterminer, suivant la valeur de o € R, la nature des intégrales suivantes :

Do qihedt 2)x [ e n (2 + %) da

Exercice 16. * Montrer que l'intégrale f0+oo e~tsintqt diverge.
On pourra utiliser le critére de Cauchy.

Exercice 17. ** Soit f une fonction continue de [0, +oo[ dans R.
On suppose que U'intégrale O+°o f?(t)dt converge.

11



1. Prouver que, pour tous 0 < a < b, on a

/:f(t)dt‘ <Vvb-ua (/ab f2(t)dt> 1/2.

2. En déduire que

1 x
lim —— = 0.
77 |, do=o

Indication : couper l’intégrale au bon endroit

3.5 Séries entiéres

2n

Exercice 18. * Pour quelles valeurs de z € C la série ) -, sz converge-t-elle? Et > o) 57

Exercice 19. On considére les séries entiéres suivantes.
n—1 o(=1)"n

— z* . n. n! 2n+1
; n Z s 21.3...(2n+1)x :

n>1 n>0

1. Déterminer les rayons de convergence R de chacune de ces séries entiéres.
2. Calculer les sommes sur | — R, R[ de

n—1 9(=1)"n

00 4
x
n n
n=1

Exercice 20. Donner le développement en série entiére des fonctions suivantes et déterminer le rayon
de convergence des séries entieres obtenues.

1

m5 g(z) =In(1 -2z +2%); h(z) = exp(l +2%).

flz) =
Exercice 21. On considere la série entiere -, a,2" ol les a, sont définis par ap = 1, a1 = 3 et
pour n > 2, a, = 3a,—1 — 2a,—2. On note f(z) sa somme.
1. Montrer que le rayon de convergence R de cette série vérifie R > 1/4.
2. Montrer que pour tout nombre complexe z tel que |z| < R, on a

1

&) =5z 771

3. En déduire la valeur de R ainsi que ’expression de a, en fonction de n.

3.6 Exercices bilan
Exercice 22 (Chapitres 4 et 5). On définit pour t € R, f(t) = %.
1. Rappeler le développement en série entiere de 1/(1 — x) sur | — 1, 1].

2. Déterminer le développement en série entiere de f sur | — 1, 1].

12



3. Montrer que pour tout x € R I'intégrale impropre suivante converge

* dt

et définit une fonction de classe C' sur R dont on exprimera la dérivée en fonction de f.
4. Déterminer le développement en série entiere de F' sur | — 1, 1] en fonction de F'(0).

5. Calculer F'(0).

Exercice 23. ** Soient (a,), et (by,), deux suites réelles. Pour n € N, on définit la fonction f, sur
R par f,(x) = a, cos(nzx) + by, sin(nz).

1. Montrer que la série de fonction ), . fn converge normalement sur R si et seulement si les
séries numérique ) <, an et > - b, sont absolument convergentes.

2. Montrer que si ), -, fn converge normalement sur R alors la somme S de cette série est une
fonction continue 2mw-périodique.

3. Montrer que si ), - fn converge normalement sur R alors pour n # 0,

tn = — ! f(z)cos(nz)dz, by :% i f(z) sin(nz)dz.

4. Soit f la fonction continue 27-périodique vérifiant f(z) = 22 pour = € [, 7.

(a) Calculer

o = — _: f(@) cos(nz)dz, B = — _: f(z)sin(nx)dz.

(b) Montrer que la série de fonctions ), - an cos(nz) + By, sin(nx) converge normalement vers

f sur R.
(¢) En déduire la valeur des sommes 70 L et S71°¢ )"
n=0 n

n=0 n?2

3.7 Intégrales a parameétre (programme spécifique CPU)

Exercice 24. ** F(x) = O+°° %ei”"tdt

1. Montrer que F est de classe C! sur R et calculer F.
2. Montrer que F' vérifie une équation différentielle que I'on explicitera et calculer la valeur de F.

Exercice 25. ** F(z) = 01 el_ftt dt

1. Montrer que F est de classe C' sur R et calculer F’. Etudier les variations de F sur R.

2. Etudier les limites et les branches infinies de F. Tracer le graphe de F.

13



4 Meéthodes Numériques
Mise en garde : Les exercices sont de difficulté variable (précisée par des x). Certains exercices sont
longs, on pourra ne traiter que les premiéres questions.

Exercice 1. % (racine d’une équation) On considére la fonction :
f(z) =2In(z) + 2> +z —4
définie pour z > 0.

1. Via une étude de fonction, montrer que I’équation f(x) = 0 admet une racine unique r. Localiser
r dans un intervalle I = [a,a + 1] ot a € N.

2. Pour calculer approximativement r, on propose la méthode :

1
Tng1 = Tp —af(zy) = g(xn), x0€l, a= 6

(a) Montrer que la restriction de g sur I répond aux 3 hypotheses du théoréme du point fixe
des applications contractantes. Qu’en concluez-vous 7

(b) Quelle est la constante de contraction de g 7 En déduire le nombre N d’itérations suffisant
pour assurer :
lexy —r] <107%, keN*

en partant du milieu de I (cad de z¢p = a + %)

3. Comme troisieme méthode, écrire une itération de la méthode de Newton (ne rien démontrer).

Exercice 2. x (Moyenne arithmético-harmonique) On considére deux nombres réels strictement posi-
tifs a et b vérifiant @ < b. On définit les suites (uy,) et (v,) par ug = a, vg = b et

= — 4+ — v = n > 0).
Up+1 Up  Un e 2 (n20)

2 1 1 Up + v
n Un T Un

1. Montrer que les suites (uy) et (v,) convergent et admettent la méme limite. Indication: On
pourra étudier le signe de u, — v, afin de déterminer la monotonie des suites (uy) et (vy,).

2. Montrer que :
Un+1Un+1 = UnUn, n € N.

En déduire la limite commune a (uy,) et (vy).

3. Démontrer que :

1 (up — vn)2
— = 7 e N.
|unt1 — Vnt1] 2wy + oy n

4. Démontrer que :
|, —vp| <27"a—0b], neN.

En déduire une condition suffisante portant sur n pour que |u, — v,| < 107% o1 k € N.

5. Déduire de la question 3) la majoration pour n € N, [tn41 — vpt1| < 1=t — v
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6. Déduire de la question précédente que pour tout m € N, on a
2n
1
[Umtn — Uman| < 4a <4a\um — vm\> , (neN)

Indication: on pourra mettre en oeuvre une récurrence sur 7.

7. En utilisant le résultat de la question 4), déterminer, en fonction de a et b une valeur de m telle
1 1
que 1z [um — vm| < 15

8. En utilisant les résultats des questions 6) et 7), déterminer, en fonction de a et b une condition
suffisante portant sur n pour que |y, 1n — Vmin| < 107F ot k € N.

Comparer la valeur m + n obtenue avec le résultat obtenu a la question 4).

Exercice 3. x On consideére la fonction :

[ 10,2 =R
9 z— 1+ %sin(z)

1. Montrer qu’elle répond aux trois hypothéses du théoréme du point fixe des applications contrac-
tantes. Que peut-on en conclure ?

2. En déduire une méthode itérative pour calculer le point fixe £ de g. En choisissant x¢y = 1, quel
nombre d’itérations N assure que |xy — &| < 2%0 ?

Exercice 4. x (De nombreux points fizes.) Soit la fonction g(x) = x + sin(z) définie sur R.
1. Déterminer tous les points fixes de g.
Déterminer la stabilité de chacun de ces points fixes.

Soit I, = [2km,2(k + 1)m|. Montrer que g est strictement croissante sur Iy, et que g(Iy) = Ij.

RN

Déduire des questions précédentes la convergence de la suite up4+1 = g(uy,), avec ug € Iy (aide :
considérer le signe de g(z) — x).

Exercice 5. xx On considere deux nombres réels strictement positifs a et b vérifiant a < b. On définit
les suites (uy) et (v,) par ugp = a, vo = b et

Up + U
Un41 = /UnUn Un41 = % (n > 0)

1. Montrer que les suites (uy,) et (vy,) convergent et admettent la méme limite (aide : montrer que
Vn €N, u, >0, v, >0, u, < v, puis montrer que (u,) est croissante et (v,) décroissante).

2. Démontrer que :

1
|un+1 - Un+1| < §|un - vn‘a Vn € N
et en déduire par récurrence que :
|t —vn| <27"a—b], neN.

En déduire finalement une condition suffisante portant sur n pour que |u, —v,| < 107 ott k € N.
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3. Démontrer que

1 (uy, —vp)?
|Un+1_Un+1|:2((n n) n € N.

Vi )

En déduire la majoration pour n € N, |up+1 — vpt1| < 8—1a|un — v |?

4. Déduire de la question précédente que pour tout m € N, on a
1 2
|Umtn — Umtn| < 8a (&L\um - vm|> , (neN)

Indication: on pourra mettre en oeuvre une récurrence sur n.

5. En utilisant le résultat de la question 2), déterminer, en fonction de a et b une valeur de m telle
1 1
que g-|Um — vm| < 13-

6. En utilisant les résultats des questions 4) et 5), déterminer, en fonction de a et b une condition
suffisante portant sur n pour que |[tmin — Vmin| < 107% ot k € N.

Comparer la valeur m + n obtenue avec le résultat obtenu en question 2).

3

Exercice 6. x Soit f(z) = 23 — 22 — 1. On se propose de trouver les racines réelles de f.

1. Situer la ou les racines de f. Montrer qu’il y a une racine r € I = [1, 2].
2. On définit la méthode itérative zp41 = g(z,) avec zg € [1,2] et :

2 1/3
g(z) = (z*+1)"".
(a) Vérifier que r est bien un point fixe de g.
(b) Par une étude de fonction, montrer que g(I) C I.
(¢) En étudiant ¢’ sur I, montrer que g est une contraction sur I, la constante de contraction
étant égale a :

2
L=—2% _ ~0458
V3 x 42/3

(d) En déduire que la suite (x,,) converge vers r.

(e) Montrer que :
|zy, —r| < L™ xg — 7|, ¥Yn > 0.

(f) On cherche une approximation xy telle que |zy — 7| < € (0 < € < 1). En majorant l'erreur
initiale |zo — r| par 1, quel nombre d’itérations assure |zy —r| <€ ?

Exercice 7. xx Soit m un nombre réel et f : R — R une fonction continiiment dérivable (c-a-d
dérivable et la fonction dérivée est continue). On suppose de plus qu'un nombre réel ¢ vérifie f(£) = 0.
On définit la suite (x,) par xg € R et Vn € N, 2,11 =, — %

1. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout n il existe un réel c,
compris entre £ et x,, vérifiant

Tpp1 — L= (1 - f,(c")) (zn — ).

m
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2. On suppose dans cette question (uniquement) que m et f vérifient :

f'(x)

m

Vo € R, < <

N | o

N | —

Déduire de la question précédente que (x,) converge vers .

3. La condition imposée a la question précédente étant tres contraignante, on cherche a améliorer le
procédé. On suppose désormais (pour la suite de I’exercice) que f est strictement croissante
et que sa dérivée ne s’annule pas.

(a) En utilisant la définition de la continuité de f’ en ¢, démontrer qu’il existe un réel n > 0
tel que :

2P0 < e < Srw.

5

(b) On suppose de plus que m vérifie |m— f'(1)| < % f(£). En utilisant les résultats des questions
1 et 3 (a), démontrer que si z,, € [( —n,¢+ ], on a alors :

Vz € [0 —n,0+ 1),

ol o

1
|1 — £ < 5 |z — €] <.
2

(c) Démontrer que si zg € [¢ —n, ¢+ 7], alors la suite (z,,) converge vers /.

(d) Déterminer alors la rapidité de convergence de cette suite en fonction de m. Quelle est la
meilleure valeur possible pour m ?

Exercice 8. x Soit la fonction f(x) = In(x) + 22 + 2z — 5 définie pour x > 0.

1. Montrer que f posséde une racine unique r. Localiser r dans l'intervalle I = [n,n+1] ou n € N.

2. Pour approcher r on considére la méthode de point fixe zy1 = g(xx) avec g(x) = = — f(x), g
définie sur I. Montrer que r est un point fixe instable de g, c-a-d que |¢'(r)| > 1.

3. On considere maintenant que g(z) = x — f(x)/m avec m > 0. Montrer que g est une contraction
sur I si et seulement si m > 13/4.

4. On choisit m = 5. Montrer que la suite x;11 = g(xk), o € I est bien définie et converge vers r.

5. Quelle est la constante de la contraction pour m =5 7 On cherche une approximation xy telle
que |[xy —7] <€ (0 < € < 1). En majorant l'erreur initiale par 1, quel nombre d’itérations assure
ey — 7| <e?

Exercice 9. xx (Racine p-iéme) Soit p un entier > 2, et a un réel > 1. On cherche une méthode pour
approcher r = ¢/a = al/P en se basant sur la méthode de Héron vue en TD (pour p = 2 on obtiendra
exactement la méthode de Héron), c-a-d que 'on va chercher la racine de la fonction :

f@)=a?—a
en considérant f définie sur I = [a!/?, 400,
1. Ecrire une itération de la méthode de Newton appliquée sur f.

2. Quelle est la fonction de point fixe g associée 7 (c-a-d quelle est la fonction g permettant d’écrire
l'itération de Newton sous la forme z,4; = g(z,)). De méme on consideérera que g est définie
sur [.
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En faisant une étude de fonction, montrer que g(I) C I, et que g est lipschitzienne sur I de

constante L = %.

. Que peut-on en déduire sur la suite z,, 11 = g(zyn), n >0, zg € [ ?

Montrer que :

p—1 —1—k k
Tp4+1 — al/p = ($n _ al/p) (1 _ Zk:[) (:L(p )/Pxn>

—1
ph
puis que :

2 p c
_o CkT
tsr — /P = (2, — ') %
DPTn

ot ¢ = (k4 1)aP=*=2/p,
Déduire de la question précédente que :

p—1
2al/p

2
xn—al/p‘

|xn+1 - al/p’ <

Que peut-on déduire de cette estimation sur la rapidité de convergence ?

Exercice 10. Soit f: R — R, une fonction continue et croissante. On note g la fonction définie sur
R par g(z) = f(x) — x. Le signe de g en fonction de x est donné dans le tableau suivant :

x —00 1 2 +0o0

g(z) + 0 - 0 +

Soit (xy)n la suite définie par récurrence par xg € R et x,41 = f(z,) (n > 0).

1.

2.

Tracer le graphe d’une fonction f vérifiant les hypotheses.
Montrer que les intervalles Iy =] — oo, r1[, I2 =|r1, o[ et I3 =|re, +00[ sont stables par f.

Etudier en fonction de la position de xy la monotonie et la convergence de (z,,), (on justifiera
avec soin les résultats énoncés).

. Etudier le caractére répulsif ou attractif des points fixes.

On suppose que f est dérivable au point r1 et que f/(r1) = 0. On suppose également que (z,)n
converge vers 71 et que pour tout n > 0, z,, # r1. Montrer qu’alors :

. Tn+1 — T
lim ———
n—+oo Ty — T

=0.

Exercice 11. * Soit a > 0 fixé. On définit la fonction h : R — R par h(z) = 2z — az?, et on définit
par récurence la suite (x,), en prenant xg € R et pour tout n > 0, z,41 = h(zy).

1.

Dresser le tableau de variations de h et en faire la représentation graphique.
Déterminer les points fixes de h.

Vérifier que les intervalles J; =] — 00, 0[ et J2 =]0,1/a] sont stables par h.

3. On prend z¢ € J;. Etudier la monotonie et le comportement asymptotique de (xy,)p.

. On prend z € Jo. Etudier la monotonie et le comportement asymptotique de (Tn)n-
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5. Quel est 'ensemble des zp € R tels que la suite (z,,), converge vers 1/a ?
On pourra se demander ou se trouve le point 1 lorsque zg est dans |1/a, 4+o0].

1 1\?
6. Montrer que pour tout = dans R, h(z) — — =a (x - ) .
a a

7. Pour tout n > 0, on pose e, =z, — 1/a.
Exprimer e, 1 en fonction de e,, puis en déduire une expression de e, en fonction de n et de ep.

8. Retrouver, a l'aide de la question précédente, le résultat de la question 5, et déterminer, lorsque
(zn,)n converge vers 1/a, la vitesse de convergence.

Exercice 12. xx Soit @ > 1 et k un entier supérieur a 3 fixés.
On souhaite calculer une valeur approchée de la racine k—iéme de a.

1. On définit la suite (1), en posant g €]0, +oo[ et pour n > 0, z,11 = f(z,) avec f(z) = a/z*1.
(a) Vérifier que l'intervalle ]0,4o00| est stable par f et que f n’a quun point fixe sur cet
intervalle.

(b) Quelle est la nature de ce point fixe ? Que pensez-vous de cette suite pour la calcul d’une
valeur approchée de la racine k—iéme de a 7
¢ —a

ka

(a) Montrer que g n’admet qu’un seul point fixe dans R et déterminer sa nature.

2. On définit pour = > 0, g(x) = = —

(b) En utilisant la continuité de ¢’, montrer qu’il existe r €]0,1[ et ¢ > 0 tels que g soit
r-contractante sur intervalle I = [a'/F — ¢, a'/* + ¢].

(c) Montrer que I est stable par g.

(d) Montrer que la suite (), définie en choisissant xg € I et en posant pour n > 0, T,11 =
g(xy,,) converge vers a'/k et déterminer sa vitesse de convergence.

3. Ecrire la méthode de Newton pour la fonction  — zF — a. Si la suite fournie par la méthode
1k quelle est la vitesse de convergence ?

de Newton converge vers a
Exercice 13. Pour chacune des questions suivantes, donner, sans justification, un énoncé précis.
1. Quels sont les comportements asymptotiques possibles d’une suite réelle croissante ?
2. Qu’est-ce qu’une fonction contractante sur un intervalle I de R 7
3. Enoncer le théoréme de la contraction (aussi appelé théoréme du point fixe).
4. Soit f: R — R. Qu’est-ce qu’un intervalle stable pour f ?
5. Qu’est-ce qu’'un point fixe répulsif ?

Exercice 14. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = e~®°/2 et soit (z,), une suite définie par
récurrence en posant xo € R et x,41 = h(x,) (n > 0).

1. Montrer, en faisant une étude de fonction, que :

1
VzeR | (z)| < —= < 1.
e

NG

2. Montrer, en utilisant I'inégalité des accroissements finis, que h est contractante sur R.
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3. En déduire que, pour tout xy € R, la suite (x,), converge toujours vers la méme limite.

1
Exercice 15. La fonction f est définie sur R par f(z) = g(x?’ +1). On donne ci-dessous sa représen-

tation graphique. On définit une suite (uy)nen par récurrence en fixant ug € R et en posant, pour
tout entier positif n, up+1 = f(uy).

3
2,
1r J
y = f(z)
0
s 1
y==x
ot 1
-3 L L |
-3 -2 -1 0 1 2

1. Donner, par lecture graphique et sans justification pour I'instant, le comportement asymptotique
de la suite (uy)nen en fonction de la position de wug.

2. Pourquoi, quelque soit la valeur de ug € R, la suite (uy,)nen est-elle monotone 7

3. Sur R, on considére maintenant le polynéme P(x) = 2% — 3z + 1.
Etudier les variations de P et montrer que P admet 3 racines réelles r; < ro < 3.

4. En déduire le signe de la fonction g définie sur R par g(x) = f(z) — «.
Quels sont les points fixes de f 7 Déterminer des intervalles stables pour f.

5. On prend ug €]ry, r3[. Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (uy)nen-
6. On prend ug €|rs, +ool. Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (Un)nen-
7. Quelle est la nature (répulsif ou attractif) du point fixe r3 de f ?
8. Montrer que sur [0,1/2], la fonction f est 1/4-contractante. En déduire que si ug = 0, alors
K
VneN, |u, —ro| < YEx

ou K est une constante que ’on précisera.
9. Quelle est la nature (répulsif ou attractif) du point fixe ro de f ?

10. En vous appuyant sur la question , proposer un algorithme qui rend un sortie une valeur
approchée de ro & 1075 pres ?
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