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Tenseur des contraintes

|. Etat des contraintes dans un solide

L’ état des contraintes en un point M d’ un solide soumis a un chargement
mecanique permet de caractériser les actions mécaniques exercées sur la
matiere en ce point.

1. Tenseur des contraintes

En tout point M d’ un milieu continu, I’ état des contraintes est
entierement déterminé par la connaissance du tenseur des

contraintes, noté o) . Ce tenseur est symétrique et représenté par
la matrice :

oM)=|0, 0, 0,




Tenseur des contraintes

2. Force exercée en un point sur un élément de surface

L’ action mécanique exercée sur la surface unité d’ orientation » par la matiére
située du coté de | orientation positive définie par 5 est une force dont la
résultante T(M,n) appelé vecteur des contraintes s’ exprime:

T(M,n)=T =o(M)n

Sous forme matricielle
= ! & ~ T O On Op|h ; ‘
T, :

F[« : chargement externe
U :déplacement imposé
N :normale unitaire extéricure
T= f{P 1) :vecteur contrainte
1, = o,n +0,n,+0;n, o . A
(ou densité de force = force par unité de surface)
au point P associé au plan de normale 77

T, = 0,n+0,,n,+0yn,

Si AF agit sur AS, alors : T(P, ﬁ‘)': lim AF - 4F

—_ M0 AS dS
T = oyn, + O3,n, + O33N,

o(M) Contient toutes les informations pour exprimer le vecteur contrainte
sur toutes surfaces de normale 5, au point M



Tenseur des contraintes

ll. Propriétés du tenseur des contraintes

1. Signification physique des composantes du tenseur

oij est la composante sur e, du vecteur contrainte de la face de normale ¢,
all
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Tenseur des contraintes

2. Composantes normales et tangentielles du vecteur contrainte

Le vecteur contrainte T(P,n) est décomposé en :

* une contrainte normale T, de direction n

* une contrainte tangentielle ou de cisaillement f

de direction contenue dans le plan vectoriel de
I” élément de surface.

2 ?=Tn+7_i

7:1 = ;/; f; — ;[3 ;,2] == En notation indicielle Tn =n,0;n,

t En notation matricielle 7° = n'T = n'on
n =[n n, n,| "

S

I

S
N




Tenseur des contraintes

2. Directions principales — contraintes principales

Il existe au moins une base dite base principale du tenseur des contraintes,
dans laquelle la matrice représentant le tenseur est diagonale =

o' 0 0
oM)=| 0 o 0
0 0 oY

- . . 2 3
Contraintes principales: 0 ¢ %

Ul 1 012 (71 3

oM)=|0, 0, Oy 2

o?  Solutionde det(oc —Al)=0

5, = =lsii=]
=0 sii=j

Symbole de Kronecker

O3 O3, O

S = O
— o O



Tenseur des contraintes

3. Etats particuliers de contraintes

a) Tenseur sphérique et déviateur des contraintes

(M) = 05 (M) +0,(M)

Partie sphérique Partie déviatorique
S S
aS(M)=§[ aD(M)=a—aS(M)=a—§1
s =trace(o(M)) Tenseur de trace nulle

Variation de volume



Tenseur des contraintes

b) Compression ou tension sphérique

Un état de contrainte en un point est un état de compression ou
tension sphérique si le déviateur est le tenseur nul.

o(M)=0,(M) = %1

Cet état est caractérisé par :
* le vecteur contrainte T'(M, n) est colinéaire a

* les contraintes principales sont: g0 = 5? = g% =54

c) Traction ou compression simple dans une direction

2 contraintes principales sont nulles

)=

Exemple: 0¥ =0 =0 = Etat de contrainte uniaxiale dans la direction ¢,

o 0 0
o(M)=| 0 0 0
0 0 0 Si 0" =0 compression simple

Si 0 =0 Traction simple



Tenseur des contraintes

d) Cisaillement simple

Exemple: 0 O
oM)=|0 -7 0 Dans la base principale
0 0 O
0 o, 0
oM)=|o, 0 0 Dans une base quelle conque
0 0 0

e) Etat de contraintes planes

Un état est un état de contraintes planes en un point si et seulement si,
I” une des contraintes principales est nulle.

% %n 9 Dans une base quelle conque
U(M) =0, Oy 0 q q
0O 0 0 oV 0 0

Dans la base principale o(M)=| 0 ¢o® 0
0 0 O



-

Deformation des milieux continus solides
Gradient de la transformation




On introduit une fonction vectorielle ® permettant de décrire le mouvement d'un milieu continu entre une configuration
initiale (€tat non déformé) et une configuration actuelle (état déformé). On se propose de présenter les tenseurs permettant

de décrire les déformations d'un milieu continu.

X3

La transformation @ appliquée a €, est telle que pour tout point M, €, repéré par le vecteur position X = OM, dans la base B,

ona : ; =E)(§,t) avec ; = 07”

Un déplacement de M, en M peut alors €tre défini de la fagon suivante : [MOM = ;(f,t) - OM - OM 0= P }}

On a donc :[ﬁ(f,t) = E)(i,t) -X }




[ Gradient de la transformation ]

L'étude des déformations s'effectue donc en comparant les déplacements de deux points.

Considérons 2 points M, et N, de ©,. On note :
OM, = X

donc M N, = dX
OM = x

ON = c_Ii(Y + d_X,t) = MN =dx = E)(ff + cTX,t) - E)(fit)

ON est I'image de O_N(; par I'application P

La transformation étant continue et différentiable en M,,, on peut écrire :

—

(5(55 + cTX,t) = (B(Y,t) + %(f,t) dX + O(e) (cf développement de Taylor)

TP e 0D, (— X
Cette application linéaire définit un tenseur d'ordre 2, F dont les composantes sont :| F; = &TI(X ,t) =— }
j i

Le tenseur F est dénommé TENSEUR GRADIENT DE LA TRANSFORMATION




[ Gradient de la transformation ]

—

B + X 1) = B(X.r) + 2 (Xor)- X 4000

CB(? + cTX,t) représente la transformée de ON,, c'est a dire ON

—

CD(Y,t) représente la transformée de OM,, c'est a dire OM

donc : (_}5(55 + ﬁ,t) - Cf(?f,t) représente ON — OM = MN = dx

—_

~ D [— — - —
et donc d'apres la relation (1) dx = a—Y(X,t)- dX :{dx =F- dX}

Donc F désigne le tenseur gradient de la transformation



—>x = E)(fft)

0
x3/ - _
{dx=£-dX}

F désigne la matrice de transformation

La transformation est uniforme si F ne dépend pas de X

—_—

Dans ce cas, puisque F ne dépend pas de X, on peut €crire X = F- X



— — —_—

u=x-X
du=dx-dX
du=F-dX -dX

. — u -
du=(F-1)dX == dX
= = oX
~Fo7=22

= = 49X

|
)

—

A <laXl] = ax- dx —dX- dX='dxdx—'dXdX

—[12 —

A <NlaXIl =aX FFaX -'aXdX

—12 —

2 — —
dx| -|dX| ='dX('FF -1)dX

—>2 —_

dxl =[xl =2’d§[l(fFF —l)ldi
2

1
{E = E(tFF -1 ) tenseur de déformations de Green - Lagrange }

t

ou 1 ou o 1| ou ou. ou o 1l gu.  ou.
orE=l+—ﬁ=>E=— [+—ﬁ l+—ﬁ -I|=E, == i T O =g, =— B
= = 99X 201 (= ox \= ox T 2|ax, X, X, X, I 2lax, X,



(x, = X,(1+A)

1% =X,
x3=X3

x, =X, +yX,
1%, =X,

Xy =X,

Calculer le vecteur déplacement u
Calculer le gradient de la transformation F
S'agit il d'une tranformation homogene ?

Q2, étant un carré de coté 1, déterminer 2,



Exercice: rxl = al(Xl + aXZ)

Un corps subit une déformation telle que: < x2 = a2X2

Xy =a;X,

Ou a4, a,, a;, a sont des constantes.

Calculer le tenseur des déformations a partir du vecteur déplacement, donner son expression en petites déformations.



Tenseur des petites deformations
Signification des coefficients €i;

Xy Bu @
A uy+ ﬁdh:,
T B o
B: c u +?ld:{ -u
\ L=
: l b 3 itai
e e g l Allongements unitaires
| o
di, | [ ! 1
: i _ou,
A = JID ; _6}:2
A ] D
dx, -
X
> : ®
'"'1"'31‘;“":! ..... 4 C
r.[.i---* c i 8 =ztanf, =—~
B F !
‘ ' - _ &y
ﬂ:: i |5'==tanﬂz—g=
—~ ;
o
I
Uila == u-l-aid}( _ @ +8 1({da,  fu
3 © Cfur Y I o == "3l T
A . 2 u+aﬂdx
1 B 1
. > X,
P I
L) JZF ¥ r'
12= Tz , =8+ 8
' '
' '
' '
' i
/ /
[ I

> X



Tenseur des déformations

Directions principales — contraintes principales

Il existe au moins une base dite base principale du tenseur des déformations,
dans laquelle la matrice représentant le tenseur est diagonale =

gV 0 0
eM)=| 0 ? 0
0 0 &%

(2) 3)

Déformations principaless” ¢% ¢

o € €3
] — 0 ¢® £ Solutionde det(e —A)=0

& €3 &3

e(M) =




Tenseur des petites deformations

Etats particuliers de contraintes

1. Tenseur sphérique et déviateur des contraintes

eM)=¢es(M)+e,(M)

Partie sphérique
Partie deviatorique

8S(M)=§I
SD(M)=8—8S(M)=8—E]

s =trace(e(M)) 3

Tenseur de trace nulle

Variation de volume



Tenseur des petites deformations

2. Etats particuliers

a) Dilatation uniforme

Un état de déformation en un point est un état de Dilatation
uniforme si le déviateur est le tenseur nul.

e(M)=¢e,(M) =§1

Les déformations sont égales quelle que soit la direction
b) Déformation uniaxiale

2 déformations principales sont nulles

=0 =0 => Etat de déformation uniaxiale dans la direction ¢,

Exemple: o

e®

0 0
eM)=| 0 0 0
0 0 0



Tenseur des contraintes

c) Glissement simple

Exemple: y 0 0
eM)=|0 -y 0 Dans la base principale

0O 0 O

0 ¢, O
& 0 0
0O 0 O

e(M) = Dans une base quelle conque

d) Etat de contraintes planes

Un état est un état de déformations planes en un point si et seulement si,
I” une des déformations principales est nulle.

&, &, 0

Dans une base quelle conque

eM)=|¢&, €, 0

0 0 O

eV 0 0

Dans la base principale ¢éM)=| 0 & 0
0 0 O



Notations matricielles de |" ingénieur (de Voigt)

La symétrie des tenseurs des contraintes et des déformations raménent a 6

le nombre de composantes nécessaires pour définir ces tenseurs

=>» utilisation d’ une notation consistant a remplacer les tableaux matriciels
des 9 composantes des tenseurs par des matrice colonne a 6 composantes.

of Oy
O, 0>
O3 | _ |93
g, O3
oF O3
O6| |92

2¢,,
2¢,,

2¢,,

Cette notation permet de condenser |’ écriture des relations

d’ élasticité




Loi de comportement

1. Généralités

Les lois de comportement des milieux sont celles qui définissent les relations entre déformations et contraintes.
Comportements solides:

On observe généralement:
- un comportement élastique, ¢’ est-a-dire avec un retour a |’ état initial quand la charge est supprimée,
- un comportement plastique avec des déformations plus importantes et une déformation résiduelle
quand la charge est supprimée.

Comportements fluides (liquides et gaz):

lls sont caractérisés par leur viscosité Y qui est le rapport entre la contrainte tangentielle et le gradient de
vitesse. On distingue:

- les fluides pascaliens (ou parfaits) sans viscosité,
- les fluides newtoniens de viscosité constante,
- les fluides non newtoniens dont la viscosité varie avec le gradient de vitesses.



2. Comportement solide: essai de traction

L'essai de traction (quasi-statique) est considéré comme le plus important des
essals mécaniques car il permet de déterminer de nombreux parameétres
importants dans le dimensionnement des picces (résistance des matériaux).

On applique un effort de traction pure uniaxiale F aux extrémités d'une
éprouvette cylindrique longue vis a vis de ses dimensions transversales.




I-1,

On engendre donc dans une section droite une contrainte apparente ou conventionnelle (¢’ est-a-dire rapportée a la section

initiale S, de I éprouvette), normale a cette section, et uniformément répartie :

() Al
o= —— o= — =
S, L
0 Contrainte
. Déformation plastique
Déformation élastique - -
- Déformation
homogeéne Striction
- SIS . 7 A — ,
A A |
g ofde { H Striction
Re 0,2 i f'; i G, 1= Rupture
] :
B, o P /
/ / ‘
[ /
i { {
{ {
] H
'
| B €
EB €0 v &w Déformation
droite de décharge B /
déformation partie élastique de l'allongement
_ plastique & a la rupture, donc récupéré
€=02% la rupture




Dlamant 1000 000 80 000
ics"lir(':’)ure de silicium 450 000 Verre 4 vitre 70 000
Tungsténe 400 000 Aluminium 70 000
Alumine (A1,03) 400 000 Béton 50 000
Fibre de carbone 300 000 Magnésium 40 000 a 45 000
Magnésie (MgO) 250 000 Bois aggloméré 7 000
Acier 210 000 Polystyréne 2 000
Cuivre 125 000 Polyamide 6-6 2 000
Titane 115 000 Polypropyléne 1500
Laiton, bronze 110 000 Polyéthyléne md 700
Silice vitreuse (Si03) 95 000 caoutchoucs 1




3. Cas de I’ élasticité linéaire

L’ élasticité idéale est celle d” un matériau dont les états intermédiaires sont les mémes lors de la mise en charge et lors de la décharge.
L’ élasticité idéale se traduit donc par une relation biunivoque entre les contraintes et les déformations.

L’ élasticité linéaire est celle qui se traduit par une relation de proportionnalité entre © et les allongements relatifs € .

C’ est la loi de HOOKE. E est le modkl/le d’ Young, on I’ exprime généralement en MPa. Le second paramétre qui caractérise 1’ élasticité
parfaite est le coefficient de Poisson qui est le rapport constant entre la contraction transversale relative et 1" allongement longitudinal
relatif.

(cas d’ un essai de traction dans la direction 1)

Définition : L’ élasticité linéaire concerne les solides déformables, homogénes et isotropes satisfaisant la loi de comportement de HOOKE.
On constate donc que pour un matériau homogéne et isotrope :

far Fa3 £y, =€y = —VE
Vp=Vp=V=—-—"=-— . n=€3= 1
&, £, et donc :

(02
I
0, = E¢, E€p=Ep="V

Avec la loi de Hooke simplifiée : , on obtient :

AV o,
o L . . — =g, +Ey +Ey = (1-2v) 1
La dilatation volumique étant égale a la trace du tenseur de déformation : Vv E

AV
14 .. — . N . v , .
Etant donné que E et sont positifs et que }y et ' sont toujours du méme signe, est forcément compris entre 0 et 0.5.



Relations Contraintes — Déformations pour

Un matériau homogéne, isotrope élastique linéaire

Loi de Hooke unidimensionnelle:

Loi de Hooke généralisée pour
un matériau homogéne isotrope:

Inversion de la loi de Hooke

O’xx = ngx

O = 2ue + Atr(g) 0

2

o, = 2ue; + Ag,, 0,

A et u sont les coefficients de Lamé

v



Relations Contraintes — Déformations pour
Un matériau homogéne, isotrope élastique linéaire

___Ev o __E
Avec }\‘_(1+’V)(1—2\/) !_,L 2(1+’V)

E Ev 5

O, = —E€.. + e 9.

/ l+v Y A+v)Q1-=-2v) ™Y
1+v 1%

glj — E Gij B E Gmméij

E
Avec : = Module de Coulomb, module de cisaillement
2(1+v)
(@)
2¢ =X 2¢ = 2e =




Loi de comportement

4. Ecriture avec la notation matricielle de I’ ingénieur

De fagon générale, la relation d’ élasticité peut s’ écrire sous la forme
matricielle:

o] [ou] [Ci Cn Gy Gy Cs Cglle
0, Oy Ch G Gy Gy (G Cyfle
O3 _ |93 _ Cy Cy Gy Gy Gy Cyfl&
Oy O3 Cu Cu Gy Cy Cp Cylle
O O3 Cs G Gs Cp G5 Cyoff&s

1O | [912 Cio Cy G Cp Cso Ceo || 6

ou sous forme condensée
o=Ce¢
C matrice de rigidité , symetrique

Loiappeléee lo1 de Hooke généralisée



Loi de comportement

4. Ecriture avec la notation matricielle de I’ ingénieur

Cette relation d’ élasticité peut s’ écrire sous la forme inverse:

E=S0

S matrice de souplesse , symétrique, inverse de C

€ S S S S Sis Sil|o
€, S Sy Sy Su Sy Sy ||o;
& _ S Sy Sy Sy S5 Sy || o
€4 S Su Sy Su Sis Si |0
€5 Sis Oy Oi5 Oy Sss Ss6 || O
E| |56 S S Ou Sss Ses ||




Loi de comportement

4. Ecriture avec la notation matricielle de I’ ingénieur

De fagon générale, la relation d’ élasticité peut s’ écrire sous la forme
matricielle:

o] [ou] [Ci Cn Gy Gy Cs Cglle
0, Oy Ch G Gy Gy (G Cyfle
O3 _ |93 _ Cy Cy Gy Gy Gy Cyfl&
Oy O3 Cu Cu Gy Cy Cp Cylle
O O3 Cs G Gs Cp G5 Cyoff&s

1O | [912 Cio Cy G Cp Cso Ceo || 6

ou sous forme condensée
o=Ce¢
C matrice de rigidité , symetrique

Loiappeléee lo1 de Hooke généralisée



Loi de comportement

Cas général : Matériaux anisotropes

Matrice de souplesse et de rigidité : 21 composantes

Matériaux sans aucune symetrie: matériaux tricliniques

Mais, la plupart des matériaux anisotropes dont les composites possédent
une ou plusieurs symetrie

=>réduction du nombre de composantes indépendantes dans C et S
nécessaires pour decrire le comportement du matériau.

=>Plus il y a de symétries, plus le nombre de coefficients indépendants
diminue.

=>La limite est le matériau isotrope qui a les mémes propriétés dans toutes
les directions.



Loi de comportement

Matériaux monocliniques

Matériau qui possede un plan de symétrie.

Exemple: plan (1,2)

—_
\9]
(O8]

[\
[\
(U8)

N

c o 00N
Do o NN O
Do o 0N
OJ;QﬁQOOO
OMQLQOOO

19!

La matrice de souplesse a la méme forme.

13 constantes d’ élasticité indépendantes

N

N

@)

(@)

O\QOOL»QNQ*—‘Q




Loi de comportement

Matériaux orthotrope

Matériau qui posséde 3 plans de symétrie, perpendiculaires
2a2.

- Cl 1 C12 Cl 3 O O O -
Cl 2 C22 C23 O O O
Cy Cy Gy 0 0 0

o 0 0 C, 0 0
0o 0 0 0 C, O
0o 0 0 0 0 C,

La matrice de souplesse a la méme forme.

9 constantes d’ élasticité indépendantes



Loi de comportement

Matériaux isotrope transverse ou orthotrope de révolution

Matériau orthotrope
possedant de plus un axe de

révolution
C, C, C, 0 0 0 Ry 0 0
C, C,, Cy 0 0 0 S\, 0 0
C, Cy Gy 0 0 0 S\, 0 0
0o o o = ; % o ollo o o 2(5,,-S,) 0 0
0 0 0 0 c., o]0 0 O 0 S¢s 0
0 0 0 0 0 Cqul||© 0 O 0 0 Se

5 constantes d’ élasticité indépendantes




Loi de comportement

Matériaux isotrope

[ Cl 1 Cl 2 C12 0

C12 sz C12 0

Clz Clz sz 0
0 0 0 Cl 1~ C12

2

0 0 0 0

0 O 0 0

oS o o O

o O o O

S, 0
S, 0
S, 0
0 2(Sn B S12)
0 0
0 0

2 constantes d’ élasticité indépendantes : Aet pou E et v

Lien avec la loi de hooke présentée précedemment:

C,=4+2

E(1-v)

=)

Ev

T (L+v)(1=2v)

E

C. =u-=
oo = H 2(1+v)

S11 =

A+u

1
E

_20+v) _ 1

E u

UBA+2u)
% A

O O O O O

2(S11 B S12)
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PARTIE 2 : Comportement mécanique des composites

Chapitre 5 : Modélisation du comportement élastique des
matériaux composites

©
Vanessa Bouchart oen!M



Introduction

BUT: savoir décrire le comportement du composite connaissant celui des
constituants.

En effet, la spécificité du calcul des matériaux composites vient de | hétérogénéité
par conception et des discontinuités par microvides.

=» Recours a des techniques d’ homogénéisation pour obtenir la relation de
comportement tant au niveau d’ une monocouche que du stratifié ou du sandwich.

BUT D’ UN PROBLEME D’ HOMOGENEISATION:

Remplacer le milieu hétérogene par un milieu homogene mécaniquement équivalent.

Il existe de nombreuses techniques d’ homogénéisation plus ou moins élaborées qui
ne feront pas |’ objet direct de ce cours.

Un concept commun a toutes ces méthodes est celui de Volume Elementaires
Représentatifs (VER)



. Notion de VER et de modules effectifs

1. VER

. Volume minimum a prendre en considération pour que, une fois
appliquée la théorie d’ homogénéisation, les résultats obtenus soient
représentatifs du comportement macroscopique du milieu hétérogene.

. Au VER, on appligue un modele mécanique, caractéristique de la
théorie d'homogénéisation choisie.

. Le VER doit vérifier ce qu’ on appelle les conditions de séparation
d’ échelle:

la taille L4, doit étre comprise entre la taille caractéristique des hétérogénéites d et la
taille caracteéristique de la structure L :

d< Lg/<L



. Notion de VER et de modules effectifs

2. Modules effectifs (homogénéisés)

Propriétés mécaniques homogénéisées du matériau hétérogene

=» détermination sur un élément de volume V de dimension L, : le VER

Ce volume est soumis a des contraintes ou déformations homogénes au contour
(a sa frontiére).

— 1
La contrainte moyenne sur le VER peut alors d’ écrire: O, = ;fU, (x,)dV
V
— 1
Et la déformation moyenne: &, = ;fgj(xk)dV
V
Avec x, point quelconque de V et dV I élément de volume entourant x,

> g,=C¢e et g=35,0,
T T Constantes de rigidité et de
souplesse du composite




. Notion de VER et de modules effectifs

2. Modules effectifs (homogénéisés)

La détermination des propriétés homogénéisées d’ un composite semble
simple dans son principe, mais elle est complexe dans la pratique.

En effet :

Nécessité de trouver les solutions exactes des champs de contraintes et de
déformations en chaque point du matériau hétérogene.

=» Possible dans certains cas de modeles géomeétriques simples et idéalisés +
ou — loin de la réalite.



Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke (Rappel du chapitre 3)
Ce genre de matériau constitue la

configuration de base des matériaux
composites a fibres

=>Importance de son étude. )

VER (cellule élémentaire) d” un tel D
matériau, en premiére approximation; |
fibore entourée d’ un cylindre de matrice
a base circulaire ou hexagonale

O Kes c, C, C, C, C. C./[e] ,
1 . S | B ou sous forme condensée
02 022 Cl 2 C22 C2 3 C24 C2 5 C26 € 2
03 _ 033 — Cl3 C23 C33 C34 C35 C36 83 O = Cg
| |9n] |G Cu Gu Cu G Cyl|& C matrice de rigidité , symétrique
o o c. C. C,. C. C. C.lle . , . L s e
’ a S | B Lo1appelée loi de Hooke généralisée
Oy O _C16 Cw Go Ci Cso Coo %6




Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke (Rappel du chapitre 3)

a. Rappel des matrices de rigidité et
souplesse

Composite unidirectionnel =
matériau isotrope transverse

c, C, C, 0 0 0]
C, C, C,, 0 0 0
C112 C23 C22 O O O
0o 0 o 2% ¢ |
0O 0 0 % C. 0
0 0 0 0 0 C,

5 constantes d’ élasticité indépendantes




Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de
souplesse.

Modules de I ingénieur = Modules d’ Young, coefficients de Poisson et
modules de cisaillement.

lls sont mesurés dans des essais simples tels que traction uniaxiale ou
cisaillement.

=>» Ces modules correspondent a une utilisation usuelle plus pratique que les
constantes de rigidité et de souplesse.

=>» Etablir les relations entre ces modules et les constantes de rigidité et de souplesse

Pour cela, on considére différents types de sollicitations simples:
* Traction longitudinale = E et v,;
« Traction transversale = E;, v, v,

* Cisaillement longitudinal= G 1, G 1

* Cisaillement transversal = G et compression hydrostatique latérale=> K
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mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

* Traction longitudinale

Y

o1 [o,] [o] (C, G, G 0 0 0] &, ]
o, (o 0 C, €y Gy 0 0 0 £,
o, O3 0 C, Gy Gy 0 0 0 £,
0, ) O3 ) 0 B 0 0 0 CZZCB 0 0 &y
os| |os] |0 0 0 0 0o C, 0]
| |9] |0 0 0 0 0 0 C,|l%

=» Détermination de E et de v,
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mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

* Traction longitudinale

Y

1 o1 +1 [C, C C 0 0 0 Jre

(o 0y, g, 11 12 12 & -
o, lo,| 0] |C2 Cn Gy 0 0 0 |g 0, =C 8 +Che, + C,8,
o, o 0 C, Cy G, 0 0 0 £ 0= Clzgl + C2282 + C23€3
ol lo.l 1ol 1o o o (o Gy 0 0 |l¢ =
O O3 0 0 0 0 Cy 0 ||% _ _ B
(o O 0 £ Ey =8 =& = 0

6| [Pz 0 0 0 0 0 Cy L%




Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

* Traction longitudinale

¥
O, o0, [o] ¢, C, G,
o, (o 0 C, €y Gy
o, O3 0 C, Gy Gy
o, ) O, “lol o o o
O O3 0 O 0 O
O |01 _O_ 0 0 0

De cette relation, on tire :

£, =€ =—L€
) = &3 I
Cy, +Cy
et
C2
O, = (Cu _2%)51
n+tCy

o o o o O

o0, =C, & +Ce, +C ¢,
0=Che +Che, +C, 6,

0=Cphe + e, + 0,

E,=E;=€6,=0
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1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

* Traction longitudinale

v
O, [0, (O] ¢, C, C,
o, (o 0 C, C, Cy
o, O3 0 C, Cy G,
o, - O, ol o o o
oF O3 0 0 0 0
O] |912] | 0 ] 0 0 0
De cette relation, on tire :

C
E,=6,=——12—¢

C22 + C23
et 9
C2
o =|C, -2—2—|¢
CZZ + C23

0 0 0 ] £, ]
0 0 0 £,
0 0 0 e,
C,, C,; 0 0 |le =
5 4
0 Cex O €s
0 0 Cg %)

o0, =C, & +Ce, +C ¢,
0=Che +Che, +C, 6,
0=Cphe + e, + 0,

E,=E;=€6,=0

Module de Young longitudinal

Coefficient de Poisson v, =-—=

P

E, =C,, _2L
C,, +Cy;

P C),

g Cu+Cy
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1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

* Traction longitudinale

En fonction des constantes de souplesse

-El ] -Sll SlZ SlZ
82 S12 S22 S23
83 — S12 S23 S22
el 10 0 0
el |0 0 0
el 10 0 0

->

0 0 0o
0 0 010
0 0 oo
2S,.8,) 0 010
0 S, 010
0 0 S.|lo0

Module de Young longitudinal

Coefficient de Poisson v, =

EL

& =380,
&, = Slzal
€y = SIZOI

£y=E5=¢£,=0
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1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

* Traction transversale

v
O, o, [0] ¢, ¢, (C,
o, O, o, C12 sz C23
o, O3 0 C, Cy G,
o,| |o, 0 0 0 0
Os O3 0 0 0 0
Os| |912] 0 0 0 0
De cette relation, on tire :

£ =- Clzz(cm -Cy) £,

C12 - CHCZZ
£ =— C122 — C11C23

3 2 2

C12 - C11C22 9
et
o, =|C,+ Ci(Cyy -2C,0) + G, Cy, £

Clzz - Cl 1C22

0=C 8 +Che, + (e,
0, = (e, + Cppe, + Ca8,

0=Cphe + e, + 0y,

0 0 0
0 0 0|l
o 0 0],
C, C =
22-23 O 0 84
2
0 C, 0]
0 0 Ci|l%)

E,=E;=6,=0

Module de Young transversal

Coefficient de Poisson v, =-

Coefficient de Poisson v, =-—=

C(Cy, - 2C;)+C, 1C223
C122 - C11C22

ﬁ _ C12(C23 — sz)

& C122 - C11C22

C122 — C11C23

C122 B C11C22

E;=C,+

€5

€,




Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

 Traction Transversale  En fonction des constantes de souplesse

el Sy S, Sp 0 0 O017[]0]7 - £ = 51202
£ S, S, S 0 0 O0||lo
2 12 22 23 2 82 _ S220-2
&3 _ S12 Sz3 Szz 0 0 0 0 = J
€4 0 0 0 2(5,.85) O 0 0 &y = S23(72
£s O 0 O 0 S 010 84=85=€6=O
€6 0 0 0 0 0 Sg]| 0] -
11 1 81 S12
Coefficient de Poisson v, =——=-—=
9 € Sy
: . 1
Coefficient de Poisson v . =- 5o % Module de Young transversal E, =—
€ 2 2

Si on compare les expressions de E, E+... on a la relation suivante:
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mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

» Cisaillement longitudinal (c;= 04, 0uU 0 = 0,5 non nulle)

o, [0, 0 ¢, G, G, 0 0 0 &, ]

o, O, 0 C, G, Gy 0 0 0 £,

o3| |03 0 _ C, G G, c OC 0 0 £, — {6‘1 =6 =& =6, =865 = 0
o, |0y 0 0 0 0 22& 20 0 ||& O, = Cc &,

os| (o] |0 0 0 0 0 C, 0]

O] [912 O 0 0 0 0 0 Cgll%

Module de cisaillement longitudinal G, =C, ou G, = L
> S

Lesdirections T et T'sont équivalentes, nous avons G, . = G, ;
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mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

- Cisaillement transversale (g,non nulle)

O, o0y, 0 ¢, G, G, 0 0 0] [ &, ]
¢, C, C 0 0 0
(o 05, 0 12 2 23 £, £ =6, =6 =6 =€ = 0
o, O3, 0 C, Cy Gy 0 0 0 £,
_ - - C.C = 1 C, =Gy
o, fo o, 0O 0 0 =2 0 0|e g, = £
5 4 7 4
os| (o] |0 0 0 0 0 C, 0]
Os] (o] [O0] 0o o0 o0 0 0 C|[%)]
. C,, -C,, 1
Module de cisaillement transversal G, =——= ou G, =
9 2 2(S22 - S23)

ET

Ce moduleestli¢ a E et a v, parl'expression: G,;,, = ————
2(1+vyp)




Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

b. Modules de I’ ingénieur en fonction des constantes de rigidité et de souplesse

 Compression hydrostatique latérale sans déformation longitudinale

[o,] [o,] [o0,] ¢, C, C, 0 0 0 ] @ ( o, = C12€2 + C1253
_ ¢, ¢, C 0 0 0
o, 0,, P 12 22 23 &, —-p= C £ +C £
C.. C 0 0 0 22€2 23¢3
Oy | |0y | |=P| |7 23 22 &, =
o, O,;, 0 0 0 0 % 0 0 ||&, —p= C23€2 + C22€3
as| || |0 0O 0 0 0 G4 O[5 E,=E;=6,=0
o, O 0 £ ) , : .
Tl 1Tl LR {000 0 0 Cell®] p pression hydrostatique imposée
( £, =€
2 3 Module de compression latérale K, = %
=1-p=(Cy +Cy)e, .
_ Deméme K, =
0, =2C,¢, - S?
- 2(S,, + S, —2S)
. . . 11
Dilatation surfacique e_:
S Cr N \ ' . Ch-E,
2 C..+C Cemoduleestlica E, etav . parl'expression: K, = ————
e, =&+ =- pou p=——2_"Ze v,

C,+C, 2



Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

c. Expression des Cij et des Sij en fonction des modules de |’ ingénieur.

o L
C,=E, +4v;, "R
C12 =2K,v,; S = L
2 =
C22 = GTT. + KL ET
Cy=-Gprp +K,; Ses = Gl
Cos =Gur j
g —_r
12 E,
Vo
Sz3 - _Ei
T




Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

d. Restriction sur les modules.

Les modules d’ élasticité ont des valeurs qui doivent étre en accord avec les
principes physiques de base.

Exemples: une traction sur un solide ne peut entrainer qu’ une déformation dans
le sens de la traction ou une compression hydrostatique ne peut produire une

dilatation du matériau.

> ELE.G.,G.,,K >0

Remarque : Tout ce qui vient d’ étre fait d’ un le cas d’ un pli
unidirectionnel (isotrope transverse) peut étre fait pour un pli orthotrope
¢’ est-a-dire avec un tissu bidimensionnel, il suffit d’ utiliser les matrices
de rigidité et de souplesse correspondantes.
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mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

e. Comportement d’ un pli hors de ses axes d’ orthotropie

Les stratifiés sont élaborés par couches successives, la direction des fibres est
décalée d’ une couche a I’ autre (une couche peut étre unidirectionnel
(isotrope transverse) ou avec un tissu (orthotrope)).

=>» Pour I’ étude du comportement élastique de tels stratifiés, il est nécessaire de
prendre un systéme d’ axes de référence pour I’ ensemble du stratifié et de
rapporter le comportement de chaque couche a ce systéme de référence.

FIGURE 11.1. Axes pnncipaux (1, 2, 3) d'une couche de stratifié et axes de référence
(1,2, 3) = (x, 5. z) du stratifié.

=» Changement de repére pour chaque pli du stratifié du repére
d’ orthotropie au repére global de référence.

On traite ici le cas des plis unidirectionnels



Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

e. Comportement d’ un pli hors de ses axes d’ orthotropie

Relation de changement de base d’ un tenseur d’ ordre 2 (matrice)

Matrice de changement de base dans
le cas d’ une rotation d’ angle 6 :

Déterminer la matrice de
changement de base?



Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

e. Comportement d’ un pli hors de ses axes d’ orthotropie

Relation de changement de base d’ un tenseur d’ ordre 2 (matrice)

C C C
Matrice de changement de base dans , 1 2 ’
le cas d’ une rotation d’ angle 6 : e, (cosf -sm6b 0

a=e, [sinf cosf® O

e, | 0 0 1

Notation matricielle
g'=aca’ ec=a'ca = = =
— — _ou— = tO= C:¢
O'=aoa o=0 oo
= notation indicielle

—_ —_ —_ |
O 1] alpajqapq alpajqcpqmn mn alpajqcpqmnakmalng kl

' —
= C ikl alpa]q Cpqmn akm aln



Il. Comportement élastique d’ un

mateériau composite unidirectionnel.
1.Loi de Hooke

e. Comportement d’ un pli hors de ses axes d’ orthotropie

Ci1 = Ciycos’ 6+ Cyysin® 6+2(Ca +2Cs5)sin Gcos’ 6, Siy =5y, cos* 64 Sy sin* 6+ (25,3 + Sgg )sin® Bcos? 6,
Cl2=(C1+Cnn —4Css ]lsi:u2 Gcos” 6+Cn [:'sin4 6+cos” 6) Si2 =(511+ 51— Sss :)sin1 fcos’ 6+5), [:fsin4 6 +cos* 8]

Cj3 =Cjycos® 8+ Cyysin’ @, Si3=S;3c0s’ 6+ Sy3sin” 6,

Coa—1 Cis =0, Sy =0, Si5 =0,

Cis =(Ci1 —Cia — 2Cs5)sin G cos’ +(Cyy — Cyy +2Cs)sin’ Gcos b, Sis=12(S1-5n )__Sﬁjsj_ngmg3 6+[2(5, _323:]..,.566]51113 8cosé,
Cx = Cyysin® 6+ Cpy cos® 8+ 2(Cpy +2C46)sin® eos 6, S4y = 8 sin* 8+ 53y cos* 6+(25); + S5 )sin® Gcos? 6,

. -2 1
C33 =Cjasin” 8+ Cy3cos™ &, 833 = Sjp5in? 8+ 853 cos? 6,

e o $34=0, Sis =0,

= —{(Cyy —Ciq — 2 J2in? o — Cn + 2 ke )5 3 : . : : : .
G35 =(G1— G2 —2Cgg )sm” Gcos 6 +( Gy — Cyp +2C56 ) s fcos” 6, 536 =[2(511 - 512 ‘)—.Sﬁ]smB Bcos6+[2( Sy — 52)+ Sgg |sin Bcos’ 6,
C33=C Cis=0 (35 =0,

i3 22, 34 L] 35 > Si; = 322\ 5314 i U_. s_;:s e 01

36 =( 013 —Ch; )simfcos &, A .
36 =(C2 =) S35 =2( 512 — 523 )sin fcosé,

Ciy =L(Cyy —Cy3)cos? 8+ Cygsin? 8, , , .
woTRR TR . Sig =2(S1 —Sn)cos’ 6+ Sgssin’ 6,

Cis =[ Cs5 —(Cry — Ca3 ) |sin B cos 8, Cig =0, . . _
45 =[ Cas —3(C —Ca3 ) sinbcose, 45 Sis =[ Sog—2(S1a S23)Jsin Gcoss, Sig =0,

Css =*lg(: Cyn—-Cx ]Ism2 6+ Cgscos’ 8, Ci5 =0,

55 =2( S — 523 )sin” 6+ Ss cos” &, 536 =0,

L=

Css =[ C11+Cn —2(C13 +Cgs ) ]sin” Bcos® 6+ Cyg [ sin* 8+ cos* 6. , 2 \
b =[G+ O =2(Gia + Cis)] o ) S&6 =2[2(S11+ 512 —2512) — Ses |sin” Bcos’ 6+ Sgs (sin* 8+ cos* 6.
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2. ETAT DE CONTRAINTE PLANE



Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

3. Détermination expérimentale des modules en contrainte plane

Le comportement élastique d’ un matériau composite est déterminé enti€rement
par la connaissance de 5 coefficients dans le cas d’ un composite unidirectionnel
et de 9 dans le cas d’ un composite orthotrope.

Des essais simples permettent de mesurer ces caractéristiques.

Les chargements utilisés, sauf pour G+, permettent de se placer en état de
contrainte plane.

Les essais considéreés :
» traction longitudinale
* traction transversale

* traction hors axes



Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.
3. Détermination expérimentale des modules en contrainte plane

» Traction longitudinale

On applique un chargement F dans la direction « L » des fibres

Si S est |’ aire de la section, |’ état de contrainte associé est :

F .
O, =§,02 =0,=0,=0,=0,=0
On mesure les allongements longitudinaux (direction 1) AL et

transversaux (direction 2) Az . Les déformations associées sont : £ =

O, E
L. — 2
&, &,




Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

3. Détermination expérimentale des modules en contrainte plane

» Traction Transversale

On applique un chargement F dans la direction transversale « T »
perpendiculaires aux fibres }

Si S est |’ aire de la section, I’ état de contrainte associé est :

F .
o, =§,01 =0,=0,=0,=0,=0
On mesure les allongements longitudinaux (direction 1) AL et

transversaux (direction 2) Az . Les déformations associées sont : £ = AL, £, =

(0} E

F =—2 - — 1
9 T__’VTL___
€, &,




Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

3. Détermination expérimentale des modules en contrainte plane

> Traction HORS AXES

On utilise une éprouvette soumise a un chargement F qui fait un angle de 45°
avec |’ orientation des fibres=>» on utilise les lois de comportements hors axes.

W

Si S est |’ aire de la section, |’ état de contrainte associé est :

Ly

F
a'1=§;0'2=03 =0,=0,=0;=0

On mesure les allongements longitudinaux (direction 1" ) AL, et

transversaux (direction 2" )ar. . Les déformations associées sont e = AL, ;e = AL,
LL LT
Loi de 1 ' 1 1 1 2v
comportement ' = (S, +5S,,+2S,, +S¢) = —- |Gy =—— =48, ~———+ 1
hors axes 4 o Seo E, E K
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mateériau composite unidirectionnel.

4. Approche théorique a la détermination des modules d’ élasticité

On peut déterminer ces modules par différentes méthodes d” homogénéisation
gue nous ne décrirons pas dans ce cours.

Nous présenterons une approche trés simplifi€ée du comportement mécanique de
la cellule élémentaire du composite unidirectionnel=>» loi des mélanges

V;: fraction volumique de fibres V=V AV, =1

V.. fraction volumique de matrice

Hypothéses:
- On travaille en élasticité linéaire

- on suppose que la liaison fibres/matrice est parfaite.

-Localement,ona: o, =E., et 0,=E,¢,
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4. Approche théorique a la détermination des modules d’ élasticité

On peut déterminer ces modules par différentes méthodes d” homogénéisation
gue nous ne décrirons pas dans ce cours.

Nous présenterons une approche trés simplifi€ée du comportement mécanique de
la cellule élémentaire du composite unidirectionnel=>» loi des mélanges

V;: fraction volumique de fibres

V=V+V =1
V.. fraction volumique de matrice
Hypotheses:
- On travaille en élasticité linéaire
E, =EJV,+E, (1-V,)
- on suppose que la liaison fibres/matrice est parfaite. V. 1=V
_ 7 /
-Localement,ona: 0,=FE¢, et 0,=FE,¢, E, E, Tr
Vi =v V,+v, (1-V,)
-> loi des mélanges 1 V. 1=V
_ Sy /
G, G, G,
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5.Théorie des plaques — états de contraintes planes

Pour une structure, on parle de plague quand |’ une des dimensions de la

structure est petite par rapport aux 2 autres.

Cette dimension suivant I’ épaisseur de la plaque est en général notée (3).

Objectif: ramener |" analyse tridimensionnelle a une analyse bidimensionnelle

plus simple.

Hypothéeses élémentaires de la théorie des plaques: les contraintes normales
dans la direction (3) sont négligeables.

v 1 ! ' ' ' ' '
-> €= C'33(C1381+C2382+2C3686)

ce qui nous permet d' €liminer &, des équations.

b

Probléme plan

=> la relation de comportement s'écrit :

-

'
Q'
Q'is

'y
Oy
Q'

Q'is
'
Q's

0
0
0

0
0
0

0
0

0
0

0
0

Probleme hors-plan —

Qs
Q'ss

Q'ss
O'ss
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5.Théorie des plaques — états de contraintes planes

Dans le cas de contraintes planes:

=> la relation de comportement s'€crit :
(U'l\ (Q'll Q'IZ Q'16\(8'1\
0'2 = Q'l2 Q'zz 0 '26 € '2

\0'6 ) \Q'm Oy Q' ) \‘9'6 )

C'i3 C' i3 ..
Q'ij = C"'_ C' . l,] = 19296

33
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6 . Théorie simplifiée des stratifiés

Dans un stratifié, chaque pli peut étre considéré comme une plaque dont I épaisseur est suivant e,.

Méme hypothése que la théorie des plaques : les contraintes normales dans la direction (3)
sont négligeables.

Flan moyenne



Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

6 . Théorie simplifiée des stratifiés

0 Ecriture loi de comportement

Hypothéses en contraintes : |0, = comme théorie des plaques

On calcule les contraintes dans chaque pli et on définit les valeurs suivantes, dans I’ épaisseur
totale du stratifié:

* champs des résultantes dans le plan (1,2) (dit en membrane)
N a0

N(x,x,)=|N,|= f o, ldx,
]\[3 -h/2 0.3

* champs des résultantes en cisaillement hors plan ( dits efforts tranchants)

O(x,,x,) = (Q4) = ]}2 (04 )dxs

Os)  5,\0
* champs des moments en flexion et en torsion
M, O,

h/2

M(x,x,)=|M, |= fx3 0, |dx,
M6 -h/2 ().6

ou M, et M, moments de flexion et M, moment de torsion
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6 . Théorie simplifiée des stratifiés
Hypothéses en déplacements :

(u, (X, %, %)\ vi(x,%,)+x,2,(x,X,) )
u=|u,(x,%,,x%) | =|v,(x,x,)+x2,(x,X,)

\u3(x19xzax3)/ \ vy (X, X,) )

Schéma du premier ordre avec cisaillement transverse (le plus simple)

Une section droite perpendiculaire au plan moyen reste droite et
perpendiculaire au plan moyen si la plaque est de faible épaisseur
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6 . Théorie simplifiée des stratifiés
1( du,

Hypothéses en déplacements :
i

4]
Es = &5

. 0 1 :
oir les termes €, et £, ne dépendent que de xp et x; :

" = dv, O = an_
| = = sy = T
! d.xl a."f-'-_).
1. 1:}2-'1 aZQ
Ey = o— £y = =
dx, dx,

g dv R A
axi ’ :‘}:r:l

2 axj

a I!':"\-"
Eg = ——
¢ O,
y dz,

Er = ==
dacy

+

* les déformations de membrane :

* les déformations de cisaillement transverse :

0
F,&
0

(.
70 ~ ‘
\ &5 )
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6 . Théorie simplifiée des stratifiés
Loi de comportement pour un stratifié:

\
i A 0 1
2y X5E
O, 2| 4n 92 Tis €15 I
0 | o
N "" S "‘3‘] D2 4 B | | €+ x5y (3
"\ o

'\ o ) 2\ dhe 926 Gos ) | F.:?  x5€g

( VoeY ) £

ay 8 N6 € [ by by by !

: . 0 L, ] .
Nxy, x;) = [ ayy ay ax || & | Y| b b b

Efforts de membrane

£,
l\ b'(.\ [)'.7',(1 b()(\ ) l\ a(l l

les ¢;; sont constants mais différents par couche.

 lr Qs n !
H-h d’,_(, i((‘{) ) \ 8(\ }

On écrira :

N = Ac® + Be!

ot1 A et B sont des matrices 3 x 3 telles que :

v BI-

»
2
a; = ‘ (]“l_.dx:‘. : 1)”. = j(]‘,"‘;.".'jd.\’j

P b



Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

6 . Théorie simplifiée des stratifiés

Loi de comportement pour un stratifié:
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M = Be" + De!

ol L2 est une matrice 3 % 3 telle que :
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Il. Comportement élastique d’ un
mateériau composite unidirectionnel.

6 . Théorie simplifiée des stratifiés

Loi de comportement pour un stratifié:
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Ces différentes relations sont re

: 1t groupées sous une forme matricizlle trés utilisée.
reliant les efforts o

généralisés aux composantes de déformations
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