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Le dual topologique de [(N)
On définit pour 1 < p < 0

P(N) = {(un)n € RY/ Y JunlP < 400},

n=0

00 »
l[ullp := <Z Iun|p> :
n=0

et 1°(N) := {(un)n € RN/ IM > 0 tel que |u,| < M pour tout n € N} muni de la
norme ||ul, := sup,, ey |Un|

qu’on munit de la norme

(1) Pour n € N, on pose €, € [P(N) défini par (¢,); =0sii #net =1sii=n.
Montrez que IP(N) = Vect(e,/n € N).

(2) Montrez que (IP(N), || - ||,) est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Dans toute la suite, on se donne p,q € [1,00] tels que £ + 1 = 1. Attention : ceci
inclut les cas p = 0o et ¢ = 0o. Pour a = (an)nen € 19(N), on définit

{ va: PN) — R }
(Un)nEN — Z:O:O ApUn
(3) Pour de tels p,q et pour a € [9(N), montrez que ¢, est bien définie et que
va € (IP(N))".
(4) Déterminez ||¢q||i»—r pour les normes associées.

On se donne T € (I?(N))" avec 1 < p < co. On cherche & montrer qu’il existe un
unique a € [9(N) tel que T' = ¢,.

(5) On suppose qu'un tel a € [9(N) existe. Déterminez alors a,, en fonction de

T(e,) pour tout n € N.

(6) Pour n € N, on pose alors a,, := T(e,). Montrez que a,, € [9(N).

(7) Montrez que ¢, et T coincident sur {¢,/n € N}.

(8) Montrez que T = .

On définit
{ Tpy: BN o (@) } N { pu: PMN) - R }

a = (an)nGN — Pa (un)nGN — Zn:O ApUp

Montrez que Tj, ; est un isomorphisme, et méme une isométrie. On assimile alors
couramment (IP(N))" et [9(N).

Le résultat n’a pas lieu dans le cas p = oo. La preuve utilise le Théoreme de Hahn-
Banach. A toute suite convergente, on associe sa limite. ceci se prolonge en une
aplication linéaire continue sur [*°(N). Mais elle n’est pas de la forme ¢, avec
a € I*(N).



