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disponible sur Arche, complété avec le travail des étudiant-e-s en séance, et sera remis

sur Arche avant la fin de la séance.

Un QCM en ligne sur Arche portant sur des éléments de cours viendra également
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1. Présentation générale de la méthode

1.1. Intérét de la méthode en mécanique

1.1.1. Positionnement par rapport a la mécanique a 'ENSEM

Les méthodes de résolution analytiques vues jusqu’ici durant le cursus ENSEM
(mécanique des milieux continus, théorie des poutres, dynamique des structures)
permettent de trouver une solution exacte (aux hypotheses de modélisation pres) a un
probléme simple. Cette solution exacte se détermine a l'issue de la résolution
d’équations aux dérivées partielles qui décrivent le comportement physique de la
matiere (et qui seront rappelées ci-dessous). Si ces méthodes sont suffisantes pour
effectuer du dimensionnement de certaines structures (treillis, conduites sous pression,
...), elles ne permettent pas d’étudier un probléme industriel réel ou la géométrie des
structures, les comportements des matériaux, et la diversité des conditions aux limites

sont trop complexes pour qu’'une solution analytique existe.

1.1.2. Philosophie de la méthode

La méthode des éléments finis (MEF) propose d’offrir une solution numérique
approchée a un probleme complexe, en discrétisant la structure en un nombre finis

d’éléments simples au sein desquels des calculs analytiques sont possibles.

Aretenir 1-1
Une introduction a la méthode générale a déja été donnée en préambule de ce cours, au sein du bloc

de compétences 3 : dans le présent document, on se contente de décrire I’application de la

meéthode des éléments finis au cas du calcul des solides et des structures.

La discrétisation constitue le premier pilier de la méthode : on considere que la
caractérisation des déplacements de certains points de la structure sont
représentatifs du déplacement du milieu continu. L’interpolation en constitue le second
pilier: a partir des déplacements de certains points, on se donne le droit
d’interpoler les résultats au sein de toute la structure. Pour caractériser I'équilibre
global de la structure, c’est le principe de la stationnarité de I'énergie potentielle totale

qui permettra de trouver un champ de déplacements solution du probleme.
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Si la MEF ne constitue pas la seule et unique méthode numérique dans la boite a
outils de I'ingénieur en mécanique des structures, elle est de trés loin la plus utilisée
dans les bureaux d’études en raison de sa relative simplicité d’'implémentation, des
validations qui ont été apportées, de la diversité des phénomenes qui peuvent étre
étudiés (thermiques, magnétiques, acoustiques, ...), et de la complexité des géométries

pour lesquelles les capacités de calcul actuelles sont capables de fournir des solutions.

1.1.3. Lien avec les développements informatiques

Aussi efficaces que peuvent étre les récents algorithmes de calcul par éléments finis
et les méthodes numériques associées, les ressources informatiques utilisées pour
résoudre un probléme réel n’en sont pour autant pas moins gigantesques. Ainsi,
l'utilisation de la MEF dans les bureaux d’études ne doit son essor qu’a la capacité des
ordinateurs d’effectuer un nombre croissant d’opérations par seconde et de stocker
un grand nombre de données en mémoire durant ce calcul pour des cofits de plus en
plus faibles (Figure 1). Malgré de telles avancées, le modélisateur est constamment
confronté a la nécessité d’effectuer un compromis entre temps de calcul et précision des
résultats, car un probléme réel complexe nécessite toujours entre quelques minutes et

quelques heures de temps de calcul.
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Figure 1: Evolution (échelle logarithmique!) des capacités de calcul
(nombre d'opérations par seconde et pour 1000% )

Lorsqu’on effectue une démarche analytique, on doit simplifier le probléme pour en

déterminer une solution : I'erreur est d’origine analytique et porte sur les hypotheéses.
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Lorsqu’on on opte pour une démarche numérique, on introduit des approximations
supplémentaires dues aux techniques de résolutions, une erreur d’origine numérique
vient s’ajouter aux hypotheéses de modélisation. Dans tous les cas, ces erreurs ne
peuvent étre acceptables que si elles sont quantifiées, et par conséquent si les
résultats sont comparés a des solutions analytiques connues ou a des résultats
expérimentaux (qui eux-mémes peuvent étre liés a des erreurs expérimentales). Si le
probléme qui est simulé est complexe, une validation expérimentale peut étre
impossible ou trop coliteuse : néanmoins, une partie du talent du modélisateur est de

réussir a isoler certains problémes simples qui peuvent étre comparés a des points

expérimentaux.

1.1.4. Limites et avertissements

Les codes de résolution actuels utilisant la MEF sont devenus simples d’utilisation et
leur interface utilisateur rend invisible la complexité des détails numériques et
théoriques qui peuvent se cacher derriere un clic. Ces avancées sont tout autant un
atout qu'un danger pour l'utilisateur, qui peut étre amené a remplacer sa réflexion
d’'ingénieur par une confiance aveugle ! Si I'ingénieur utilise de tels codes avec un exces
de confiance, les « notes de calculs » qui seront issus du bureau d’étude peuvent étre
totalement fausses et mener a des catastrophes.

Une liste (non exhaustive) de points qui devraient rester a tout moment a I’esprit du
modélisateur pourrait étre :

1) les hypotheses de modélisation doivent étre en accord avec la physique du
probleme simulé. Une solution méme exacte a un probleme mal posé ne peut pas
étre une bonne solution !

2) la signification des parametres du calcul et leur impact potentiel sur les
résultats doivent étre maitrisés

3) la sensibilité des résultats aux parameétres du calcul doit étre évaluée

4) des sources de validation expérimentale de tout ou partie du probleme doivent
étre recherchées

5) une figure ne peut en aucun cas constituer un résultat et remplacer un post-

traitement rigoureux des résultats du calcul !
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1.2. Domaines d’application

La MEF et dorénavant utilisée dans la plupart des domaines de la physique
(thermique, électromagnétisme), et en particulier des domaines de l'ingénieur en
mécanique (dimensionnement, analyse modale, fatigue et fissuration, etc...).

En mécanique du solide, on peut notamment donner les secteurs d’applications ci-
dessous qui utilisent dorénavant quotidiennement la MEF (Figure 2):

1) la conception et I'allégement des structure dans 'aéronautique et I'automobile

2) Le transfert de chaleur dans des moteurs thermiques

3) L’optimisation de procédés de mise en forme

4) L’analyse du comportement vibratoire

5) L’étude dynamique de la résistance aux chocs en accidentologie

6) La conception de dispositifs orthopédiques

Figure 2: Exemple d'applications de la MEF dans différents domaines de I'ingénieur en mécanique.
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2. Rappels de mécanique des milieux continus en HPP

2.1. Hypotheses

Dans toute section on va effectuer quelques rappels nécessaires du cours de
Mécanique des Milieux Continus (MMC) de 1¢ année ENSEM qui seront utilisés dans
toute la suite. Le lecteur est encouragé si besoin a consulter le cours de MMC en ligne sur
Arche pour davantage de précisions et d’exemples.

La notion de milieu continu implique qu’on se place a une échelle « suffisamment
grande » pour que les variations locales des champs dues a 'hétérogénéité de la matiere
ne soient pas « observables », mais « suffisamment petite » pour pouvoir parler de
matiere et non d'un systéeme matériel. Les matériaux qui seront abordés seront
considérés homogenes a l'échelle d'un Volume Elémentaire Représentatif (VER),

dont la taille dépend du type de matériau que I'on considére.

A retenir 2-1

Ce cours repose sur la notion de milieu continu : ainsi il ne sera pas possible de modéliser

I'apparition de discontinuité de la matiére, comme I'apparition de fissures.

Dans ce chapitre nous nous intéresserons uniquement aux problémes linéaires et
sous 'hypothése des petites perturbations (HPP), dont on rappelle la définition

suivante :

A retenir 2-2

Hypothese des petites perturbations (HPP) =

hypothése des petites déformations + hypothese des petits déplacements

On considere donc que la position des points dans I'état actuel (déformé) de la
structure est proche de leur position dans l'état initial (non déformé), et que les
déformations sont infinitésimales durant la transformation. Dans la pratique (et
arbitrairement), on considere en général que l'on se trouve sous I’hypothese des
petites perturbations lorsque la déformation est de I'ordre de quelques dixiemes de

pourcents.
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2.2. Cinématique des milieux continus : les déformations

2.2.1. Configuration actuelle, configuration de référence

Al'instant t =t,, le systéme matériel est dans la configuration dite configuration de
référence que l'on va comparer a une configuration actuelle a l'instant t. Un point se
trouvant en X dans la configuration de référence se trouve en x dans la configuration
déformée, cette position dépendant évidemment du temps et de la position X . On peut

caractériser la transformation a partir du champ de déplacements qui fait le lien

entre les deux configurations (déformée et non déformée) :

u(X,t)=x(X,t)—-X

Le lien entre ces deux configurations peut étre décrit par le tenseur mixte appelée

« gradient de la transformation », et dont la définition est :

Ce tenseur détient notamment l'information sur la variation de volume lors de la

transformation :

Equation fondamentale 2-1

Le déterminant du tenseur gradient de la transformation est une mesure de la variation
locale de volume.

2.2.2. Tenseur des déformations linéarisé

Le tenseur gradient de la transformation F contient toute l'information concernant

la transformation (mouvement de corps rigide ET déformation du milieu).

Le tenseur des déformations linéarisé ¢ (valide uniquement en HPP) ne s’intéresse

qu’a la partie de déformation pure et a pour définition :

Equation fondamentale 2-2

(Grad u+(Grad u)")

é:

N |
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2.2.3. Interprétations des composantes de la déformation

Le tenseur des déformations est nul lors d’'un mouvement de corps rigide, et possede
toute I'information sur les changements de longueur et changements d’angle au sein

du matériau lors de la transformation.

A retenir 2-3

La composante &; correspond a un allongement (si &, >0) ou a un rétrécissement (si g, <0)

relatif selon la direction e; .

A retenir 2-4

La composante ¢; correspond a la moitié de la variation d’angle dans le plan (ei ,e j)

[](>00

g,<0 0
g]—[o 572<0J EJ_ 110 0

&

Figure 3 : Interprétation physique des composantes de & dans le plan (el, e, )

A retenir 2-5
Les composantes des tenseurs des déformations sont sans dimension.

2.3. Efforts intérieurs : les contraintes

2.3.1. Le vecteur-contrainte

On imagine que l'on coupe de facon fictive le systeme matériel en deux parties
dans la configuration actuelle. Le "plan de coupe fictif’, qu'on appellera facette, est de

normale sortante a la partie du systéme pour laquelle on veut calculer la contrainte
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(Figure 4): on postule que les efforts intérieurs peuvent étre représentés par une
densité surfacique de forces appelée vecteur-contrainte, et qui dépend de la

position de la facette (point M ) ainsi que de son orientation définie par sa normale.
On a par conséquent:
o, =t(M.n(x))-n(x)

En raison de la convention de normale sortante, on comprend donc intuitivement
qu'une contrainte normale positive traduit localement un état de traction tandis
qu’'une contrainte normale négative traduit localement un état de compression. Une

contrainte contenue dans le plan défini la facette de normale n(x) sera appelée

contrainte de cisaillement.

.. df=1(M,n(x))da

df=1(M,n(x))da

Figure 4: Vecteur contrainte 'g(M ,D()_()) par une coupe fictive du

solide au point M et selon un plan normal a N(X)

A retenir 2-6
Les composantes du vecteur-contrainte sont homogenes a une pression

(force par unité de surface, 1 N/m? = 1Pa)

2.3.2. Le tenseur des contraintes de Cauchy

Le tenseur des contraintes de Cauchy possede une interprétation physique
évidente si 'on considere un élément de volume infinitésimal représenté ci-dessous

(Figure 5). Pour chaque facette de normale n, on peut exprimer le vecteur-contrainte

comme la densité surfacique d’efforts exercé par I'extérieur sur cette facette et telle que :

df =t(M,n(x))da.
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Figure 5: Représentation physique des composantes du tenseur des contraintes de Cauchy.

Les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy correspondent alors aux

projections des vecteurs-contraintes correspondant a chaque facette de 1'élément de

volume infinitésimal :

t(x, %) =018 +0,48 +058
1(X,8,) = 01,8+ 08, + 03,8, = t(X,n(x))=a(x)-n(x)

t(x, e_3) = 0136 + 036, + 0336

La notation ci-dessus revient a écrire :

Equation fondamentale 2-3
t(x,n(x)) = o; (X)n; (x)e;, =a(x)-n(x) : définition du vecteur-contrainte

La relation t(g) =0 -N montre que le vecteur-contrainte dépend linéairement de la

normale a la facette considérée.

A retenir 2-7
Le tenseur des contraintes peut é&tre vu comme une application linéaire qui transforme la normale

n(x) en vecteur-contrainte t(x,n(x))
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La contrainte normale est alors définie comme la projection du vecteur-contrainte
sur la normale a la facette. On comprend donc intuitivement qu’'une contrainte
normale positive traduit localement un état de traction tandis qu'une contrainte
normale négative traduit localement un état de compression. Les composantes du
vecteur-contrainte sont homogenes a une pression (force par unité de surface). Une

contrainte non normale est appelée contrainte de cisaillement.

A retenir 2-8

o;. premierindicei= direction (projection sur & )

second indice ] = facette denormale e,

2.3.3. Interprétation du tenseur des contraintes

Comme on I'a vu précédemment et comme on l'observe sur I'incontournable Figure
5, les composantes diagonales représentent des tractions ou compressions, tandis que
les composantes non-diagonales représentent des cisaillements dans le plan.

Ci-dessous, on a représenté deux cas de chargement différents pour un méme

morceau de matiere (Figure 6.2).

Contrainte (MPa)
0

.lE\I

1. Compression selon €,

0, =03=0,=0

2. Cisaillement dans le plan (el , € )

Figure 6 : Exemple d’états de contraintes et composantes du tenseur des contraintes associées. 1)

compression selon € , 2) cisaillement dans le plan (el, ez)
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Remarque : Les autres composantes ne sont pas strictement nulles en
raison de l'application des conditions aux limites, qui impliquent

localement d’autres contraintes.

Pour tout tenseur des contraintes, il existe une base principale telle que dans cette
base les contraintes soient uniquement des contraintes normales (traction ou

compression) : .

A retenir 2-9

Quelque soit g(x) il existe une base principale (e, NEhNE ) telle que :
0'|e_,®(i+0'“el®i+0'“,(i®ei

Les valeurs o,,0,,0,, sontalors appelées contraintes principales et par convention :

0, >0, >0y

2.4. Loi de comportement élastique linéaire isotrope

Expérimentalement, on constate que pour de nombreux matériaux la loi qui lie les
contraintes et les déformations est linéaire lorsque les déformations sont
suffisamment faibles, assez peu sensible a de petites variations de température et de
vitesse de déformation, et que ces petites déformations sont réversibles. Ces
observations constituent les hypotheses de |'élasticité linéaire.

On montre que dans ce cas, et dans le cas ou I'état de contraintes initial est nul et

sans variation de température, on a une relation du type :

Equation fondamentale 2-4 : loi de comportement élastique linéaire

avec A:tenseur des modules d'élasticité, 81 coefficients dans le cas général

On montre facilement que sur les 81 composantes du tenseur des modules
d’élasticité, seules 21 sont indépendantes. Dans le cas ou le matériau peut étre considéré

isotrope, on réduit le nombre de coefficients a deux parametres etona:
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Equation fondamentale 2-5 : loi élastique linéaire isotrope (loi de Hooke)
o=2Tr(g)l +21e : A et u sontappelés coefficients de Lamé

£= 1Jr—vg—%Tr(g)L : E le module d’Young et v le coefficient de Poisson

E

On peut faire le lien entre ces différents parametres d’apres les relations :

[ 34+2u B v
E‘“( j =R )

A+H
et
v:—i H= E
2(ﬂ,+u) 2(l+v)

A retenir 2-10
Lors de I'essai de traction, le module d’Young correspond a la pente de la courbe o, = f (&), etle

coefficient de Poisson est un coefficient de compaction transverse qui lie la déformation dans

une direction aux déformations dans les deux autres directions.

a=(1-ve,)a,

E b=(l-ve,)b, $

€n <0-91 [:(l+€”)10

Figure 7: Interprétation du module d'Young E et du coefficient de Poisson v

2.5. Les équations fondamentales

L’application du principe fondamental de la statique a I'’élément de volume ci-dessus

permet rapidement de retrouver la propriété suivante :

Equation fondamentale 2-6
o= gT soit oy =0 :letenseur des contraintes de Cauchy est symétrique

Si on exprime I'équilibre de ce volume soumis a des forces extérieures de volume et
de surface, on arrive également rapidement a 'équation d’équilibre qui constitue I'une

des équations les plus importante de la MMC :

14 | B8-12 Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structures ENSEM - 2éme gnnée



Equation fondamentale 2-7

divo + p(im —g) =0 :équation d’équilibre

Enfin, I'introduction du Principe des Puissances Virtuelles (PPV) en cours de MMC

(cf cours de 1A) a conduit a I'écriture du théoreme de I’énergie cinétique pour un

milieu continu, qui s’écrit de la fagon suivante :
%5( (V)= ?e (v)+ .?, (v) :théoréme de I'énergie cinétique

- ge(\_/) représente la puissance des efforts extérieurs, due aux efforts de

volume et aux efforts de surface, de telle sorte que :

R =], tvda+] pt"vdo,

surface volume

- gi(\_/) représente la puissance des efforts intérieurs, qui s’écrit :

I e

gf(\_/) = —'[ o:¢dQ, aveclavitesse de déformation
Qt

- H(v) représente 'énergie cinétique du systéme.

Dans le cas d’'un probléme de statique en HPP, on arrive a I'expression suivante :

PW=-2w) = [ tvda+[ pt"vdQ =[g:edO,
t t - Ql_ -

surface volume

Cette équation permet d’'introduire les notions de travail des efforts intérieurs et

extérieurs si on tente de l'intégrer par rapport au temps :

(J’ml!.dgdajtj'gtpim.dngt)dt:(I(é:g):dgdﬂt}dt

Qt
On introduit alors le travail des efforts intérieurs %), et le travail des efforts

extérieurs 7}, tels que:

g
J-agtt'gda-FJ-Q‘,Oim'ngt:I %é:ﬁ:é thZ%J(gig)th = Q=W
ol 25

wext w

Equation fondamentale 2-8
En statique, travail des efforts intérieurs %}, = travail des efforts extérieurs %},
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3. Exemple de résolution directe pour un treillis

Pour illustrer la philosophie et les étapes incontournables de la résolution d’'un
probléme d’élastostatique par la méthode des éléments finis, on se propose de chercher
arésoudre un cas concret, plan et sous '’hypothese des petites perturbations (HPP). Ce
cas sera facilement généralisable a tous les treillis composés de barres: nous verrons
dans la section suivante comme la méthode est également généralisable au cas d’'un

milieu continu en 3D.

3.1. Discrétisation

Un des piliers de la modélisation par éléments finis consiste a discrétiser la

géométrie du probleme en une série d’éléments de bases appelés éléments.

Exemple du treillis plan hyperstatique

Considérons le montage suivant composé de trois pieces articulées, assemblées entre elles a une
extrémité et en liaison pivot a 'autre extrémité. On applique un effort F connu, et on cherche a

connaitre le déplacement au point d’application de cet effort.

Modélisation
+
Discrétisation

F a

On peut modéliser le probleme comme un ensemble de trois barres articulées entre elles au point
A, et en liaison pivot aux points B,C et D. On peut décider de paramétrer la géométrie comme
représenté ci-dessus : longueur de la barre centrale L, angle 6 entre les barres et angle « entre

I'effort et la verticale.

L’étape de discrétisation consiste a découper le systéeme en un ensemble de

géométries simples, appelés éléments, liés entre eux en des points appelés nceuds. On
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se propose maintenant de décrire le comportement de tout le systeme a partir du

déplacement de ces nceuds uniquement.

3.2. Fonction de forme

Exemple du treillis plan hyperstatique

Intéressons-nous désormais au comportement d’'une seule B

O
O

des barres qui constituent le treillis ci-contre. On se place
dans le repere de la barre, en on considere que chacune

de ces extrémités possede un seul degré de liberté (leur

déplacement dans la direction de la barre).
On appelle | lalongueur de la barre, et u(x) son

déplacement. Ainsi, pour chaque barre on peut écrire une

condition de type : u(0)= u® et u(l) = u®.

X
On fait I'hypothese (forte !) que I'évolution du déplacement
est linéaire le long de cette barre. On peut alors
écrire immédiatement :
u(x)=a+ px
() . . o u®_y®
u@=u" = a=u" = u(x)=u()+—x

@ _yo
uh=u? = p=—

Une autre écriture de ce champ de déplacement le long d'une barre est celle-ci :
@)
u
u(x)=u® (1—?j+u(2) (TXJ ou encore U(X)= (Nl(x) :1—|5 N, (x)= Ii)( (Z)J
u

En s’appuyant sur I'exemple ci-dessus, on vient de voir qu’a partir d'une hypothese

sur la forme du champ de déplacement (ici linéaire) et une hypothese sur le nombre de
degrés de liberté par nceuds (ici un seul) on a pu écrire le champ de déplacement
partout sur les barres qui constituent le treillis en fonction du déplacement de certains
nceuds uniquement. On introduit ici la notion de fonctions de forme, qui permet

d’écrire le champ de déplacement :
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n

u(x)= le N;(x)u”  avec n le nombre de nceuds.

On peut faire notamment les deux constats suivants :
— Il y a autant de fonctions de formes que de nceuds pour lesquels le
déplacement est connu
— Sinous n’avions pas fait I'hypothése d’une évolution linéaire du déplacement
le long de la barre, les fonctions de forme auraient été différentes.
— La fonction de forme ainsi introduite est unitaire au nceud auquel elle fait

référence, et nulle pour 'autre noeud.

1

;N1 x)
0.8! N, ()
0.6
04|
0.2!

0 L L L L
oL 02L 04L oO6L o08L 1L

Figure 8: Fonctions de forme linéaire de 1'élément a deux nceuds.

— Il est aussi possible d’écrire I'’équation précédente sous forme matricielle :

C’est cette derniere écriture qui sera largement utilisée plus tard lorsque nous

généraliserons la démarche.

3.3. Comportement de I'élément

Pour un élément simple (ici constitué d'une barre, avec deux nceuds et un seul degré
de liberté par nceud), nous allons tenter d’établir un lien entre la cinématique de
I’élément (les déplacements aux nceuds) et les efforts extérieurs qui lui sont appliqués.
Dans le cas général, c’est 1'égalité entre le travail des efforts extérieurs et le travail des
efforts intérieurs qui permettra d’établir ce lien. Pour cet élément simple, il est possible
d’établir cette relation entre se rappelant juste du lien entre déformation et contrainte

dans une barre en traction-compression.
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Exemple du treillis plan hyperstatique

On considere a nouveau la barre précédente, de section S, soumise a deux efforts FY et F? en
chacun de ces nceuds dont les déplacements sont u® et u®. Sila barre est en équilibre, on a

évidemment FY + F® =0,

Peut-on écrire un lien entre les déplacements et les efforts en chacun des nceuds de cette barre ?
Dans le cas de cette éprouvette unidimensionnelle, soumise a de la traction simple, on peut

évidemment appliquer la loi de Hooke telle que :

© 2
S S S 2\ dx dx dx

Or, on a précédemment écrit la relation u(x)= Zn: N, (x)u® .

Comme les déplacements aux nceuds ne dépendent pas de X on en déduit facilement la forme :

du(x) _dN, (%) o, INo(X) 2
dx dx dx

En utilisant les fonctions de formes précédentes il vient :

{Nl(X)=1—X/L = . dU(X)_ 1 1u(z)_l(_1 1)(U(1)]

= _l__

N, (x)=x/L dx L L L

En reprenant la loi de Hooke on écrit donc:

@ u®
a:FS =E¢ = F(z):ESg:E—LS(—l 1)[ ]

(2) y®
e T _Ee = F(l):—ESg:E—LS(l —1)( ]

Enfin, si on veut écrire un systéeme matriciel contenant les efforts aux nceuds FY et F® en

fonctions des déplacements aux nceuds u® et u?, on peut organiser I'équation précédente sous la

FOY) Es(1 -1)(u¥
E@ ] Ll-1 1)@

forme:
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Pour un élément simple (ici constitué d’'une barre, avec deux nceuds et un seul degré
de liberté par nceud) nous venons de réussir a écrire un lien entre les efforts et les
déplacements en chacun des nceuds de cet élément. Cette relation est matricielle et

peut s’écrire sous la forme :

f=K u

e e Ye

si on considere que f, est un vecteur qui rassemble les efforts en chacun des nceuds
(efforts nodaux), u, est un vecteur qui rassemble les déplacements en chacun des
noeuds de I'élément (déplacements nodaux), et K, est une matrice appelé matrice de

rigidité de I’élément et qui dépend de la géométrie de I'élément et des propriétés du

matériau qui le constitue.

Exemple du treillis plan hyperstatique

On reprend le méme cas que précédemment, avec cette fois deux déplacements possibles dans le

plan, de telle sorte que le champ de déplacements s’écrit u(x) =u, (x)& +U,(x)e, .

Ce qui a été écrit précédemment concernant les fonctions de formes s’extrapolent facilement (si on
conserve I'hypothese de linéarité du champ de déplacement le long de la barre), de telle sorte qu’'on
puisse maintenant écrire : U, (x)= i N; (x)u,".

On peut alors introduire le vecteur g, qui rassemble tous les degrés de liberté de I'élément :

0’ =(u? u?® u? u?)

Dans ce cas on écrit les deux composantes du champ de déplacement sous la forme :
ul(1)

[w(x)):(wx) 0 N,(x) O juﬁ

ou encore: U, =N, q,
u, (x) 0 Ny(x) 0 Ny(x)

En introduisant le vecteur g, contenant les degrés de liberté de I'élément, on peut

écrire le champ de déplacement sous la forme :
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ue :Ne qe

Généralisation : on tentera dans la suite d’écrire le champ de déplacement au sein
d’un élément a partir des degrés de liberté de chacun de ses nceuds, rassemblés dans le

vecteur g, . Cette écriture est possible en utilisant la matrice des fonctions de forme de
I'élément N..
— lamatrice N, possede autant de lignes que la dimension du probléme (1, 2 ou 3)

— lamatrice N, possede autant de colonnes que de degrés de liberté dans le probleme

Exemple du treillis plan hyperstatique

On a écrit précédemment le comportement de I'élément « barre a deux nceuds », soumis a de la
traction-compression uniquement, sous la forme :

FO) Es(1 -1)(u®

F@) _T(—l 1] u®
Si on utilise le vecteur g, contenant les degrés de liberté de I'élément barre, on peut alors écrire le

systéme précédent sous la forme :

FY 1 0 -1 o\fu”

Fz(l) ES| x X X Uz(l) N . 1. )
= — ou x sonta determlner.

FO "Lt 0 1 ofy®

1 ul

F2(2) X X X X u2(2)

Or, pour que la barre soit en équilibre, il est nécessaire que les deux composantes Fz(l) et Fz(z)

soient nulles (elles entraineraient inévitablement un couple. On en déduit le systeme :

R 1 0 -1 oyu”
Y 00 0l u?
2 |_ES 2 ou encore f, =K, q,
E®@ L{-1 0 1 0fy®
1 LIl
Fz(z) 0 O 0 uz(z)
On vient donc d’écrire la matrice de rigidité de I'’élément barre en 2D qui s’écrit :
1 0 -10
0 0 0
< _ES
L|-12 0 1 O
0 0 0
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Généralisation : on peut décrire le comportement d'un élément a travers I'écriture

de sa matrice de rigidité, qui permet d’écrire le vecteur des forces nodales f, en

fonction du vecteur des degrés de libertés ¢, :

fe = Ke qe

Dans la section 4, il s’agira de définir une démarche générale qui permet de

déterminer cette matrice pour n'importe quel élément.

3.4. Passage au repere de la structure

Ce qui a été écrit en section précédente concerne le repéere local de I'élément. Si I'on
veut calculer le comportement global de la structure, il s’agit alors de réécrire ce qui

précede dans un repere global commun a tous les éléments qui composent la structure.

Exemple du treillis plan hyperstatique

On se place maintenant a 'échelle de la structure globale, pour laquelle on peut définir un repere

global noté (elgbbal e, 0% ) en opposition au repére local de I'élément noté ( e, e, ) :
B C D
‘ NN SO NSNS NN NN N
\. ~ global

f{){'(h‘r
2

2 —

global
1

Les vecteurs précédents f, et g, correspondent au repere de I'élément et peuvent donc étre notés

, . A . lobal lobal
f° et g, et on cherche désormais a les exprimer dans la base (elg > e, 7 )

Pour la barre AB on peut faire le changement de notation suivant :
local \ " A A B B
(qe o ) = (ul u, U U )

Pour cette barre, la longueur est égale a L/cosé.

On peut opérer facilement au changement de base suivant (on note ¢ =cosé et s=siné):
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global
(u)" =u c-u,s
bl c -s 0 O
A\ 9ioba A A
(UZ ) =u, S+u, C Ag \dlobal S C 0 O ag \local
= =
g \ global B B ( e ) 0 0 C —-S ( e )
(Ul ) =U, C-U," S
(UB)QIObaI_UBS-FUBC 0 0 s ¢
2 Y1 2 AB
Te

De la méme fagon on pourrait facilement changer de base le vecteur des forces nodales :
(f AB )global _ TeAB (feAB )Iocal

e

Ainsi, si on reprend I'écriture de la matrice de rigidité de la barre AB dans le repere global :
(f AB )Iocal _ (K AB )Iocal (q AB )Iocal N (f AB)gIobaI _ T AB (K AB )Iocal (T AB )—l (q AB)gIobaI

e
[ KoAB

jglobal

On montre facilement que dans le repére global on a alors :

c® ¢s -c® —cs

EABGAB | (g s2 _cs —¢?
(feAB )global :<KeAB )global (quB )global avec (KeAB)gIObaI _ o e s

-CS -s° ¢S s
On effectuant la méme démarche pour les autres barres on trouve :
1 0 -10 ¢> -cs —¢® cs
(KeAC)globaleACSAC 0 0 0 O ot (KQAD)globaleADSAD -cs s* ¢cs -—¢?
L |[-10 1 0 L/c |-¢* c¢s ¢* -—cs
0 0 0O cs -s* —cs ¢

Généralisation : pour chaque élément, la matrice de raideur qui a été écrite dans le
repere local de I'élément peut étre également écrite dans un repére global propre a

la structure, en suivant I’équation :

K global :T K local -I-—l

e e

local

ou T, estla matrice de passage qui permet de passerde g, a qeglobeu _

3.5. Assemblage des matrices élémentaires

Dans la section précédente, nous avons écrit les matrices de rigidité de chaque
élément qui constitue la structure. Il s’agit maintenant de tenter de décrire les liens qui
existent entre les différents éléments de la structure, en tentant d’écrire une matrice de

rigidité structurale.
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Exemple du treillis plan hyperstatique

Dans la suite on se place uniquement dans le NS

repere global de la structure. On peut alors écrire les vecteurs
g, et f; contenant les degrés de libertés de la structure et les

forces nodales de la structure respectivement :

T A A B B c c D D
s :(ul U U Uy U Uy U b )

fsT:(FlA FzA FlB FzB Flc cm FlD FzD)

N s.7 7

Or, des relations entre ces différents efforts et ces différents degrés de libertés ont déja été écrits

dans la section précédente. Par exemple, pour la barre AB on avait écrit :

A _ EABSAB

2 A A 2 B B
-~ (c’u”+csu,*-c’u’—csu
2 s —c2 —cs 1 L/c ( 1 2 1 2 )
E”®S%| ¢s s* —c¢s -¢° EAPSA8
K== . = {RA==———(csu’+s’u," —csu® -s’u,’)
L/c |-¢c® —-cs ¢ CS L/c

-¢cs -s*> c¢s ¢§°

En combinant ces différentes expressions on peut formuler la matrice de rigidité globale

suivante en assemblant toutes les matrices précédentes :

R R Gy T G Il T K Ky Kae Kyt G Sy u,”
A o Pl G [G Ry 8 g™ 167 55 [R® R 1™ u,”
FlB K31AB KazAB K33AB K34AB 00 00 UlB
F° | K™ Kg™ Ko™ Ky 00 00 u,®
Flc ) K31AC K32AC 00 K33AC K34AC 00 UlC
F° K Ky ® 00 KR o 00 u,
R° Ko™ Ko™ 00 00 Ko™ Ky u,”
F,° K, K, 0 0 0 0 Ko K,» u,°

Les différents termes de cette matrice (représentés par des couleurs différentes) viennent des trois

différentes barres de la structure.

Généralisation : il est possible d’écrire une matrice de rigidité globale de la
structure, qui contient les différents termes des matrices de rigidités locales de chaque

élément, de telle sorte que le comportement de la structure s’écrive :

f,=K,q,
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3.6. Conditions aux limites

Lors de la démarche précédente, nous n’avons pas pris en compte les conditions aux
limites de la structure, qui impose en général que certains des efforts nodaux ou des

degrés de liberté nodaux sont nuls (ou imposés).

Exemple du treillis plan hyperstatique

Dans la structure ci-contre, les deux degrés de liberté B _ o€ o D
des points B,C et D sont nuls en raison des liaisons pivot.

On peut donc s’intéresser davantage au point A ou les deux

degrés de liberté sont inconnus, et pour lequel on a le systéme :

F1A Ry KllAB i KllAC n KllAD KleB +M+ K, AD A
(FzA =Fsin O!J - K, +Bgl<+ K, "°  K,,® +M+ K,,"° (UzA] - F

On reprenant les différentes expressions précédentes on peut écrire :
(F Cosaj 1 EABGAB (3, EACGAC | EADGAD 3 [EABGAB 2o [ADGAD (2 S][UIA]

Fsina L E*®S*® ¢?s—E"°S*P ¢*s E*®S* cs®+ E"°S*P ¢cs?

Oou encore

AC ¢ AC AD o AD ABg AB\ A3 AB G AB AD G AD \ A2
Feosa) 1[E"S +(E"°S™ +E*S8%)¢® (E*S™®-ES™)c’s |y
Fsina L (EABSAB_EADSAD)CZS (EABSAB+EADSAD)CSZ

Dans ce systéme de deux équations, les deux inconnues sont u,* et u,* (car F est imposé). Il sera
donc possible de déterminer les deux inconnues.
L’écriture des conditions aux limites permet d’écrire: u,” =uU,” =uU,~=U,” =U, =U, =0

Ces conditions nous permettent d’écrire les équations suivantes :

FP = Ky, + Ky, 0, + K™ B + K, B

R = K 20 + K, %0+ K™ 0+ K, % D
c _ Ay A AC AC AC

I:1 = K Ksz uz K33 )’1{4' K34 }2{

cm =K,, Ay A +K,, AC A+ K43Ac>1<+ K44ACD>2<
D AD,, A AD,, A AD AD

R =Ky + K, U, + Ky, M"' Kas }E{

D AD,, A AD,, A AD AD
Fz :K41 U, +K42 u, +K43 M-FKM y%{

Dans ce systeme d’équations, les 6 inconnues sont les efforts de liaison aux points B,C et D si on

considére que les déplacements u,” et u,* peuvent étre déterminés a partir du systéme précédent.

25 | B8-12 Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structures ENSEM - 2éme gnnée



3.7. Résolution

Lorsqu’un systéeme sous la forme f, =K, g, a été écrit, et les conditions aux limites

prises en compte pour ce qui concerne les déplacements nodaux et forces nodales, il est

en général possible de déterminer les degrés de liberté inconnus en écrivant :
q, = K, f, : méthode dite directe

Cette expression n’est évidemment possible que si la matrice de rigidité globale est
inversible. On remarque notamment les points suivants en ce qui concerne cette
matrice :

- elle est nécessairement symétrique

- suivant la numérotation des nceuds utilisée (c-a-d la constitution du vecteur q.),

la matrice sera plus ou moins structurée autour de la diagonale. Dans la pratique, plus la
matrice de rigidité sera centrée autour de la diagonale, moins la résolution de cette
équation sera colteuse en calculs. Il existe évidemment différentes méthodes

numeériques pour effectuer cette résolution, qui ne seront pas détaillées ici.

Exemple du treillis plan hyperstatique

On a écrit précédemment le systeme d’équations suivant, pour lequel une résolution directe par

inversion de la matrice de rigidité est envisageable :

AC o AC AD o AD ABc AB 3 ABc AB AD o AD 2
[Fcosaj 1[E*S* +(EPPS? +E*S*)c® (E*S* -ES )cs[ulAJ

L (EABSAB_EADSAD)CZS (EABSAB+EADSAD)CSZ

Fsina

On va considérer par exemple que les deux barres sont inclinées a 45° sont en aluminium de
section 0.001m? tandis que la barre verticale est en acier de section 0.0005m? et d’une longueur

d’Im. On considere un effort de 10000N incliné a 30° par rapport a la verticale.

Acier
Section 0,0005m?

Aluminium
Section 0,001m?
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La résolution est directe (ici avec Matlab):

theta=pi/4;c=cos (theta) ;s=sin (theta) ;

alpha=pi/6;

E_AC=210e9;%acier E=210GPa= 210e9N/m?

E AB=70e9;%alu E=70GPa=70e9N/m?

E AD=E AB;%alu

S AC=0.0005;%en m?

S _AB=0.001;%en m?

S AD=S_AB;

F=10000;% en N

L=1;%en m

F _s=[F*cos (alpha);F*sin(alpha)];

K _s=(1/L)*[E_AC*S _AC+(E_AD*S AD+E AB*S AB)*c”3 (E_AB*S AB-E AD*S AD) *c*c*s;...
(E_AB*S AB-E AD*S AD)*c*c*s (E AD*S AD+E AB*S AB) *c*s*s];

u=inv (K _s)* (F_s);

u,” 0.056054 x10°m = 56.054um
On détermine dans ce cas les deux degrés de liberté: | = |= * -

u, 0.101015x10°m =101.015um

On tentera de retrouver cette valeur en utilisant le code Abaqus durant le TP1.
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4. Extension au cas général en HPP

Dans le cas précédent, nous avons pu formuler le comportement des éléments
barres a partir de leur comportement unidimensionnel simple o =Eg¢. Dans le cas
général, il s’agit de formuler une approche permettant d’exprimer le comportement
(c’est-a-dire les matrices de rigidité) des éléments : on va introduire pour cela la notion

d’énergie potentielle totale.

4.1. L’énergie potentielle totale

On a vu durant les rappels en introduction de ce cours (section 2.5) que pour un

probleme de statique on avait :

o
J.agtt'gda‘FJ.Q!Pim‘Qth:é[ %éﬁf th:%({(g:ﬁ)th = U =8,
weXt ‘Z[’?nt

Ainsi, la solution exacte au probléme I'élastostatique est telle qu'on a équilibre entre
le travail des efforts intérieurs et extérieurs : @, =%, .

Cette égalité est vérifiée pour le champ de déplacement réel u.

On peut introduire dés maintenant la notion d’énergie potentielle totale associé au
champ de déplacement u, qui s’écrit comme la différence du travail des efforts

intérieurs 7, et du travail des efforts extérieurs %}, :

(u) =2, (u)-2%,(u)

Si on calcule cette quantité pour n'importe quel champ u, on observe que I'équilibre
du systéme est obtenu lorsque cette énergie est minimale. Elle est alors stationnaire et
on peut écrire :

You 5H(5g) =0

Ainsi, si on a le choix entre plusieurs champs de déplacements, celui qui sera le plus

proche du champ de déplacements réel sera celui qui assure 5H(5g) =0.

La stationnarité de I'énergie potentielle totale est schématisée ci-dessous (Figure

9).
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M (u) =%, (u) -2, (u)

Energie
potentielle

100 (T (1) ) ---eveemmromeromseceeeen 0 |
totale

A J

Figure 9: principe de I'énergie potentielle totale minimale.

Exemple 4-1

sinusoidale. Quelle est celle qui correspond le mieux a la réalité ?

v

u(0)=0
Les deux allures doivent respecter les conditions aux limites suivantes : { (L)) 0
u =

On propose ainsi les deux formes suivantes :

polynomiale — i 1_5)
u (X) = Uy L( 1

. . 1 X
y Sinusoidale (X) = U SIN (ﬂ' EJ

2
La théorie des poutres nous dit qu’en flexion, la déformation s’écrit : ¢ = —y%

On en déduit pour les deux formes proposées :

2
c polynomiale (X) — y% umax gsinusoidale (X) — y lli_ZSin (ﬂ-tjumax

On calcule ainsi I’énergie potentielle totale en écrivant :

On cherche a connaitre la déformée d'une poutre sur deux appuis soumise a une charge ponctuelle.

On hésite entre une déformée de type polynomiale du second degré, et une autre de type
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(u)=7

n

(u)-2, (u) =%Iag(x) d0, ~Fu,_ = %j [ E&*(x) dSdx—Fu,,
Q!

ds dx

En effectuant le calcul dans les deux cas on trouve :

i 2El
Hpolynomlale (U) — _ umaxz _ FUmax
. avec | le moment quadratique de la poutre.
Hsinusoidale (U) — ﬂ;”_EgI umaxz _ FUmax

Si le systéme est en équilibre alors I'énergie potentielle totale doit étre stationnaire et donc :

S [IPovnomiale _ g (% Uy — Fj5umax =0

4
§Hsinusoidale —0 = (7[2 El u_ — Fjé‘umax =0

L3
Cette équation doit étre valide pour toute perturbation ou., et on déduit les deux fleches

maximales suivantes :

3 3
u polynomiale — FL sinusoidale — 2FL
e 4El e 7*El

Le champ de déplacement le plus réaliste est celui qui minimise 1’énergie potentielle totale, et on

doit donc calculer laquelle des deux énergies est la plus petite. On trouve :

. F2L3 ) ) F2L3
Hpolynomlale u)=— Hsmusmdale u)=—
(v) 8El (v) 7*El
On en déduit donc que la forme sinusoidale est plus proche de la réalité. En réalité, la théorie des
FL®

poutres nous donne la valeur de la fleche maximale u_,, = el

On observe que cette valeur est différente des précédentes : la forme polynomiale donne une erreur

d’environ 1100% ( !!), tandis que la forme sinusoidale conduit a une erreur de seulement -1.4%.

4.2. Discrétisation et maillage

Comme dans le cas du treillis précédent (section 3.1), on va chercher a discrétiser la
géométrie du probleme (1D, 2D ou 3D) en la découpant en sous-domaines appelés
éléments. Les connexions entre ces différents éléments seront comme précédemment
appelées des nceuds, et 'ensemble de ces éléments formera ce qu'on appellera le
maillage. Suivant que le probléme soit 1D, 2D ou 3D, on trouvera évidemment des
éléments de nature différentes :

— éléments 1D : principalement barres (traction/compression uniquement) et

poutres (traction/compression + flexion + torsion)
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— éléments 2D : élasticité plane, probleme axisymétrique ou modélisation des

membranes et coques minces

— éléments 3D : solides massifs

A retenir 4-1

résultats avant de conclure !

La qualité des résultats de la méthode des éléments finis dépend fortement de la qualité et de la

finesse du maillage : il convient en général de quantifier l'effet de la taille du maillage sur les

4.3. Les différents types d’éléments

Il existe de nombreux types d’éléments finis, et de nombreuses facons de les

cataloguer. On se contentera ici de dissocier la notion de famille d’éléments (1D, 2D, 3D)

et la notion de degré d’interpolation (restreint a 1 ou 2 dans ce cours).

couramment utilisés.

Dans le tableau ci-dessous (Tableau 1), on présente les éléments qui sont

Dans une seconde partie du cours, nous verrons qu’il existe des subtilités

supplémentaires (intégration réduite ou complete, modes incompatibles, ...).

Degré 1 (linéaire)

Degré 2 (quadratique)

2D
triangle quadrangle triangle quadrangle
3D
tétraddre hexaédre tétraddre hexaedre
Tableau 1 : Types d’éléments linéiques, plans et volumiques.
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Le choix du type d’éléments se fait en fonction essentiellement de la nature du
probléme (1D, 2D, 3D, axisymétrique) et de la complexité de la forme a mailler.

Si on a le doute entre des éléments triangulaires (ou tétraédriques) et des éléments
quadrangulaires (ou hexaédriques), on pourra se rappeler des avantages et

inconvénients de chacun de ces éléments :

Triangles
Tétraedres

Quadrangles
Hexaedres

- maillage facile pour des géométries o i L .
- qualité du résultat équivalent a
complexes i . .
i . . . moindre cofit en calcul (vitesse de
- peu sensibles a la distorsion de L,
Cur convergence élevée)
I'élément

- vitesse de convergence lente au

raffinement du maillage - sensible a la distorsion du maillage

- maillage difficile a réaliser pour des
géométries complexes

- attention aux modes incompatibles
(voir section 4.10)

&= | - éléments du premier degré sont —_—
excessivement rigides

- blocages pour des matériaux
incompressibles

Tableau 2: Avantages et inconvénients de maillages tri (tétra) et quadra (héxa).

4.4. Interpolation et fonctions de forme

La philosophie générale de l'interpolation par des fonctions de forme a été
introduite en section 3.2. Ainsi, I'idée est de décrire le champ de déplacement partout
sur un élément a partir des déplacements des déplacements des nceuds de I'élément
uniquement, en utilisant les fonctions de forme ou fonction d’interpolation

suivantes :
u(x)=>_N;(x) u”  avec n le nombre de nceuds.

Les fonctions de forme peuvent étre linéaires ou polynomiales suivant le degré

)

d’interpolation choisi. Si on note )_((i la position du nceud i, ces fonctions doivent

respecter les conditions :

N( -)_ 1 aunoeud i=j
"\ /710 auxnoeudsi# j
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On se propose d’illustrer le concept de fonctions de formes en tracant les fonctions

de formes de I’élément quadrangulaire (2D), linéaire ou quadratique.

Elément
quadrangulaire
a 4 noeuds
(linéaire)
N, =—(b-x,)(a-x) )
N, =—(b—x,)(a+x)(1-x/a+x,/b)/4ab
N, =—(b+x,)(a+x)(1-x/a-x,/b)/4ab
N, =—(b+x,)(a-x)(1+x/a-x,/b)/4ab
2a | Ng=(b-x,)(a-x)(a+x)/2a’h
N =(a+x)(b-x,)(b+x,)/2ab’
N, =(b+x,)(a=x)(a+x)/2a’%
Elément Ng =(a-x)(b-x,)(b+x,)/2ab?
quadrangulaire
a 8 nceuds
(quadratiques)

Tableau 3: Fonctions de forme pour les éléments quadrangulaires a 4 et 8 nceuds.

Il existe de nombreuses méthodes pour construire les foncions de forme (Serendip,
polynémes de Lagrange, polyndmes d’Hermite, etc...) que nous ne préciserons pas dans

ce cours.

33 | B8-12 Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structures ENSEM - 2éme gnnée



On se propose comme précédemment (section 3.3) d’introduire le vecteur Q,

contenant tous les degrés de libertés de 1'élément. En 3D, ce vecteur prend la forme :

On peut donc introduire une matrice des fonctions de forme N, contenant les

fonctions de formes associées aux différents nceuds, de telle sorte que :

0,
0¥

u, (x) . 0 0N, 0 O0)Y (N 0 0))u"

u, (x) |= N, 00 N, O N, 0

u, (x) 0 NJLO 0 N, 0 N, J)[u™
0,
0™

qu’on peut aussi noter sous la forme plus compacte : u, =N, g,

Le champ de déplacements dans I"élément s’écrit donc :
ue = Ne qe
La matrice N, contient autant de lignes que de nombre de champs du probléme

(une, deux ou trois dimensions spatiales... mais éventuellement d’autres champs comme

la température) et autant de colonnes que de degrés de liberté de ’élément.

4.5, Matrices élémentaires

4.5.1. Expression des déformations

Dans le cas élastique linéaire, les déformations se calculent évidemment a partir des

déplacements :

I8

:E(Grad u+(Grad g)T)
2

Si on décide d’organiser dans un vecteur & les composantes du tenseur des

déformations, on peut écrire I’équation précédente sous forme matricielle (en 3D) :
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&, o/ox, 0 0

&y 0 Ym0 |, (x
0 0 a

ge = 833 = a/aXS u2 (X) = D ue
2¢, o/ox, ofox, 0 -

26, | |ojx, 0 ofex |\Ys(%)
2¢,, 0 o/ox, d/ox,

De plus, si on prend en compte I'écriture précédente u, =N, -q,, on peut écrire les
déformations sous la forme matricielle :

e, =DN.q.=B,q,
B.

— la matrice B, contient les dérivées des fonctions de forme, et ses composantes sont

donc indépendantes des déplacements.
— lamatrice D contient les opérateurs des dérivées partielles

— lamatrice N, estla matrice des fonctions de forme de I'élément
La matrice B, contient autant de lignes que de nombres de composantes

indépendantes dans € (6 en 3D et 2 en 2D), et autant de colonnes que de nombres de

degrés de libertés de I'élément.

4.5.2. Expression des contraintes

En élasticité isotrope, on a rappelé précédemment (section 2.4) que la loi de Hooke

permettait d’écrire une relation sous la forme :
c=A¢g

ou les vecteurs o et &€ contiennent les composantes indépendantes des tenseurs des
contraintes et de déformations (6 en 3D en raison de la symétrie). La matrice d’élasticité
A (6x6 en 3D) contient les différentes propriétés matérielles de I'’élément. Dans le cas

de I'élasticité linéaire isotrope par exemple, on a la relation :

A+2u A A 0 00

A A+2u A 0 00

A A A+2u4 0 0 O
6,=A-g, avec A=

0 0 0 u 00

0 0 0 0O u O

0 0 0 0 0 u

En intégrant le fait que ¢, =B, q, on arrive naturellement a I'équation matricielle :

35 | B8-12 Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structures ENSEM - 2éme gnnée



c.=AB, q,

4.5.3. Matrice de rigidité de I’'élément

Pour exprimer une forme générale pour la matrice de rigidité de I’élément, on se

réfere a la stationnarité de I'énergie potentielle totale énoncée en section 4.1. On a écrit

dans cette section :

1(u) =2, (1)~ B (0) = 5 f ((2:)e)aa [, tuda-[ p"uao,

x>
[t

etla stationnarité: Véu , SII(6u)=0
On peut réécrire cette équation pour un élément sous forme matricielle, en

utilisant les différentes notations précédentes (en utilisant Age=g¢' A¢g):
1
I, (u,) = > [e] Ag, d, - jmt u,'f *da— th u,fVdQ,
Qt

On introduit dans ce cas deux nouveaux vecteurs : les forces surfaciques f° et les
forces volumiques f,”. Si on considére une perturbation sous la forme 0q,, on écrit

alors la variation correspondante d’énergie potentielle totale :

o, = | 52 Ag, dQ, - jmt Su, 't da— jﬂt Su,'£,VdQ,
&
Dans cette expression on peut écrire dg, =B, -0q, et ou, =N, -0q,. De plus, le terme
g, peutsortir de I'intégrale de volume car ne dépend pas de la position et donc :
o, = [ 59,'B, AB, dQ, q, - LQ[ 59,"N,"f Sda — L:I 59."N.T£,VdQ,
&
On peut factoriser dans cette expression le terme &¢,", qui est arbitraire. Par

conséquent on obtient I'équation fondamentale :

a1, = [BJAB, dQ g, —[ N[fda-[ N/f.dO,
Q‘ T 't

Si on écrit enfin qu’a I’équilibre on doit avoir o1 =0 alors on arrive a I'expression :

[BJAB,dO, g, =| N,[fda+| NJ£YdQ, dou f,=K,q,
Qt t t

|
Ke fe

— lamatrice K, = J‘ B,'AB, dQ, estla matrice de rigidité de I'élément.

Q
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C’est une matrice carrée qui contient autant de lignes (et de colonnes) que le nombre de
degrés de libertés de I’élément

— levecteur q, contient tous les degrés de libertés de I'élément
— le vecteur f,est le vecteur des forces nodales équivalentes qui contient tous les

types d’efforts extérieurs (volumiques et surfaciques) appliqués a I’élément.

Exemple de la barre a deux noeuds

Pour I’élément « barre a deux nceuds », on a précédemment (3.3) identifié la matrice de rigidité :
ES(1 -1
K,=—
L{-1 1
Peut-on la retrouver en effectuant la démarche ci-dessus ?

On se propose alors de calculer le terme K, = J B,'AB, dQ, dans ce cas 1D de la barre en traction.
QI

On a tout d’abord la matrice d’élasticité de I’élément qui lie les contraintes et les déformations.
Ici en 1D, les matrices € = ¢ et 6 = o se limitent a des scalaires etona ¢ =Eg d'ou: A=E

La matrice B estle produit de la matrice des dérivées et la matrices des fonctions de forme :
p=2 et N,=[N(x)=1-2 N,(x)=2| don B,=DN,=(1-X X|-L1(1 g
OX L L OX L L) L

-1 1 -1
On calcule donc le produit : B, AB, = ) -E -1(—1 1)= Ez
L1 L L“\-1 1

Il reste a intégrer cette expression sur le volume :

1 - 1 -1
K. =[BJAB, d, = LxSxEZ _B > CQFD!
o Pl-1 1) L{-1 1

4.6. Passage au repere de la structure

De la méme facon que pour le treillis plan (voir section 3.4) les vecteurs des degrés

de libertés g, écrits indépendamment dans le repere lié a chacun des éléments doivent

étre écrits dans le repere global de la structure, afin de pouvoir écrire ensuite I'équilibre
global de la structure.

Comme précédemment, on peut alors écrire :
global __ local -1
Ke - Te Ke Te

ou T, estla matrice de passage qui permet de passer de q,°* a q,%*™.
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4.7. Assemblage des matrices élémentaires

Chaque élément de la structure montre le comportement :
f =K,q, avec K, = th B, AB,dQ,

Comme précédemment (section 3.5), il s’agit désormais de définir I'assemblage
entre les différents éléments de la structure en décrivant les connexions aux nceuds de

la structure. On introduit alors la matrice de sélection S, (qui contient des 0 et des 1),

de telle sorte qu'on peut décrire tous les degrés de libertés de la structure (dans le

repere de la structure) sous la forme : g, =S, .. On peut remonter aux vecteurs dans le

repére de I'élément en opérant la transformation : q,°* =T.'S_q,

Or, on a écrit précédemment qu’a I'échelle de I'élément I'énergie potentielle totale

était stationnaire, et donc : J1, =0, avec I'expression :
_ T T T Tg S T TV
A, = 59, ('!-Be AB, dQ, q, - 59, J‘OQ‘NE f Sda—&q, J.QINE £VdQ,

Si on postule l'additivité de I'énergie potentielle totale, on peut alors écrire I'énergie
potentielle totale de la structure sous la forme :
IT= ZHE telle que JIl = Zél'[e =0
e e

On peut donc écrire I'énergie potentielle totale sous la forme :

A=Y 1, = Z[a‘qgsgn U B.’AB, dQ, J T.'S.q.-69,'S,'T, LQ‘ N."f Sda—59,."S,"T, jg‘ N,"f.VdQ,

e Qt

= Z(SeTTe {J’ B,’AB, dQ, ] TETSEJ 9,=>.8. T, J’m N,f,°da+>'S,T, L:l N,Tf.VdQ,

e Qt
K f$ fy/

Ce calcul nous permet donc d’écrire une relation matricielle simple sous la forme :

Equation fondamentale 4-1

Au final I'équilibre structural s’écrit : K_ q, =f,

On montre facilement au final que I'énergie potentielle totale de la structure s’écrit :

i,
M=>q. 'K
5 0:K
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4.8. Résolution pour les cas linéaires

Comme précédemment (section 3.6), il s’agit ensuite d’assurer les conditions aux

limites pour résoudre le systeme K g, =f, . Sous forme matricielle, on a:

Ky o kg oo kg Y(u®) [fF

On est alors régulierement confrontés aux deux conditions suivantes :

1) Le déplacement est nul ou imposé aux points i tels que u” =0 ou u"” =y,

2) Leffort est nul ou imposé aux points i tels que "' =0 ou V= .

Enfin, on se trouve devant le systeme f,=K_(q, a résoudre pour lequel il est
possible d’écrire g, =K, ™ f, comme précédemment (section 3.7).
Lorsque ce systéme est résolu on obtient alors le vecteur ¢, contenant les degrés de

libertés du systeme. On peut alors :

1) Calcul les déplacements dans le repére local de I'élément : g,*® =T.'S_q,
2) En déduire les déformations nodales : ¢, =B, q,
3) En déduire les contraintes nodales : 6, = A B, q,

Un schéma général de résolution, synthétisant toute la démarche précédente, est

donné ci-dessous :

Données d’entrées

@_. Nceuds | Calcul des matrices de Assemblage dans la matrice
Eléments rigidité K_ des éléments de rigidité globale K

Propriétés du matériau

Boucle sur les éléments

. Conditions aux limites
Boucle sur les éléments sur q, etf,

- Calcul des contraintes, Résolution du systeme
Visualisation déformations, forces nodales K .q'=¢

Figure 10 : Schéma de principe d'un calcul par éléments finis.
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4.9. Eléments isoparamétriques

Dans ce qui a été écrit précédemment concernant les fonctions de formes (section
4.4), on a considéré des éléments de géométrie simples et parfaites (par exemple, un
élément quadrangulaire de c6tés Za X 2b dans le Tableau 3). Or, lorsqu’on va effectuer le
maillage d’'une forme complexe, les éléments seront couramment assez « distordus » par

rapport a leurs homologues de formes parfaites (Figure 11).

Figure 11: Exemples de maillage pour un cercle.
En bleu : éléments quadrangulaires. En rouge : éléments triangulaires.

A cet effet, on distingue dans la suite deux types d’élément : I'’élément réel (distordu), et
I'élément parent (parfait), dans lequel on va introduire des coordonnées intrinseques a

I'élément (Figure 12).

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E»,”",””W - z.l:l

Elément parent

Figure 12: Transformation entre 1'élément parent (parfait) et 1'élément réel (distordu) dans le cas de
I'élément quadrangulaire a 4 nceuds.

4.9.1.1 Transformation entre élément parent et élément réel

On cherche tout d’abord a décrire la transformation, c’est-a-dire a écrire le lien entre
le systéme de coordonnées &=(&,&,,&,) et le systéme réel x=(X,X,,X;) . On a alors
affaire a une transformation telle que :

x(§)=¢(s)

On fait vite le lien entre cette écriture et la transformation rappelée

en section 2.2.1 telle que : x(X)=¢(X) et F =Grad ¢(X)
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Or, sur I’élément parent, on peut facilement écrire que la transformation s’écrit en
fonction de sa valeur aux différents nceuds de 1’élément. Pour un élément
isoparamétrique, on reprend les mémes fonctions de forme que précédemment, de telle

sorte que :

Exemple 4-2

On considere la transformation plane ci-dessous entre ' élément quadrangulaire a quatre noeud

« parent » etl’élément « réel ».

(1)

Pour cet élément parent, on peut reprendre I'équation précédente :

N,=(1-£)(1-4)/4
: | N, =(1-&,)(1+ &)/ 4

- (i)
X_%:Ni(é:l’gz)x avec N3 _ 1+§2)(1+§1)/4
N, =(1+&)(1-&)/4

On considere le point qui dans les coordonnées intrinseques a 1'élément parent se trouve a la

position (&,&,)=(0.5,0.5). Calculons sa position réelle :
x=N,(0.5,05)x"” +N, (0.5,05)x? +N,(0.5,05)x® +N, (0.5,0.5)x"*

2.5 4.5 3.5 1.5 3.75
[5] =0.0625 +0.1875 +0.5625 +0.1875 =
0.5 1.5 —0.5 -15 0.75

Ce point est représenté en jaune sur la figure ci-dessus dans les deux configurations.
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4.9.1.2 Matrice jacobienne

On a écrit précédemment (section 4.5.3) la matrice de rigidité d’'un élément :

K, = j B, AB, dQ, avec Q, le volume de I'élément réel
Q

Dans cette expression, on rappelle que B, =D N, : cette matrice contient la dérivée

des fonctions de forme par rapport aux coordonnées réelles.

Dans le plan par exemple on a:

oN, oN, ON,
N I ox,
B _|| _ N, _ON; 0N,
? x| x| ox,
ON; ON, oN;  ON,; oN, ON,
0%, OX, ox,  0X, oX,  OX,

Or, les fonctions de formes sont désormais définies sur I’élément parent en fonction

de coordonnées intrinseques. Il y a une bijection entre les deux configurations, de telle

sorte que )_((é) = ¢(§) et £(x)= gﬁ_l (x). Ainsi on peut noter :

N, N, 0
0&;  Ox; 0&;
Soit (dans le plan pour alléger I'écriture) sous forme matricielle :

ONY (% 0% (0N} (&oN, o N, (N,
_ _ PR _ _Xl Z_XZ _
0& 05 0g || % | |04 7 04 24
ON, | | ox o || oN | | &N, o N, g || ON,

GBI Y BUON [
9, 0¢, 05, )\ %, iz 0%, i 0%, %,

Sous forme abrégée on peut écrire :
oN, ] oN,
0%, ° ox

ou J, estla matrice jacobienne de la transformation.

Pour une transformation plane, cette matrice jacobienne s’écrit :

n

! ! M
Ny $ M) (N N N (R %

J_|Fea T GeaT | |ea oa Toog || X K
e n % (i) i%x(i) 8N1 8N2 8Nn .
i=1 afz i=1 a‘fz ? 8@,‘2 652 ag2 Xl(n) Xgn)

La premiére matrice contient donc les dérivées des fonctions de forme dans le
systeme de coordonnées intrinséque (le méme pour tous les éléments !), tandis que la

seconde contient les degrés de liberté de I'élément.
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. o . . L oN, 4 ON,
Sila relation inverse existe aussi on peut écrire : =J

ox ° og

Or, comme rappelé en section 2.2.1, le calcul du déterminant de la matrice
jacobienne d’'une transformation permet de connaitre la variation de volume durant la

transformation de telle sorte que :

J =detJ,
dQ, =JdQ, avec: € levolume del’élément réel
Q, le volume de I'élément parent
Dans le calcul de la matrice de rigidité on peut donc effectuer le changement :
K, =[B. (x)AB,(x)dQ, = [ B, (£)AB,(£)JdQ,
Q Qo
Grace a ce changement, 'opération d’intégration est désormais la méme pour tous

les éléments et seul le jacobien J =detJ, change.

NB : I'erreur « jacobien négatif » signifie que ce calcul est impossible !

4.10.Méthode d’intégration de Gauss et modes indésirables

Reprenons I'expressions ci-dessus pour la matrice de rigidité de I'élément :
K, = [ B (£)AB,(£)JdQ,
Q

L’intégration formelle des fonctions de formes est trop coliteuse, et on va donc y
préférer une intégration numérique approchée. Avec la méthode de Gauss, on décide
de remplacer l'intégrale sur 1'élément par une somme de valeurs pondérées, de telle

sorte que :

Mo, Moy Moy
.[ f(§)de =3 www, T (&.4.4)
Q i=1 j=1 k=1
avec: ng le nombre de points d’intégration de Gauss dans la direction i

W, les pondérations de chacun de ces points

On peut calculer (mais pas dans ce cours...) la position dans le repere intrinseque de
I’élément, le nombre et les pondérations a donner a chacun des points pour que cette
intégration soit exacte. Cependant, on peut également décider de réduire le nombre de

points d'intégration (on parle alors d’intégration réduite), ce qui meéne a une
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approximation sur le calcul de I'intégrale qui est souvent suffisante si la variation de

champs dans I’élément n’est pas trop importante.

Intégration complete Intégration réduite

::l‘:zz

Elément linéaire

(4 nceuds)

Elément quadratique

(8 nceuds)

Tableau 4: Points de Gauss dans I'élément quadrangulaire pour une intégration réduite ou
complete. La taille des points de Gauss (en jaune) correspond a leur pondération.

Dans le cas d'un nombre de points d’intégration trop faible, il est possible que des
modes de déformation soient totalement «invisibles» au niveau de ces points
d’intégration.

Exemple 4-3

Reprenons la transformation plane précédente, avec une intégration réduite (1 point de Gauss) :

La transformation est affine (linéaire) et on peut donc noter:

g, =Du,=|¢, |=| O 0/ 0x,

{u1=a+b§1+c§2+d§1§z N > P (U1J
U, =e+ f&+9& +hag, e 26,) \o/ox, ofox

U,
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i b+d¢,
On en déduit donc la déformation: e=|¢,, |=| g+hS

28, ) \(c+f)+dé +hs,
On compte ainsi 5 modes indépendants de déformation (suivant les valeurs des constantes
b,d,g,h,(c+ f)). Plagons-nous maintenant au point de Gauss (noté G) tel que & =¢&,=0. La
déformation « visible » est alors :
b
£ =|g - les effets des constantes d et h sont invisibles !
(c+f)

En conclusion, si un mode de déformation affecte les constantes d ou h, le schéma d’intégration
numérique ne permettra pas d’en rendre compte !

On a représenté ci-dessous la méme transformation pour différentes valeurs des constantes d et

h , toutes les autres constantes étant nulles: on parle souvent de « mode a zéro énergie » étant

donné que ces déformations peuvent avoir lieu sans que I'énergie potentielle totale ne soit affectée.

d=-0.4 h=0 s d=-0.2 h=0 d=0 h=0 \ d=0.2 h=0 s d=0.4 h=0

15 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15 16 -1 05 0 05 1 15 "5 4 05 0 05 1 15 15 1 05 0 05 1 15

d=0 h=-0.4 s d=0 h=-0.2 d=0 h=0 d=0 h=0.2 , d=0 h=0.4

15 15 -1 05 0 05 1 15 "5 1 05 0 05 1 15 "5 1 05 0 05 1 15

On parle notamment souvent de modes « hourglass » (sablier) pour caractériser 'un

de ces modes indésirables, en raison du profil suivant :

NWAWAWAW,
AWA AWA
AW AWAW,
AWAWAWA

Figure 13: Représentation d'un maillage quadrangulaire en mode de déformation « hourglass », qui
n’est associé a aucune énergie.
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4.11.Analyse vibratoire

L’ensemble de la démarche qui a été faite précédemment concerne les cas ou les
matériaux sont élastiques, et ou on s’intéresse a la réponse de la structure a un
chargement statique. Or, la MEF permet également de résoudre des problémes de
dynamique des structures, notamment en donnant acces aux modes propres d'une
structure. Dans ce cas, I'énergie totale du systeme ne se limite pas a I’énergie
potentielle totale mais doit également faire intervenir une énergie cinétique de telle
sorte que (on néglige ici 'amortissement ) :

11(u) =@, (1)~ (0) ]+ H (u) avec H(u)=| % Pl U dO,

Qt
Comme précédemment, on peut écrire que cette énergie totale doit étre

stationnaire pour une perturbation 6u de telle sorte que :

..T
oI, = j [5sTAs —ou, 't + pue 5uej dQ, - j& ou.f da=0
Q

Ainsi, on peut faire intervenir les fonctions de formes a I’échelle de ’élément de telle

sorte que les déplacements et leurs dérivées s’écrivent :

ue:Neqe ue:Neqe
La stationnarité de I'énergie potentielle peut s’écrire :
A, =5q," _[ (BETABe q. - N, f. +pN."N, qe] dQ, -5q,’ _[D N, f>da=0
Q '
On peut alors ré-écrire cette équation sous la forme :

[(BAB,)dO, q.+ [ (PNIN,)d0,q, = [ (NJY)do, + [ N, da
) t

O Q

Ke Me fe
= K.+ Meae =T,

Cette derniere équation régit donc I'équilibre dynamique de I’élément. Elle fait

intervenir la matrice des masses M. .

b

D’apres ce qui précede, on peut transposer la derniere équation a I'échelle de la

structure de telle sorte que :
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KSqS +MS.q.S =fS

Exemple du treillis plan hyperstatique

Reprenons le cas précédent, concernant le treillis de trois barres ne travaillant qu’en traction-
compression. On a déja identifié précédemment les fonctions de forme ainsi que les matrices de
rigidité élémentaires de chacun des éléments. On veut calculer les modes propres de vibration

libre de cette structure, en considérant que I'amortissement est nul.

4 Acier

Section 0,01m?

Aluminium
Section 0,05m?

A T'échelle d’'un élément, comme on néglige I'amortissement et que les oscillations sont libres,
I’équation a résoudre est :

oo 1 —
K.d.+M.q,=f, avec K, = E—LS( 11 j en traction-compression

Calculons tout d’abord la matrice de masse élémentaire dans le repere de I'élément :

X X
M= [(pNN.) 60y avee Nez(Nl(x):l—E Nz(x)ztj

Pour écrire cette matrice des masses a I'échelle de la structure il s’agit de considérer ces fonctions

de formes a I’échelle globale de la structure. Si on considére ainsi comme précédemment deux

degrés de liberté a chaque noeud on a :

On peut alors effectuer le calcul :
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of[N, 0[(0 N, 0 N,
0 N,
X 2 X X
1-=2 0 Al 0
L LU L
0 (1 XT 0 X(l Xj 2 010
L T\ 210 2 0 1
Me=pSIL - LU L gx =25t
0|l i 5 2 6 |10 20
E( _Ej 0 12 0 010 2
2
0 ﬁl—fj 0 X
LU L L

B B u”
R 1 0 -1 0)[U 2 0 1 0) .
FY| Es|0o 0 0 ofu? L pSL|0 2 00 u,
A L|-10 1 0fy® 6 |1 02 0f
u
F,2 0.0 0 0,0 000 2]
0@
2

Comme précédemment, on doit exprimer les matrices de rigidité dans le repére global (tandis que

les matrices de masses sont déja écrites a I’échelle de la structure) :

&8s - -9 2 010
(K AB )global _ E”S#8| cs s —cs —¢° (M AB )global _ pABSAB (L/C)2 0 2 00
¢ L/c |-c® —-cs ¢ «cs ) 6 1020
5 - @ g 0 00 2
1 0 -1 0 2 010
(K AC )global _ EACSAC 0 0 O 0 (M AC )global _ pACSACL 0 2 0 0
¢ L -1 0 1 O ¢ 6 1 0 2 O
0O 0 0 O 0O 0 0 2
c® —-cs -c® cs 2 010
(K AD)globaI _ EAPSA| —¢cs s* ¢s —¢§° (M AD)global _ pADSAD(L/c)Z 0200
¢ L/c |-c® ¢cs ¢ -—cs ¢ 6 1020
cs -s* —cs §° 0 00 2

On peut alors réaliser le méme assemblage que précédemment pour K, et M.
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Si on s’intéresse uniquement au point A, ou les efforts nodaux sont nuls, on peut écrire :
(OJ 1 [EABSAB 34 EACGAC | EADGAD (3 EABGAB (2o EADGAD (.2 SJ[“ Aj
1

0 L EABsABCZS_EADsAD CZS EABsABCSZ+EADsAD CSZ UZA
..A
2 (pABSAB+pADSAD)/C2+pACSAC (pADSAD_pABSAB)/CZ U
? (pADSAD_pABSAB)/CZ (pABSAB+pADSAD)/C2+pACSAC JA

On vient alors d’écrire un systeme sous la forme : K.g, +M,q, =0
On se propose d’identifier une solution sous la forme qs(t):Qei“’t avec o la pulsation propre,

reliée a la fréquence propre par f =w/27. Le systeme précédent s’écrit donc:

qus(t)-’__KSqS(t):O = (ia))zqus(t):_qus(t) = dEt<K5_a)2MS):O
qs(t):Qela}t

f, = 425.35Hz

En résolvant ce systéme on trouve les deux fréquences propres :
f, =850.72Hz

Evidemment, on aurait trouvé des fréquences bien plus basses en permettant aux éléments du
treillis de travailler en flexion, car leur rigidité aurait été alors bien plus faible : la rigidité qui a

été prise en compte et la rigidité de traction-compression uniquement !
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5. Utilisation dans un code de calcul : introduction a
Abaqus

Dans toute cette section, on va tenter de modéliser par la MEF le treillis plan étudié
précédemment en utilisant le logiciel Abaqus, ce qui nous permettra d’introduire les

grandes étapes de la modélisation dans ce code de calcul.

5.1. Généralités

Un logiciel utilisant la MEF est généralement composé :

v' d'une partie pré-traitement, ou on entre le jeu de données pour la
simulation. Ceci inclut la géométrie du solide, le type de simulation
(dynamique, statique, thermique...) que I'on veut effectuer, les propriétés du
ou des matériaux constitutifs du solide, la définition des nceuds du maillage
et des éléments, la définition des chargements et conditions aux limites, et la
liste des champs mécaniques (déplacement, contraintes, déformations,

température, ...) que I'on veut calculer ;

v' d’'une partie «calcul », le cceur du logiciel, qui permet de résoudre les

équations de la mécanique en utilisant la méthode des éléments finis ;

v' d'une partie post-traitement, qui permet de visualiser et d’exploiter les

différents champs mécaniques calculés.

Le logiciel Abaqus, via sa partie Abaqus/CAE, inclut ces trois parties dans une méme
interface. Il est le logiciel EF utilisé a 'TENSEM d’une part parce qu'’il est 'un des logiciels
de référence dans le milieu industriel, de 'autre parce que son interface utilisateur
ergonomique le rend facile a utiliser (contrairement a d’autres codes exclusivement en
lignes de commandes...). Une liste de quelques codes EF couramment utilisés est donnée
ci-dessous :

Abaqus, Ansys, Nastran, Adina, Samcef, Marc,
LS-dyna, FlexPDE, COMSOL multiphysics
Aster, Elmer, FEBio, FreeFEM++, OOFEM,
Z88Aurora

Logiciels propriétaires

Logiciels libres
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Les différentes étapes de la modélisation sont clairement exposées dans Abaqus, ce
qui en fait un des logiciels les plus faciles d’utilisation. Ces étapes vont étre suivies dans

I'ordre du menu déroulant « module » ci-dessous.

o5 Abaqus/CAE6.11-2 [Viewport: 1]
E File Model Viewport View Part  Shape Feature Tools  Plug-ins }

DEE® 4 «LEIL:E A (R

Model Module: [ Part i Model [ Model-1  [+]
M o -
g EI d ED E Property
= 43 Models (1) @ T || Assembly
= Model-1 C | |Step
% Parts /J @ Interaction
[Pz Materials @ d,‘“t‘ Load
&} Calibrations “——| |Mesh
& Sections I-_T“ UJT—E Optimization
@' Profiles it Jab
F#8 Assembly — Visualization
ol Steps (1) —+= Sketch
o IR -5

Figure 14: "modules” Abaqus correspondant aux différentes étapes de modélisation.

5.2. Géométrie

La premiéere étape de la démarche consiste a définir la géométrie du solide L dont
nous voulons simuler le comportement, dans le cas ou la géométrie est suffisamment
simple. Dans le cas contraire, on aura recours a des logiciels de CAO dédiés, comme Catia
V5, puis on importera la piece dans Abaqus.

On s’intéresse ici a modéliser en 2D le probleme du treillis plan traité précédemment

en section 3, avec les données numériques rappelées en Figure 15.

B C \ D
Section 0,0005m?

Aluminium
Section 0,001m?

A

a =30

Figure 15: Probléme physique a modéliser sous Abaqus.

Il s’agit de modéliser la structure comme une structure plane (« 2D planar ») et
déformable, que I'on va dessiner a partir de sa ligne moyenne qui sera un « wire ». On va

considérer que les sections sont circulaires et pleines.
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Les différents outils de dessin " permettent de tracer l'esquisse, tandis que les

outils de cotations ¢ permettent d’en spécifier les dimensions et les outils de

. , . e N .
contraintes d’esquisses =% aident a leur construction.

Aretenir 5-1
Il n’y a pas de systeme d’unités spécifiques au code de calcul : c’est a 'utilisateur d’utiliser un

systeme d’unités cohérent (metres et pascals ou millimétres et mégapascals par exemple).

A l'issue de ce travail, I'esquisse suivante est préte a étre utilisée pour spécifier les

matériaux et sections des trois barres qui constituent le treillis.

L.

Figure 16: Esquisse utilisée pour la modélisation du treillis plan.

5.3. Matériaux

Dans cet exemple, il conviendra de créer deux matériaux (aluminium et acier)
définis comme élastiques, linéaires et isotropes (onglet « property » e ). On rentre alors
les lois de comportements des matériaux, définis ici simplement par un module d’Young
(acier : 210GPa et aluminium : 70GPa ) et un coefficient de Poisson (égal a 0.3 pour les
deux matériaux).

On créera ensuite deux sections différentes ¥ de type «poutres» (beam)
composés d’acier et d’aluminium respectivement. Il sera alors nécessaire de créer les
sections transverses & circulaires de sections 0.0005m? et 0.001m?.

Ensuite, il est nécessaire « d’assigner ces sections » @ aux différents éléments de

I'esquisse.
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Enfin, pour le calcul, Abaqus exige un repere local associé a chaque élément que I'on

NZny
peut définir A travers 'option « assign section orientation » = (ot le repére par défaut

conviendra parfaitement).

5.4. Assemblage et interactions

Il est nécessaire ensuite de définir un assemblage E’, méme si dans notre cas il
n’est constitué que d'une seule piece. Sélectionner un type « independant » (le lecteur
curieux est encouragé a consulter la documentation en ligne pour plus d’information a
ce sujet...). On pourrait également définir ensuite le type d’interactions (contact,
frottement, ...) qu’il existe entre les différentes pieces de I'assemblage : dans ce premier
cas illustratif cette étape est inutile, mais elle peut s’avérer laborieuse pour un cas plus
complexe. Davantage de détails au sujet du traitement du contact seront livrés au

chapitre suivant.

5.5. Types de calculs

On définit ensuite dans I'onglet « step » les différentes étapes de calcul que I'on veut

modéliser : dans notre cas, le seul type de calcul a créer ** est un calcul de statique (les

options pas défaut étant pour 'instant satisfaisantes).

[

On pourra également choisir le type de champs mécaniques ~F que l'on désire
calculer : ici nous serons intéresser notamment par les efforts aux nceuds, ainsi que par

les contraintes, les déplacements et les déformations dans chaques barre.

5.6. Chargements et conditions aux limites

L’onglet « load » permet ensuite de définir les chargements = etles conditions aux

limites (= de la structure. Dans notre cas on va restreindre les déplacements dans les
trois directions au niveau des points B, C et D, et imposer un effort nodal (« concentrated

force ») au point A. Dans le repere global utilisé dans la modélisation, cet effort s’écrit :

F=Fsina € — F cose, =5000 63—8660ey
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5.7. Maillage

Dans un dernier temps de la définition du jeu de données, il convient de décider des

=43

nceuds du maillage {'D , de 'algorithme de maillage b= et du type d’éléments B

i

avant de mailler définitivement la structure «. Dans notre cas, on peut choisir par
exemple de placer 10 noeuds par barre, et de choisir des éléments de type « poutre »
(« beam ») avec une interpolation quadratique. A la fin de cet étape, le calcul et prét a

étre lancé.

5.8. Calcul statique et exploitation des résultats

Dans l'onglet «job », on définit les détails numériques du calcul qu’'on s’appréte a
effectuer. Dans notre cas simple, les propriétés par défaut sont suffisantes a mener le
calcul. Une fois le « job » créé, on le soumet au calcul (« submit ») puis, une fois le calcul
effectué (« job completed successfully ») on visualise les résultats dans I'onglet « results ».

Abaqus possede ensuite une partie post-traitement qui permet de visualiser les

résultats de la simulation et d’en tirer des conclusions quantitatives. Par exemple, on

pourra visualiser I'état déformé E‘ et représenter les différents champs mécaniques au
sein des éléments : celui qui nous intéresse ici et le champ de déplacements U, dont on
peut visualiser 'amplitude totale (« magnitude », Figure 17) ou les composantes U1 et

U2. L’outil de « sondage » (« probe «) N, permet notamment de s’intéresser aux valeurs

nodales de ces champs : on s’intéress ici surtout aux déplacements u;* et u,'.

Les valeurs trouvées alors sont :

Vlewey)

u Y™™ (0.000101025m =101.025.m
5.60873x107°m = —56.0873um

u,
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U, Magnitude
+1.156e-04

+6.740e-05
+5.778e-05
+4.815e-05
+3.852e-05
+2.889e-05
+1.926e-05
+9.620e-06
+0.000e+00

QDB: treillis1D.odb  AbhagqusfStandard 2020  Mon Apr 19 08:59:18 GMT+02:00 2021

Step: Step-1

Increment 1: Step Time = 1,000

Primary War: U, Magnitude

Defarmed var: U Deformation Scale Factor: +1.980e+03

Figure 17: Résultat du calcul Abaqus pour le treillis plan. La figure montre la superposition des
géométries finale et initiale, le code couleur représentant 'amplitude des déplacements.

Il est alors intéressant de comparer les valeurs numériques trouvées ici aux valeurs
analytiques calculées en section 3.7. Il convient alors d’utiliser le méme repere: le

repere utilisé par Abaqus est tel que e, =e, et e, =—¢, etonadonc les valeurs:

A \Numerique A \theorique
[ul J _(56.0873ymj [ul J _[56.054um j
A 1101.025m A 1101.015um
u, (ﬁ’ei) H u, (ﬁ"iz) H

On en déduit une différence de 0.06% sur u,* et 0.001% sur u,”, ce qui constitue une

approximation tres acceptable !

5.9. Calcul de fréquences propres

On peut également chercher a retrouver en utilisant Abaqus les fréquences
d’oscillations libres identifiées précédemment en section 4.11. Les modifications a
apporter sont alors :

v' Properties: il convient d’ajouter les masses volumiques respectives de
I'aluminum (2700kg.m-3) et I'acier (7800kg.m-3)

v Step : le type de calcul a effectuer est désormais un calcul fréquentiel (linear
perturbation > frequency). On ne décidera ici de calculer que les deux
premieres fréquences (eigenvalues requested =2).

v" Load : sil'on étudie les oscillations libres de la structure, elle n’est soumise a

aucun effort extérieur
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v Mesh : pour étre cohérent avec la modélisation précedente, on sélectionne un
seul élément linéaire par poutre.
Apres avoir lancé un nouveau calcul, on arrive alors a visualiser les deux modes de

déformations représentés ci-dessous (Figure 18).

U, Magnitude
+4.16de-01
+3.817e-01
+3.470e-01
+3.123e-01
+2.776e-01
+2.429e-01
+2.082e-01
+1.735e-01

10.0008+00

Mode 1 : 466.27Hz

U, Magnitude

+3.47
+0.0008+00

Mode 2 : 823.56Hz

Figure 18: Deux premiéres déformées modales du treillis plan lorsque les barres travaillent en
traction-compression uniquement (déplacements normalisés)

On effectue alors des erreurs de 8% et 3% pour ces premiers modes en comparaison
au calcul analytique précédent (section 4.11).
Si 'on autorise la structure a travailler également en flexion (en effectuant un

maillage plus fin), on trouve alors naturellement des modes et des des fréquences bien

différentes... (Figure 19).

U, Magnitude

+4.042e-02
+0.000e+00

Mode 1 : ~38H:z Mode 2 : ~55Hz

Figure 19: Deux premiéres déformées modales du treillis plan (déplacements normalisés)
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6. Quelques mots sur les non-linéarités

Dans ce qui précede, nous avons fait I'’hypotheése que le comportement du matériau
était élastique quel que soit le niveau de déformation, et que les déformations restaient
infinitésimales. Nous avons également fait I'hypothese que le systeme étudié était isolé
de son environnement extérieur. Dans ce chapitre, nous allons briévement présenter les
grandes lignes de la prise en compte de trois sources de non-linéarité dans la MEF :

- les non-linéarités géométriques dues aux grandes déformations de la structure

- les non-linéarités matérielles dues au comportement non-linéaire du matériau

- les non-linéarités dues au traitement du contact avec d’autres systémes.

6.1. Non-linéarités géométriques

6.1.1. Matrice de rigidité tangente

Dans le cas ou la structure est soumise a de grandes déformations, plusieurs
phénomenes viennent perturber les calculs menés dans les chapitres précédents.
Notamment, comme on vient de le voir, 'écriture des déformations fait apparaitre un
nouveau terme non-linéaire. De plus, la rigidité apparente de I'’élément change en cours
de déformation ; enfin, les efforts extérieurs peuvent évoluer en cours de déformation

(Figure 20).

\,
—

T
L

~
~ 7 Pt)

Figure 20: Exemple de structure en grandes déformations.

La philosophie générale de la méthode qui suit consiste a discrétiser la déformation
totale en une succession de déformations élémentaires, tout en assurant que chaque
incrément de déformation réalisé satisfait 1I'équilibre de la structure. Comme

précédemment, I’'équilibre de la structure sera assuré si :

véu , ST(0u)=0 = &%, (du)=om,(5u)
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On montre (mais pas dans ce cours introductif) qu'on peut introduire une matrice

de rigidité tangente:
K; =K+K +Kj

qui permet d’écrire la variation du travail des efforts intérieurs comme

précédemment :
dow, =5q9'K.dq
— K : matrice de rigidité linéaire
- K, estla matrice de rigidité « des déplacements initiaux » : elle est fonction des

déplacements et prend en compte le terme non-linéaire du tenseur des

déformations (voir cours de MMC, tenseur des déformations de Green-Lagrange)

— K, est la matrice de rigidité « des contraintes initiales » et correspond a I'état de

rigidification de la structure en raison de son état de contraintes

- K, =K+K,, +K; estlamatrice de rigidité tangente

Comme précédemment, on peut alors écrire 1'équilibre du systeme entre ces deux

incréments sous la forme:
K;dq=df
— K, estla matrice de rigidité tangente
— dg estle vecteur des variations des degrés de libertés entre ces deux incréments

— df estle vecteur des variations des efforts extérieurs entre ces deux incréments

Exemple 6-1

Considérons le cas de traction simple d’'une barre de section transverse initiale A.
Dans ce cas simple, le comportement du matériau A se réduit au seul module d’'Young E.

La matrice de rigidité obtenue précédemment s’écrit simplement :
t(-1/L 1 -
K= [B'ABdQ, = Af Y E(—l ljdx=%
a, s\ I/L L L L{-1 1

Elle ne constitue néanmoins qu'une partie de la matrice de rigidité tangente, dont on montre (mais
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pasici!) qu’elle peut s’écrire :

2
1 -1
KT:K+KNL+KS:E 1+2A—L+A—L +i
L L L EA/\-1 1

Enfin, I'équilibre du systeme global s’écrit sous la forme : K,dq = df
On fait I'hypothése comme précédemment que la poutre est encastrée en Xx=0, et donc I'inconnue

(2 = Al. A I'inverse, on connait l'effort f® =F et on ne connait pas f® (mais

et le déplacement u
on s’en doute que I'équilibre va imposer fO=—F ). On a en conclusion la relation force-

déplacement :

2
F:& 1+2A_L+ L +i AL =K AL
L L L EA

On s’apercoit donc que la valeur de K, dépend du chargement.

Par exemple, pour une poutre en acier d'une longueur d’lm et de section 0.001m? on obtient
initialement: F =0, AL=0 = K, =200.00x10°N.m™

Supposons qu’on veuille soumettre cette poutre a un effort de 10000kN. On peut alors procéder par
incréments de chargements, en itérant sur les efforts, en commengant par exemple par

F =100kN :

2 3
K —EA 1+29+(9j L0 o170ax10° Mt = AL=1——458x10°m
L L (L) EA K,

On incrémente alors la valeur de I'effort, et on peut trouver une nouvelle rigidité tangente a partir
du déplacement AL calculé. En imposant davantage d’incréments AF =100kN , on obtient la courbe

ci-dessous que I'on peut comparer au cas purement linéaire F = EAAL/L.

Une incrémentation sur les déplacements est également possible : on repart alors de la valeur
initiale: F=0, AL=0 = K, =200.00x10°N.m™. On peut alors imposer un incrément de

déplacement AL =1x107°m de telle sorte qu’on ait la rigidité tangente :

3 32
K, —%Luzlxio +(1XEO j +%J—200.40><106N.m1 — F =K,AL=200.40x10°N

On incrémente alors la valeur du déplacement, et on peut trouver une nouvelle rigidité tangente a
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partir de l'effort F calculé. Le calcul est arrété quand la valeur de 'effort vaut la valeur désirée de
10000kN. La courbe correspondante est représentée ci-dessous, en on observe que les deux

démarches (incrémentation en efforts ou en déplacements) sont tres proches dans ce cas simple.

6
12 - T T T T I
Y Réponse non-linéaire : increments sur F -t
. PN . . A
* Réponse non-linéaire : incréements sur A L e
— - . - . *
=z 8 Réponse linéaire (HPP) #+#w+*+#+
X et
f— 4ot
L +¥t |
8 6 + ¥t jod
fusl +*+-p
LE 4 +-I—+"'+*+#
2r y{:{#_r.;_..**d' B
Oq-:”::::”\ \ \ \ | ! ! A}L(m)
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045

A retenir 6-1

incréments de « temps », et la maniére dont elle peut évoluer en cours de calcul.

Dans le cas non-linéaire, les conditions aux limites sont imposées de maniére incrémentale, ce qui

peut étre vu comme une discrétisation « temporelle » : il s’agit donc de préciser la taille de ces

6.1.2. Méthode de Newton-Raphson

En pratique, pour réaliser la démarche précédente, on doit donc appliquer un

incrément df ou dq de fagon progressive et actualiser la matrice de rigidité tangente K,

pour chacune de ces nouvelles itérations. La question peut alors se poser de I'incrément
qu'’il convient d’appliquer pour arriver au bon résultat ! Dans la plupart des codes de
calcul, c’est la méthode de Newton-Raphson qui est utilisée pour réaliser cette
procédure.

Imaginons qu’on effectue des itérations sur les chargements. A chaque nouvelle

itération i+1, on a donc la matrice tangente calculée a I'itération précédente K, et on
peut calculer ¢,, comme dans l'exemple précédent (Figure 21). Ce déplacement

entraine des déformations puis des contraintes dans la structure, qui peuvent permettre

d’écrire les efforts intérieurs F,, correspondants. Deux cas vont alors se poser :

e les efforts intérieurs F

int

sont a I'équilibre avec 'effort imposé f,, : on peut

passer a l'incrément de charge suivant, on dit que le calcul a convergé.
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e les efforts intérieurs F, ne sont pas a I'équilibre avec I'effort imposé f,, ,
c'est-a-dire que l'estimation du déplacement (,, supposé a partir de la
rigidité K,, ne permet pas d’équilibre la structure. Il faut alors réaliser un

incrément plus petit.

Dans la réalité, la quantité f_,—F_ n’est jamais exactement égale a zéro: on

considére que le systéme est a I’équilibre lorsque cette quantité est inférieure a un seuil

(appelé en général « résidu ») défini par I'utilisateur.

f  —F

i+2  Tint

q, | q.. qi+2

Figure 21: Illustration de 'algorithme de Newton-Raphson.

6.1.3. Les non-linéarités géométriques dans Abaqus
Dans le logiciel Abaqus, la prise en charge des non-linéarités géométriques se gere a
partir de l'onglet « step » ou on définit le type de calcul a effectuer. On va y préciser

notamment les parametres de la procédure incrémentale précédente.

A retenir 6-2
Dans le cas général, la prise en charge des non-linéarités géométriques dans Abaqus pour une étape

de calcul (« step ») se fait uniquement si 'option NLgeom est activée .

Par défaut, une incrémentation automatique est effectuée par Abaqus et permet aux
calculs simples de converger. Pour des cas plus complexes entrainant de grandes
déformations, il s’agira alors de définir ces parametres dans l'onglet « incrémentation »

de I’étape de calcul. On peut alors choisir deux options :

e une incrémentation automatique : on guide le logiciel les parametres de la

méthode de Newton-Raphson ci-dessus.
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e une incrémentation manuelle : on impose la valeur des incréments pour toute
I’étape de calcul. Cette option est a éviter !
Lors du lancement d'un calcul, le volet « monitor » permet de suivre I'évolution de la
convergence du calcul (Figure 22).

Step time =0.025 Step time =0.03243

4 plaqueNL Monitor ==
Job: plaqueNL Status: Aborted
Severe -
3 Equil Total Total Step Time/LPF
Swp ||tncement | Wt | Deeen | e Iter  Timeffreq Time/lPF Inc |
1 1 1w 0 5 5 0 0
1 3 2 0 9 9 0025 0025 1l .
1 2 pul 0 4 4 0025 0025
- 3 2 2 0 12 12 003125 003125 0.00625
1 3 w0 s s o0u2s  oonzs 00046675 ‘
1 3 2 0 10 10 00324219 00324219 0.00117188
1 4 1w 0 9 9 00324219 00324219

Log | !Errors | | Wamings | Output | Data ile '\ fessage Fle | Status Fle
litegy g g

Time increme:|: required is less than the minimum sp\ fied
Abaqus/Stand rd Analysis exited with an error - Please sc\ the message file for possible error messages if the fle exists.

Search Text

Text to find: [ Matchca\ ) Next §f Previous

Dismiss

Incrément Nombre de

tentatives pour
résoudre I'équilibre
pour cet incrément

Figure 22: Exemple de convergence du calcul pour un essai de traction sur une plaque percée.

6.2. Non-linéarités matérielles

Une seconde source de non-linéarités dans un calcul par éléments finis provient du
fait que les lois de comportement elles-mémes deviennent généralement non-

linéaires lorsque I'on se situe dans un cadre de grandes déformations.

Dit autrement, dans le cas d’un matériau non-linéaire, si on multiplie les

chargements par deux, il n’y aura pas deux fois plus de déformation !

Lorsque le comportement est non-linéaire, on comprend bien que la rigidité de la
structure dépend de I'état de déformation, et donc qu'’il est nécessaire de procéder par
incréments de chargements (ou de déplacements) comme expliqué en section
précédente. Si le matériau est non-linéaire, la méthode de Newton-Raphson sera donc

automatiquement utilisée.

A retenir 6-3
Dans ce cours introductif, on s’arréte aux matériaux élastiques linéaires uniquement !
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La figure ci-dessous (Figure 23) permet néanmoins d’illustrer quatre types de
comportement non-linéaires qu'’il est possible d’observer, et de modéliser par exemple

dans le logiciel Abaqus :

-

0-11

Plasticité

A
On

Endommagement
et rupture O\QQ’

Hyperélasticité

Figure 23: Illustration des courbes contrainte / déformation correspondant a la plasticité,
I'’endommagement et I’hyperélasticité lors de I'application d’un cycle de charge / décharge
appliqué sur une éprouvette de traction,

6.3. Le traitement du contact dans la MEF

Une derniére non-linéarité trés fréquente lors d’'une analyse par éléments finis

réside dans le fait que les conditions aux limites peuvent varier en cours de déformation
suite au contact avec un autre systéme, ou au contact du systéme avec lui-méme (on
parle alors d’auto-contact). De la méme fagon que précédemment, il s’agira alors
d’effectuer un calcul incrémental (par exemple par la méthode de Newton-Raphson
décrite en section 6.1.2) afin de prendre en compte progressivement I'évolution de ces

conditions aux limites.
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6.3.1. Rappel : loi de Coulomb
Si une pieéce exerce un effort F sur une autre, et qu'on appelle T et N

respectivement les composantes tangentes et normales de cet effort, alors on peut

introduire le coefficient de frottement statique f tel que:
-lorsque |T| < f |N]| : le glissement ne se produit pas, on dit qu’on a adhérence
- alalimite |T| = f [N] : le glissement apparait.
Il y a adhérence lorsque la résultante F se situe dans un cone de demi-angle au

sommet @, appelé cone de frottement, de telle sorte qu'on a la relation f =tang.

&
<

Figure 24 : définition du cone de frottement

6.3.2. Détection du contact (ou « appariement »)
Pour prendre en compte le contact entre deux corps, la premiere étape consiste
évidemment a le détecter. Intuitivement, on comprend qu'il s’agit alors de mesurer une

distance signée entre deux surfaces :

e siladistance est positive, les deux surfaces ne sont pas en contact
e sila distance est nulle, les deux surfaces se touchent

e siladistance est négative, les deux surfaces s’interpénetrent.

C’est en général a l'utilisateur de définir les potentielles surfaces de contact, pour
limiter I’étendue de la zone de recherche. Cette sélection peut étre rendue difficile car on
ne connait pas a priori la configuration déformée ! On doit définir une liste de surfaces
de contact, donc certaines sont appelées « maitres » et d’autres « esclaves » (Figure 25).
Faire respecter le contact consiste a empécher les nceuds esclaves de pénétrer a
I'intérieur des surfaces maitres (en revanche l'inverse est possible).

Le calcul de la distance signée (appelée en général g,, « gap normal ») entre les

potentielles surfaces de contact s’effectue sur la base de la surface maitre, de normale
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sortante n, de telle sorte que :

g, - min

esclave maitre
-,

Regle 1: si 'une des deux surfaces et beaucoup plus rigide que 'autre (ou si c’est un
corps rigide), elle doit étre surface maitre
Regle 2: si I'une des deux surfaces est maillée beaucoup plus grossierement que

I'autre elle doit étre surface maitre

Point le plus
proche de A

Point le plus
proche de B

Figure 25: Surface maitre et surface esclave
On peut également se trouver dans un cas ou la surface d’'un objet peut entrer en
contact avec une autre surface d'un méme objet : on parle alors d’autocontact. Dans ce

cas on ne parle plus de surface maitre ou esclave.

6.3.3. Efforts de contact-frottement
Sous l'effet du contact, une densité d’efforts de contacts va apparaitre entre les
deux surfaces, et sera d’autant plus grande que l'interpénétration entre les deux surfaces

est grande. Si 'on appelle t; la densité d’efforts de contact normaux qui résulte de

I'interpénétration g, <0, on peut alors introduire un coefficient de pénalité normal

ky de telle sorte qu’on ait la relation linéaire :

Htﬁuz_kNgN si gy <0
[t =0 si g, =0

Cette prise en compte du contact, appelée méthode des pénalités, permet de
traduire l'interpénétration entre deux surfaces par I'apparition d’efforts de contacts

qui ont pour but de « repousser » les surfaces en contact.
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Pour ce qui concerne la modélisation du frottement, si 'on reprend la loi de Coulomb
rappelée ci-dessus, on peut introduire alors une mesure du glissement (appelée en

général g, , « gap tangentiel ») défini dans le plan tangent a la surface maitre de telle
sorte que :
e si HtLH< thﬂH alors  g; =0

e si HtTHZHHtNH alors @, estinconnu
On introduit en général une régularisation en faisant intervenir un second

coefficient de pénalité tangent de telle sorte qu’on ait :

b =kigr pour |fr| <uft|

A A t]
A il

2 g
) kN gN J—u ‘. '

Figure 26: Définition des pénalités normales et tangentielles pour un contact frottant.

Dans le cas d'un contact collant («sticking contact»), on considere que le
glissement est nul quel que soit I'effort normal.

Dans le cas contraire, le glissement doit étre recalculé a chaque itération sur la
base du glissement calculé a l'itération précédente.

Evidemment, d’autres modeles beaucoup plus complexes que le modele de
frottement de Coulomb peuvent étre pris en compte (et sont d’ailleurs intégrés dans

Abaqus).

6.3.4. Prise en charge dans le calcul de I'équilibre
L’équilibre des travaux des efforts extérieurs et intérieurs écrit précédemment (4.1)
peut étre étendu si I'on isole les efforts de contact-frottement de telle sorte que

Sil'on note I'; la zone de contact (appartenant a la surface maitre), on peut alors

formuler I’équilibre (en reprenant les notations de la section 4.1) :

,&?m (Q)‘l‘%zf (l_J) =‘Z%X( (g) avec wf (g) =J'F (Xesclave _)_(maitre).tcf drcf

C =
cf
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L’effort de contact t,; contient dans ce cas les efforts normaux et tangentiels :

t,

oo

t,

7+t 7, ou (ﬁ Ty ) sont deux vecteurs du plan tangenta I'

Comme précédemment, la solution calculée a chaque incrément doit respecter cet
équilibre. Le coiit de calcul nécessaire a la recherche du contact et a la prise en compte

d’efforts de contact peut alors étre conséquent si les surfaces de contact sont grandes.

Déplacement
imposé

\.

Encastrement

Contact entre
deux objets

| Surface esclave

Surface maitre

Pression
imposée

Auto-contact

Surfacesen
auto-contact

Encastrement

Figure 27: Exemples de traitement du contact dans Abaqus.

6.3.5. Intégration du contact dans Abaqus
Dans le logiciel Abaqus, la prise en compte du contact se décide dans le module
« interactions » en suivant les étapes suivantes :

e On doit d’'une part définir 'interaction de contact (« create interaction » E) :
on choisit alors la ou les étapes de calcul (« step ») sur lesquelles le contact
sera détecté et pris en compte, le type de contact (la démarche décrite
précédemment correspond a un contact « surface-to-surface »), et les surfaces
de contact maitre et esclave (Figure 27). On peut aussi traiter le cas de
I'autocontact : il n’y alors pas de surfaces maitre et esclave, et on sélectionne

I'’ensemble des surfaces susceptibles d’entrer en contact (Figure 27).
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e On doit également définir des propriétés d’interactions (« contact interaction
properties » %), dans lesquelles on définit notamment le type de
comportement tangentiel et normal du contact. Le logiciel posséde alors des
algorithmes qui calculent automatiquement les coefficients de pénalité
assurant la bonne gestion du contact, qui sont dans la plupart des cas
suffisants au bon déroulement du calcul. On doit uniquement dans ce cas
préciser le coefficient de frottement pour définir le comportement
tangentiel, et choisir un contact dur (« hard contact») pour définir le

comportement normal.
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7. Eléments de conclusions : 1a note de calcul

Dans les sections précédentes, les étapes essentielles d’'une Analyse par Eléments Finis
d’'une Machine ou d’'une Structure ont été présentées tout d’abord sur un cas simple
(chapitre 3) puis ont été étendues dans le cas plus général (chapitre 4). Un exemple
d’utilisation du code Abaqus pour effectuer une telle simulation a été détaillé (chapitre
5), et une introduction a la modélisation de quelques cas non-linéaires a été présentée
(chapitre 6).

Les résultats d’'une simulation utilisant la MEF seront en général présentées sous la
forme d'une note de calcul, qui doit permettre au lecteur d’effectuer a son tour le
méme calcul et d’arriver au mémes résultats. Toutes les informations nécessaires
doivent donc y apparaitre, et il conviendra par conséquent de présenter de facon
exhaustive les points-clefs suivants de la mise en place du jeu de données :

A retenir 7-1: description du jeu de données dans une note de calcul
. Géomeétrie : dimensionnalité (1D - 2D - 3D), dimensions, approximations et simplifications

. Matériaux (loi de comportement) et type de modélisation (poutre, coques, solides, ...)
. Type de calcul (statique, dynamique, thermique, ...) et parametres du calcul
. Interactions entre les différentes parties (contact-frottement)

. Maillage : nombre d’éléments, types d’éléments, méthode d’intégration

. Conditions aux limites et hypotheses de modélisation

En plus de ce jeu de données, la note de calcul devra présenter une exploitation
quantifiée et rigoureuse des résultats, qui dépend du probléme posé. Cette
exploitation pourra notamment contenir :
= des graphiques représentant I'évolution des contraintes dans certaines régions ;
= des graphiques représentant I'évolution des déformations dans certaines
régions ;
= un calcul d'un facteur de sécurité vis-a-vis de I'usage de la structure modélisée ;
= éventuellement, une comparaison avec des données expérimentales, une
vérification analytiques des ordres de grandeurs, etc...
Dans tous les cas :

A retenir 7-2 :

Une figure constitue une illustration du traitement des résultats, mais n’est jamais un résultat en
elle-méme !!!! Le travail de I'ingénieur-e doit aller au-dela d’'une simple représentation des champs.
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