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Contenu
CM1 : Rappels et contexte 20 janvier 2025
CM2 : Cceur de la méthode MEF 22 janvier 2025
CM3 : Extension au non-linéaire et applications 24 janvier 2025

TP1 : étude d’un treillis plan

27 au 31 janvier 2025

TP2 : étude du barrage hydroélectrique

5 au 10 février 2025

TP3 : étude du volant d’inertie

12 au 24 février 2025

TP4 : étude du contact pneu-route

26 février au 3 mars 2025

TP5 (évalué)

5au 12 mars 2025




Organisation du module
= i Ensem

1: Introduction a la Méthode des Eléments Finis

Présentation générale de la méthode

2: Rappels de mécanique des milieux continus en HPP

Contraintes — déformations — loi de comportement

3: Exemple de résolution directe pour un treillis (TD)

Exercice « a la main » pour comprendre les étapes de la méthode

4: Extension au cas général (en HPP)

Etapes d'une modélisation par éléments finis

5: Utilisation du code de calcul Abaqus

Grandes étapes de fonctionnement du code Abaqus (suite en TP 1)

é: Quelques mots sur les non-linéarités

Non-linéarités géomeétriques, matérielles, et traitement du contact

7: Conclusions : la note de calcul I
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1 : Intfroduction a la Méethode des
Eléments Finis (MEF)

Intérét et histoire de la méthode

Domaines d'application
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Intérét et histoire de la méthode
INP Ensem

Domaine general de la mécanique

v Théorique : principalement applications de la MMC

- solutions exactes, mais non applicables pour des problemes rééls

v Experimentale : mesures de forces/déformations, construction de
maqguettes, etc...

- nécessite un objet physique = tres cher et laborieux !

v" Numérique : pour des solides, fluides, ou des problémes multiphysiques

oo
N

Statique Dynamique (vibrations / impact) i
Linéaire Non-linéaire i
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Intérét et histoire de la méthode
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Philosophie de la méthode

v Réalité: géométries, matériaux, conditions aux limites complexes

v |dée : tfransformer des EDP en équations matricielles

member

~

swpport |déqalisation

4

v De nombreuses méthodes:

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

Méthode des Eléments Finis (MEF)
Meéthode des differences finies

Méthode des éléments frontieres
Méthode des volumes finis

Méthode spectrale

Meéthode sans maillage

eXtended Finite Element Method (X-FEM)
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Intérét et histoire de la méthode
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Histoire de la MEF

1950's

1943
Utilisation d’'éléements
friangulaires pour des

problemes de vibration

Développement des
bases de la MEF dans
I'aéronautique

1956
Publication de la

1960

Premiere utilisation du
terme « élements finis »

procédure générale

1967

Premier livre sur la MEF

1973

fondations rigoureuses

v Au début : juste une astuce d'ingénieurs
v Aujourd’hui : méme utilisée comme validation d’autres methods!

apportées




Interét et histoire de la méthode
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Histoire de la MEF
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Intérét et histoire de la méthode
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Histoire de la MEF
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Intérét et histoire de la méthode
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Avantages de la MEF

v Pas de limitation sur les géométries

v Pas de limitation sur les lois de comportements

v Pas de limitation sur les conditions aux limites

v S'adapte a de nombreuses disciplines

(solides, fluides, dynamique, électromagnétisme, thermique, ...)

@ Méthode générale et puissante
De nombreux logiciels commerciaux validés

‘ Utilisée tous les jours par des milliers d’ingénieur-e -s !

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m



Intérét et histoire de la méthode
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Inconvénients de la MEF

~ Solution approchée-> d quel point ¢
| Sensible aux hypothéses de modélisation (maillage, chargement,...)
Confiance excessive!!

Attention : une figure et de belles couleurs ne
constitue en aucun cas un résuliat

v Nécessite des points de validation expérimentaux

v Siimpossible : isoler des problemes simples a valider

v' Garder en téte les hypotheses de modélisation!

v Nécessaire : études de sensibilité aux parametres




Intérét et histoire de la méthode
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1 : Intfroduction a la Méethode des
Eléments Finis (MEF)

Intérét et histoire de la méthode

Domaines d’application
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Domaines d'application
e NP Ensem

Conception et
allégement des structures
en automobile et
aéronautique

Transferts de chaleur
(moteurs, batiment, centrales, etfc...)

Optimisation de
procedés de mise en




Domaines d'application
e NP Ensem

Analyse du comportement vibratoire

(génie civil, transports, ...)

Résistance aux chocs

(accidentologie, balistique, ...)

Conception et évaluation de dispositifs
orthopédiques

ents Finis des Machines et des Sfructures -E




2 : Rappels de mécanique des
milieux continus en HPP

Hypotheses

Les déformations
oy "

Les contraintes
Lol de comportement I

’ . (1
Les equations fondamentales S
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Notion de milieu continu

v Notion de Volume Elémentaire Représentatif (VER)
= on considere la matiere comme continue dans un VER

= |a taille du VER dépend du matériau !

v" La matiere est contfinue :
= pas d'apparitions de disconfinuités (fissures)

= pour cela : X-FEM - trés compliqué !l

Dans tout ce cours . Hypothése des petites perturbations (HPP)

v Positions actuelles proches des positions initiales

v Matiére peu déformée (quelgues dixiemes de pourcent)




2 : Rappels de mécanique des
milieux continus en HPP

Hypotheses

Les deformations
| "

Les contraintes
Lol de comportement I

’ . (1
Les equations fondamentales S

E \
ENSEM 2A - B8-12 — Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structures



Les déformations
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Configurations actuelles et initiales

Champ de déplacements:  U(X,t)=x(X,t)-X

Lien entre les deux configurations = gradient de la transformation

= contient toute I'information sur la transformation

Variation de volume

aQ
dQ,

Jacobien = variation locale de volume

detin O<det£:J < 400




Les déformations
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Tenseur des deformations linéarisé

v Tenseur des déformations : rotation éliminée par rapport a F(X,t)

- En HPP :

¢ =—(Grad u(X,t)+ Grad u(X, 1)’ )

Les composantes des tenseurs de déformation sont sans dimension

> &, représente la moitié de la
variation d'angle entre dx et dy

2> & est
I'allongement(si >0)
7 ou rétrécissement (si
<0) relatif selon ¢

A
dy




Les déformations

Tenseur des deformations linéarisé

4 LORRAINE
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2 : Rappels de mécanique des
milieux continus en HPP

Hypotheses

Les déformations
oy "

Les contraintes
Lol de comportement I

’ . (1
Les equations fondamentales S
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Tenseur des coniraintes de Cauchy

o; — traction/compression selon €




Les contraintes

INIP Ensem

Tenseur des coniraintes de Cauchy

Contrainte (MPa)
0

1. Compression selon €,
—_— -10

le -20 =
-30 =—

40 —

-100

O =03 =0,;=0 0y =033, %0
Contrainte (MPa)
20

2. Cisaillement dans le plan (el R ez)

e
e, i §

714
WRRBLLLITT

SwEsY

~ ~ 0
O30y ~0

achines et des Structure | m




2 : Rappels de mécanique des
milieux continus en HPP

Hypotheses

Les déformations
oy "

Les contraintes
Loi de comportement I

’ . (1
Les equations fondamentales S
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Loi de comportement
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Loi de comportement élastique linéaire = loi de Hooke

v En élasticité : loi contrainte-déformation
linéaire

v Peu sensible d la température
v Peu sensible a la vitesse de déformation

v Déformations réversibles

- On considére que les quantités mécaniques en jeu sont des
fonctions univoques de la déformation

- On montre qu’'on a la relation :

19

Il
iz

1)

|| ; - Sans contraintes initiales
8 - Sans variation de température
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Loi de comportement
E i Ensem

Loi de comportement élastique linéaire

= Déformations élastiques = modification réversible de

I'espace interatomique oc=A.¢

H ]

O :tenseur des contraintes de Cauchy \
- ¢ : tenseur des déformations HPP

: tenseur des modules d’élasticité
- 81 composantes en général ! Symeétries : 21 coefficients indépendants

1>

= Notation de Voigt : représentation des composantes des tenseurs

Op Ailll A‘J.122 A'i133 A1123 A1113 A1112 6‘11
Oy A2211 A2222 A2233 A2223 A2213 A2212 822
0-33 A331l A3322 A3333 %323 A3313 A3312 833

%
N O3 At Ass Asss As Ais Ao 26, .
O3 Asi Ase Asss Ass Ass Asp 26,

I 0-12 A1211 A‘l222 A'J.233 A1223 A&213 A1212 2‘912
2

N



Loi de comportement
2 i Ensem

Loi de comportement élastique linéaire isotrope

= La loi de comportement se réduit d 2 parametres indépendants

o =ATr(g)l +2e| :loi de Hooke

1+v V
&= ?Q—ETV(Q)L . loi de Hooke inverse

AL :coefficients de Lamé

E,v :Module de Young et coefficient de Poisson

= Parametres lies par les lois : KE U 34 +2u (,1 _E v
A+ J 1+v)(1-2v)
3 J) E
= u:
2(A+1) - 2(1+v)

= Module de Young : pente de la droite contrainte-déformation

= Coefficient de Poisson : coefficient de compaction radiale




Loi de comporiement

Loi de comportement élastique linéaire isotrope

Module de Young :

4 LORRAINE

INIP Ensem

pente de la courbe =7 0 0
o,=f (511)
le]=| O
Lo,
0
E
Coefficient de Poisson:
&, <0.01 compaction transverse

a:(l—vgu)ao

b=(1-ve, )b, $

~
Il

(1+811)10
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2 : Rappels de mécanique des
milieux continus en HPP

Hypotheses

Les déeformations

Les contraintes
Lol de comportement I
.-

Les équations fondamentales

)
N,
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Les équations fondamentales
g N Ensen

Propriétés du tenseur des contraintes

o(X) est symétrique: o =0

Equation d'équilibre : |pa=diva+pf"

Théoreme de I'énergie cinétique

%ﬂf ) = PW)+ L)

= énergie cinétique

jagt vda+f pf V

Puissance des efforts extérieurs :
surface volume

gi)(\_/)=—fgiédﬂ

Puissance des efforts intérieurs :

19
oy
o
©

V =

Pw)=-PV) = j tvda+j pfmov

Cas statique en HPP .
surface volume




Les équations fondamentales
g N Ensen

Rw=-Fw) = [ tvda+| pi"vdo, j

surface volume

IIQ
||m

Intégration par rapport au temps 2 travaux des efforts
(o}
J dQ, == j £)dQ, = ), =1,

II%

J

.
Vo

Iagtuda+j pf udQ, = _[( é
s T,

Ecriture de I'équilibre dans la MEF
@, =,

Travail des efforts intérieurs = tfravail des efforts extérieurs

mtzlj(g:g(u))dgt W%xtzjatl'udaﬂLthPim'Hth

- Champ de déplacement U solution = solution exacte !
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de |I'élement

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Exemple

= Treillis plan de 3 barres articulées entre elles

= On impose un effort connu, on cherche le déplacement

B C D
-0

Modélisation L
+

Discrétisation

I “

= HYPOTHESE : barres articulées = fraction-compression uniqguement

= HYPOTHESE : HPP + matériaux élastiques linéaires isotropes

e res of des Siuctures—




Discrétisation

Exemple
B C D
//\. 4+ Acier
Section
0,0005m?

Aluminium
Section 0,00Tm?
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de |I'élement

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Fonctions de forme

INIP Ensem
Exemple
= Hypothese : un seul degré
de liberté par nceud
D

= Hypothese : déplacement
inéaire le long de la barre

(

u(x)=a+ pBx

.

u@=u" = a=u"
G

uly=u? = p=1




Fonctions de forme

Exemple
(1) (2)
u sl U (2 _,0
-b——(b) = u(x)=ul+3 |u ’
x

= Qu encore : U(X)z(Nl(x):l—l5 Nz(x):
1 ‘ :
—N, (9
0.8 _Nz(x) ,
04r ] i=1
0.2
0

oL 02L 04L O.6L 0.8L 1L
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de I'élément

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Comportement de I'élément

Exemple
| u(l) au(2) = Al'équilibre évidemment
-}->Sﬁ—} FY+F® =0
FU F(z)

= Lien entre efforts et déplacements 2¢
- Facile dans ce cas simple |

= Loide Hooke en 1D :

o=E¢
FE EO EFO@7 ™ _1(du(x)+du(x)j:du(x)

97§97 g ~ "2 " ax dx dx m

S S S 2




Comportement de I'élément

Exemple
| u! 4P
-» S —> _FY_F¥__ du(y)
-}——} - S — S = =X dx
W FG
= Fonctions de formes : U(X)=ZNi(X)U(i) \ /
du(x) _ dN, (x) 40 dN, () 42
dx dx dx
= En utilisant les formes précédentes :
N, (x)=1-x/L :du(x):—iu(l)+lu(2)=—(—l ) u
Nz(x) =X/L dx L u?




Comportement de I'élément

Exemple
(1) 2
u | u(—) 1 y®
= S — e==(-1 1)( <2>j
W FG

= Enreprenant la loi de Hooke

@) 4@
F _Ee = FO-ESe=">(1 1)
S L 4@

O =

® u®
o= _Ee > F(l):—ESg—ES(l ~1)
S L u®

(%) _ (%)
F :E—S 1 1 . — fe — Ke Ue
FO ] L-1 1)@

= Qu encore: (




Comporiement de I'élement
E i Ensem

Exemple

= Méme démarche avec 2 degrés de libertés supplémentaires:
u(x) =t ()¢ +U, (X)e;

= En faisant le méme raisonnement on arrive q :

|




Comportement de I'élément

Exemple

I

1

= Qu encore :

ue :Ne qe

avec qu =(u1(1) u2(1) ul(z) uz(z))

A N
Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structure < m
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Comporiement de I'élement
E i Ensem

Exemple

= Un déplacement dans la direction &, n’entraine pas d’efforts

= On peut étendre ce qui précede :

1 0 -1 0
ES|0 O O O

f —_ K u . . . 1Lz . K -
- e U, | avec la mafrice de rigidite : K, 10 1 0
0O 0 0 O

W

Machines et des Structure ‘-m
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de |I'élement

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Passage au repere de la structure
= 5 iRiB Ensem

Exemple

= On change maintenant de repere
- repere de la structure

local
fe

local

e
. (qelocal)Tz(ulA u2A U1B UZB)

= Comment les exprimer dans la base globale ¢

fe
= Notation : —
d.

( global
(U =utc-usts
oo c -s 0 O
A\ 9loha A A
(uz ) =Uu, S+u, C g \dlobal S c 0 O g \local
< =(a.)" = (a.”)
global € _ €
(W?)" =u’c-uSs 000 ¢ -s
B global B B A O 0 S C
(uf) =u’s+rule ~




Passage au repere de la structure
= 5 iRiB Ensem

Exemple

ldem pour les efforts :
(f AB )global :TAB (f AB )Iocal

Au final le systeme s’'écrit :

(feAB )Iocal _ (KeAB )Iocal (quB )Iocal
— <f AB )global _ T8 (K AB )Iocal (T AB )—1 (CI AB )global
E \ VJgIobaI ’

(KeAB

global __ local -1
= K, =T, K, T,

Au final dans le repere global :

2 2

C cs —-C -—Cs

2 2

fAB global K A \dlobal A \dlobal (K AB )global B EABGAB | (g S _cS  —s
(e ) _( e ) (qe ) : L/c |-¢c® —-cs c¢* cs
—cs -s* ¢s s




Passage au repere de la structure
= L iRiB Ensem

Exemple

AB c AB 2
(K AB)global _ E™S cCS S —CS -S
¢ L/c | -c® -cs ¢ CcS

1 0 -1 0
(K AC )global _ EACSAC 0 O 0 O
¢ L -1 0 1 O
O 0 0 O
c® -cs —-c¢* cs

AD o AD 2
(K AD)global _ E™S —CS S cS -S
¢ L/c |-c®* ¢s ¢

cs -s* —cs §° m
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de |I'élement

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Assemblage des matrices élémentaires [Jpee
< N Ensen

Exemple

On considere tous les degrés de libertés de |a structure (indice s)
et non plus de I'élément (indice e)

A A B B ,C ,,C D D
s :(u1 u,~ U Uy U Uy U U )

fsT =(F1A FzA FlB FzB Flc cm FlD FzD)

I existe une suite de relations entre les efforts et les déplacements

' A EABSAB 2, A A 2, B B
) ) A= (c®u+esut —c?u® —csu,®)
¢ c¢s -c¢® -cs L/c
E"®S”® | ¢s s* —cs -¢§° EABSAP
e = i i = {FA= (csu +s?u, —csu® —s*u,®)
L/c |-¢c® -cs ¢ CS L/c
-cs -s* ¢s ¢

On peut combiner toutes ces relations dans une seule matrice !




Assemblage des matrices élémentaires

Exemple

4 LORRAINE
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de |I'élement

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Conditions aux limites
INIP Ensem

Exemple

Jusqu'ici : pas de prise en compte
des conditions aux limites

Dans cet exemple : degrés de
libertés nuls en B, C, D et effort

connu en A |

Si on ne s'intéresse qu’'au point A par exemple :
AB AC AD AB AD
LFlA = F cos 05] B Ky ™ +Ky ™ +Ky Ky, +B?2< +K,;, (UlA]
AB AD AB AD
K21 +E1<+ K21 Kzz +E2<+ K22

(FCOSQ] llEABsAB C3+EACSAC+EADSAD C3 EABSAB CZS_EADsAD CZSJLU:LA)

F"=Fsina

L

Fsina E*®S* c*s—E*S* ¢’s E*S*cs’+ES™ cs® Jlu,”




Conditions aux limites
INIP Ensem

Exemple

L EABSAB CZS_EADsAD CZS EABSAB C52+EADSAD CSZ

1 EACSAC+(EADSAD+EABSAB)CS (EABSAB_EADSAD)CZS
[ (EABSAB_EADSAD)CZS (EABSAB+EADSAD)CSZ

Fcosa) 1(E"®S"®cP+EACSAC+EAPSAP 3 EABSAB 25— EAPSAP 25\ ut
Fsina

inconnu

Imposé , . . .
P 2 equations, 2 inconnues = on peut resoudre !

- On détermine les déplacements inconnus en A
: . B B _,,C_,,C_,,D_, D_
Aux pointsB,CetD: u  =uU, =U_=U, =U_=U, =0
Efforts inconnus en ces points : 6 équations, é inconnues : OK !

- On détermine les efforts inconnus en B,C,D
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3 : Exemple de résolution directe
pour un freillis

Discrétisation

Fonctions de forme

Comportement de |I'élement

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires

Conditions aux limites

Résolution
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Exemple

Fsina

= R _1 EACSAC+(EADSAD+EABSAB)C3 (EABSAB_EADSAD)CZS UlA
I (EABSAB_EADSAD)CZS (EABSAB+EADSAD)CSZ A

qS — KS_l fS
-> Méthode directe

theta=pi/4;c=cos (theta);s=sin(theta);
alpha=pi/6;

E AC=210e9;%acier E=210GPa= 210e9N/m?
E AB=70e9;%alu E=70GPa=70e9N/m?

E AD=E AB;%alu

S AC=0.0005;%en m?

S AB=0.001;%en m?

S _AD=S AB;

F=10000;% en N

IL=1;%en m

F s=[F*cos (alpha);F*sin(alpha)];

K _s=(1/L)*[E_AC*S_AC+(E_AD*S AD+E_AB*S AB)*c”3 (E_AB*S AB-E AD*S AD) *c*c*s;...
(E_AB*S_AB-E AD*S AD) *c*c*s (E_AD*S AD+E AB*S AB) *c*s*s];

u=inv (K s) *(F_s);

Acier
Section 0,0005m?

Aluminium
Section 0,001m?

v

|F||=10000N

u” ) (0.056054x107°m =56.054um

u," ) 10.101015x10°m =101.015xm




4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire

)
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L’énergie potentielle totale
= NP Ensem

oc=FE¢

= Exemple du treillis : eléments au comportement 1D

Problématique : comment formuler les matrices de
rigidité pour un élément plus complexe 2

= Rappel : en statique HPP

19

Il
o
©

Pv)=-L() = LQI-\_/daﬂijm-\_/th:

N ~ J N ~ Qt
surface volume

= Intégration par rapport au temps = travaux des efforts

o
jagtt.uda+_[gtpfm.udgt= {%é:g:g]dg % (a g)dQ = U, =%,
S o £=

o J
Vo

ext Uy
- Champ de déplacement solution = solution exacte !

Machines et des Structure | m




L’énergie potentielle totale
= NP Ensem

Energie potentielle totale

On pose la définition : TI(u) =%, (u)- %, (u)

Calcul pour n'importe quel champ

- équilibre = énergie potentielle totale minimale

Equilibre = énergie potentielle stationnaire Véu , SII(6u)=0

M(u)=%, (u)-7, (u)

Energie

min (TT(2) ) - potentielle
| totale

\

)
.
H-’-_

chines et des Structures

N



L'énergie potentielle totale

4 LORRAINE

INIP Ensem

Energie potentielle totale

= Sion ale choix entre plusieurs déplacements :
- le plus proche du champ réel assure 51‘[(59) -0

Exemple simple :

Déformée polynomiale ¢

Déformée sinusoidale ¢

1
1
1
1

e

-

v

3
- Solution analytique connue @ u_ = FL

max

u polynomiale (X) U 5(1_ ﬁj

"L L

- On se propose d’'essayer .

%
u(0)=0 B
o _ X avec
| Sinusoidale (X) =u,_sin (ﬂ.tj u ( L) =0



Energie potentielle totale I

L’énergie potentielle totale
= NP Ensem

-—
-
= -
- -
- -
w e == T
a I
1

= Théorie des poutres : &€= _yGT | ’

- Déformations pour les deux champs :

2
gpolynomiale (X) — y% umax gsinusoidale (X) — y%sin (ﬂ_%juma}(

= Calcul de I'énergie potentielle totale : (avec o=E¢ )

[I(u)=2%

int

(u)—%gxt(u)=%J.crg(x)dQt -Fu__ =—_”Eg x) dSdx — Fu,,,

Q dS dx

Hpolynomiale (U) -\ 2 Fu

Hsinusoidale (U) —




L’énergie potentielle totale
= NP Ensem

Energie potentielle totale I
= Pour les deux champs : W T @Y
Y e
Hpolynomiale _ 2El 2 F L- >
(U) - ?umax — FU o L
Hsinusoidale (U) — 7[4E| u 2 Fu
4L3 max max

= Equilibre = énergie potentielle totale stationnaire

5Hpolynomiale _ 0 — (4E| Umax . Fjéumax _ 0

4
5Hsinusoidale -0 = (7[2 El u.. — Fj5umax =0

L3

= Valide quelgue soit la perturbation :

3 3
u polynomiale — i sinusoidale _ 2FL
ha AE| max T

EN MA —\B&%nolyge par Eléments Finis des Mochine;g;f des Structures




Energie potentielle totale I

L’énergie potentielle totale
= NP Ensem

. .
u polynomiale __ FL NN T @Y

3 “ >
u sinusoidale — 2FL L
e 7 El

= Champ de déplacement le plus réaliste = minimise IT1(u)=%, (u)—%, (u)

. F2LP | oo F2L
I polynomiale u)=— > Hsmusmdale u)=—
( ) 8ElI ( ) 7*El
. . 7 . FL3
=« Vraie » solution (théorie des poutres) : Upx = 48E|

Forme polynomiale : 1000 % !!!
- Erreurs

Forme sinusoidale : -1,4 %

\
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4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire
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Discrétisation et maillage
= NI Ensenm

= Exemple du treillis plan : discrétisation évidente

= Cas général (1D, 2D, 3D) : choix de sous-domaines appelés éléments

Solide confinu ]
> Coque Poutre v Elément 1D :

barre et poutre
R =
' v Elément 2D : axisymétrique,

membrane ef coque
= Xy <&

Membrane Barre Rigide

i

v Elément 3D : solide continu

> VA DVAVAVAVAYY >
OOORIAXRIAN

= Connexions entre les éléments = noeuds

/'

= Ensemble des éléments et noeuds = maillage

2 VAV Y
A
se par Eléments Finis des Machines et des Structure 8




Discrétisation et maillage
= NI Ensenm

La qualité des résultats dépend fortement de la qualité du maillage

- étude de convergence au maillage nécessaire avant conclusion !

T mREEs FH A Grandeur
H jual ; . d’intérét
] A: IEEENEN) -
.-d i ll':ll
+.._
;
H , E
EEH HE :
\\\‘l\;\—L /},’ é 11 it
N mm O m
T T TITTTT 1111 [Essesesitt >
i Nombre de noeuds
E 2 — Analyse par Elements Finis des Machines et des Structure




4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les différents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire
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Les différents types d’éléments

INP Ensem
Degré 1 (linéaire) Degré 2 (quadratique)
- / /
2D ¢ ?
r—® ®

triangle quadrangle triangle quadrangle

3D
tétraédre hexaedre tétracdre hexaédre

ENSEM 2A - BS—%nolyge par Eléments Finis des Ma

Choix : nature du probleme, complexité de la forme, ...

e

chines et des Structures
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Les différents types d’éléments
INIP Ensem

Triangles / tétraedres Quadrangles / Héxaédres

- qualité du résultat

- géométri mplex S N : .
+ 9 ©5 COMPIeXes equivalent a moindre cout

- peu sensibles a la distorsion + en calcul

de I'élément :
eme - vitesse de convergence

élevée
- vitesse de convergence au
raffinement du maillage - sensible a la distorsion du
= - ¢lémentsde degré i = Maillage
excessivement rigides - géomeétries complexes
- blocages pour matériaux - modes « hourglass »

iIncompressibles

AT
= A¢A§!




Les différents types d’eéléments
L NP Ensem

—

Eléments non déformés

Mavuvaises pratiques %

Eléments déformés ou dégénéreés

T 1

Variations progressives

T

Changements abrupts

L

Wb

Se servir des
syméetries |

11111
2Bl
l

Y

O

Problemes de grande taille

Wi

T

!ﬂ-_ N
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4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire
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Interpolation et fonctions de forme

INIP Ensem
= Exemple du treillis plan : interpolation sur I'élément
1 N, ()

0.8+ —N, (x) ]

n N el . > Généralisation en 3D
u(x)=2 N, (x)u iy

i1 04/ . pour d'autres elements ¢

0.2 1

O 1 L L L
oL 02L o04L oO6L 08L 1L

Définition de la fonction de forme

u(x)=>'N,(x)u”]  avec n le nombre de noeuds de I'élément

= Choix de fonctions de forme linéaires ou polynomiales, a la condition :

i
N M) _ |1 au noeud i= | (i) e -
N, (x” )= avec X'’ la position du noeud |

0 auxnoeudsi=# |

se par Eléments Finis des Machines et des Structure <




Interpolation et fonctions de forme

4 LORRAINE

INP Ensem
- 2b N
® 9 . N, =(b-x,)(a-x)/4ab
e 4 N,=(b—-x,)(a+x)/4ab
Elément f e I | 2a N,=(b+x,)(a+x,)/ 4ab
. L N,=(b+x,)(a—x)/4ab
quadrangulaire ® : & v

a 4 noeuds

(linéaire)




Interpolation et fonctions de forme

INIP Ensem
N,=—(b-x,)(a—x,)(1+x,/a+x,/b)/ 4ab
2bh N,=—(b-x,)(a+x,)(1-x,/a+x,/b)/ 4ab
® < 9 , N,=—(b+x,)(a+x,)(1-x/a—x,/b)/ 4ab
ﬁl N,=—(b+x,)(a—x,)(1+x,Ja—x,/b)/ 4ab
B Al e ® 20| N.=(b-x,)(a-x)(a+x)/2ab
;— N, =(a+x)(b—x,)(b+x,)/ 2ab*
® ® v
’ ' N,=(b+x,)(a—x)(a+x,)/2a’b
Element Ny :( 1)(b—x2)(b+x2)/2ab2

quadrangulaire

a 8 noeuds

(quadratiques)




Interpolation et fonctions de forme
£ i Ensem

= Comme pour le treillis, on infroduit le vecteur des ddl :

q. =(U1(1) TG ETIC ETRCENTCIRTIC TG u3<“))
, L e
= Les fonctions de forme permettent d’écrire : 1
u,®
u, () N, 0 O)YN, 0 0) (N, 0 0Y)u"
u,(x)|=[| 0 N, OO0 N, O[].[]O N, O
U, (X) 0 o NJLlo o NJ (0 0 NJJy®m
u,™
0.

= De facon plus compacte : U, = Ne d.

%
| =~ nombres de lignes = nombres de champs (dimensions, température...) |
-~ nombre de colonnes = nombre de ddl

\
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4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage

Les difféerents éléments

Interpolation et fonctions de forme
Matrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

)
N,

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire

& \
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Matrices éléementaires

4 LORRAINE

INIP Ensem

Expression des déformations

E(Grad u+(Grad u) )
2

= Rappel : en HPP 3

En notatfion de Voigt : expression matricielle en 3D

2,

2

2€,,

0/ 0%,
0
0

0

0/ X,
0/ OX,

0

0/ X,

0
0/ 0%,

0
0/ OX,

En intégrant la fonction de forme :

0

0
0/ OX,

0
0/ 0%,
0/0x,

&, =DN,q.=B,q,

B

®




Matrices élémentaires
INP Ensem

Expression des déformations

&, =DN, q.=B,q,
B

©

= Dansla matrice B, : dérivées des fonctions de forme

- indépendants du déplacement !

— nombres de lignes = hombres de composantes indépendantes dans €

- nombre de colonnes = nombre de ddli

= maftrice D :opérateurs de dérivees partielles

i
= matrice N, : matrice des fonctions de formes i

7
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Matrices élémentaires
INIP Ensem
Expression des contraintes
= Rappel : matériau élastique linéaire HPP, notation de Voigt
A+2u A A 0 0O
A A+2u A 0 0 O
A A A+2u 0 0 O
o, =A¢g avec A=
¢ ° 0 0 0 u 0 0
0 0 0 0 u 0 2
0 0 0 0 0 u
= L'expression €, =B, q, permet donc d'écrire pour I'élément : =
i c.=AB, q,

e
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Matrices elementaires
INP

Matrice de rigidité

F
= Exemple du treillis : maftrice de rigidité obtenue a partirde o = S

= Cas général... comment faire ¢

= |dée : stationnarité de I'énergie potentielle totale

avec la stationnarité  |Vou , SI1(ou)=0

= Ecriture de I'énergie potentielle totale sous forme matricielle :

M, (u,)=7 [& A, 40— ufda—[ u,f,"d0
e e 2Q e (] t 8Qt e (] Qt (] (] t

Ensem

=E¢

ext(g):%j((é:g):g)dﬂt—LQ ’E.gda—jg pfm.ngt
o t =

vecteur forces surfaciques vecteur forces volumiques

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < u
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Matrice de rigidité

1_Ie (ue) = % _[ aeTASe th B
O

o
= Stationnarité - écriture pour une perturbation 6q,

- jasTAa dQ, - [ sutsda-[ su£vdQ,

00,

“ \/

og, =B, -0q, ou, =N, -0q,

= Factorisation par 69, (arbitraire!)

u'f °da- j u'f'dQ,
Q

Matrices elémentaires < coneams

INP Ensem

N

E-’-_



Matrices élémentaires
INP Ensem

Matrice de rigidité

a1, = [ BJAB, dQ q,—| N/fSda-| N/, dQ,
Qt 1 1

= Stationnarité > nécessairement ol =0

[BJAB, d0, q, =] NJf da+| N.fVdQ, — f =K_q
o J o s e e e

J/

“ Kfe J fe

> Infroduction de la matrice de rigidité de I'élément  [Ke = _[ B.'AB, dQ,
Qt

- matrice carrée : autant de lignes et de colonnes que de ddl

=
| — vecteur (, : vecteur des degrés de liberté l

r -~ vecteur f, : vecteur des forces nodales équivalentes (efforts extérieurs)

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m




Matrices élémentaires
INP Ensem

Matrice de rigidité

u
Exemple : barre d 2 noeuds => S

Matrice de rigidité : définition K, = [ B, AB, dQ,
Qt

enlD: ge=¢,6=0,0=E¢ = A=E

D=— 7
I ) ) :BB:DNG:%(l—% Ej:i(—l 1)
Ne:(Nl(x):l—E Nz(x):ﬂ
L
E(1 -1 BES(1 -1
E lcul ; K .=|B.AB, dQ, =LxSx— — S
A e ) i o LZ(—l 1) L(—l 1)

- méme matrice de rigidité que précédemment |

e
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4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire

)
N,

& \
ENSEM 2A - B8-12 — Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structures



Passage au repere de la structure
= L iRiB Ensem

Exemple du treillis :

DdI g, et vecteur des efforts nodaux f, dans le repére de I'élément

local

- Dans la base (e1'°°a',ez'oca') onécrit £ et g,

global global )

> Comment écrire tout dans la base (e1 €,

Ecriture d'une matrice de passage T, pour chaque élément

Matrice de rigidité dans le repere global :

global local -1
Ke o Te Ke Te




4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des matrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire
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Assemblage des matrices élémentaires [Jpee
2 i Ensem

= Comportement de chaqgue élément
f.=K.d. avec K,=| B,[ABdQ

= Exemple du treillis . description des connexions entre les noeuds

= Maftrice de sélection S, (confient des 0 ou 1) telle que :

de =S, 0, (repére de la structure)

9. =T,'S, q, (repére de I'élément)
= Rappel: al'échelle de I'élément, énergie potentielle totale stationnaire

a1, =0=5q, [B,AB, dQ, g, -0, [ N, da-sq, [ N/f,YdQ,
Qt 1 t

Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structure



Assemblage des matrices élémentaires [Jpee
2 i Ensem

= Hypothese : additivité de I'énergie potentielle totale (grandeur extensive)

M=>TI, et &lI=)dl,=0

= Energie potentielle totale = somme sur les éléments !

ST = ZansTseTTe { [ B. AB, th] T.'S.q, -569,'S, T, jagt N,'f.°da—50,'S,'T, th N,'f."d QtJ

Q

A=0 = Z{SGTT{JBETABe thJTeTSe]qS =28/ T, [, Nfida+ 3 ST, | N/, dQ,

Q
%

t
g

’ ’ s By




4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire
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Résolution pour les cas linéaires

INIP Ensem

= Sous forme matricielle: systeme a résoudre

k11 . k1i kln U(l) f (1)
; : : : - Intégration des
Kk, ki .. k, [|u® [=] fO - -
i i n conditions aux limites ¢
knl knl knn u(n) f (n)

= Conditions aux limites de deux types :
1) Déplacement nul ou imposé aux points i tel que : u” =0 ou u” =y,

1) Effort nul ou imposé aux points i tel que : j(i)=Q ou j(i) =f,

| = Résolution du probleme K.g.=f. = q,=K_ '

8 K 1

s = énorme matrice a inverser !l J
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Résolution pour les cas linéaires
£ iR Ensem

-1
Ks = enorme matrice a inverser Il

e ’ -\-._____ g ’ :
500 - "—-w-—zr , ———— \ 500 ; i
:?: 1000 ~ i

X 4000 \\\__ 4000 e _. . _-“‘a'ﬁ

Méethodes numeériques de réeorganisation des matrices « sparses » B
= Apres résolution : obtention de q,
=
z local T
—~ Calcul des déplacements locaux ¢, =T, S,q,

h —~ Calcul des déformations nodales g, =B, q,

s — Calcul des contraintes nodales o6, =AB, q,

e
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Résolution pour les cas linéaires
£ iR Ensem

Données d’entrées

Neends | Calcul des matrices de Assemblage dans la matrice

Eléments | rigidité K, des éléments de rigidité globale K
Propriétés du matériau

Boucle sur les éléments

\/

. Conditions aux limites
Boucle sur les éléments sur q, etf,

. . || Calcul des contraintes, Résolution du systéme
Vlsuallsatl_on " déformations, forces nodales | K .q=¢g

T
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4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire
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Eléments isoparamétriques

INIP Ensem

= Fonctions de formes précédentes : géométries simples et parfaites

AVAVE

= Rédalité : apres le maillage d'une forme complexe :

i
ments « distordus » par rapport a la forme idéale ! i

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m




Eléments isoparameétriques
b - NP Ensem

Elément « parfait » = élément parent Elémen‘rg« distordu » = élément réel
2
ffz
® O
____________________EL ____________ e 51
Elément parent
O i @
v Systeme de coordonnées «intrinseques » & =(¢,,&,,4;) ¢

v Transformation entre le systéme $=(4.4:%) et les coordonnées réelles

x(¢)=9(¢) i!

v Sur I'élément parent : fransformation = fonction des valeurs nodales !

T —
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Eléments isoparameétriques
b - NP Ensem

v Elements isoparamétriques : méme fonctions de formes que

précédemment pour décrire la transformation

§(€)=2M(8) 8" aou (&) =XN(g)x"

X

N, =(1-&,)(1-&)/ 4

N, =(1-&,)(1+&)/ 4

N, =(1+&,)(1+&)/ 4
i N, =(1+¢,)(1-¢)

B 1-&)/4 S
| | Elément parent  Elément réel J

97
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Eléments isoparameétriques
E - NP Ensem

Exemple

Exemple : point de coordonnées intrinséques (&, &,)=(0.5,0.5)

Position réelle :

=N, (05,05)x" +N, (0.5,0. 5) x? +N,(0.5,05)x® +N,(0.5,05)x“

3.5 1.5 3.75
X] 0. 0625 +0. 1875 +0.5625 +0.1875 =
—0.5 -1.5 0.75




Eléments isoparamétriques

Matrice jacobienne

= Rappel : matrice de rigidité de I'élement

avec (2D): B.=DN

oN,
o -
oN,
ox,
oN, oN,
s

= Eléments isoparamétriqgues - coordonnées

= Dérivées des fonctions de forme :

INP Ensem
K, =, B, ABdQ
N, ON,
ox, ox
B % B ON,
oX, oX,
N, ON, | | AN, oN,
X, OX, 0%~ OX,
x(£)=4(¢)
E(x)=¢"(x) I
—
ON, _ ON, X, l
0, o, O




Eléments isoparameétriques
b - NP Ensem

Matrice jacobienne
= en2D:
ON. ) (ox, o, \(oN. "N, i 0N, ) )(ON,
n | |2e 2 || |Zae " %< |
X(§)= N-(Zj)X(i) — 4:1 _ ‘);1 51 X _ i=1 51 i=1 51 X
“\2) T a2 N |25 O || ON || g @Ny Z“:%Xm ON;
o&,) \o& o5 \ox, ) \‘Foeg, ' Hog ° )\ ox
ON, ON, .. .
= sous forme abrégée : P =Je x J. la matrice jacobienne

LN, i 0N, i) (0N, ON, oN_ ) %

- en2D: T Za_xz o o& T d @) 4@
en . i1 06 7 06 S & & X X5
Tl &ON, ) &N oN, ON ON,
T 3 Ly 1 Oy
1 08, iz 08, ds, 0Og, 0¢,

i
dérivées des fonctions de forme = i

- identique pour chaque élément |




Eléments isoparameétriques
L = NP Ensem

Matrice jacobienne

oN, . ,ON

e

si la relation inverse existe : ox e P

Jacobien de |la transformation = déterminant de la matrice jacobienne

= rapport des volumes actuels et initiaux

dQ, = JdQ, = detJ,dQ,

Changement de volume d’intégration dans la matrice de rigidité :

K, = [ B (x)AB,(x)dQ, = [ B, (£)AB, (£) J dQ,

Conséquence : méme calcul pour tous les éléments (seul J change !)

Erreur « jacobien négatif » : calcul impossible = élément trop distordu !




4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d’intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire

)
N,

& \
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Méthode d’'intégration de Gauss

- Matrice de rigidité: K, = [ B, (£)AB, (&) dQ

Qq

= Intégration formelle des fonctions de formes : frop coiteux !

- alternative : infégration numérique approchée

- méthode de Gauss : infégrale = somme pondérée

[ £(£)d =23 > www,f(£.£,.4,)

Ne :nombre de points d'inféegration de Gauss
W, : pondérations des points de Gauss

4 LORRAINE

INIP Ensem

EN MA —\B&%nolyge par Eléments Finis des Mochine;g;f des Structures



Méthode d’intégration de Gauss

INIP Ensem

= Sans démonstration : intégration exacte pour des quantités, positions et

pondérations précises

= Pour alléger le calcul : réduction du nombre de points d'intégration

= intégration réduite

= approximation sur le calcul suffisante si variations de champs faibles

Intégration complete Intégration réduite
+§2 ‘}52
Elément linéaire CRRINC
e N e R Q- > S
(4 nceuds) 0 o E
Qézz A§2
r—eo—9 o—o—o
e 0O o !
Elément quadratique | ©: 0
Qo -O--0@rs S S oS
(8 nceuds) | o o




Méthode d’intégration de Gauss

INP Ensem
Modes indésirables
Exemple
(2) Transformation affine :
{ul =a+t bél + C§2 + d§1§2
u, =€+ f§1+g§2 +h§1§2
&y o/ox, 0 .
Déformations nodales : g, =Du,=|¢g, |=| O 0/ 0X, ( 1)
2¢, ) \9/ox, ofox ) °
& b+dd,
Calcul pour cefte fransformation: e=|¢, |=|9+hé
2¢,, (c+ f)+d& +he,

Machines et des Structures -m




Méthode d’intégration de Gauss

Modes indésirables

INP Ensem

Exemple

Hypothése : intégration réduite, 1 point de Gauss au centre & =&, =0

Dans ce cas : €

(2)

- effet des parametres d et h invisibles !

5 modes de déformation :

b+d&,

g=| g+h&
(c+ f)+dé& +hs,

Machines et des Structure - -m



Méthode d’intégration de Gauss
= iR Ensem

Modes indésirables

Exemple

d=-0.4 h=0 d=-0.2 h=0 d=0 h=0 d=0.2 h=0 d=0.4 h=0
148 1.5 48 1.5 14
1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5 0.5 -0.5
-1 -1 -1 -1 -1
-1.5 -1.5 -1.5 -1.5 -1.5
-15 1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

d=0 h=-0.4 d=0 h=-0.2 d=0 h=0 d=0 h=0.2 d=0 h=0.4
1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
1 1 1 1 1
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

|~

0 0 0 0 0

-0.5 -0.5 -0.5 -0.5

xi -1 =i

-1

-1.5 -1.5
15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 -15 -1 05 0 0.5 1 1.5

-1.5 -1.5 -1.5
-5 -1 -05 0 0.5 1 1.5 15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 -15 -1 05 0 0.5 1 1.5

1 seul point d’intégration : aucune différence sur le calcul de I'intégrale !

!
mode « indésirable » ou « mode a zéro énergie » i

T —
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Méthode d’intégration de Gauss
= iR Ensem

Modes indésirables

= Mode « hourglass »

= artefact numérique fréquent pour des quadrangles linéaires ou

des héxaedres linéaires

Total Deformation
Type: Total Deformation
Unit: mm

Time: 1

04.02.2008 14:13

0,84459 Max
0,75075
0,6569
0,56306
0,46922
0,37537
0,28153
0,18769
0,093843

0 Min

Solutions : - choisir des €éléments de degré 2

- choisir une intfégration non réduite




4 : Extension au cas général
(en HPP)

L'énergie potentielle totale
Discrétisation et maillage
Les difféerents éléments
Interpolation et fonctions de forme
Maltrices élémentaires

Passage au repere de la structure
Assemblage des maftrices élémentaires
Résolution pour des cas linéaires I
Eléments isoparamétriques

Méthode d'intégration de Gauss

! A )
'4. - Analyse vibratoire

)
N,

& \
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Analyse vibratoire
i iR Ensem

Démarche précédente : élastostatique en HPP

Extension & la dynamique pour le calcul des

modes propres ¢

Energie totale =

énergie potentielle totale + énergie cinétique + (énergie-de-dissioation)
)= By (U) =B (u) |+ K (u)

.T [
avec K (u)= j%pue Ue dQ,

O




Analyse vibratoire
A i Ensem

= Energie totale stationnaire lors d'une perturbation

..T
A, = j[&aTAa—éueTfeV + pUe 5Ue] dQ, —LQ ou,'f°da=0
Q, '

u, =N, q,
= Ecriture en utilisant les fonctions de forme : { .
u, =N, q,

B AB,)d, q,+ [ (pN.N.)d0,q, = [(NJEY)do, + [ N,fda
Q Q o "

Ke M fo

— Keqe+)|'v|eae:fe

matrice des masses

ENSEM 2A — B8—%noly§e par Eléments Finis des Mochinés et des Structures




Analyse vibratoire
i iR Ensem

= Al'échelle de la structure : maftrice de passage + matrice de sélection

KSqS +MS .q.S :fS

Exemple
B C D
P+ Acier Hypothése :
Section 0,0005m? yp
on néglige
L=l I'amortissement

Aluminium
Section 0,001m?

= Modes propres de la structure ¢¢

= Al'échelle de I'élément : K.d.+M.q, =T,




Analyse vibratoire

4 LORRAINE

INIP Ensem

Exemple

B C D

)'?_ Acier
Section 0,0005m?

L=1m

Aluminium
Section 0,001m?

Maftrice des masses dans le repere de I'élément :

Keqe + Me .q.e =f€

L

M, :i(pNeTNe)th N, :(Nl(x):l—% N, (x)=

NalNak

u, (X N.(x) 0
- ddl a I'échelle de la structure ( | 0 N, ()
% 1

u




Anquse Vibra‘l‘Oire 4 LORRAINE
INP Ensem
Exemple
B C D
)'L Acier
Section 0,0005m? o
ection m K.g.+M.q, =T,
/o ES(1 -1
Aluminium Ke:T o
Section 0,001m?
N, 0 20 1 0
0 N |(N, O N, O SL2(0 2 0 1
M_=pS 1. 1 2 dx = _,0

SPJONZO(ONloNJ 6 110 2 0
0 N, 01 0 2 i
1) (1) ul(l)
" 1 0 -1 0)h 2 0 1 0) ..
\ = 0 0 ol u® 210 2 0 ollu®
Systéme global : 2 |_ES |, pSL 2
F® L|-10 1 0y® 6 110 2 0 UOEZ)
F,® 0 0 0 0jjy@ 000 2"
e
2




Analyse vibratoire
INP Ensem
Exemple
Passage au repere global : changements de base
¢ ¢s —c® -cs 2 010
(K AB)gIobaI _E®s*lcs  8f —cs ¢ (M AB)gIobaI _ p*®S*®(L/c)’[0 2 0 0
¢ L/c | -¢c* —-cs c¢* cs ° 6 1020
-cs -s° ¢s s 0 0 0 2
1 0 -1 0 2 010
(K AC )global _ EACSA1 0 0 0 O (I\/l AC )global _ p"es*Lj0 2 0 0
‘ L -1 0 1 0 ‘ 6 1 0 2 0
0O 0 0 O 0 0 0 2
¢ -cs -c¢® cs 2 010
(K AD)gIobaI _E®s®l-cs 8 cs s ( AD)gIobaI _ p*°S*(Lic)’ |0 2 0 0O
¢ L/c |-c¢®* ¢s ¢* -—cs : 6 1 020
cs -s* —cs s 0 0 0 2




Analyse vibratoire
i iR Ensem

Exemple

Assemblage : maftrices de sélection
Exemple au point A :

0 1 EABSAB C3+EACSAC+EADSAD C3 EABSAB CZS_EADSAD CZS uj_A
[ j [ EABSAB CZS_EADSAD CZS EABSABCSZ+EADSAD CSZ][ AJ

L u,
AB g AB AD g AD 2 AC g AC AD g AD AB g AB 2 o A
+E (p ST+ p™S )/C +p™S (p ST —p™S )/C u,
3 (IOADSAD_IOABSAB)/CZ (pABSAB+pADSAD)/C2+pACSAC u.A
2

= KSqS+MSaS=O

Solution sous la forme q; (t)=Qei“’t avec w=2xf la pulsation propre

0

M, g, (t)+ K., (t)

) 0l = (o) M,q,()=-K,q,(t) = det(K,-0’M,)=0
qs t :Qela)

Résolution : deux frequences | f, = 466Hz f, =823Hz




5 : Utilisation du code de calcul
Abaqus

1 - %\7‘4
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Généralités 4 LORRAINE

INIP Ensem

Logiciels utilisant la MEF

v Principaux logiciels commerciaux

WSS S SAMCEF
ABAQUSJ M Marc  [BE Ls.ovwa

Sélectionné a I'ENSEM en raison des partenaires industriels

Porma & 10

RADIOSS

v Open source (orientés recherche)

« ADVENTURE « Warp3D .
« Code Aster (EDF) ParaFEM

CALCULIX
FreeFEM++

« FEbio (biomechanics)
7 « DANSOFT (geotechnics)

S « Elmer « Open FEM il

Machines et des Structure | m




Généralités 4 LORRAINE

INIP Ensem

Procédure dans les codes utilisant la MEF

Utilisateur Preprocess

Writing files '

Machine Process

Writing files '

Utilisateur Post-process

Construction du jeu de données

« Géométrie

« Matériaux

« Conditions aux limites
« Parametres de calcul

Analyse numérique

Résultats

« Visualisation des champs
« Tracé de courbes
« Export de données

Lz ABAQUS . les frois étapes sont dans le méme logiciel




Geénéralites

INIP Ensem

Fichiers entrée / sortie

.cae : contient le modele et les calculs (celui que I'on ré-ouvre)
Jjnl : journal , repertoriant ce qui a été sauvegardeé sur le disque

rec: ce qui a été fait depuis la derniere sauvegarde

.inp: fichier d’entrée écrit par Abaqus CA, prét a étre envoyé au process
peut étre écrit directement (sans preprocess)

.odb: contient les résultats de I'analyse

res: restart : pour continuer une analyse interrompue

.msg: messages d’'informations sur le déroulement du calcul

Attention au répertoire d’'écriture!! —> File / Set work Directory




6 : Quelques mots sur les non-
linéarités

Non-linéarités géométriques

Non-linéarités matérielles
oy "

Le traitement du contact ]i
]

E \
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Intégration dans la MEF
= iR Ensem

Méthodologie globale : rappel sur le cas linéaire

v Fonctions de forme : u, =N, g,

v Ecri‘ru'r; de la déeformation : £, :lD N.q. =B, q,
| 4

v Loi dicompor’remen’r : G, :lA B, q,

v Stationnarité de I'EPT : fe — Ke d.

U y

N global local -1
v Passage au repére de la structure: |K, =T, K, T,

U 4

|-
v Assemblage : K. q, =T, l
| v Résolution : q, =K., 'f. |>caleul &et o, i

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m




Non-linéarités géométriques

INIP Ensem

Méthodologie globale

'EI ] — I 1 P

v Apparition d'un terme non-linéaire dans la déformation

v Larigidité apparente peut changer en cours de déformation

v Les efforts extérieurs changent en cours de déformation

Philosophie :
Déformation totale = succession de déformations éléméntaires

E - dE : incrément de déformation I‘




Non-linéarités géométriques

INIP Ensem

Méthodologie globale

v Pour chaqgue incrément de déformation :

équilibre de la structure = stationnarité de I'énergie potentielle totale

vou 5H(59):0 = 5%(59)2571&(5!)

v On montre (mais pas icil) qu'on peut alors calculer :

K; =K+K,, +K;

Matrice de rigidité tangente

v Matrice de rigidité linéaire : K

v Matrice de rigidité « des déplacements initiaux » : KNL
- Fonction des déplacements (ferme non-linéaire)

-
v" Matrice de rigidité « des contraintes inifiales » : Ks l

- Rigidification de la structure

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m



Non-linéarités géométriques

Matrice de rigidité tangente

v A l'équilibre entre deux incréments :

don, = 6w, ™ -ow," =5 " -6, =dony

|

=0q' K, dq

dow

int

ext € ext

dow,, =oq' df

T

Kqu:df/

7 Matrice de rigidité tangente : Ky =K +K | + K|

v Vecteur des variations des degrés de liberte : dq

v Vecteur des variations d'efforts nodaux : df

Analyse par Eléments Finis des Machines et des Structure

INP Ensem

%




Non-linéarités géométriques

INP Ensem

Exemple

v Traction simple d'une barre de section A _;4__’

v Fonctions de forme écrites précédemment :

oN 1 1 ouoN AL{ 1 1
Bl =—=|-—+— - By = = T 7
OX L L oX oXx L L L

v Comportement élastique linéaireen 1ID: A=E

v Maftrice de rigidité tangente : KT =K+ KNL + KS

i

. AL 1 1), EA(1 -1
Kzé[B ABdQO—Al(]/L)E(—E Ejdx_T(_l 1)




Non-linéarités géométriques

Exemple

v Matrice de rigidité tangente :

2
1 -1
K, =K+K, +K, = ELA£1+2A—LL+(ALj +ij( j

v Equilibre final : K. dq = df
v Poutre encastréeen x=0 > u(l) =0

/ Inconnueen x=1 > u?=AL

/ Effortconnuen x=1 > f@=F

L

ALY F ,
F= EI:A‘(HZAL ( 3 j + EA]AL: K;AL| - dépend du chargement !l




Non-linearités géometriques
= = NP Ensem

Exemple

L L

2
F:E 1+2AL+(AL] + : AL =K, AL
L EA

v Application numérique : I=1m, section 0,001m?2
v Initialement: F=0, AL=0 = K; =200.00x10°N.m™

v/ Effort imposé : F =10 000kN

2 3
K, =E—LA(1+29+(9) +1>;1A0 }=217.94x106N.m1 — AL=— —458x10°m

L L /KT

nouveau déplacement - nouvelle valeur de la rigidité - etc...

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m
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Non-linéarités géométriques

INIP Ensem

Exemple

valeurs initiales:  F=0, AL=0 = K; =200.00x10°N.m™

increment sur les déplacements : AL=1x10"m

3 3?2
K., :ﬁ[lq_Zleo +£1XEO ] +%J=200.40><106N.m1 = F= KTAL=200.40><103N

- /

nouvel effort 2 nouvelle valeur de la rigidité - eftc...

v Arrét du calcul lorsque I'effort  F =10 000kN est atteint |

-
\ il

se par Eléments Finis des Machines et des Structure < m




Non-linearites geometriques
INIP Ensem
Exemple
v Siles increments sont suffisamment petits > mémes valeurs |
v A comparer avec le cas linéaire: F =EAAL/L
6
12 s 1 T T 1 T
0. | Reponse non-linéaire : increments sur F ot
, . s . . . i
* Reponse non-lineaire : increments sur A L ##ﬂw""*
— . . s +
Z 8f Réponse linéaire (HPP) et .
= +*+#+*+
q) 6_ -'+#+f+ il ]
e P b
o ttE
w 4 _"_4.*"'# ]
0-".".*-.‘-#
2r Aat ## - . !
OJ;-L‘:-:—*"'*':"J:. J | | | | J 4 L (m) I
B 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 i

et des Structure



Non-linearités géometriques
= = NP Ensem

v En pratique :
> 1 :incrément d'efforts df ou incréments du vecteur des ddl dq
- 2 : actualisation de la matrice tangente

- 3:incrément suivant
Question Comment gérer la taille de I'incrément ¢

v Dans la plupart des codes : méthode de Newton-Raphson

— Matrice de Calcul du Défos, contraintes
Iteration rigidité tangente déplacement = T A
i+1 A actualisée
di F

A KTi int

F.. —f..1|>tol  :incrément plus petit

Equilibre "#
|Fim—fi+1|£t0| - itération suivante ?




Non-linéarités géométriques

f. 27 - o
t /
_ i i i |
qi qi+l qi+2
v Jargon : equilibre = convergence du calcul

v A définir : - incrément initial

- taille maximale de I'incrément

4 LORRAINE

INIP Ensem
fz‘+2 o Fint

- taille minimale et/ou hombre maximum d'incréments

- tolérance sur le résidu

T

[ ——
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Non-linéarités géométriques
INIP Ensem
. Jeu <’1e d?npées Traitement des résultats
Maillage (geometrie) Distribution des contraintes
. Conditions aux limites et Distribution des
Utilisateur chargements B = déformations
Comportement du matériau Configuration déformée
Parametres de la résolution o
Machine de Configuration de référence [€
calcul v
> Incrément de chargement
¥ Actuadlisation de Ia
géométrie et des
Modificati . Cdlcyl cly enainp ¢z matrices de rigidité
odification de la taille déplacements ; ;
de I'incrément v eliglelnres
(Newfon_Rgphson) Calcul des deformations,
A efforts extérieurs et
intérieurs non .
v oui
non oui
Equilibre? > Dernier pas de temps?




Non-linéarités géométriques

INIP Ensem

v En général : paramétres du calcul incrémental dans « step »

Prise en charge des non-linéarités géométriques : option « NLgeom »

v Par défaut: incrémentation automatique (suffisant pour calculs simples)

Step time =0.025 Step time =0.03243

-
4> plaqueNL Monitor o @ 4l
Job: plaqueNL Status: Aborted
Severe -
Equil Total Total Step Time/LPF
Step | faaement || AR | Dicon | gy Iter  Time/freq  Time/LPF Inc ‘ |
1 1 1w 0 5 5 0 0
2 9 9 0025 0.025 | 4l .
1w 4 4 0.025 0.025
2 12 12 0.03125 0.03125 0.00625
piY 5 5 0.03125 003125 0.0046875
2 10 10 0.0324219 0.0324219 0.00117188
00324219 0.0324219

1

Log | !Erors | 1 Wamings | Output | Data File '\ essage File | sm;:s File |
Time increme:|: required is less than the minimum sp< ffied ‘
Abaqus/Stanc f rd Analysis exited with an error - Please sc\ the message file for possible error messages if the file exists.
Search Text
Text to find: | [ Match casd\ [} Net { Previous
Incrément Nombre de
tentatives pour
résoudre I'équilibre
pour cet incrément

e e e e
D N
oo oo oo
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6 : Quelques mots sur les non-
linéarités

Non-linéarités géométriques

Non-linéarités materielles
| "

Le traitement du contact ]i
]

E \
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Non-linéarités matérielles

INIP Ensem
0'11A ()

Plasticité




6 : Quelques mots sur les non-
linéarités

Non-linéarités géométriques

Non-linéarités matérielles
oy "

Le traitement du contact ]i
]
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Le traitement du contact

INIP Ensem

v une piece exerce un effort sur une autre
v décomposition : effort normal et effort tangentiel

v intfroduction du frottement statique :

T< f|IN| :adhérence

T||=f|N| :apparition du glissement

F v froftement statique : f =tang

avec @ |'angle du cone

>
v en rédlité : phénoméne frés complexe !! \WN\

<
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Le traitement du contact
INP Ensem

v premiere étape : détection du contact ou appariement

Principe: mesurer la distance signée entre deux surfaces

v 3 cas de figure :

) distance positive = surfaces pas en contact

2| distance nulle = les surfaces se touchent \,\, =

T
.

3) distance négative = interpénétration

v recherche du contact:

surfaces candidates déefinies par I'utilisateur

Probléme: connaissance a priori de la configuration déformée !!
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Le traitement du contact
INP Ensem

v liste de surfaces candidates : surfaces maitres et surfaces esclaves

R Surface maitre
Faire respecter le contact
empécher les noeuds Point le plus -~
r 7 proche de A
esclaves de penetrerdansles | NP
surfaces maitres e N

(I'inverse est possible)

esclave maitre
- X" )

/

normale sortante a la surface maitre

v calcul de la distance signée :  |g, = min()_(

4

Analyse par Eléments Finis des Machi




Le traitement du contact
INIP Ensem

comment choisir les surfaces maitres et surfaces esclaves 2222

Regle 1:

Surface beaucoup
plus rigide que I'autre

Regle 2:

Surface maillée plus
grossierement que
I'autre

Autocontact = surfaces d’'un méme
objet

- pas de maitre / esclave




Le traitement du contact
INP Ensem

v contact 2 apparition d’'une densité d’efforts de contacts tN

v" proportionnelle a I'interpénétration gy < 0

v infroduction d'un coefficient de pénalité normal kN

HtﬁH:_kNgN si- gy <0

fu|=0 s ov=0

= méthode des pénalités 4

° Ve Ve 75 tN
(repousse les surfaces interpénétrees) AV

_
\ )
| AN

>
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Le traitement du contact
INP Ensem

v modélisation du frotement = loi de Coulomb

v infroduction d'une mesure de glissement (gap tangentiel 9 )

| <ub] oo 5.0

HEHZHHtﬂH alors 9r inconnu

v régularisation = second coefficient de pénalité tangent

kg pour [t <ulu
AT el
kT
v contact collant: g; =0 >
| v sinon : glissement calculé a chaque itération "'_”HtﬁH l
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Le traitement du contact

v notation : zone de contact (surface maitre) Fcf

v I"équilibre se traduit : |

Int

(u)+%; (u) =%, (u)

v

esclave maitre
o (H)ZL (Z —X )'tcf

cf

INP Ensem

dI

cf

efforts de contact |l =Ht_NHQ+

L.

ﬁ+‘tT2

2

v calcul a chaque itération : tres

couteuxsi I est grande !!

o




Le traitement du contact

INIP Ensem

v Dans Abaqgus : module « interactions »

v Définir une interaction de contact E

- démarche précédente = « surface-to-surface contact »
- sélection des surfaces maitre/esclave ou autocontact

v Définir les propriétés des interactions %

Par défaut : calcul automatique des coefficients de pénalité |
- définition du coefficient de frotftement

- comportement normal : « hard contact » = limitation de la pénétration

- l F -
| e Léi
AA |

—_—
-~

-

. L




Le traitement du contact
INP Ensem

Déplacement
imposé

\.

Encastrement

Contact entre
deux objets

Surface esclave

Surface maitre

Pression
imposée

Auto-contact

Surfacesen
auto-contact

Encastrement
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7 : Conclusion:
la note de calcul
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La note de calcul
INIP Ensem

En pratique : I'ingénieur- e en
simulation numérique fournit des
notes de calcul

Doit fournir toutes les informations
pour effectuer la méme simulation !

O Géomeétrie : dimensionnalité (1D — 2D — 3D), dimensions, simplifications

O Matériaux (loi de comportement), type de modele (poutre, coques, ...)
2 Type de calcul (statique, dynamique, ...) et parametres du calcul

- Interactions entre les différentes parties (contact-frottement)

d Maillage : nombre d’'éléments, types d’'éléments, méthode d’intégration

- Conditions aux limites et hypotheses de modélisation




La note de calcul
INP Ensem

Une figure n’est pas un résultat 11!

v" On cherchera plutdt a quantifier les résultats :

O évolution des contraintes dans certaines régions ;
0 évolution des déformations dans certaines régions ;

0 facteur de sécurité vis-a-vis de I'usage de la structure modélisée ;

analyfigues des ordres de grandeurs, etc...

O comparaisons avec des données expérimentales, une vérification i
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A suivre maintenant:
5 seances de TP

4 LORRAINE

INP Ensem
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