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TD 2 : Théoreme et formules de Cauchy

Rappels :
On considére un ouvert borné U dont le bord est une courbe C* par morceauz et f € OW), ouUCV.

Alors :

o Théoreme de Cauchy :

/w F(2)dz =0,

e Formule intégrale de Cauchy : pour tout a € U, on a

f(a) = 1 Md,z.

20T Joy 2z —a

Soient U un ouwvert et f € O(U). Soient a € U et r > 0 tel que D(a,r) C U. Alors pour tout entier
naturel n, f est n fois dérivable en a et on a :
n! f(z)

(n) _ _ I\ 4
/ (a) 2im |z—al|=r (Z - a)n+1 :

FP @ < ™ max [£(2)].

rn |z—al=r

Exercice 1. Le but de cet exercice est de montrer grace au théoreme de Cauchy que la transformée
2

de Fourier de la fonction gaussienne z € R +— e~ ™ est elle-méme.

Considérons pour R > 0 et £ > 0, 'ouvert Ug¢ consistant en le rectangle de sommets —R, R, —R +

i€, R+ €.

—RA4if R+i£

™ gur le bord T r¢ de Ug ¢, puis en faisant tendre R vers +o00, montrer

En intégrant la fonction z — e~
I’égalité :
2 +oo 2 ;
e—T(f _ / e~ T G_QZﬂfxd.f.

—0o0



Solution :
La fonction f définie par f(z) = e est holomorphe sur C, donc d’apres le théoréme de Cauchy,

f(z)dz=0.

TRre
On a

R ¢ , R . € ‘
0:/ f(z)dz:/ e_Mde+/ ie_”(R"'Zt)zdt/ e_W(m'HOQd:U/ ie~ ™0 gt (1)
g -R 0 -R 0
3 ,
/ ie_W(R—Htht‘ —_
0
R R
/ e—w(m+i§)2d$ _ €7r§2/ e—Ter—infxd:E (3)
“R "R

/éie—w(it)th' _ e—ﬂR2 /éiewt2+2z‘7rtht
0 0

En passant a la limite R — 400 dans équation 1, on obtient le résultat voulu.

/6 Z-e—Tr(R2+2iRt—t2)dt' < o~ TR? /E At s 0 (2)
0

0 R—o0

3
< e_”R2/ edt —s 0 (4)
0

R—o0

Exercice 2. En intégrant f(z) = (z + a)"'¢*,a > 0 le long du bord T'p du carré de sommets
0,R,R+iR,iR(R > 0), puis en faisant tendre R vers oo, montrer que

/+oo sin(:c) e — /+oo eQ—aa: "
0 T+ a 0 x4 + 1

Feo sin(:v)dx B

m
0 €T 2
Solution : La fonction z + a s’annule uniquement en —a < 0, qui est en strictement en dehors du

carré. La fonction f est donc bien définie et holomorphe au voisinage du carré. D’aprés le théoreme
de Cauchy,

et retrouver

R eitdt ) R ei(R-l—it) dt R ei(iR—i—t) dt R ei(it) dt
f(z)dz = +i| ———— = - . =0.
Tr 0 t+a 0 R+Zt+a 0 ZR-Ft-‘rG 0 zt+a

R _it R _;

et'dt sin tdt

On sait que & / = / ———, on va donc calculer la limite des termes de [’égalité
0 t+a 0 t+a

précédente pour R — oo puis prendre la partie imaginaire.

ci(Rit) ot ot
0 _ < . d
* Y Rtittal R+a+tit| “R+a
R Gi(R+it) gy 1 R
/ € . < / e tdt —s 0.
o R+it+a R+a /)y R—o0
GiliR+1) R o R

e De méme,

= < d
iR+a+t — R+a’ one

R Gi(iR+t) gy R (R Re—R
/ . < / dt = — 0
o R+t+a R+afy R+ a R—oo

e!it) (@ —it)e™" te™t ae”t
e FEnfin, on a i- =1 = +1
fin, it+a t2 +a? t24+a2 24 a2’

N /R ei(it)dt /R ae—tdt /R/a e~ %% dy
Y = —_— = _—
0 it +a 0 t2 + 0/2 0 1 + U2

iIR+t+a

donc




Ainsi, en prenant la limite R — oo puis la partie imaginaire de l’égalité de départ, on obtient

/OO Sintdt:/ooe_audu.
0 t—|—a 0 1+'LL2

27
Exercice 3. (a) Soit a € C tel que |a| < 1. Montrer que 2/
T Jo

o 1
|ei9 —(1’2 - 1— |a|2'

2 2 12
do a“+0b
(b) Pour 0 < a < b, montrer que — o /0 e g = R

2T
(c) Montrer que / exp(e?)dh = 2r.
0

Solution :

(a) On va se ramener a une formule de Cauchy sur le cercle unité.

oodg [ do
/0 e —a| /0 (€ —a)(e™ —a)
B 2 ie'?df
- /0 (€ —a)(1 —ae')

_/ dz
~ Je) i(z —a)(1 —az)

=2nf(a)
B 2
~ 1—Jaf?

1
ou f est définie par f(z) = 1% La fonction f est bien holomorphe au voisinage du disque
—az

unité, puisque 1 — az s’annule uniquement en @~ qui est de module > 1.

(b) On va se ramener a une formule intégrale de Cauchy pour la dérivée d’ordre 1 sur le cercle de
centre 0 et de rayon b.

/% g /% df
0 ‘aew _ b’4 - 0 (aew _ b)2( —i0 __ b)z
2 2u9d0
/0 (ae®® — b)2(bet? — a)?
/27r b619)2d9
o i(abe?? —b2)2(bet? — a)?
z
d
/(Ob) (z —a)?(az — b2)? i

Cette fonction est holomorphe au voisinage du disque de centre 0 et

Posons f(z) = m.

de rayon b. En effet, le dénominateur s’annule uniquement en bz/a, qui est de module > b.

La formule de Cauchy donne

2im f'(a) :/ L)de.
C(0,b) (2 —a)
o a’ +b° S
Les calculs donnent bien f'(a) = ——5——5—, d’ou le résultat.

i(a2 _ 62)3



2 21 if if
/ exp(e'®)do :/ %d@
0 0

iei®
B e*dz
B /0(0,1) 1z
= 2mf(0)
=27

avec f(z) = €.
Exercice 4. Soit f € O(C) une fonction entiere telle qu'il existe des constantes positives A, B > 0 et
un entier naturel n avec

[f(2)] < A+ Blz|".

Montrer que f est un polynome.
Solution :
1l suffit de montrer que f("Jrl) =0. Soit a € C. Alors

(n+1)!
rn+1

|F" D (@) <

Or pour z € C(a,r), on a
lf2)| <A+ Blz|" <A+ B(lz—al+|a])" < A+ B(r+la])" =r"(Ar~" + B(1 + |a|/r)").
Par conséquent,

(n+1)!
Tn+1

(n+1)!

£ ()] < P (Ar" 4 B(1+ [al/r)") = (A= + B+ lal/r)") 22,0

et f("H)(a) = 0Va € C. Ceci montre bien que f est un polynome de degré inférieur ou €gal a n.

Exercice 5. Soient f € O(C),R > 0,a # b€ C\ C(0,R). En calculant I'intégrale

Y (C N
I(R) = /C(O,R) (z—a)(z - b)d ’

montrer que si |f| est bornée, alors f est constante (théoreme de Liouville).
Solution : Supposons que |f(z)| < M pour tout z € C. Prenons R tel que R > |a| et R > |b|. L’objectif

1 1 1 1
est de montrer que f(a) = f(b). On a =D l— <z—a - z—b>' Donc

o FIC Y S (VA VN S
I(R>‘a—bL<O,R>(/m,mz—ad /cm,R)z—bd) 2ir—— (f(a) ~ (b))

1 1 1 1
De plus, si |z| = R, |z —a| < R — |a|, donc z—a’ < 'R— all’ et de méme z—b‘ < ’R—|b|"
On peut donc écrire
f(2) M 2rMR
I(R)) g/ S LN P iz — N
co.r) | (z—a)(z=b) co.r) (B —la])(R —1b]) (R — [al)(R = [b]) R—o

Comme I(R) = 2i7ra i b(f(a) — f(b)), on obtient f(a) — f(b) = 0.



d
Exercice 6. Calculer de deux manieres différentes / Z on ~(t) = acost + ibsint avec t € [0, 27],
z
-

a,b > 0. En déduire la valeur de I'intégrale

/’27!' dt
o a2cos?t+ b2sin’t’

Solution : ~y est un paramétrage de Uellipse de foyers \/|a® — b?| et —+/|a® — b?| et de demi-azes a,b.

T T

\ /

On calcule 7/ (t) = —asint + ibcost, d’ou

/dz B /27r (—asint+ibcost)(acost—ibsint)dt B /27r (b —aQ)sintcost—I—iabahj
vz Jo aZcos?t + b2sin?t o a2 cos?t + b2sin?t

Appliquons d’autre part la formule intégrale de Cauchy sur vy au point 0 d la fonction constante f = 1.
Cela s’écrit J
/z _ / @) 4. = 2inf(0) = 2i
N Z ~%—0

En identifiant les parties imaginaires des deux €galités, on trouve que

2 1 21
—dt =T
o a%cos?t+ b%sin“t ab

. o . 2 : .
Exercice 7. En intégrant la fonction e™* sur le contour I'g ci-dessous, calculer la valeur des intégrales

de Fresnel : oo oo
/ cos(z?)dz = / sin(z?)dz = ﬁ
0 0 2v/2
+00 5
(On rappelle que / eV dr = +/m.)
Y
Re's
x
0 R

Solution : La fonction z — e~ est holomorphe sur C, donc

R w/4 ) ; R 1 . .
0= / e dz = / e~ dt + / RiePe (B g9 / e gy
I'r 0 0 0o V2




Maintenant,

w/4 ; ) /4 iono w/4 ) 0 w/4 )
Rie"e~ ") qp| < / R‘e_(Re | do = / Re~ 1 cos) g < / Re ®d9 — 0.
0 0 0 0 R—o0
]. + Z _(ei‘/r/4t)2 1 + 7/ —it2 ]. 2 . 2 . 2 . 2 . .
De plus, e = ——e " = —(cos(t?) + sin(t*) + i(cos(t*) — sin(t7))). En identifiant les

V2 V2 V2

R
parties réelles et imaginaires des deur membres dans la premiére égalité, on obtient / cos(tz)dt =
0

R
/ sin(t?)dt et
0 R 9 R R
\/5/ e Vdt = / cos(t?) + sin(t?)dt = 2/ cos(t?)dt.
0 0 0

En passant a la limite R — oo, on arrive a

[e.e] 1 o0
/ cos(t?)dt = / e dt = ﬁ
0 0



