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ourquoil les tenseurs INP Ensem

= Objets mathématiques connus (intrinseques) :

v scalaires (pression, fempérature...)

v vecteurs (force, vitesse...)

= Ces objets ne sont pas suffisants pour décrire par exemple les efforts

intérieurs qui s'exercent dans un milieu déformé

el iy ==

»
S - introduction de I'objet intrinseque « tenseur », dont le il

vecteur et le scalaire sont des cas particuliers

7
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Le produit tensorie iRIP Ensen

Définition générale du produit tensoriel

Pour définir I'objet tenseur on infroduit I'opération produit tensoriel

L'opération se note ® et peut s'appliquer dans le cas général a deux

espaces vectoriels de natures différentes > R3 dans notre cas

Interlude mathématique

C’est un produit qui possede les propriétés de bilinéarité:

- distributivité de ® parrapport a +:

V(X Yo ¥ )€R3XR3XR3 Z®(h+h):§®ﬁ+)—(®ﬁ
B (£+ﬁ)®)—(:£®)—(+&®l

- associativité de ® parrapport au produit extérieur : |
v(g,z,a)eR%RSxR (0‘5)@2’:)—(@(0@):“()—(@!) J




L duit t iel
iRiB bnsen

Définition générale du produit tensoriel

= Le produit tensoriel X® Yy créé un elément appartenant @ R*®R’

= La base de ce nouvel espace se définit
X est écrit dans la base €,€,,6;
© X®Y apourbase g ®e,

Y est écrit dans la méme base

J

Expression analytique de X&'y

= en raison de la bilinéarité du produit tensoriel :

= repétition sur les indices : 9 composantes X® Yy =Xy, (e Xe. ) T. g@e.




L it 1 iel
iR bnsem

On peut étendre ce qui précede au produit de plusieurs vecteurs:
(5@2)@;:5(@(!@;):5@!@; cR°OR*®R’

On appelle tenseur d'ordre n sur R* tout élément de I'espace:

RPOR’OR’®...OR’
I

Notation: sin n'est « pas trop grand », on souligne n fois le tenseur:
T=x®y®z cR°OR*®R®

= Vecteur =tenseurd’'ordre 1 - souligné une fois

= Scalaire =tenseurd’ordre 0 - non souligné

= Tenseur quelcongque d’ordre n > noté T"
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iRiB bnsen

Addition tensorielle

= Soient par exemple deux tenseurs d'ordre 3:

AcR*®R*QR’ BeR*®R’QR’

ssi ses composantes

[{Lvs]

> Le tenseur S estla somme des tenseurs A et
dans la base de R°®R°®R® sont:

Siic = Ay + By (pas de sommation sur les indices)

= notation indicielle
S=A+B I
p— p— j— |~
= notation tensorielle
= Geénéralisation immédiate a des tenseurs de méme ordre n
I A \>§NSEM1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus




Algebre tensorielle

Multiplication tensorielle
= Soient par exemple deux tenseurs d'ordre 4 et 2:

AcR’QR’QR’QR’ BeR’®R’

- Le produit tensoriel de ces deux tenseurs peut s'écrire:

P

— Ajjkl an = notation indicielle

P=A®B = notation tensorielle

11>

= Généralisation immédiate & des tenseurs d'ordresm et n :

- le produit est un tenseur d’ordre m+n

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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iRiB bnsen

Produit contracté une fois (ou simplement contracté):

= Soient par exemple deux tenseurs d'ordre 4 et 2:

AcR’QR’QR’QR’ BeR’®R’

- Le produit simplement contracté de ces deux tenseurs s'écrit:

Pin = At Bin = Ay Bin + Aj2Bon + AjsBsn = notation indicielle

E = notation tensorielle

Il
11>

—

- ce produit s’obtient en confractant un indice

= Généralisation immédiate a des tenseurs d'ordresm et n :

- le produit simplement contracté est un tenseur d'ordre m+n - 2




Alaebre t iell
iRiB bnsen

Produit contracté deux fois (ou doublement contracté):

= Soient par exemple deux tenseurs d'ordre 4 et 2:

AcR’QR’QR’QR’ BeR’®R’

- Le produit doublement contracté de ces deux tenseurs s'écrit:

Pij — Aijkl Bkl — AijllBll + A1j12 BlZ Tt Aij33 833 = notation indicielle

IO

:B = notation tensorielle

11>

- ce produit s’obtient en confractant deux indices

= Généralisation immédiate a des tenseurs d'ordresm et n :

- le produit doublement contracté est un tenseur d’ordre m+n - 4

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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Ecrit triciell
iRiB bnsen

Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 1 et 2:

= Un vecteur est un objet infrinseque et posseéde des composantes,
projetées sur une base, qui s'organisent sous la forme d’'une colonne:

[ X, h

[)_(](i’e_z’e_s) = %

\ X3/
- notation: « matrices des composantes de X dans la base (el,ez,e3) »

= De la méme maniére, un tenseur est un objet intrinseque

(=indépendante du repére) qui posseéde des composantes scalaires

= Dansla base (g&,%) on peut I'écrire: T =T ¢ ®¢,

18 gnnée - Méconie




Ecriture matricielle

Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 1 et 2:

= Sommation sur les indices 2 9 composantes scalaires
IT=T, %®E+T12 i@e_ﬁT13 g@e_3+...
T,,6,0e+T,,6 Qe +T,,e, e, +...
T,6,®e+T1,6e,&e,+T1,,6,&¢e,
= Dans ce repére, les composantes du tenseur

peuvent s'organiser sous la forme d’'une matrice
3x3

INP Ensem

Lors d’'un changement de base:

- quantité physique décrite par le tenseur identique

- matrice des composantes du tenseur différente




Ecrit triciell
iRiB bnsen

Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 1 et 2:

= Par convention: T
]
Indice de ligne \ Indice de colonne
* Les composantesde T dans (g&,%) s'organisent donc:
Tll T12 T13

[I](el .8) = Mat(l’(i’e_w%)): Tn T Ty
Ty Ty Ty

= Lorsque la base est évidente, on pourra se limiter & la notation [T]

Conclusion : tout ce que vous savez sur les

matrices se transposent aux tenseur d’ordre 2




Ecrit triciell
iRiB bnsen

Ecriture matricielle des opérations sur les tenseurs :

= On va omettre la notation (i,e_z,%) évidente

= Question: que deviennent les maftrices représentatives de L lorsqu’on

effectue différentes opérations tensorielles?

- Somme de deux tenseurs: Sij = Aij + Bij - [S} = [A} +[B}

(pas de sommation sur les indices)

- Multiplication tensorielle de deux vecteurs:




Ecrit triciell
iRiB bnsen

Ecriture matricielle des opérations sur les tenseurs :

- Produit contracté de deux tenseurs d'ordre 2:
P« =ABy = [E} = [é} [E}
- Produit contracté d'un tenseur d'ordre 2 et d'un tenseur d'ordre 1;
p=T:X

S = [p)=[T]lH]

P =T;X

- Les opérateurs déterminant, frace, fransposée,

identité, etc... s'étendent aux tenseurs d'ordre 2 ;_;;p__,,:'
THAT'S}TOO'EASY. ¥
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Les tenseurs comme applications linéaires

INP Ensem

Les tenseurs d’ordre 2 comme applications linéaire:

= Au sens du produit contracté on considere |I'application linéaire:

T : R - K

X - T-x

- objet intrinséque qui fransforme un vecteur en un autre vecteur

Exemple

= Soitun tenseur T dons(i,e_z) fel que T =2¢ ®¢ +4¢ Ve,
= Soit le vecteur X = Zi

= Le tenseur est une application quiad X associe le vecteur :

T-x=Tyxe =(Tx + T K )&+ (P00 + 5K )& =Tty =48y




Les tenseurs comme applications linéaires

INP Ensem

Interlude mathématique

Symeétrie d’un tenseur d’ordre 2:

V4 ° T
est un tenseur symetrique <

est un tenseur antisymétrique

= i

I
&

= n—

Transposition du produit contracté:

Par définition d'un tenseur fransposé du produit '|='

Réécriture en notation indicielle:

| IJyJ_XAk kjyj y

—
= [T’ =BT-§T




Les tenseurs comme applications linéaires

INIP Ensem
Interlude mathématique

Application au produit

a=b-T = a

||
|| —
_|
o
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Un champ scalaire: Un champ vectoriel: Champ de tenseurs
champ de température champ de vitesses

On appelle champ de tenseurs une application qui va d'un ouvert
de I'espace physique (volume d’'un milieu) vers un espace vectoriel
d’'un certain ordre

Soit un point M de position X=0M
> champ de tenseurs: X€Q — T'(X)eR’OR’®..QR’

- il existe un tenseur a priori différent pour chague point de I'ouvert
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Gradient d’'un champ de tenseurs INP Ensem

Opérateur Nabla

= Pour la suite on infroduit la notation de I'opérateur Nabla:

v-2e
T O0X —

= Exemple d’utilisation: Zaz(—e.

OX; — OX — OX = OX,— OX,—
B
= Parfois utilisé dans les livres : alléegement de notation de dérivation
«,in = wdérivée partielle par rapport a X
=

- exemple: Va=a;¢

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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Gradient d’'un champ de tenseurs INP Ensem

Gradient d'un champ de tenseurs : définition intrinseque

= Soit T" ()_() un champ de tenseurs d’ordre n sur un ouvert de I'espace

= Analyse locale de ce champ autour d'un point de coordonnées X :
dT" =T"(x+dx)-T"(x)

= |l existe un application linéaire qui a dx fait correspondre dT"

- champ de tenseurs d'ordre n+1 appelé gradient du champ T"(x)

Grad(T"(x)): R® - R°OR’®..®R’
dx — dT"=Grad(T"(x))-dx

%

- 9
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Gradient d’'un champ de tenseurs

Gradient d'un champ de tenseurs : définition intrinseque
= C'est I'approximation linéaire du champ T"(x)

> « Application linéaire tangente » & T"(x)

= Application a un champ de tenseurs d’ordre 1:

dx

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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. i y h t 4 LORRAINE
Gradient d’'un champ de tenseurs INP Ensem

Gradient d’'un champ de tenseurs

Calcul différentiel : dT" =

oT" T" (>_<+h%)—T”(>_<)

Dérivée partielle d'un tenseur :

oT"
OX.

=Grad (T"(x))-dx=Grad (T"(x))-edx,

dT" = dx; = T",dx,

| | |~

dT"

=Grad (T"(x))-¢,

Expression intrinseque du gradient :

A partir de I'opérateur Nabla:

!
N Grad a=Va
Grad a=a®V

I A \>§NSEM1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus




Gradient d’'un champ de tenseurs

Gradient d’'un champ de tenseurs : expressions

= Coordonnées cartésiennes

oT 16T or
GradT—g—Tel aTe aTe =T, Grad T =—e¢, +——¢,+—F¢,
OX — OX,— ax— — or — r@@— 0z —
> champ de vecteurs A
rad'l_'=@%®g a}e ®e, +6)'(I'1€ Qe+ Grad T = (aT @ e, + Lk
— , — Fr =20
aT
8T2e ®e, +8T2e_2®e_2+a—;|(-2e_2®e_3+ (—@ ®e, +
2 3
6 10T oT
9y e, ®e +aie ®e, + e, ®e, Le,®e +——Le,®e, +—¢€, ¢,
OX, — X, =~ — or = L roegL L gt
=Ti,j5®ej

7

- champ de tenseurs d’'ordre 2

\7,

SEM 18 année - Mécanique des Milieux Continus
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INP Ensem

= Coordonnées cylindriques

e®e+

e®e+

E-’-_




Gradient d’'un champ de tenseurs

INP Ensem

Interlude mathématique

Décomposition en parties symétrique et antisymétrique

A partir d'un tenseur d'ordre 2 T guelconqgue, on peut définir:

TO-2(1+T) 1O —(1-T)

La somme de ces deux tenseurs évidemment égale & T

Calculons la fransposée de L(l)

(1) =5 +1)=5(T+T)

> T"est symétrique!

Calculons la transposée de l(z)

(1(2) )T :%(r _l) — —%(l—r) > T(Z)es’r antisymétrique!

.
.




Gradient d’'un champ de tenseurs

INP Ensem

Interlude mathématique

Décomposition en parties symétrique et antisymétrique

> Un fenseur d'ordre 2 T quelconque se décompose de fagon unique:

[
__ T Sym antisym ly :§(1+LT)

IT=T""+T avec 1 1
Tantisym :_(:_lT)

- 2

On montre facilement que la trace d'un tenseur d’ordre 2
antisymétrique est nulle

Il ne possede que 3 composantes indépendantes

Peuvent étre organisées sous forme d'un vecteur

(cf vecteur tourbillon en fluide)
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Gradient d’'un champ de tenseurs INP Ensem

Gradient d’'un champ vectoriel
= Décomposition partie symétrique / antisymétrique

T=To" 4T =%(1+1T )+%(T -17)

= Gradient d'un champ de vecteurs: Grad T = a—xig@)i

-~ Décomposition GradT=D+Q avec |

= Propriétés du produit confracté:
dT =(Grad T )-dx=D-dx+Q-dx

!
Deformation locale du milieu Rotation locale du milieu

\

SEM 1¢ année - Mécanique des Milieux Continus



Gradient d'un champ de tenseurs
INP Ensem

Gradient d’'un champ vectoriel
= lllustration : gradient d’un champ de vecteurs autour de I'origine

SS S AS A A A A AL VNVNNNN s s - =L oY
//////:’fff - < L LS LI T N N AN VY S e - ~ ~ N NN
VAN S - - PV AV VOV N N N N /o4 s e e - < <~ ~ NN
S S S , - - P A T P R - N Y
VAV AV ey ara ' - - — s s s N, =~ [ . vov oy
P AV AV AV A a4 -— - - - ~ - — - [ vor
B S e + —t—t
PV R AV A A 4 —_ - -~ e L T R
P VA A AV A4 N P [ T P B |
- - - ////// NN NN N A A L T Y L Y B
-~ XSS NN N N N0 IR A A NN NN s~ e e s sy
- AN AV AN NN tt s s NNN N~ -t - sy
SN LSS S O ONNANNNN NN SIS S NSNS NS~ o e sy

dT = Grad (T (0))-dx D(0)-dx 0(0)-dx
Approximation linéaire Partie symétrique: Partie antisymétrique:
autour de I'origine d'un déformation locale rotation locale

N champ de vecteurs

n PLAUT, E. Mécanigue des Milieux Continus. Cours de I'école des Mines de Nancy 2011.

A \

E-’-_
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ivergence d’'un champ de tenseurs iND Ensem

Divergence d'un champ de tenseurs : définition intrinseque

Soit T"(x) un champ de tenseurs d'ordre n21 sur un ouvert de R®
« Le gradient de T"(x) est un champ de tenseurs d'ordre n+1 = 2

= On définit la divergence de T"(x) de la facon suivante:

Div(T"(x))=Grad (T"(x)):1

= Définition du produit doublement contracté: la divergence de T"(x)

!
A est un tenseur d'ordre (n+1)+2-4=n-1

NSEM 1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus



D' d’ h d .l. 4 LORRAINE
iRIB Ensen

Divergence d’'un champ vectoriel

= Un champ de vecteurs T(x) - divergence = champ scalaire

‘ \H\“‘ h" E‘ 2 ‘ / 4 / / \ \ 1 I:'u : ill Ff- ;/ /
N~ NNV S S NN N V| /ST
N | PP - N\ ]11 [y
=2 -1 .| 3 L2, -2, -1, 1, Jl.. .2

~ ENSEM 1¢€ année - Mécanique des Milieux Continus



Divergence d'un champ de tenseurs

INIP Ensem
Divergence d’'un champ de tenseurs
= Pour un champ de vecteurs, on a la relation:
DivI:GraolI:lzTr(c;radI)zﬂ
= = — OX,;
= Pourun champ de tenseurs d’ordre 2, on a la relation:
oT.
DivT =(Grad (T )):1=—"¢
= ===/ = o -
DVT =TV ="
X.
= En utilisant I'opérateur Nabla il vient: aTI
DivT =T V=—"1¢

e

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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Divergence d’'un champ de tenseurs iND Ensem

Interlude mathématique

Divergence d'un champ de tenseurs: propriétés

Les relations suivantes seront souvent utilisées:

Div(a'l_') = aDiv('I_')+'I_'-@(a)

8(0(Ti) oo 8(Ti)

: ‘~n- Div(aT)= =T —+ =T -Grad (o )+ aDiv(T
Demonstration: (05_) ox ox a ox _( ) (_)
| . _ o(Tyt;) _ ot T. .
Pour I'ordre superieur:  |Div(T -t) = - =T, a—’+tj a—‘=I:Grad(g)+pD|v1_'
= X, X, X = T =




Divergence d'un champ de tenseurs

INIP Ensem
Divergence d'un champ de tenseurs: formulation intégrale
n(x) n(x)da :élément de surface orienté

0Q

= Théoréme de flux-divergence = théoreme de la divergence

= formule de Stokes-Ostrogradski

Le fluxde T &travers 0Q est egal a l'intégrale de la divergence

de T" sur tout le volume Q) .

jDivTn dﬂij”-gda =" o
Q oQ




Divergence d'un champ de tenseurs

4 LORRAINE

INP Ensem

Divergence d’'un champ de tenseurs : expressions

Coordonnées cartésiennes

ot , o, , T,

DiV I - = Ti i
oX, OX, OX
- chan
DivT = (8T11 N T, 8T13)e
= 0X, OX, OX; —
N (8T21 N T, 8T23)e
OX, 8x2 OXy " —
N (8T31 N oT,, 6T33 )e
oX,  OX, ax
= Tij,j €
- cham

= Coordonnées cylindriques

1a(rT,) 14T,

T==
- r or r 00

oT,
+
0z

Div

P de scalaires

D de vecteurs

NSEM 1¢7¢ année -

Mécanique des Milieux Continus
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Laplaci ’ h }
aplacien d’'un champ de tenseurs iRIP Ensem

« Le laplacien A(T"(x)) d’un champ de tenseurs est égal a lo

divergence de son gradient
T"(x) d'ordren = Grad (T” ()_()) d'ordre n+1
= A(T“()_()): Div(Grad (T” (5))) d’ordre n

- Le laplacien conserve I'ordre du tenseur

- 2 -
AT =Div(GradT)=(VT)-V=V-T AT = Dlv(Grad I):(I@)z)-z

2roiiiiitiiiiiiiin 2 0.5
Sinpniiniiiiein 160

1 \QSZ/:::E;/ 50 1 =

DI T g

of M o 0 B
ARSI P -

NSRSt 1

......... 10 l
Gradient Laplacien

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus



Laplaci ’ h }
aplacien d’'un champ de tenseurs iRIP Ensem

Laplacien de I'altitude négatif

:::

B — b o
————

Laplacien de
I'altitude posifif

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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Rotationnel d’'un champ de tenseurs iRIP Ensem

Définition du rotationnel d’'un champ de vecteurs

= Rotationnel d'un champ de vecteurs: RotT =V AT

- Rotationnel d’'un champ de vecteurs = champ de vecteurs

= Coordonnées cartésiennes :

RotT = (aT?’ — aTZ )el + (ﬂ_%)ez + (@_ﬂ)es
OX, OXg — OX3 OX — OX, OX, —

= Coordonnées cylindriques :
101, 4T,

oT, oT, 1 .orT,

)
- X

s RotT =(— e + e, +— ——D)e
— = (rae az)—r (az ar)—9 r(ar ae)—z

NSEM 1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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e —

Gradient Divergence Curl
A 7 o W
- A ¥ XX X
a I@ N> Y \G/ A
¥ § \ N &
v/ A > |J
> AR % ¥/
| X - ¥
grad (scalar field) = vector div (vector field) = scalar curl (vector field) = vector = |

https://e-magnetica.pl/doku.php/file/gradient_divergence_curl_magnetica_png
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Fin du chapitre Il : A RETENIR
P iN Ensem
4 I
Notations : indicielles / tensorielles / maftricielles
\_ y,
4 R
Tenseurs : définition, calcul, écriture matricielle
\ J
s ™
Opérations sur les tenseurs d’ordre 2 =
J

\.

[Opéra’reurs gradient, divergence, laplacien, ro’ra’rionnel}
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