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Repérage des points matériels

INP Ensem

Systeme
matériel S

volume () ¢
surface frontiere o0Q) 0

volume ()
surface frontiere 0Q)

Configuration de
référence

Configuration de

référence
Ko’to
OM, =X = X,¢,

->majuscules!

Configuration
actuelle

K1
OM =X=X¢

->minuscules!

Configuration
actuelle
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Rebpé int teriel <Lonrame
eperage des points materiels iR Ensem

Exemple

(% =¢(X,t)=X, +at®

t
= Soit la transformation :  x=¢(X,1) <X2=¢2(l,t)=;xl+xz

X = (X 1) =X,
La fonction vectorielle ¢(X.t) permet de passer de K, dans K

Xy :[1’2] &
X, =
2 [1’2] 25 _
t=05
Point particulier (point rouge) : =2 5
X=¢+e, = x=15¢ +1.5€, r=1
- a - 1.5
Condition initiale :
1

x(X,t=0)=X 95 2 25
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D . i'. | . I’ : ? « LORRAINE
iRIP Ensen

Description lagrangienne

= description par trajectoire
- on suit le mouvement d'un point matériel au cours du tfemps

x=¢(X,t) avec P(X,t=t)=X

Comme Q est une bijection, on peut noter ¥ =¢  etona X =y(X1)

Variables de Lagrange: t, X, X,, X, [« coordonnees materielles »)
Inconnues de Lagrange: ¢ (X,t),4,(X,t),¢,(X,1)

- %
|
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D . i'. | . I’ : ? « LORRAINE
iRIP Ensen

Description eulérienne

= description sans connaissance de la config. de référence

- on décrit le mouvement par le champ de vitesses dans K,

% =\_/(¢_5(Lt),t) avec #(X,t=t)=X

v=v(xt) et

Variables d’Euler: t, X, X, X; (« coordonnées spatiales »)

Inconnues d'Euler: v, (x,t),V, (X,t),V, (X,t)

NSEM 1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus




Description lagrangienne ou eulérienne? IBREx
- — IND Ensem

Remarques de notation

- Quantité tensorielle en description lagrangienne: G (l,t)

- Quantité tensorielle en description eulérienne: g(>_<,t)

= Gradient (ou divergence) d'une fonction en descriptfion lagrangienne

= par rapporf au variables de Lagrange |~ (G(X t)): oG (X,t)
- al

= Gradient (ou divergence) d'une fonction en description eulérienne

_ : J og( X,t
par rapport au variables d’Euler grad (g(x t)) _ 9(_ )

-

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus



Description lagrangienne ou eulérienne? RS
e —

Dérivée particulaire

Objectif : on veut calculer la dérivée temporelle (I'évolution) d’'un

champ dans le temps pour une particule donnée.

Dérivée de la quantité lagrangienne G(X,t) : facile car X est fixe

dG( X,t .. . . ;.
G(Lt) =% . dérivee particulaire ou materielle

Dérivée partielle de la quantité eulérienne g(>_<,t) (X est fixe)

og(x,t)
ot

: dérivée spatiale ou eulérienne

- probleme: dérivée particulaire (totale) d'un quantité écrite en
description eulérienne ¢




Dérivée particulaire

= Dérivée totale de la quantité eulérienne g(x,t) (X est fixe)
oo doxt) _dg(#(X.0)1)

9(xY) dt dt
og( x,t og( x,t
= On peut écrire: dg(x,t)=Ldt+ 9(x.1) OX ot
ot OX
dérivée
particulaire

Terme
d’'advection
dérivée J
eulérienne

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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D . |'. | . I’ : ? « LORRAINE
iRIP Ensen

= Description lagrangienne : suivi des points matériels a partir d'une
configuration de référence connue > mécanigue du solide

\\ ///

= Description eulérienne: description des vitesses & des points connus de
la configuration actuelle > mécanique des fluides

1ere année -



D . i'. | . I’ : ? « LORRAINE
iRIP Ensen

= Méthode expérimentale en mécanique du solide :
suivi des points matériels d partir d'une configuration de référence

Uipnet

X=¢(X,1)

Image de référence Image "déformée"

DIC : Digital image correlation

= Méthode expérimentale en mécanique des fluides:
tracé du champ de vitesses

\ |

i PIV : Particle Image Velocimetry

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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Champ de déplacement

= Définition évidente d'apres les notations précédentes :
L_J(lvt) - )_((lit)_l

- fonction des variables de Lagrange, donc quantité lagrangienne

= Alternative en description eulérienne : H()_(,t) = X—K(X’t)

= 2 définitions mais mémes valeurs

> notation minuscule pour la suite :  U(X,t)

= Cinématique souvent décrite par un champ de déplacement en
mécanique du solide

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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Déplacement, vitesse, accélération

Exemple

= Transformation plane :
(% =g (X,t)=X, +at®

Z:¢(11t) 4)(2:¢2(L1J[):£X1+X2 = l:¢_1(x’t) |
r T L
\X3 = ¢3 (L’t) - X3

= Champ de déplacement:
U, =% (X,t)- X, =at?

L_J(l’t)zl(lvt)_x WU, =X, (l’t)_xz =£X1
T
U, =X3(L,t)—X3 =0

(U, =% — X, (x,t)=at’
=~ (x-at’)
.

0

u(x,t)=x=-X(xt) qu, =% =X, (xt)

Uy =X, — X;5(X, 1)

\




Déplacement, vitesse, accélération

INP Ensem

Champ de vitesse et d’accélération

= Si on suit un point matériel : définition évidente
ox(X,t oV (X, 1) o°x(X,t
R o A= X0 FX(X
ot ot ot
- fonctions des variables de Lagrange, donc quantités lagrangiennes

V(X.t)

= Si on connait la description eulérienne du mouvement (fluides):

- accélération = dérivée particulaire du champ de vitesse

dv(xt) _av(xt) +grad (v(x,t)-v(x.t)

a=
~ dt ot —

- description de I'accélération d'un point sans en connaitre la

cinématique




Déplacement, vitesse, accélération
INIP Ensem
Exemple
3 ]
= Champ de déplacement: ) 2
rUl(li):atz i (Z’t):at 2.5
t
<U2(1,t):3x1 10, (x,t) ==(% —at’) 2
T T
U, (X,t)=0 u,(x,t)=0 1.5
formulation lagrangienne  formulation eulérienne
1 |
1 15 2 25
= Calcul de la vitesse et de I'accélération
: : . dVv (X,t
formulation lagrangienne : facile ! V(X.t)= dugtl’t) A(l,t):%
formulation eulérienne : attention : dérivée particulaire ! I‘




dérivée J

eulérienne

= Opérateur gradient : rappel

Déplacement, vitesse, accélération
INIP Ensem
Exemple
dérivée
particulaire @
/\
Terme

d’'advection

1ere année -




V 4 ° V4 7 °
Deplacement, vitesse, acceleration NP Fnsen
Exemple
Gradient d’'un champ scalaire Gradient d’'un champ de vecteurs
Coordonnées Coordonnées
cartésiennes cartésiennes
e a, a1, adn
. %, o X ox, o
i e oT A
S R AL [Gl’ad T]= g (’* ************ AN [Grad TJ: ﬂ @ @
| 2 | = OX,  OX, O
= ik =V o, o, T,
iﬂ O_ 1 xz 8X3 %E (7— 3 /,sz 5X1 axz axs
Coordonnées Coordonnées
cylindriques cylindriques
oT 10T oT
‘ = | e 181y 2
or or r 06 oz
1T o1, 1,01, aT,
—[=— GradT |=| =% =(—%+T) —=*-
[%T] r oo |:= _] or I’(8¢9 r) 0z
oT oT, EGTZ oT,
oz or r 00 oz




Déplacement, vitesse, accélération
£ = ' N Ensem

Exemple
U, (X, t)=at®>  [u(xt)=at’ 3 f
t t
<U2(1,t)=;x1 <Uz(>_<,t)=;(xl—at2) o5 A ,
kU3(L,t)=O U3(§,t)=0 ol LLSTIHNIN ]+
description lagrangienne: 1.5/
2ot
\L(Lt)=du(l’t)=au(1’t) V(X t)]=| X,/7 1 | |
at a i 1 15 2 25

Champ de vitesse d partir de la description eulérienne:

2ot 0 0 0)(2at 2ot

ou(x,t) ou(xt) ox X t X 1
)=t o o ]| 230 T 0 00 ) Hx—at)

0 0 0 0Jl0 0

> on vérifie:  |[V(xt)=V (X,t)




Déplacement, vitesse, accélération
b INP Ensem
Exemple

V(X,t)=2ate + X, /78,
Champ de vitesse : 1

v(x,t)=2ate +—(X1 —at2)62

At 22
Champ d'accélération en description lagrangienne :
20
dVv ( X,t V (Xt
a(x, )= 2R _ZED -y -
dt ot
0
Champ d’accélération en description eulérienne :
200 0 0 0)(2at
ov(x,t) o 1 1 e
- A _ 2
a(x,t)= +grad v(x,t)-v(xt) [a(xt)]= —Z?t + = 0 0 ;(xl—at )|=| 0
0 0 0 0)lo 0

- champ d’'accélération déterminé sans connaitre les trajectoires
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D iption de la t f ti
e —

Trajectoires
= lieu des positions occupées par un point matériel au cours du temps

— courbe paramétrée indépendante du femps

— ily a autant de trajectoires que de points matériels

'F— = a i e e}

- -o---——=- 5 Description lagrangienne :

i

Bl
LR e e X:¢(X,t)
P A S A — -
L A
P A A A A P
A A S
P A A A e
A A AP A
AR A A A A
P d)_(=\_/()_(,t)dt avec )_((t=0)=l
VAV AV oy S o SV

I T

*

e

- Description eulérienne :

B I T R T T

L
T T PR

w T T Ty T Ty Te T e

b2

|
B ) B T S S e S S . T T
e
a mp sl men e A e L i M L e i m
N [ e T S - T S
HM“{HHHHHHHHHNNW\H\\
B 1 T T T M T T " T S
g Ty e e T e Ty e Tma T T e Ty

N >
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Description de la fransformation
il ' INB Ensem

Exemple

(X1:¢1(l,t)le+at2
= Onreprend la transformation:  x=4¢(X,t) <X2=¢2(A,t)=£X1+X2

\Xs = ¢3 (l’t) = X3
- description lagrangienne = équation des trajectoires

. , 1
« En description eulérienne on a vu : V(X,t)=2ate, +—(X1 —at2)62
G =

(dx, =V, (x,t)dt = 2atdt 2 2
dx=v(x,t)dt = Jdx, =v,(xt)dt =1(x1—at2)dt
r 2.5
dx, =v,(x,t)dt =0
> 2
Condifion initiale : x(t=0)= X
_ (v 42 ]
% (t=0)=C, =X, etk -
1%(t=0)=C,=X, = <x2:X1£+X2 1
7
X, (t=0)=C, =X, %= X, 1 15 2 25




Description de la t f H
e —

Lignes de courant

= enveloppe des champs des vecteurs vitesses a un instant t

> Lignes tangentes & Y(x,t): dx est surlaligne si dxAv(x,t)=0

dx, _ dx, _ dx
Vl()_(!t) VZ(Zit) Vs(&t)

dx AV(x,t)=0




D . 1.. I 1_ f .l.' 4 LORRAINE
iRIB Ensen

Exemple

= Pour I'exemple précédent on a colculé le champ de vitesse :
V(x,t)=2ate, +~ (X1 at)

dx,  dx,  dx dx,  dx,

V(61 V06t V(1) ~ a1
1\4, 2\ &, 3\4, at = (v _ 2
~(x-at’)

= dx,— (x1 at ):Zatdx2

- Résolution de I'équation différentielle :

1 dx, X, — =t2dx, = 2artdX,
T T

2

= i—gtle = 2atx, +cste

2T




14

10k -

0sf

D iption de la t f ti
e —

En rouge: frajectoires

Poinfillés: lignes de
courant -

(En bleu: ligne
d’émission du point
d’'origine.)

~ ENSEM 1¢€ année - Mécanique des Milieux Continus



D iption de la t f ti
e —

= Cas du mouvement stationnaire

= sa description eulérienne n'est pas fonction du tfemps

= champ de vecteurs vitesse fonction de I'espace uniguement
v(x,t)=v(x)

Conséquences:

de=v(¥dt - dx _ dx, _ dx,
X(t=0)=X V(X)) V(%) Va(X)

= lignes de courant et trajectoires sont identiques

Laminage: stationnaire Extrusion: non-stationnaire

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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Gradient de la tfransformation

INP Ensem

Tenseur gradient de la transformation

Vecteur élémentaire liant le point M et le point P infiniment proche de M
dX =X"-x" > dansk,

Apres déformation on a:
X" =g(X",t) X =¢(X",1)

Le vecteur élémentaire devient dans Ki:

dx=x"-x" =g(X" +dX,t) -¢(X" 1)

of (x) 1 of *(x)

—dx+ dx2+...:§:af (X)idx”

1
S f(x+dx)=f 1
Taylor: (xrdx)=f(x)+— =1, ox2 2! o !

0
AU premier ordre: d_X=>_(P—>_<M=Q(XM+dX,t)—£§(LM,t)= _8XM -d X

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus




Gradient de la t f H
e —

Tenseur gradient de la transformation

P M M M a¢(lM1t)
d_X:X — X :?(l +d_x1t)_?(l 1t): _6XM dl

On exprime alors le tenseur gradient de la transformation:

g(x,t):ﬁﬁ%’t) -2 o FD=Grad gx.

= application linéaire tangente (approximation linéaire locale)

Formule de transport d’'un vecteur matériel

Pour un vecteur élémentaire dl : dl =F(X,t)-dL

- tenseur gradient de la transformation = tenseur mixte
- dans le cas général non-symétrique

- il existe un tenseur inverse i_l’rel que: Fr(xt)=—==gra d(X(x1))




Gradient de la tfransformation

INP Ensem

Interlude mathématique

Inverse d’un tenseur d’ordre 2:

Le tenseur T est dit singulier si detT =0

S'il est non singulier , on dit qu'il est inversible

-1
- |l existe un tenseur inverse de l noté L qui satisfait la relation:

T I=1=T.1T"

Si deux tenseurs A et B sontinversibles, on a alors:




Gradient de la tfransformation

Jacobien de la transformation

= La transformation est homogéne : F estindépendant de X

= Matrice des composantes de 5 = matrice jacobienne

oX, 10X, 0Ox 10X, ox [0X,
[E(X.0)]=| ax, 10X, %, 13X, ox, 10X,
OXy [ OX,  OX, 10X, 0OXy [ 0OX,

INP Ensem

= Déterminant de la maftrice jacobienne = J = jacobien de |a fransfo

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus
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Gradient de la tfransformation INP Ensem

Gradient de la transformation en fonction du déplacement

= Onavuprécédemment : U(X,t)=x(X,t)-X

= x(X,t)=u(X,)+ X

= On peut réécrire le tenseur gradient de la tfransformation:

0X ou 0X ou
E(A,t)=§(Lt)=§(Lt)+8g =X (X,t)+] |= E(X,t)=Grad (u(X,t))+1

= La matrice jacobienne devient alors:

1+ou, /oX, ou,/oX, ou, [ 0X,

F(X,t) |=| ou,/oX, 1+0u,/oX ou, [ oX

L 2 1 2 2 2 3
ou, [ OX, ou,/oX, 1+40u,/0oX,

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus



Gradient de la tfransformation INP Ensem

Mouvement de corps rigide
= le milieu subit uniqguement une translation

> champ de déplacement uniforme > Gradu=0 > E=1

Dilatation

= Transport d’'un vecteur matériel :  dl = F(X,t)-dL

* Appliqué a un vecteur matériel quelconque A : a=F(X,t)-A

= Dilatation = rapport des normes enfre A et son transformé a

Clal [F(X.t)-A

2 == _
A A




ient de la t f ti
(RIB Ensen

Exemple .
X, = X, +at’ s
On reprend la fransformation précédente : X, :£X1+ X, 2 -
T
X3=X3 1.5
" 1 | ‘ ‘
Tenseur gradient de la transformation : 1 15 2z 325
ox(X,t) ox(X,t
F(X.1)= —;; ) 'a(x— )5®ej=i®g+§e_z®g+e_z®e_z+e_a®e_s
1 00
[E(X.t)]=[t/r 1 0
0 01 ¢
Champ de déplacement calculé: u(X.t)= “t2i+;xle_z

Autre calcul possible :

F(X,t)=1+Grad u(

F(X 1,t)=e1®e1+e26<)e2+e3§<)e3+£e2@<)e1
= = TR TR TR TR T TN




Gradient de la t f H
e —

Exemple

Le tenseur gradient de la transformation s'exprime :

E(X,t)= e1®el+—t e, ®e +e, e, +e,®e, [F(X,t)] =|t/r
— - T— — —_— —_— —_—
0

1
On considere le vecteur unitaire: A=—(e +€
A= (eve)
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Interlude mathématique

Tenseur d’ordre 2 orthogonal:

On définit le tfenseur orthogonal 5 comme |'application linéaire:

v(xy)eR =R, (R-x)-(R-y)=x-y

Cette application ne modifie pas le produit scalaire XY

- les normes des vecteurs X et Y sont conservées

> I'angle @ entre X ety estconservé

propriété suivante:
-RR'=1 = R

a l

@)

Le fenseur

R
_RT R'

170

En anticipant sur la suite:  si detR =1, R est une rotation

4 iti lqi
RIB Ensen




Dé iti lai
RIB Ensen

= Proprietés algébriques (non démontrées ici):

PROP I: tout tenseur inversible se décompose de maniere unique en:

R'R=
F=R-U R est orthogonal: J=="=
- - detR =1
g est symétrique défini positif: Vb=0,b-U-b>0

PROP II: tout tenseur inversible se décompose de maniere unique en: >
R'R=1
F=V-R R est orthogonal: 1= ="=
- - detR =1

—

V. est symétrique défini positif: vb=0,b-V-b>0 I

T

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus



Décomposition polaire
b b iND Ensem
R est un tenseur mixte U est lagrangien V  est eulérien
rotation déformation
pure y \L‘ pure
A
F |
. o
>
=>
R
U R
deformation rotation
pure L pure

_ ENSEM 1¢®¢ année - Mécanique des Milieux Continus



Décomposition polaire
e —

Exemple

{x1=2X1—0.4X2 :[E]:(z -o.4j

X, =0.8 X, + X, 08 1
F=RU = E-E=U"-R-RU=U’
4.64 0
- [u]-
— 0 1.16
F=RU = R=FU"
0.93 -0.37 cos@ -sin@
f— Bi|: = .
= 0.37 0.93 sin@ cosé
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Transport d’'un volume

Interlude mathématique

INP Ensem

Produit mixte:

Le produit mixte de frois vecteurs se définit comme suit:

(xy.2)=(xny)2

= scalaire égal au déterminant de la matrice formée par les

vecteurs-colonnes qui contiennent les coordonnées des trois vecteurs

, ANY
Siles vecteurs sont independants et A~

forment un triedre direct:

- produit mixte = volume du

parallélépipede de cétés X,Y,Z




td’ |
RIB Ensen

Interlude mathématique

Déterminant d’'un tenseur d’ordre 2:
On introduit maintenant le symbole de permutation circulaire:
(0 sii=joui=kou j=k
g =11 si{l, J,k}={12,3}ou{3,1,2}ou{231}
-1 sidi, J,k}={1,3,2}ou{2,1,3}ou{3,1,2}

On montre alors que le produit mixte s'écrit:

(ZAX)‘Z = & % YLk
On peut définir de plus le déterminant d'un tenseur d’ordre 2 :
detl = gijleiT2 jT3k

C’est un scalaire, qui possede notamment la propriété:
det(A-B)=det A detB




T td’ |
iR bnsen

Transport d’'un volume

= Pour que la transformation soit bijective (et que E existe), le

déterminant J de la matrice jacobienne est nécessairement non nul

OX, OX, OX, 40
oX; 0X; OX,

J=det F =g

* Le volume dQ du parallélepipede forme par (dx,dy,dz) s'ecrit :
dQ = det(dx, dy, dz) = &, dx,dy,dz,

> On montre que (pasici...): dQ=det F dQ,
. dQ
Au final: =detF =J O<detF =J < +o0
dQ, = =

Jacobien = variation locale de volume

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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CHAP II: Cinématique des milieux continus

Représentation du mouvement

Repérage des points matériels
Descriptions lagrangienne ou eulérienne?
Déplacement, vitesse, accélération
Description de la tfransformation

Gradient de la transformation
Décomposition polaire
Transport d'un volume

Taux de dilatation volumique
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Taux de dilatation volumique INP Ensem

= Taux de dilatation volumique
Q =J1)Q,=detF(1)Q, = Q =J(t)Q, ?

dy

dx Considérons le parallélépipede forme par:
p (dx, oy, dz) = (o, dye,. dze,

. d det(dx, dy, dz . . .
Q, = d;} = (_dt ol _) = & dx. dyjdzk + gijkdxi dyj dz, +5ijkdxidyj dz,

Apres un (fres!) long développement:

Q, =Tr(grad v(x,t)) Q, =div v(x,1)J Q, = J =divv(xt)J

> Pas de variation de volume = J=0 J#=0 = divy(xt)=0

/
[ ——
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CHAP lll: Cinématique des milieux continus

Deformation du milieu continu

Tenseurs des déeformations

Transformations infinitésimales

Mouvement de corps rigide

Compatibilité d'un champ de déeformation

Taux de déformation
Conservation de la masse
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Rappel : gradient de la transformation et décomposition polaire

OX
On ainfroduit précédemment  E(X,t)= P Grad (u(X,t))+1

- Tenseur mixte et unitaire lors d'un MCR

Il se décompose en une rotation pure et une déformation pure

R est un tenseur mixte

E=V-R=

170
[

est lagrangien

I<|C

est eulérien

Obijectif : construire un tenseur déformations, qui ne contient pas la
rotation R, et qui est nul lors d'un mouvement de corps rigide
dy dY

Idée : évolution du produit scalaire enfre deux vecteurs:
Pas modifié lors d'un mouvement de cors rigide

Tenseurs des déformations
e —




Tenseur de Green-Lagrange
= Considérons en M deux vecteurs matériels dX, dY
> Aprés fransformation on a: @X=F(X,t)-dX  dy=F(X,t)-dY
= Evolution du produit scalaire de ces vecteurs:
dx-dy =(E-dX)-(E-dY)=dX -E"-E-dY
dx-dy—dX -dY =dX -F"-F-dY —dX -1 -dY =dX -(E"-F ~1}-dY
= On infroduit le tenseur de Green-Lagrange : ZE -
E-Z(E"E-1)

- |l est lagrangien et symétrique:

- La rotation pure n'apparait plus:

M
N |~
|1

_|
150

— —
150
|1
|
|| —

N |-~

—_

|C
_|
|

|| —

N—

[ ——

I A \>§NSEM\ 1¢e année
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T des déf i
RIB Ensen

Tenseur de Green-Lagrange en fonction du déplacement

= Tenseur de déformation de Green-Lagrange : E=

N |~

(E"-E-1)

= On avu précédemment : F(X,t)=1+Grad u(X,t)

1, 1 1 T
E=3(E™E-D=5(U+Cradw’-(1+Cradw-1)

=%(Grad u+(Grad u)” +(Grad g)T -Grad u)

- Sil'on connait E |, le champ u s'obtient par intégration

(si intégrable... voir « conditions de compatibilité »)

| Sle champ U s'obtient @ un mouvement de corps rigide pres i




3

Tenseurs des déformations
e —

Exemple

2.5

On a calculé le gradient de la transformation précédente : 2

E(L,t):e16<>e1+e2®e2+e3®e3+£e2®e1 )
= GERTR TR TR TS TN TN

1t/2'0 1 0 0) (100
[E]_— 0|t/ 1 0|-|0 1 O

o 0 1)Lo o0 1) (0 0 1 0 0 O
Deuxieme forme en fonction du déplacement
t
g(l,t)=at2g+;xle_z OK'!
Ez%(Grad u+(Grad u)" +(Grad u) .Grad g)

1ooo 0 t/zr 0) (0 t/z 0(0 O O 1(t/r)2t/70
[E]:Et/700+000+000 /00=E t/z 0 O
o 00)(o o 0o/o 0 o0o)JlLo 0O 0 0 0




Tenseurs des déeformations

= Traction biaxiale: x1=¢1(X,t):a(t)X1 e,
X, =, (X,t)=b(t) X, A
E(X,t) = Grad 4(X.t) £1=(2 O A
F0-grai g = [F]=[2 )
2 :_’
E=-(FE-]) = [E]=1£a S j —
="2\= = = =172l 0 bp?-1

x =X, +a(t) X,
x, =b(t) X, +X,

= Cisaillement: {




T des déf ti
iRiB bnsen

Equivalent en description eulérienne : tenseur d’Euler-Almansi

= Tenseur des déformations Green-Lagrange : symétrique, lagrangien

* Calculons dx-dy-dX-dY avec dX =F '-dx plutét que dx=F-dX

dx-dy—dX -dY =dx-dy—F “dx-F dy=dx:| |-F 'F " |-dy

/

e
= On infroduit le tenseur d'Euler-Almansi :

:E(| y=a .|:—1)

11 (D

- |l est eulérien et symétrique:

)
- La rotation pure n'apparait plus: l
1 RT.R!. 1(| _y Tyt
2 = =




3

Tenseurs des déformations
e —

Exemple

2.5

On a calculé le gradient de la transformation précédente : 2

15
F(X,t)=e, ®e +te,®e +e,®¢e, +e, D¢, )

— H 15 2 25

2
t
—j }e2®e2+e2®e2+e3®e3+£(e2®el+el®e2)
meETETETEER T T aTAT

Il D
[l
N |-
|| —

I
7\
[EEN
+
/7~ N\

N

=3 Gj29_®9_+§(e_z®e_+e_®e_)]
0 t/r 0 (t/r)2 t/z 0
[g] ==|t/r (t/r)2 0| # [E] 2% t/r 0 O
0 0 0 0 0 O

- équivalents lorsque la transformation est petite

A retenir absolument :

Les composantes des tenseurs de déformation sont sans dimension
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CHAP lll: Cinématique des milieux continus

Deformation du milieu continu

Tenseurs des déeformations

Transformations infinitésimales

Mouvement de corps rigide

Compatibilité d'un champ de déeformation

Taux de déformation
Conservation de la masse
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Transformations infinitésimales

Tenseur de déformation de Green-Lagrange:

;=§(ﬂ u(X,t)+(Grad u(X,t))" +Grad u(X,t)" -(Grad u(X,t)))
\

INP Ensem

J

|
terme non-linéaire

-~ cas des petites déformations : Grad u(X,t) <<1
Grad u' -(Grad u) <<Grad u

- cas des petits déplacements: on peut confondre K0 et K,

petits déplacements + petites déformations =

hypotheses des petites perturbations (HPP)

— Dans ce cas on note :

im E:%(Grad u+(Grad u)' + (Gradn —Grad gj

188



Transformations infinitésimales
INIP Ensem
On introduit le tenseur des déformations linéarisé (en HPP):
ou,. 1[8u1 +8u2J 1f oy, +6u3
g:l(erad U(X )+ (Grad u(X, ) ) oX, 2\ox, oX,) 2\ax, ox,
2 ou, 1(6u, au,
1(6u  ou; ) 1 =[e]= oX 2\ ax, " ox
gij:_ L+ ] :—(Uij-l‘uji) 2 3 2
2\ox, X, ) 2 M ou
sym e
oX,
’ > Exemple
2 (X1 = Xl +0!t2
L5 B 1 X, :(t/T) X, + X, Grad g(i,t):£e2®el
1 1 15 2 25 \X3 = X3 ’
1 2 ]
E =5((t/r) g®g+t/r(e_2®g+g®e_2)) Equivalents
1 o1t - quand
E:E(Grad u(X,t)+(Grad u(X,t)) ):E;(e_z@)iJri@e_Z) ' 2 <1




Transformations infinitésimales iRiB Fnsem
=4, (X,t)=a(t)X,
= Traction biaxiale: & ¢1( ) a() e,
X, =, (X,t)=b(t) X, A
ulz(a_l)xl B a-1 0
{uzz(b—l)x2 = [ Grad 9}_( 0 b-lj t
1 a-1 0 E €,
£= E(Grad u+(Gradu)') = [g]:[ ) b—J — }
= Cisaillement: x1:X1+a(t)X2
x, =b(t) X, +X, o

NSEM 16 année - Mécanique des Milieux Continus



Transformations infinitésimales

INP Ensem

Tenseur des déformations linéarisées (HPP): interprétation

Tenseur de déformation de Green-Lagrange: évolution du produit dx-dy

dx-dy—dX-dY =dX -F'-F-dY —-dX-1-dY =2dX -E-dY

En HPP on peut donc noter: dx-dy—dX-dY ~2dX -¢-dY

On choisit dX =dY =dXe :  dx-dx=dx*~2dX -&-dX +dX -dX

= dx? ~ 26,dX > +dX? = dX 2 (1+ 2,

dx
HPP : développement limité au premier ordre : ax ~J1+2e, =1+ &,

- &y, est I'allongement(si >0) ou rétrécissement (si <0) relatif selon &




Tenseur des déformations linéarisées (HPP): interprétation

On choisit maintenant dX =dXe, et dY =dXe,

dx-dy ~ 2dX -g-dY + dXdY_

(d_x,dy):%—e = dx-dy = dxdysin @~ dxdy 0 ~ 2dX %,

T f ti infinitésimal
iRiP bnsen

4
2

HPP = on s'arréte au premier ordre : | € = 2¢,,

> &, représente la moitié de la variation d’angle entre dX et dy

\

SEM 1¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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T f ti infinitésimal
T

Concrétement : quelle déformation utiliser ??7?

Lp=1m

K, e Ae=0,1m
4>
K I —
h L=1,1 m "

= Nouvelle longueur apres allongement : L=L,+AL
, X
= Deplacement (1D) : u(X)=AL(rj

2 2
= Déformation de Green-Lagrange: E = E[AL + AL +(ALJ ]z A—L+1(A—Lj

2\ L L L L 20 L
= Déformation en HPP: g:E(A_L A_Lj _AL !
2\ L L L l
h Applcgti . E =0.105=10.5% S el | N
i pplcarton numeriqgue £ =010 =10% o d erreur !

NSEM 1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus m
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CHAP lll: Cinématique des milieux continus

Deformation du milieu continu

Tenseurs des déeformations

Transformations infinitésimales

Mouvement de corps rigide

Compatibilité d'un champ de déeformation

Taux de déformation
Conservation de la masse
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Mouvement de corps rigide iRID Fnsen

= On considere un solide indéformable en déplacement

-> Décomposition polaire F=R-U =R

= Tenseur de Green-Lagrange :
E:%(ET,E_L)Z%(BT.B_L)ZQ car BT'

170
Il
I —

= Déplacements importants : HPP non satisfaite |~ SiHPP: &= E =Q
= Rappel : décomposition partie symétrique / antisymétrique

1
> &= E(Grad u+(Grad u)') estla partie symétrique de Grad u

> Gradu=A+¥ = (Gradu (Gradu)’) = Gradu=

i
| o du _
Par intégration : =A = U=U+A-X =U=U+QAX

vecteur adjoint




Mouvement de corps rigide iRIP Ensem

Exemple

= Solide indéformable en rotation : rotation Q=Qe,
= Ecriture évidente du déplacement : u=CQRe,

= Calcul du gradient du déplacement (formulaire) :

Gradgz_—u‘9er®e6,+%e6,®er=—Qer®e9+§2e9®er
- R— — oR— — - = = =

- tenseur antisymétrique , on note : Grad u=

1>

= Déformation du solide (indéformable !) :

g:E(Gradg+(Gradg)T)zg(—Qi@)e_ﬁQe_a@e_ﬁQe_r@e —Qe, ®e) 0

= Déplacement du point X =Re, : [Q]=M+ Q 0 00 |=QRe, m
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CHAP lll: Cinématique des milieux continus

Deformation du milieu continu

Tenseurs des déeformations

Transformations infinitésimales

Mouvement de corps rigide

Compatibilité d'un champ de déeformation

Taux de déformation
Conservation de la masse
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Interlude mathématique

Compatibilite d’'un champ de deformation iRIP Ensen

Théoreme de Cauchy
Potentiel scalaire : champ scalaire ¢(X) tq vxeQ, T(x)=Grad

Théoreme (admis) :

Rot(T(x))=0 < 3¢(Q—>R), T(x)=Grad(4(x))

Théoréme de Cauchy généralisé

Potentiel vecteur : champ vectoriel V(X) tq vxeQ, T (x)=Grad

Théoreme (admis) :

o

Rot’ (Rot? (T))=Rot* (Rot*(I))=0 < F(Q->R’), T=D(v)

1
avec le tenseur symétrique : Q(\_/) = E(Grad (\_/) + @(\_/)T

(#(x))




Compadtibilité d’'un champ de déformation iRiB Ensenm

On connait un champ de déformation = 6 composantes (sym.)

- Existence d'un champ de déplacement (3 composantes) en

préservant la continuité du milieu?

Théoreme de Cauchy généralisé

Il existe un champ V tel que 2T = (Grad (v)+Grad (v ) ) SSi
Rot”(Rot” (T)) = Rat" (Rot* (T )) =

Application au champ &

1 . "
Il existe un champ !(l) tel que ¢ =—(Grad u+(Grad g)T) a la condition:

N

Rot’ (Rot’ (¢)) = Rot" (Rat* (£)) =0

= condition de compatibilité géométrique

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus



Compatibilité d’'un champ de déformationfiiree
E E INIP Ensem
Rot’(Rot* (£)) =0
' . Rot* (Rot'(£)) =0
Champ de
déformation
compatible
Rot' (Rot* () # 0 'l
ﬁ . Rt (Ror' () 0
Champ de u
déformation
incompatible

ENSEM 18 année - Mécanique des Milieux Continus
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CHAP lll: Cinématique des milieux continus

Deformation du milieu continu

Tenseurs des déeformations

Transformations infinitésimales

Mouvement de corps rigide

Compatibilité d'un champ de déeformation

Taux de déformation
Conservation de la masse
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On se place en description eulérienne : V= \_/(X,t)

Dérivation par rapport au temps du produit scalaire :

dx = dv = grad v(x,1)- dx
Définition de I'opérateur gradient > ) T

@=d_\/= grad v(xt)-dy

£ =grad v(x,t) =tenseur de description eulérienne

Evolution du produit scalaire :

_xfd_—@‘?éf_-=(gy(x,t)-d_x)-d_y+d_x-(gy<x,t)-d_y)

-~ T
i dy = orad v(s)| -+ grad v(x,) |- dy ~gx-24 -y

NSEM 1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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Taux de déformation

INP Ensem

- On infroduit le tenseur vitesse (ou taux) de déformation eulérienne :

d =%(g \_/(>_<,t)+(£ y(x,t))Tj

= partie symetrique du gradient du champ de vitesses

A partir du tenseur de description eulérienne on décompose:

(=d+Q=2 (kK)o (kK

- On introduit le tenseur vitesse de rotation :

2%(@\_/(5&)—(&\_/(5,0”

1( oy, v,
OuU encore dij == —+—
2\ ox, o

ij 2

%



Taux de deformation INP Fnsen

Exemple

On reprend la transformation precédente :

v(xt)= 2ati+%(x1—at2)e_2

Le tenseur de description eulérienne s'écrit :

k =grad v(x,t) =lez ®e
S CIEl 24

En en déduit les deux quantités:
T

Zg:grad\_/(>_<,t)+(grad\_/(§,t)) 1(e2®e1+e1®e2) 1 1:5 2 2.5
=24 il o\2o TR

T

20 = grad v(x.t) - (grad v(x.t)) =>(e, ®¢,-¢,®e,)

taux de déformation constant et homogene

vitesse de rotation constante et homogene
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iRiB bnsen

Dérivée particulaire d’'une intégrale de volume

= Problématique:

On veut exprimer la conservation d'une quantité b(x,t)

- évolution temporelle de quantités eulériennes intégrées sur un volume

= Soit un volume €2, de frontiere 0€), dans la configuration actuelle K,

- on cherche a exprimer :
P % b(x)dQ, = ?

= D'apres ce qui précede :

[(dQ
=detF =J d d
199, T = =] b(xdQ = b(#(X,1),1)J dQ
dt ‘o Codt o
X=¢(X.1)

1¢¢ année - Mécanique des Milieux Continus
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iRiP bnsen

Dérivée particulaire d’'une intégrale de volume

= Le volume (), dans la configuration de référence est fixe et donc :
—j b(x,t)dQ, j b(¢(X 1),1)J)dQ,

d
~ o, (a(b(é(&t)’t) )] +b(gﬁ(Lt),t)a(J ))dQO

\ J

|
dérivée particulaire

= Onavuque J=divv] , ef on exprime la dérivée particulaire :

d
dt J

q | b ) div(ea)=grad a-a+a div(a)
— | b(x,t)dQ, = . dlv(b\_/)+E JdQ,

b(x.t)dQ = (@(b) v+aa—l:+b div (v ))JdQ

NSEM 16 année - Mécanique des Milieux Continus




i |
iRiB bnsen

Dérivée particulaire d’'une intégrale de volume

a
dt '

(x,1)d0, = (div(by)+%)3dﬂo

)th = JdQ,

d . db(x.t)
a8 b(x,t)dQ, :-th [le(b()_(,t)\_/)+ o det
jdiv(y)dQ: j\_/-n da
Q, 80, d
d b(x,t)dQ =j b(x,t) v(x t)-da+j ﬁb(x t)dQ
dtde b dao T T ~ Jagt T t
\ J | J -
| |
N effet de la convection due a la variation au cours du femps dans
variation de volume un volume considéré fixe

I A \>§NSEM1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus



C " del < LonRAINE
onservdaron ae ia masse INP Ensem

Conservation de la masse : équation de continuité
Mo(®) =], £o(X)dQ,

M (D) =, p(xDdQ,

= En description lagrangienne

Conservation de la masse:

Vt,M(t)-M, =0 M) -Mo=[ (pI—py)dQ, vQ Y Lo
) (t)_ 0 — — 0o Q, p pO 0 0 de:ponO
= En description eulérienne :
% ) p(x,1)dQ, =0 dérivéed parficulaire d'une in’régrolebde volume
t : 0
E-[Qt bdQ), :J‘Qt (dlv(b \_/)+Ejdﬂt %
h d — 1 ap()_(’t) \
T p(x,1)dQ, —th [dlv(p()_(,t)\_/)—l— ~ det I

- Mécanique des Milieux Continus m
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Conservation de la masse : équation de continuité

= Formulation intégrale (globale) = formulation faible

[ (a"(’—(’ Y 4 div(p(xt) v(x t) dQ ~0

& ) famtuma- |

.[Q apgf’t) th + p()_(’t)\_/()_(,t) d_a =0

o0,

<

|5
o
QD

( J | J
| |

variation dans le temps flux de matiere sortant
de la masse volumigue

>§NSEM\1‘¢’re année - Mécanique des Milieux Continus



Conservation de la masse : équation de continuité

= Formulation locale = formulation forte

op(X,t
J-Qt pé; )th+ aQtp()_(lt)\_/()_(,t)‘d_aZO

- vrai quelque soit le volume d’intégration

(dp 0p

Rl ot ol d :
P | div(p(x ) v(x ) =0 | dt 2 +grad(p)-v
) div(ea)=grad «-a+adiv(a)
dp(xt) . -
dt i 210 dlv(\—/()—(’t)) =0 = conservation de la masse

= Cas incompressible : masse volumigue constante |

%+P(Z,t) div(v(x,t))=0 = |div(v(x,t))=0

1ere année -

C " del < LonRAINE
onservdaron ae ia masse INP Ensem




i Descriptions de la fransformation j

i Gradient de |la transformation j

i Tenseurs des déformations :

i Hypothese des petites perturbations : -

i Vitesse de déformation : 1
I Conservation de la masse \
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