CHAPITRE IV

Dynamique des milieux continus
Modeélisation des efforts intérieurs
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Comment exprimer les
« contraintes » dans un
| cors déformé 2
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Positi t e
(RIB Ensen

Objectif : comment représenter les efforts intérieurs dans un milieu 2

Idée : représentation par un champ scalaire (pression)
- comment représenter le cisaillement?ge
Idée : représentation par un champ vectoriel (force)

- comment différentier les deux efforts ci-contre? @

Deux démarches (et mémes résultats!) :

Approche mathématique (« d la francaise »)

idée : établir un bilan des puissances associées a n'importe
guel mouvement = « principe des puissances virtuelles »

élégant, fres général, mais.... pas le temps - dans le poly

Approche physique (« a I'américaine »)

moins élégant, moins général, mais tres physique |




Théoreme de I'énergie cinétique

INP Ensem

Un des résultats notoires du principes des puissances virtuelles

application a un champ réel = théoreme de I'énergie cinétique

%«‘75(\_/)—9?(\_/)=93(\_/)

Puissance des efforts extérieurs
= mise en mouvement - puissance « utilisée » pour déformer le milieu

solide indéformable :

2W=0 = SHW-2W)

probleme d’'élastostatique :

%%(y) =0 = PV=2V)
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Vecteur- traint
RIB Ensen

On se place dans la configuration actuelle : description eulérienne

-~ imaginons que I'on coupe de facon fictive un systeme matériel en M
—~ le plan de coupe s'appelle la facette n(x)

- résultante des efforts d’'une partie sur I'autre?

Densité surfacique de forces: t
n(x)

df =t(M,n(x))da da df=1(Mn(x))da

t(M.n(x) = lim =

da—0 da i!
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Vecteur-contraint
e —

= La densité surfacique de forces t s'appelle le vecteur-contrainte

= Le vecteur-contrainte dépend de la position X et de I'orientation n(x)
= on peut décomposer le vecteur-contrainte :

n(x)

composante normale

II\

“.. df=t(Mn(x))da  ©n t(M,n(x))-n(x)
' 7, =(t(M,n(x))-o,n(x))-7(x)

/

composante tangentielle

c,<0 = compression

c,>0 = traction

- composantes du vecteur-contrainte homogenes a une pression (Pa)
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Tenseur des contraintes de Cauchy iRiP Fnsem

-~ le vecteur-contrainte dépend de la facette considéré

- « objet mathématique » qui contient tous les vecteurs-contfrainte en M ?

element parallélépipédique

infinitésimal centré en M _
o, ( | I(Z’i) =018 0546 058
m\\‘nz Ea 63
e / - [(X,e_z)zalzi+0226_2+0'32€_3
t(x, e_3) = 0138 T 08, T 05,8

= t(x.¢) =0;€;

- o
- j
";' 21 / B
/ Direction Facette l
g *"z(ﬁ_c,g)
/ 'z - composante o, = effort normal
(o)
| 4 ; — composante 0y = effort tangentiel

1ere année



Tenseur des contraintes de Cauchy iRiP Fnsem

- On peut montrer que le vecteur-contrainte est linéaire vis-a-vis de la

normale Q()_() =Nne , et que par conséquent :

E()—(’D) ZE(Z, nii) = nit()_(1i)
= N0 (X) =0 (x)n, e_,

L

— on peut monftrer alors que
t(x,n(x)) = a(x)-n(x)

définition du vecteur-contrainte

—>, > tenseur d'ordre 2 o (X): application

| }:l()—@i) linéaire qui fransforme un vecteur N(X)

N
/91 {711 en un autre vecteur ’g()_(,ﬂ(x)) J
L e, Méconie




Tenseur des contraintes de Cauchy iRiP Fnsem

Symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy

~ on se place en M (X, X,,%,) au centre de I'élément de coté dx
- équilibre statique du parallélépipede?
Equation d’'équilibre des moments :

(z(g)Ad—ZXe ey e _j [t(e)Ad2 _—z(—e_z)Ad—ZXe_sz(e_g)Ad—zxe_s—z(—e_g>Ad7Xe_3]=9

o)

33 E()_%)
t(x n(x)) = a(x)-n(x) 1 /

3.0-23

A 4

(alle +0),€, + 0,38 ) A dxe i

(O‘21e +0,,8, + 0,8 )/\dxe

(0'316 +03,8, + 058 )/\dxe =0 / 1
!



Tenseur des contraintes de Cauchy

Symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy

= dx( 01263+ 0138, + 0,8, — 0,8 — 036, +a32e)=Q

O, =0y 013703 Oy =03

-2 le tenseur des contraintes de Cauchy

est symétrique !l

n E ( X, e, )

4 LORRAINE

INP Ensem
r0-21_0-12 =0
1033 =04 =0
(O30 = O0p3 =0

T .
o soit O, =0

9= i
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Interprétation du t d traintes BT
e —

Interprétation des composantes du tenseur des contraintes

o; — traction/compression selon €
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E fi | i
quation de la dynamique iRiP Fnsem

= Elément de matiere :

volume dQ,

masse  dm

frontiere 0Q), (fermée)

= Bilan des efforts:

efforts de volume IQ pfhdQ,

efforts de surface j t da ~
o0,
= Principe fondamental de la dynamique : Vs efforts de surface
d —
< a.“gt pYQ, :.[Qt '01 A, + aQttda B

il variation de la quantité efforts de volume
de mouvement

e
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E t | i
quation de la dynamique iRIP Ensem

d m
ajgtpydﬂtzjgtpi dQ, + aQt;da

%Igtpydﬂtzjgtpimdﬂt+ o-nda

00, = —

%J‘Qtp\_/dgt :jgtpimth+ Qt@’(g)dﬂt

. d _ V4o —
On peut montrer que : Ejﬂt ovdQ) = QtpEth __[Qt padQ,

o
!
s e s . . . N
avec ad |a dérivée particulaire du champ de vitesse

J

vecteur-contrainte
t=0o-n

théoreme de la divergence

dv

T
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E t | i
quation de la dynamique iRIP Ensem

= Le PFD devient alors :

th,OQ.th :Igtpimd9t+ th(g)dgt

= Formulation faible (intégrale) de I'équation d’équilibre

= Cette équation est vraie quelque soit le volume d’intégration:

pa=divo+pf"

!
2 = Formulation forte (locale) de I'équation d’équilibre i




E t | i
quation de la dynamique iRIP Ensem

Expression explicite de I'équation de la dynamique

pa=diva+pf"”

= équation vectorielle > 3 équations

= exemple en en coordonnées cartésiennes :

X3 | . a 8
3 fec > o o, 00
. P p(fxm—ax)+ X+ Y+ Z =0 >
e R M ox oy oz
i ' oo oo oo
: o p(1)—a, )+ =+ —E =0
s | | ox oy oz
| | | —
| ez | |
[ ) > — | | > 8(7 80 aO'
€1 I : % p(fzm_az)+ X 4 2 z _ ) <
~ A T OX oy 0z

e
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Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Interlude mathématique

Directions et valeurs principales d’un tenseur

Soit un tenseur d'ordre 2 symétrique L

On appelle valeur propre (ou principale) et vecteur propre (ou

direction principale) le scalaire 4 et le vecteur V tels que:

T-v=A4v

On détermine les valeurs principales en résolvant : det(T —11)=0
> onles note T,,T,,,T,,

On détermine la direction principale T. en résolvant :

- on note les directions principales €., ,€,




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Interlude mathématique

Directions et valeurs principales d’un tenseur

Sans démonstration: si les trois valeurs principales de T sont

distinctes, alors les trois directions principales sont orthogonales

La base formée par les vecteurs €,,€,,€, estla base principale

Dans cette base principale on a:

T :Tle_|®e_,+T,,el®el+Tme|J®‘1

0

T, O
l:l](el R - O T” O
- O O TIII




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Valeurs et directions principales
O est un tenseur symétrigue d'ordre 2 :

Il existe une base (e, (Sl ) appelée base principale telle que:

oo 0 O
oc=0¢ Q¢ +0,8, ®¢, +0,8, V8, [g}(el’el o)™ 0 o, O
- 0 0 o

Par convention: o, >0, >0,

les facettes (e_.,el,em) ne subissent que des confraintes normales

par exemple, pour la facette € @ 1=0-€ =08

€ est la direction principale associée ¢ la valeur principale o,




Propriétés du tenseur des contraintes iND Ensem

Traction uniaxiale

\
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Propriétés du tenseur des contraintes

Traction biaxiale oy, > 0 o,, > 0

0 =06 Q8 +0,6,®¢,

0
[g}: 0 o, O
0

4 LORRAINE

INP Ensem



https://www.youtube.com/watch?v=VlOHJR-OcXo
https://www.youtube.com/watch?v=VlOHJR-OcXo

Propriétés du tenseur des contraintes iRiB Fsem

Compression uniaxiale



https://www.youtube.com/watch?v=QTpx28CH7PI
https://www.youtube.com/watch?v=QTpx28CH7PI

Flexion

Propriétés du tenseur des contraintes




Propriétés du tenseur des contraintes
P INP Ensem
Torsion (cisaillement)
g:aeze_6,®e_z+awe_z®e_9:r(e_6,®e_z+e_z®e_9) gzr(e_|®e,—e,i®e,i)
0 0 0 r 0 O
[g](eee)zo 0 o,=r1 =0 0 0
- 0 0,,=T 0 0O 0 -7




Fin du chapitre IV : A RETENIR

{ Principe des puissances virtuelles : philosophie J

{ Définition et inferprétation du vecteur-contrainte J

- A

Définition et interprétation du tenseur des confraintes ‘

\ J

N

Propriétés du tenseur des contraintes

\ .
Equation d’'équilibre g
\ J
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