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E filisé et i&té
RIB Ensen

Quelques définitions:

Référentiel & : ensemble des points de I'espace euclidien IR3 animé
du mouvement de corps rigide de I'observateur

= Repére: « matérialise » &, il existe plusieurs repéres pour un méme
référentiel (cylindrique, cartésien, ...)

= QObijectivité: se dit d'une grandeur dont I'expression est invariante par

changement de R i!
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ilisé et i&té
Espace utilisé et propriétés iRiB Fsem

Interlude mathématique

Espace utilisé:

Dans tout ce cours: espace vectoriel euclidien orienté [R3
Les éléments de cet espace sont des vecteurs

lIs seront soulignés une fois: X ety parexemple

Les notions qui seront représentées se généralisent a d’'autres espaces

plus complexes - hors du cadre de ce cours

Espace muni du produit scalaire:

(ax)-y=ax-y) x-y=[dyfcoso(xy)
(X—I—X)-Z:)_( Z+X'Z % V =
[X|>0 = x-x>0 ; x-x=0=x= ] = (x-x) 3




ilisé et iété
Espace utilisé et propriétés iRiB Fsem

Interlude mathématique

Isomorphisme d’espaces vectoriels:
B
‘\ M ad : Accélération
y Y OM : Distance
d i V' Vitesse

B ares

espaces vectoriels de natures différentes

Méme espace géometrique, mémes regles de calcul

- isomorphisme d’'espaces vectoriels




Positionnement dans I'espace

Espace utilise et propriétés
Repérage des points
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Repérage des points

4 LORRAINE

INP Ensem

L'observateur (ou référentiel) est muni d’'un repére orthonormé direct R

Repere caractérisé par un point d’origine et trois vecteurs formant une

base orthonormée directe, i.e. :
si 1# ] alors €€ =0
1

si 1=] alors €€ =

Dans ce repere, un vec’reur peu’r étre repére par ses composantes:

er —xle +%,€, + X;€
i=1

Un point quelcongque M peut étre repéré par ses coordonnées, qui

sont les composantes du vecteur OM  dans ce repere:

anique des Milieux Continus g n



Repé int
eperage des points iRIP Ensem

Conventions d’Einstein

= L'espace est R3
- les indices de coordonnées varient foujours de 1 G 3

3
- le signe Z est inutilel!!
i=1
= convention de sommation sur les indices répétés

(=convention d’Einstein) : si un indice apparait deux fois dans la

méme expression, il prend systématiquement les valeurs 1, 2 et 3

= Exemple:
3

)
3 )
~ a; bijCj = ZZ aibijcj = a1b11C1 T a1b12c2 T aib13C3 T a2ble1 Tt a3b33C3 i

i=1 j=1

des Milieux Conti
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Repé int
eperage des points iRIP Ensem

Conventions d’Einstein

= indice réepété = indice muet, il peut changer de nom

= exemple : position du point  OM =X & =X & =X& +X,€, +X;€;

= exemple : produit scalaire X-y= (Xi ei).(yjej)

=XYi = XY, + XY, XY,

= exemple : norme d'un vecteur

X =X X=X X8 =XX =X +X; +X

T
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Repé int
eperage des points iRIP Ensen

Un vecteur X possede frois composantes scalaires X;, X5, X5

Ces composantes changent avec un changement de base,

contrairement au vecteur qui est intrinseque

On emploiera les notations:

X  :vecteur (intrinséque)
X . composantes du vecteur selon la direction i
(Xi ) . vecteur-colonne confenant les composantes de
[5]@9_29_3) =| % X dans la base (i&’%)
\Xs )




Reperage des points iR Ensem

Coordonnées cartésiennes

= Position du point M OM =X= X6 +X,&, + X8, = X &

= Vecteur quelconque a dans la base (e,6,,6;) : a=a8¢

A
X3 |\
,,/ ‘-1“"‘-‘ f,":
// "‘m___ ’_" |

LN N S~ Lt I
| M |
| I | o
| | |
| | |
| | |
| | |
| €3 A | |
| | |
I €, | |
: €1 Q ~~_ : pie > —
| = = - | // Xz
| -~ L7
- ___T=u.-
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Repérage des points

Coordonnées cylindriques

= Posifion du point M : OM = x =X, + X,e, + X;&,
=rcosfe +rsinfe,+ze,

= Vecteur quelconque a danslabase (€,,€,.€,) : a

A

= Base locale en un point :

Il
S}
¢
_|_

D
D
_|_
b
@D

- — e ————

l

®
N

4 LORRAINE

INP Ensem

€ =cosde +sinde, ) o
e, =—sinde +cosb e,
e, =& Je=
ol &
- Position du point M : OM =re, +z¢g, ="
7—.\\

T

Y
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= int
Reperage des points iRIB Ensem

Coordonnées sphériques

= Position du poinf M : OM =X=X8 +X,€, +X;&

=rsindcosgpe +rsindsinpe, +rcosde,

= Vecteur quelconque @ dansla base (€,,€,,€,) : a=a.e +a,6,+3a,€,

A 6

M ey

| o
|

. &

B

|

|

:

: y
|

|

|




Mécanique du point matériel

Bagage mathématique : calcul différentiel
Cinématigue du point
Principes fondamentaux
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Icul différentiel
iRiB bnsen

Dérivées partielles

= f est une fonction de plusieurs variables :

f=1f(X0%, )

= « Dérivee partielle premiere par rapport a X; »:

lim f (Xl’XZ"""XJ' _h"""Xn)_ f (Xl,XZ,....,Xn)

h—0 h

(si cette limite existe... 2 pas toujours dérivable)

of (x)
OX;

J

= Onlanote :
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Ensem
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Calcul differentiel INP Ensem

Dérivées partielles

= Dérivées partielles d'ordre supérieur

O (X, Xp0en Xy) 0 [ OF P (X Xy X))

ox.” OX. ox.P ™

= Exemple : équation de la propagation (cordes vibrantes)

Fonction d'onde  u(X,X,, X;,t)
Vitesse de propagation

o’y  o0°u ou 1d%
+ + =
ox;° oOx,b Ox;S. c ot




Calcul differentiel INP Fnsem

Differentielle

= f estune fonction différentiable

> |l existe df (h) et ¢(h) telles que quelque soit h

f(M+h)=f(M)+df (h)+|h|e(h) avec  lime(h)=0

h—0

= Equation écrite précédemment @ f(x +h,x,)=f (xl,x2)+hl-m+||h||g(h)

- on fait le lien :

%,

df (h)

(X Xo)

OX. !

T
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Calcul differentiel INP Fnsem

Differentielle

= f estune fonction d’'une seule variable

1
- On reprend I'équation précédente : |df (h)=zaf (x) h :af (x) h
= OX OX
of
- On note dx la variation h df =—adx = i:q
OX dx ox

— Les deux notations sont équivalentes dans ce cas

= Exemple : oscillation simple non amortie it

(| \,,‘\
A apprentis- Les bases de la Mécanigue des Milieux Continus
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Calcul différentiel

INP Ensem

Différentielle
= f est une fonction de variables qui dépendent du temps

=1 (6 (1), % (1) %, (1)

= On se trouve dans le cas de dériver une fonction composée

df (dt)=d ( ox,)(t) = (g; z]dt_(g—;x(ij—)i]dt

= La dérivée totale de f parrapport au temps devient donc :

df (%, (£), % (), %, (1)) _ of dx of dx, of dx

n

d af.dx.

dt S ox, dt ax dt  ox dt

n

!

N



Mécanique du point matériel

Bagage mathématique : calcul différentiel
Cinématigue du point
Principes fondamentaux
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Cinématique du point

Exemple

INP Ensem

Mouvement du pendule

Pendule de masse m
Longueur du fil |

Deux efforts : pesanteur P=mg et tension L

Deux systemes de coordonnées possibles:

> Cartésien (g,e_z,g) ou cylindrique (i,e_g,e_z)

Comment écrire proprement :
La position, la vitesse I'accélération 2
La quantité de mouvement ef le moment cinétique 2

L'équation qui réegit les oscillations du pendule 2




inémati int
Cinematique du poin iRiP Fnsem

Le point matériel

= Hypothése : Point doté d'une masse m
-~ abstraction de la forme de I'objet

— abstraction de la répartition de la masse

- hypothese valide si :

= |e solide est petit devant son mouvement

= on ne s'intéresse qu’'au centre de masse sans se soucier
des rotations (e.g. : ballon)




inémati int
Cinematique du poin iRiP Fnsem

Vecteur position

Avec les notations précéedentes

—~ repere cartésien : OM =X= X6 +X,8, + X8, = X. &,
- repere cylindrique :  OM =re, + Ze,
~ repére sphérique :  OM =re,

Vecteur vitesse = variation du vecteur position dans le temps

d(om) d(xe) d(x)

- repere cartésien (fixe) : v=v(M) = = = e.=>2. e
p ( ) - —( )/9{ dt dt dt 1 11
\ o | d(om) d(re+ze) dr  de gz z
- repere cylindrigue (mobile): v= == —J - e 4r—=+—e +2
P Y que | ) dt dt dt— dt dt—= /4t

. der R
=re +r—-+ze,
or dt et

i
. r ° d OM ° ° °
e =cosfe +sinfde, = ——==0¢, = |V=y(M)_-= (—)zre_r+r9%+ze_z i




Cinematique du point iRiP Fnsem

Exemple

Vitesse du pendule c

Relations entre les deux bases : €, =cosfe +sinbe,

| D

|<P
I

—sinfde +cosfe,

& : <<
r'-:‘\l e]"

5z%=lcoseg+lsin0§ —
d(OM) d(x)_ d(lcosg) d(lsing)

¢
Il

|

Repere cartésien :

e, =—l8sinbe, +16cosbe,

\_/: = ei= el+
dt d — dt - dt
\ . 0 \_/:Iéee
Repere cylindrique . , —
= méme resultat (ouf !)
x=0M =le,
€
d (OM de, i N e
V= (—):E{erH —=I(dcosee1+dsmee2j=0I(—sm9e1+c039e2)=6?le9
dt — dt d -—= d — — — —




4 LORRAINE

Cinématique du point

Vecteur accélération = variation du vecteur vitesse dans le temps

- méme démarche que précédemment : le repéere est mobile !

. e dv(M d’oM - =
~ repére cartésien (fixe) : a(M), = (dt o _ rea R L]

D

(1) .2 o o (1) o0
- repére cylindrique (mobile) :a(M) =(r—r¢9 Je_r+(2r9+ reje_ng ze,

— repere sphérique (moins drole ® ) :
(1] .2 .2
a(M) . :(r—re —re sinzé?je_r

o o (1] .2
+| 2r0+r0-re sin@cos@]e_g

+ r;p.sin9+2Fg.psin9+2ré’(.pcoseje¢

\
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Cinematique du point iRiP Ensem

Exemple

Accélération du pendule AR

Repere cartésien : ¢

v=-l ésin 0&+Iécos€e_2

dv . .2 o .2 : —
g:—E:(—Iesine—IH coseji{lecose—l@ siné?Je_2 |
e

(1] L] 2 I\ s —

= e(cosee_z—sin 9&)4 0 (C039ﬁ+5in ‘96_2)

.

. v

€

~\~ o0 .2
-0 a=10e,-10 e,

. I . |
Repére cylindrique : v=0le, méme résultat (ouf )

d(éeaj o . de
a=3¥_ | 1fe, 4192

dt dt

€

o0 .2f R o0 .2
=I<9e_9—I6? (c030i+sin9e_2)=lee_g—l¢9 e




Mécanique du point matériel

Bagage mathématique : calcul différentiel
Cinématigue du point
Principes fondamentaux
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Principes f ¢
iRIB Ensem

= Définition : quantité de mouvement (en kg.m.s’):  P=MV

Exemple

Quantité d’accélération du pendule e,

r

y=é|(—sin¢9g+cos«9e_2)=éle_9

p=my= mlée_g = mlé(cosee_z—sinei)

= Définition : moment cinétique (en kg.m2.s'): L, =0M Amv

Exemple

Moment cinétique du pendule

LO:O_M/\m\_/=ler/\mlée9:mlzéeZ

L, =(I cosde, +Isin He_z)/\ ml é(cos@e_z—sin 6@) = mlzé?(cos2 0+sin’0)e, = ml’ ée_s

. J

1




Principes fondamenta
e —

BT o\ |

Principe fondamental de la dynamique (PFD)

d
dt dt dt
Exemple

PFD pour le pendule

d_t—:mgzml[ee_a—e e_r] \]’M
dp mlg=-mgsing (1) = p=mgg

Lo Gt -LE = 2

E=mg=mg(0089e_r—sin6’e_9) T=mlg +mgcosé (2)

Equation (1) : équation du mouvement du pendule !

= Ig?:—gsine = §+a)ozsin6?=0 avec 0, = %

Equation (2) : valeur de |'effort de tension dans le fil




Principes f ¢
iRIB Ensem

=« Définition : moment (en O) d'une force E (en N.m): 9, (E) =0OM A F

Exemple

Moments des efforts

= Moment de |'effort de tension

M, (T)=OM AT =le, n(-Te,)=0

= Moment de I'effort de pesanteur

M, (P)=OM AP = Ie_r/\mg(cosé?e_r—sin ee_e):—lmg sin de,

= Sans surprise : moment selon €,

= Sans surprise : dimension m.kg.N.kg'=N.m




Principes fondamentaux

4 LORRAINE

INIP Ensem
Conservation du moment cinétique
dL dOM d(mv ext
Dérivée du moment cinétique d_to = FAm\_HO_M/\ (dt_) =OM A D F™
) 0 ’ ZFext
dl_—O _ Fext -
dt B Z%O ( )
Exemple
Moment cinétique : L, =ml* e,

Moments des efforts : 9, (P)=-Imgsin e,

%o (I):Q
Théoreme du moment cinétique : .
A d (ml2 Hezj
=0 _ ext —) _ -
dto =Y M, (E™) = " =—Img sin e,

On arrive a nouveau a I'equation du mouvement :  19=—gsind




LLLLLLLL

CHAP I: Quelques rappels de mécanique

Mécanique du solide
indéformable

Du systeme de points au solide indéformable
Rotation du solide autour d’un axe fixe

Cinématique du solide indéformable
Dynamique du solide indéformable
Cas particulier : probleme de statique




Du systéeme de points au solide indéformable QIS
4 2 INIP Ensem

Exemple

Solide en rotation

= Rotatfion autour de I'axe (0 ) en raison du

€,
couple (définition a venir) : € =C¢,

= Dans ce cas, les vecteurs position et vitesse

s'écrivent :

- Quelle est I'équation du mouvement ¢

— Comment caractériser la rotation 2

OM =re, +z€,

v=re +rode,+ze,

\ —

Vi 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Co



Du systeme de points au solide indéformable

INP Ensem

Le systeme de points

-~ représentation du systeme de points par son centre de masse

= Définition : grandeur extensive : proportionnelle a la quantité de matiere

N .
~ masse : m=Y m"
i=1

N
- quantité de mouvement: p=)

=1
N
- moment cinétique : L=

i
B i=1 i=1 - i
) - ‘ / [ [ S

\Y e

3




Du systeme de points au solide indéformable

INP Ensem

Le systeme de points

m, M1
= Le nceud i est soumis a I'effort : ‘
FO) _ pletsi) | i) _ petsi) Z (i) +G
J#i
= Somme des efforts qui s’exercent sur le systeme de points : m, M
3 3

F = FeXt + Fint _ ZN: F(EXt—)i) n Nt—i) @
B i=1 B [

= Loi des actions réciproques : la somme des efforts intérieurs s’annulent |

- Conséquence : PFD et conservation du moment cinétique valides

d p ext d I—0 ext
— = X S @ll F
dt &t dt 2% (E7)
Cas particulier : le solide indéformable
8 volume .
= Nombre de points infini : somme - intégrales M = _[dm = _[PdQ l
= Q Q

Les bases de la anique des Milieux Continus g m




LLLLLLLL

CHAP I: Quelques rappels de mécanique

Mécanique du solide
indéformable

Du systeme de points au solide indéformable
Rotation du solide autour d’un axe fixe

Cinématique du solide indéformable
Dynamique du solide indéformable
Cas particulier : probleme de statique




Rotation du solide autour d’'un axe fixe

Moment d’inertie d’'un solide
= Définition du moment cinétique pour un solide :

L, :'[O_M/\\_/ dm
O

— calculé au point O, sur I'axe de rotation

= Projection du vecteur moment cinétique sur I'axe 2

L,, :UO_M/\\_/ dm]-eﬁ

OM =re, +7¢, .
I |_02=9j r’dm
Q

v=re +roe,+ze,

4 LORRAINE

INP Ensem

Ny

R

N

= Onintroduit le moment d'inertie du solide |, :I r‘dm = L, =¢;?I0Z
Q

-
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Rotation du solide autour d’'un axe fixe

INP Ensem

Moment d’inertie d’un solide

= Conservation du moment cinétique L,, =681, =cste




Rotation du solide autour d’'un axe fixe INP Ensem

Moment d’inertie d’un solide

= Moments d’inerties des solides simples : disponibles dans les tables

Exemple
Calcul du moment d’inertie
RL2x RL2%x RL2x
l,, :j rzdm:J‘H r’ pdV =_[H r’ pdrd6dz =p”j r’drdddz
Q 000 000 000

R
I‘4 L 2z 7Z'LR4
lo, = p[?l [Z]o [9]0 =P 2
. 2 MR?
= Forme plus courante : M =pzR°L = |, = >

\
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Rotation du solide autour d’'un axe fixe

INP Ensem

Moment d’une force par rapport a un axe

- Rappel: moment (en O) d'une force E (en N.m): 9, (E)=0OM AF

= Définition : moment d’une force par rapport a un axe
2 projection de ce moment surl'axe !

OM =re, + ze,
{ - = .= M, (E)=(OM AE)-e,

E=Fe +Fe, +Fp¢, —/v
Bras de levier \

M : Composante de ['effort
qui faif tourner le solide

\ |




Rotation du solide autour d’'un axe fixe

INP Ensem

Distribution des efforts

- Rappel: moment (en O) d'une force E (en N.m): 9, (E)=0M AF

= Moment de cet effort en n'importe quel point ¢

- relation de Chasles :

M, (F)=PM AF =(PO+OM)AF =POAF+OM AF=POAF+9K,(F)

= Conseguence : distribution des moments

o, (F)=9K, (F)+POAFE

- vecteur résultante F : 3 ddl, identique en tout point

- vecteur moment Q)_IZ(E) : 3 ddl, différent en tout point

i
NB : On regroupe ces deux vecteurs en formant un « torseur »
- (notion non utilisee dans ce cours)




Rotation du solide autour d’'un axe fixe BEBETES
| U soli utour d’un axe fix iRiB Ensenm

Le couple mécanique

= Définition :
couple méecanique Q = ensemble d’efforts dont la résultante est nulle

mais dont le moment total est non nul

= Conséquence : le couple ne dépend pas du point !l (démo : poly)

Couple d’efforts Moment d’'un effort




Rotation du solide autour d’'un axe fixe INP Ensem

Théoreme du moment cinétique

d
= Solide en rotation autour de (O’E) enraisonde F : L;’Z T (9 IOZj =rF,

Rappel : théoreme du moment cinétique

Généralisé & plusieurs efforts F

(1)

associés aux bras de levier d '):

01y, = Zd

)_Z@%Z(F(

)

p- 2o (EY)

@ =) :accélération angulaire

Exemple

On a calculé précédemment : |, =

MR?

Cylindre uniguement soumis au couple :

Théoreme du moment cinétique :

(1) 2
ol,, = MR

_Z@'loz(F( )

=

@=36_Z

2¢@

0-
MR?

[

Les bases de |la
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CHAP I: Quelques rappels de mécanique

Mécanique du solide
indéformable

Du systeme de points au solide indéformable
Rotation du solide autour d’un axe fixe

Cinématique du solide indéformable
Dynamique du solide indéformable
Cas particulier : probleme de statique




Cinématique du solide indéformable

Notions de champs

Un champ scalaire: Un champ vectoriel:
champ de température champ de vitesse

= Champ de scalaire, champ de vecteurs :
- a tout point de I'espace X est associé a scalaire / vecteur

v=V(x)

= Les grandeurs précédentes sont des champs :
a=a(x)

INIP Ensem




Cinématique du solide indéformable iRiB Fnsem

Distribution des vecteurs vitesse

Postulat (pas de démonstration) :

= On conndait le vecteur rotation d'un solide Q

= On peut connaitre la vitesse en tout point du solide :

V(N)=v(M)+NM A Q (ou « BABAR» V(B)=V(A)+BAAR )

- vecteur rotation 2 : 3 ddl, identique en tout point

-~ vecteur vitesse  V: 3 ddl, différent en tout point

NB : On regroupe ces deux vecteurs en formant un
« torseur » (notion non utilisee dans ce cours)

~ «rotation pure » : il existe au moins un point tel que v(M)=0

e

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Cinématique du solide indéformable iRiB Fnsem

Exemple

Solide en rotation
OM =re, + ze,
= On avu précédemment :

v=re +rode,+ze,

Sur I'axe la vitesse est nulle : v(0) =0

Vitesse en tout point :

V(M) = VtQ) + MO AQ

=-rQ,e, +rQ,e, —zQ e, +zQ,€,

-
o

r=zQ,

NS
I
o o

Z=-rQ,

Q
|dentification : <ré=_er+rQZ S vraie Vz ¢ 1
Q

|
N||
Q.
[ ——
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CHAP I: Quelques rappels de mécanique

Mécanique du solide
indéformable

Du systeme de points au solide indéformable
Rotation du solide autour d’un axe fixe

Cinématique du solide indéformable
Dynamique du solide indéformable
Cas particulier : probleme de statique

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Dynamique du solide indéformable

INP Ensem

Les differents efforts extérieurs

Effort ponctuel
(N)

|

Effort linéique F" telque F=[FE'dl
L

(N.m-")
Effort surfacique ES telque F= IESdS
(N.m2) )
Pression (scalaire) ptel que E=£—pnd8
(N.m) n :normale sorfante

Effort volumique £ telque F =_[FVdQ
(N.m3) — 2




Dynamique du solide indéformable iRiB Fnsem

Principe fondamental de la dynamique

Combinaison de :

= |a conservation de la quantité de mouvement au centre de masse
= |a conservation du moment cinétique

dp dL

= Fext =0 _ @K Fext
NB : peut egalement étre écrit sous forme de torseurs

ENSEA/%pprQnTis— Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus
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CHAP I: Quelques rappels de mécanique

Mécanique du solide
indéformable

Du systeme de points au solide indéformable
Rotation du solide autour d’un axe fixe

Cinématique du solide indéformable
Dynamique du solide indéformable
Cas particulier : probleme de statique

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



ticulier : | tafti
Cas particulier : probleme de statique iRIP Ensem

Principe fondamental de la statique

= lorsqu’iln'y a pas de mouvement

ZFeXt:Q Z%O(Fext):(_)

NB : peut egalement étre écrit sous forme de torseurs

Enoncé autrement :
la somme des efforts et la somme des moments (quel qu’en soit le point
d’'application) qui s'appliquent a un solide indéformable a I'équilibre
sont nulles.

e

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Cas particulier : probleme de statique

INP Ensem

Statique graphique

— cas ou le solide est soumis & 3 forces dans le méme plan

Deux regles:
= |les trois efforts forment un triangle fermé

= |es trois droites d'action des efforts sont paralleles ou concourantes




Présentation de la mécanique
des milieux continus (MMC)

positionnement
échelle d'observation
applications

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Mécanique du point

= Cinématique ef
dynamique de masses
ponctuelles soumises O
des efforts

- ex: planetes

Mécanique du solide
indéformable

= prise en compte de la
géomeétrie des corps
(distribution de la masse)

- ex: cinématique des
mecanismes




osiflonnemen INP Ensem

- Comment étudier
lo déformation des
solides en rapport a
des effortse

> Comment étudier I'écoulement des fluides?

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus



La MMC
Qu’'est-ce que c’est?
A quoi ¢a sert?

positionnement
échelle d'observation
applications

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Echelle d’ ti

Mécanique des milieux continus

= La matiere est de nature discrete

= Milieuv continu = image de la réalité

uide.
Ciuice I gz

= La matiére est considérée continue a I’'échelle d’'un volume

élémentaire représentatif (VER)

= La taille du VER dépend du type de milieu considéré

= Milieu fluide ou solide: distinction seulement au chapitre 6 et 7 |

.
= Les éléments constitutifs du milieu continu sont les points matériels il




Echelle d’ ti

Echelle de temps Applications
ms pour I'ingénieur

us

Echelle
atomique

a'..\'...
S 5 % % s s s s

Mécanique des
milieux continus

Shas

ns JUOOR —
2 2 2 50 e , .
" < Mecanique
5 PN quantique Echelle de longueur

nm um mm

K / Elhlv%pprenhs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Echelle d’ i
iRiB bnsen

Exemples de milieux étudiés

mousse de
mélamine

section d’'un tronc d’arbre

Blood Vessel

Tertiary Fibre Bundle Fascicle .
Image obtenue au MEB, matériau composite a fibres

Structure hiérarchique d’'un tendon longues de carbone dans une matrice métallique

e

\ |
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RIB Ensen

Milieu homogene

Un milieu est homogene si ses propriétés sont les mémes en tout
point du milieu

Milieu isotrope

Un milieu est isotrope si ses propriétés sont
invariantes par changement de direction

Milieu anisotrope

Un milieu est anisotrope si ses propriéetés
varient par changement de direction,
méme si le milieu est homogene

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus



La MMC
Qu’'est-ce que c’est?
A quoi ¢a sert?

positionnement
échelle d'observation
applications
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Applications

INP Ensem

TRANSPORTS

Crash test pour la sécurité automobile




Applications it

MISE EN FORME

Simulations de procédés d’usinage




Applications

BIOMECANIQUE

Simulation d’'un coup de pied sur la cage thoracique




| Applications I it

GENIE CIVIL

Analyse sismique d’'un gratte-ciel
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CHAPITRE I
Cinematique du milieu continu

- \
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

Bagage mathématique :
notions de calcul tensoriel

Produit tensoriel de deux vecteurs
Ecriture matricielle de tenseurs d'ordre 2
Rappels de calcul matriciel

Opérations sur les tenseurs

Les tenseurs d'ordre 2 comme applications linéaires
Opérateur « gradient »




Prodvuit tensoriel de deux vecteurs

INP Ensem

= Objets mathématiques connus (intrinseques) :

v scalaires (pression, fempérature...)

v vecteurs (force, vitesse...)

= Ces objets ne sont pas suffisants pour décrire par exemple les efforts

intérieurs qui s'exercent dans un milieu déformé

el iy ==

i
S - infroduction de I'objet intrinséque « tenseur », dont le
vecteur et le scalaire sont des cas particuliers

7




Prodvuit tensoriel de deux vecteurs INP Fnsen

Définition générale du produit tensoriel

Pour définir I'objet tenseur on infroduit I'opération produit tensoriel

L'opération se note ® et peut s'appliquer dans le cas général a deux

espaces vectoriels de natures différentes > R3 dans notre cas

Interlude mathématique

C’est un produit qui possede les propriétés de bilinéarité:

- distributivité de ® parrapport a +:

V(X Yo ¥ )€R3XR3XR3 Z®(h+h):§®ﬁ+)—(®ﬁ
B (£+ﬁ)®)—(:£®)—(+&®l

- associativité de ® parrapport au produit extérieur : |
v(g,z,a)eR%RSxR (0‘5)@2’:)—(@(0@):“()—(@!) J




Produit { ielde d {
iRiB bnsen

Définition générale du produit tensoriel

= Le produit tensoriel X® Yy créé un elément appartenant @ R*®R’

= La base de ce nouvel espace se définit

X est écrit dans la base €,€,,6;

Yy est écrit dans la base €,€,,€;

Expression analytique de X&'y

= en raison de la bilinéarité du produit tensoriel :

X=X6

= répétition sur les indices : 9 composantes X® Yy =Xy, (i@)e’;) :Tiji®e}‘ i

Les bases de |la

3\

S

J

-1 x®y=(xe)e(ye))=xy, (e 2e)

2
cCda

X®Yy apourbase g ®e;




P it iel de de ecteurs
e —

On peut étendre ce qui précede au produit de plusieurs vecteurs:
(5@2)@;:5(@(!@;):5@!@; cR°OR*®R’

On appelle tenseur d'ordre n sur R* tout élément de I'espace:

RPOR’OR’®...OR’
I

Notation: sin n'est « pas trop grand », on souligne n fois le tenseur:
T=x®y®z cR°OR*®R®

= Vecteur =tenseurd’'ordre 1 - souligné une fois

= Scalaire =tenseurd’ordre 0 - non souligné

= Tenseur quelcongque d’ordre n > noté T"
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

Bagage mathématique :
notions de calcul tensoriel

Produit tensoriel de deux vecteurs
Ecriture matricielle de tenseurs d'ordre 2
Rappels de calcul matriciel

Opérations sur les tenseurs

Les tenseurs d'ordre 2 comme applications linéaires
Opérateur « gradient »




Ecriture matricielle de tenseurs d’ordre 2 JIFTR

INP Ensem

Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 1 et 2:

= Un vecteur est un objet infrinseque et posseéde des composantes,

projetées sur une base, qui s'organisent sous la forme d’'une colonne:

[)_(](i’e_z’e_s) B

- notation: « matrices des composantes de X dans la base (el,ez,e3) »

= De la méme maniére, un tenseur est un objet intrinseque

(=indépendante du repére) qui posseéde des composantes scalaires

= Dansla base (g&,%) on peut I'écrire: T =T ¢ ®¢,

Les bases de |la

(%)
X2

\ X3 /

7
eCda




Ecrit triciell { d'ordre 2 I
iR Ensern

Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 1 et 2:

Sommation sur les indices 2 9 composantes scalaires
IT=T,e®e+T,¢e e, +T; %®e_3+...
T,, e_2®%+T22 e_2®e_2+T23 e_2®e_3+...
Ty %®Q+T32 %@)e_erT33 %@e_3
Dans ce repere, les composantes du tenseur
peuvent s'organiser sous la forme d’'une matrice

3x3

Lors d’'un changement de base:

- quantité physique décrite par le tenseur identique

- matrice des composantes du tenseur différente




Ecriture matricielle de tenseurs d’ordre 2 JIFTR

INP Ensem
Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 1 et 2:
= Par convention: T
]
Indice de Iigne/ \ Indice de colonne

= Les composantes de l dans (i,e_z,%) s'organisent donc:
Tll T12 T13
[‘ﬂ(ie_ze_s)zMat(L(i,e_z,%)): T, T, T,
T31 T32 T33

= Lorsque la base est évidente, on pourra se limiter a la notation [T]

T

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

Bagage mathématique :
notions de calcul tensoriel

Produit tensoriel de deux vecteurs
Ecriture matricielle de tenseurs d'ordre 2
Rappels de calcul matriciel

Opérations sur les tenseurs

Les tenseurs d'ordre 2 comme applications linéaires
Opérateur « gradient »
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Rappels de calcul matriciel

INP Ensem

Notations

M est un élément de o, -matrice anlignesetp colonnes

Eléments de M scalaire m; situé alai-eme ligne et j-eme colonne

= Espace des matrices 9, :structure d’espace vectoriel

A(M+N) = Am; + An,

J

Exemple
= Matrice appartenant @ 9, — LU A m, =-2
2 15 12 “
, 2 -10 1 4 -10 2031
= Seconde matrice N= = 2M+N-=
1 -1 0 -3 29 24

anique des Milieux Confi

Les bases de |la



R e Icul triciel
iRiB bnsen

Notations
= matrice-ligne: 94, > exemple: M=(1 0 10) e9r,
1
« matrice-colonne : Yy 2> exemple: M=| 0| €9
10
- utilisé pour représenter un vecteur dans R" a=
1 4 0
= matrice carrée: I >exemple: M=l0 1 12| e,
10 -9 3

ENSEA/%pprQnTis— Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus
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R e Icul triciel
iRiB bnsen

Le produit matriciel

M est un élément de 9,

N estun élément de 9,

opération produit matriciel : bilinéaire, associatif (MN)L =M(NL)

MN est un élément de 9,

p
* Le produits'écrit:  (MN), => m,n,
k=1
Exemple

1 0 1015)
M = 23 £

-2 15 12 (|\/||\|)21 _ Zmankl

4 - MN € 9x,, -

_ = My, Ny + My Ny +MysNy,

N=I 0| e,

10 =-2x4+15x0+12%x10=112

Les bases de |la

anique des Milieux Confi



R | Icul matriciel
iRTB Ensen

Transposée d’'une matrice

M est un élément de 9%, :fransposée M’ est un élément de 9K,
T) _
(M )ij _(M)ji

Transposée d’un produit de matrices 2 (MN) =N"M’

.
Transposée de la transposée (MT) =M

Matrice symétrique: m; =m,

- fransposée d'une maftrice symétrigue = matrice elle-méme

Matrice antisymétrique : m; =-m;

i
- fransposée d'une matrice anfisymétrique i

= oppose de la matrice elle-méme




Matrice identité

= Matrice identité = élément neutre du produit matriciel

M-I=1-M=M
, , 1 si i=]
= Eléments de cette matrice : (1). ={ oL
Y10 st 1# ]

= = matrice diagonale : fous les éléments tels que i# j sont nuls

Trace d’une matrice

« Trace d'une matrice carrée  tr(M) = somme des éléments diagonaux

Mear, tr(M)zznlmkk=m11+m22+...+mrm

k=1

= exemple: trace de la matrice identité de dimension 3 =3

R e Icul triciel
iRiB bnsen

%
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R | Icul matriciel
iRTB Ensen

Déterminant d’'une matrice carrée

+ -

o)

= Maftrice 2x2 detM = =m;,m,, —m;,m,,

= Matfrice 3x3

= m1,1m2,2m3,3 + m1,2m2,3m3,1 + m2,1m3,2ml,3 - m3,1m2,2m1,3 - m2,1m1,2m3,3 - m1,1m3,2m2,3

= Déterminant non nul =2 matrice inversible

si detM =0 alorsilexiste M™ telleque MM™*=M"M=1

T

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

Bagage mathématique :
notions de calcul tensoriel

Produit tensoriel de deux vecteurs
Ecriture matricielle de tenseurs d'ordre 2
Rappels de calcul matriciel

Opérations sur les tenseurs

Les tenseurs d'ordre 2 comme applications linéaires
Opérateur « gradient »




Opérations sur les tenseurs

Opération

Addition

Multiplication
tensorielle entre
x ety

Produit scalaire (ou
« produit contracté »)

entre deux tenseurs
A et B

Produit scalaire entre le
tenseur A et
le vecteur D

Notation
tensorielle

S=é+§

T. = X. yj

1)

1
I

I><
®

<

[{es; ||:g>

1o 1O Il
[|
1> Il

#
1O

P = Aijbj

lQ |

[l I
T >
1> =

Re)
H
| ©

4 LORRAINE

INIP Ensem

Ecriture matricielle

A3

S = A + B
XY, XY, XY;
3[1]: XY XY, XY
XY XY, XY;
Pik = Aij B jk
Qik = Bij Ajk
) (Ar A As(b
=P, [=| Ay A, Agllb
p3 ASl A32 A33 b3
0 a; ap
= | 0, :(b1 b, bs) ay 8, Ay
qS a31 a’32

833

88




Opérations sur les tenseurs

INP Ensem

, . Notation
Operation .
tensorielle
Trace du tenseur A Tr(A)
Tenseur identité 1
Determinant du det A
tenseur A =
Inverse du 3
A
tenseur A =
Transposé du
AT
tenseur A a

Ecriture matricielle

Tr(A)=A,+A, + A,

Il
(I
I
o O -
o — O
L O O

A Ay As
det A= det I:é} =1l Ay A, Ay
Ay Ay Ay

matrice [A] telle que :
[A][A]" =[A]"[A]=[1]

(A A A
Al =|A, A, A,
As Ay Ay




arati les t
KB bnsen

Exemple

= Calculons le déterminant du tenseur suivant :
T =2¢ ®e +4e ®¢e, +6,®e, +36, Q¢

= Matrice représentative du tenseur : [1]:

o O N
o B~
w O O

« Calcul du déterminant :

detT =det| T |=T,,T,,Tos + Ty, P& DK + P P D — D Tzo DK —Too P Tos — Ty Pse Psa. =6

- Transposée d’un tenseur : propriétés

Proprietés: I=A E Ll

\ | : : )
Notation: (L_l) =L_T l




LLLLLLLL

iNP F 115127 |
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Bagage mathématique :
notions de calcul tensoriel

Produit tensoriel de deux vecteurs
Ecriture matricielle de tenseurs d'ordre 2
Rappels de calcul matriciel

Opérations sur les tenseurs

Les tenseurs d'ordre 2 comme applications linéaires
Opérateur « gradient »
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Les tenseurs d’ordre 2 comme applications linéaires BT
idi IND Ensenm

Les tenseurs d’ordre 2 comme applications linéaire:

= Au sens du produit confracté on considere |I'application linéaire:

T : R > R

X > T-X

- objet intrinseque qui transforme un vecteur en un autre vecteur

Les tenseurs d’ordre 2 comme applications bilinéaire:
= Au sens du produit confracté on considere |'application bilinéaire:

T : R°xR* > R

(xy) - xT-y

- objet intrinséque qui fransforme un couple de vecteurs en un scalaire

ique des Milieux Continus - ﬂ
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Bagage mathématique :
notions de calcul tensoriel

Produit tensoriel de deux vecteurs
Ecriture matricielle de tenseurs d'ordre 2
Rappels de calcul matriciel

Opérations sur les tenseurs

Les tenseurs d'ordre 2 comme applications linéaires
Opérateur « gradient »




Opérat ient
KB bnsen

Un champ scalaire: Un champ vectoriel: Champ de tenseurs
champ de température champ de vitesses

On appelle champ de tenseurs une application qui va d'un ouvert
de I'espace physique (volume d’'un milieu) vers un espace vectoriel
d’'un certain ordre

Soit un point M de position X=0M
> champ de tenseurs: X€Q — T'(X)eR’OR’®..QR’

- il existe un tenseur a priori différent pour chague point de I'ouvert




Operateur « gradient » iRIP Ensen

Interlude mathématique

Opérateur Nabla

Pour la suite on introduit la notation de I'opérateur Nabla:

V- aa_
' i
0%,

Coordonnées cartésiennes : [Va] a[z](q,ez,es) = 5761

_2_3

Coordonnées cylindriques : [Va] = a[y](e“ee,ez) = ===

|,
Im
|N




Operateur « gradient » iRIP Ensen

Interlude mathématique

Gradient d'une fonction de plusieurs variables

f est une fonction de plusieurs variables :  f = (X, X,,...., X, )

On peut définir I'opérateur gradient contenant les
of (M) '

Grad f (M )=

> contient toutes les variations de f dans toutes les directions 3

of (M)

ot (M)

Of (X, X500 %, )
OX.

0%,

0X,

OX

n




Opérateur « gradient »

Interlude mathématique

4 LORRAINE

INIP Ensem

Gradient d'une fonction de plusieurs variables

On reprend la fonction « altitude »

Altitude (m)
= ] w
R

f=

Gradient au pointM ¢ ool

Vecteur qui suit la pente

M

-
P'-\
]

1
I
t
|
1
t
1
1
T
1
I
T

|2
853

2

maximale , et va « du bas

X, (km)

vers le haut »

X, (km)




Opérateur « gradient » iRiB Enserm
Interlude mathématique
oT
Coordonnees cartésiennes &
fffffffffffffffffffffffffff Grad T]=| <&
| OX,
a
e : OX,
. oT
Coordonnées cylindriques o
© e 10T
i [Grad T | = 1ot
71 e r oo
oo _K— 0z




Opérateur « gradient » iRiB Ensenm

Gradient d'un champ de tenseurs : définition intrinseque

= Soit T" ()_() un champ de tenseurs d’ordre n sur un ouvert de I'espace

= Analyse locale de ce champ autour d'un point de coordonnées X :
dT" =T"(x+dx)-T"(x)

= |l existe un application linéaire qui a dx fait correspondre dT"

- champ de tenseurs d'ordre n+1 appelé gradient du champ T"(x)

Grad(T"(x)): R® - R°OR’®..®R’
dx — dT"=Grad(T"(x))-dx




Opérateur « gradient » iRiB Ensenm

Gradient d'un champ de tenseurs : définition intrinseque

= C'est I'approximation linéaire du champ T"(x)

> « Application linéaire tangente » & T"(x)

= Application a un champ de tenseurs d’ordre 1:

v(x+dx)

dv = Grad (v(x))-dx

v
<<
—
[ ><
N
Y
E-_ N

Les bases de la Mécanigue des Milieux Continus



Opérateur « gradient »

Gradient d’'un champ de tenseurs : expressions

= Coordonnées cartésiennes

oT

Grad T =—=¢ +

OX, —

8T2e ®e +—*

aT ®e+

=T, 6 ®e¢,

aTe aTe =T, Gradea—Te,Jr1aT +8—TeZ

OX, — ax— — or — r@@— o0z —
> champ de vecteurs &

a}e ®e, +6T1e ®e, + Grad T = (aT @ ®e, + LE

2 3 - -

T

T, e2®e2+@e2®e3+ (a—@ ®e, +

I - S
aT, oT, 8 10T orT
-3 e ®e + e, ®e, +—=¢e, D¢,
8X2e®e+ x3e—3®e—3 or = g e

A a. ppren fis

- champ de tenseurs d’'ordre 2

- Les bases de la Mécanigue des Milieux Co

4 LORRAINE

INP Ensem

= Coordonnées cylindriques

e®e+

e®e+




Opérateur « gradient »

INP Ensem

Interlude mathématique

Décomposition en parties symétrique et antisymétrique

A partir d'un tenseur d'ordre 2 T guelconqgue, on peut définir:

TO-2(1+T) 1O —(1-T)

La somme de ces deux tenseurs évidemment égale & T

Calculons la fransposée de L(l)

(1) =5 +1)=5(T+T)

> T"est symétrique!

Calculons la transposée de l(z)

(1(2) )T :%(r _l) — —%(l—r) > T(Z)es’r antisymétrique!

.
.




Opérateur « gradient »

INP Ensem

Interlude mathématique

Décomposition en parties symétrique et antisymétrique

> Un fenseur d'ordre 2 T quelconque se décompose de fagon unique:

- o1
__ T Sym antisym ly :§(1+LT)
I=T"+1 avec | T
Iantusym :_(I_lT)
= 2=

On montre facilement que la trace d'un tenseur d’ordre 2
antisymétrique est nulle

Il ne possede que 3 composantes indépendantes

Peuvent étre organisées sous forme d'un vecteur

(cf vecteur tourbillon en fluide)




Opérateur « gradient » iRiB Ensenm

Gradient d’'un champ vectoriel

= Décomposition partie symétrique / antisymétrique

T=To" 4T =%(1+1T )+%(T -17)

« Gradient d'un champ de vecteurs; Grad T = a—‘ei ®e,

-~ Décomposition GradT=d+Q avec |

= Propriétés du produit confracté:
dT =(Grad T)-dx =d -dx+Q-dx

!
| W e |
104

Déformation locale du milieu




Operateur « gradient »
INIP Ensem

Gradient d’'un champ vectoriel
= lllustration : gradient d’un champ de vecteurs autour de |'origine

S S S A A AT A VVNNNN s s e - L - s s NN
//////:’fff - < L LS LI T N N AN VY S e - ~ ~ N NN
VAN S - - PV AV VOV N N N N /o4 s e e - < <~ ~ NN
S S S , - - P A T P R - N Y
VAV AV ey ara ' - - — s s s N, =~ [ . vov oy
P AV AV AV A a4 -— - - - ~ - — - [ vor
B S e + —t—t
PV R AV A A 4 -—_ - -~ e L T R
o e - = VA A AV A4 ~— o~ =~~~ A LS T A |
- - - ////// NN NN N A A L T Y L Y B
-~ XSS NN N N N0 IR B B ¢ N e T Y Y ]
- AN AV AN NN tt s s NNN N~ -t - sy
S AL AT ONNANANNN NN PSS S NSNS~ ~ - s sy

dT = Grad (T (0))-dx d(0)-dx Q(0)-dx
Approximation linéaire Partie symétrique: Partie antisymétrique:
autour de I'origine d'un déformation locale rotation locale

N champ de vecteurs

n PLAUT, E. Mécanigue des Milieux Continus. Cours de I'école des Mines de Nancy 2011.

\
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

Représentation du mouvement

Repérage des points matériels en mouvement
Descriptions lagrangienne et eulérienne

Déplacement, vitesse et accélération
Quelgues caractéristiques de la transformation
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Repérage des points matériels en mouvementjiifes
ke 2 INIP Ensem

Exemple
Exemple de fransformation plane 3
Transformation carré jaune - losange vert 2:5
2
Translation + changement de forme
1.5

Questions soulevées dans ce chapitre :
Comment décrire proprement la fransformation ¢
Comment décrire les positions, vitesses, accélérations?

Comment décrire le changement de forme 2




Repérage des points matériels en mouvementiers
ke £ INIP Ensem

Systeme
matériel S

volume () ¢
surface frontiére 0C) 0 M
volume ()
surface frontiere 0Q)

Configuration de
référence

4

référence
KO,’[0
OM, =X = X,¢,

Configuration de

->majuscules!

Configuration
actuelle

K1
OM =X=X¢

->minuscules!

Configuration
actuelle

ENSEA/%pprQnTis— Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus



Repé int teriel
eperage des points materiels iRIP Ensen

Exemple

(X1 = ¢1(1’t) =X, +at’

t
= Soit la transformation :  x=¢(X,1) <X2=¢2(l,t)=;xl+xz

X = (X 1) =X,
La fonction vectorielle ¢(X.t) permet de passer de K, dans K

X, =[1,2] 3
X, =[12]
t=05 &3 )
Point particulier (point rouge) : 5
X=¢e+e, = x=15¢e +1.5¢,
1.5
Condition initiale : .

X(X,t=0)=X 1 15 2 25
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Description lagrangienne ou eulérienne? IFRES
= ' N Ensenm

Description lagrangienne

= description par trajectoire
- on suit le mouvement d'un point matériel au cours du tfemps

x=¢(X,t) avec P(X,t=t)=X

Comme Q est une bijection, on peut noter ¥ =¢  etona X =y(X1)

Variables de Lagrange: t, X, X,, X, [« coordonnees materielles »)
Inconnues de Lagrange: ¢ (X,t),4,(X,t),¢,(X,1)

- !
\




Description lagrangienne ou eulérienne? IBREx
E = — IND Ensem

Description eulérienne

= description sans connaissance de la config. de référence

- on décrit le mouvement par le champ de vitesses dans K,
0p(X,1)
ot

v=v(xt) et =v(g(X,1)t) avec #(X t=t)=X

Variables d’Euler: t, X, X, X; (« coordonnées spatiales »)

Inconnues d'Euler: v, (x,t),V, (X,t),V, (X,t)

i TA apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Conti




Description lagrangienne ou eulérienne? IBREx
- — IND Ensem

Remarques de notation

- Quantité tensorielle en description lagrangienne: G (l,t)

- Quantité tensorielle en description eulérienne: g(>_<,t)

= Gradient (ou divergence) d'une fonction en descriptfion lagrangienne

= par rapport au variables de Lagrange

oG (X,t)

Grad (G(X,t))= ox

= Gradient (ou divergence) d'une fonction en description eulérienne

= par rapport au variables d’Euler

Les bases de |la

_ag(x.t)
-

grad (g(x,t))

anique des Milieux Confi




Description lagrangienne ou eulérienne? RS
e —

Dérivée particulaire

Objectif : on veut calculer la dérivée temporelle (I'évolution) d’'un

champ dans le temps pour une particule donnée.

Dérivée de la quantité lagrangienne G(X,t) : facile car X est fixe

dG( X,t .. . . ;.
G(Lt) =% . dérivee particulaire ou materielle

Dérivée partielle de la quantité eulérienne g(>_<,t) (X est fixe)

og(x,t)
ot

: dérivée spatiale ou eulérienne

- probleme: dérivée particulaire (totale) d'un quantité écrite en
description eulérienne ¢




D . i'. | . I’ : ? « LORRAINE
iRIP Ensen

Dérivée particulaire

= Dérivée totale de la quantité eulérienne g(x,t) (X est fixe)
oo doxt) _dg(#(X.0)1)

9(xY) dt dt
og( x,t og( x,t
= On peut écrire: dg(x,t)=Ldt+ 9(x.1) OX ot
ot OX
dérivée
particulaire

Terme
d’'advection
dérivée J
eulérienne

e

\

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



D . |'. | . I’ : ? « LORRAINE
iRIP Ensen

= Description lagrangienne : suivi des points matériels a partir d'une
configuration de référence connue > mécanigue du solide

N Ve y
~ ,/ . p
h / ) ~ 7
\ o \._\_\ - -~

“-\___h_% _—

= Description eulérienne: description des vitesses & des points connus de
la configuration actuelle > mécanique des fluides

Les bases de |la



Description lagrangienne ou eulérienne?

= Méthode expérimentale en mécanique du solide :

4 LORRAINE

INP Ensem

suivi des points matériels d partir d'une configuration de référence

X=¢(X,1)

Image de référence Image "déformée"

DIC : Digital image correlation

= Méthode expérimentale en mécanique des fluides:
tracé du champ de vitesses

PIV : Particle Image Velocimetry

Uipnet

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus
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Champ de déplacement

= Définition évidente d'apres les notations précédentes :
L_J(lvt) - )_((lit)_l

- fonction des variables de Lagrange, donc quantité lagrangienne

= Alternative en description eulérienne : H()_(,t) = X—K(X’t)

= 2 définitions mais mémes valeurs

> notation minuscule pour la suite :  U(X,t)

= Cinématique souvent décrite par un champ de déplacement en
mécanique du solide

Dépl t, vit , accélération
e —




Déplacement, vitesse, accélération

Exemple

= Transformation plane :
(% =g (X,t)=X, +at®

Z:¢(11t) 4)(2:¢2(L1J[):£X1+X2 = l:¢_1(x’t) |
r T L
\X3 = ¢3 (L’t) - X3

= Champ de déplacement:
U, =% (X,t)- X, =at?

L_J(l’t)zl(lvt)_x WU, =X, (l’t)_xz =£X1
T
U, =X3(L,t)—X3 =0

(U, =% — X, (x,t)=at’
=~ (x-at’)
.

0

u(x,t)=x=-X(xt) qu, =% =X, (xt)

Uy =X, — X;5(X, 1)

\




Déplacement, vitesse, accélération

INP Ensem

Champ de vitesse et d’accélération

= Si on suit un point matériel : définition évidente
ox(X,t oV (X, 1) o°x(X,t
R o A= X0 FX(X
ot ot ot
- fonctions des variables de Lagrange, donc quantités lagrangiennes

V(X.t)

= Si on connait la description eulérienne du mouvement (fluides):

- accélération = dérivée particulaire du champ de vitesse

dv(xt) _av(xt) +grad (v(x,t)-v(x.t)

a=
~ dt ot —

- description de I'accélération d'un point sans en connaitre la

cinématique

Les bases de la anigue des Milieux Conti



Déplacement, vitesse, accélération

INP Ensem

Exemple

= Champ de déplacement:
U, (X,t)=at’

lu,(x,t)=1x,
T

U,(X,t)=0
formulation lagrangienne

=« Calcul de la vitesse et de I'accélération

formulation lagrangienne : facile ! V(X,t)=

N
c
N
—~~
<
—+
— N~ SN—"
[l
—_—
P
I
)
—+
N
N~

formulation eulérienne : attention : dérivée particulaire !




Déplacement, vitesse, accélération

INIP Ensem
Exemple
U (X )=att  [u(xt)=at . :
t , i
U2 (X t) ==X, <u2()_(,t):;(x1—at2)
\U3(L,t)=0 U3(X,t)=O o I
description lagrangienne:
20t
du (X,t) aU(X,t)
V = = =
0
Champ de vitesse d partir de la description eulérienne:
2ot 0 0 0)(2at 2ot
_ou(xt) ou(xt) ox X Lan | |t X, | |1 ;
V=3 oy L] 23T T 0 02 1o Sk att)
0 0O 0 0)lO 0
> on vérifie:  V(xt)=V(X,t)




Déplacement, vitesse, accélération
£ = ' N Ensem

Exemple

V(X,t)=2ate + X, /78,

— N 2.5 —

Champ de vitesse :

1.5

v(xt)= 2at3+%(x1—at2)eé

Champ d'accélération en description lagrangienne : Pis 2 2
20
V(X,t V (Xt
A(x,y = EY HED iy 7o
dt ot
0
Champ d’accélération en description eulérienne :
200 0 0 0)(2at
ov(x,t) a 1 1 e
_ =\~ — 2 =
a(x,t)= . +grad v(x,t)-v(xt) [a(xt)]= —Z?t + = 0 0 ;(xl—at) =|0
0 0 0 0)lo 0

- détermination du champ d’'accélération sans connaitre la
trajectoire des particules
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C teristi delat f i
e —

Trajectoires
= lieu des positions occupées par un point matériel au cours du temps

— courbe paramétrée indépendante du femps

— ily a autant de trajectoires que de points matériels

'F— = a i e e}

- -o---——=- 5 Description lagrangienne :

i

Bl
LA S e S S e e X:¢(X,t)
P S S A — -
P A A
P A S S A A
P A A S A A P
P A A A e
A A AP A
AR A A A A
ST T d)_(=\_/()_(,t)dt avec )_((t=0)=i
VAV AV oy S o SV

I T

.,
.,

- Description eulérienne :

B I T R T T

= oo
T Tl ey e e e e ey T

w T T Ty T Ty Te T e

B T e T T S T T
s T Tl T T T T Ta Tea T e T T ™

e I e
B o e T T T T U

r
4
¥
¥
¥
f
T
I
4 9
i
i
i
i
i
f
4




Caractéristiques de la transformation
- ' IN Ensem

Exemple

(X1:¢1(l,t)le+at2
= Onreprend la transformation:  x=4¢(X,t) <X2=¢2(A,t)=£X1+X2

\Xs = ¢3 (l’t) = X3
- description lagrangienne = équation des trajectoires

. , 1
« En description eulérienne on a vu : V(X,t)=2ate, +—(X1 —at2)62
G =

(dx, =V, (x,t)dt = 2atdt 2 2
dx=v(x,t)dt = Jdx, =v,(xt)dt =1(x1—at2)dt
r 2.5
dx, =v,(x,t)dt =0
> 2
Condifion initiale : x(t=0)= X
_ (v 42 ]
% (t=0)=C, =X, etk -
1%(t=0)=C,=X, = <x2:X1£+X2 1
7
X, (t=0)=C, =X, %= X, 1 15 2 25




C teristi delat f i
e —

Lignes de courant

= enveloppe des champs des vecteurs vitesses a un instant t

> Lignes tangentes & Y(x,t): dx est surlaligne si dxAv(x,t)=0

dxAv(x,t)=0 < %, — dx, _ dx,
Vi(x,t) v (xt)  va(Xt)

Exemple de visualisation: [Wide

-

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus




Caractéristiques de la transformation

INP Ensem

Exemple

= Pour I'exemple précédent on a colculé le champ de vitesse :

V(x,t)=2ate, +~ (X1 at)

dx, dx,

_ _ dXZ
v (60 v(xt)

dx,
vy (%, 1)

dx, _

20t 1
(3 -at’)

- Résolution de I'équation différentielle :

1 dx, X, — =t2dx, = 2artdX,
T T

2

= i—gt2x1:205tx2+cste
2t 1
X

B

atzj + cste

= dx,— (x1 at ):Zatdx2

Les bases de la




14

10k -

0sf

C teristi delat f i
e —

En rouge: frajectoires

Poinfillés: lignes de
courant -

(En bleu: ligne
d’émission du point
d’'origine.)

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus



téristi la t f i
RIB Ensen

= Cas du mouvement stationnaire

= sa description eulérienne n'est pas fonction du tfemps

= champ de vecteurs vitesse fonction de I'espace uniguement
v(x,t)=v(x)

Conséquences:

de=v(¥dt - dx _ dx, _ dx,
X(t=0)=X V(X)) V(%) Va(X)

= lignes de courant et trajectoires sont identiques

Laminage: stationnaire Extrusion: non-stationnaire

T

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Transport d'un volume
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Présentati
RIB Ensen

Vecteur élémentaire liant le point M et le point P infiniment proche de M
dX =X"-x" > dansk,

Apres déformation on a:
X" =g(X",t) X =¢(X",1)

Le vecteur élémentaire devient dans Ki:
dx=x"—x" =g(X" +dX,t)-g(X" 1)

2 . n
8f(x)1dx+8f (2)()ldx2+...:zaf (X)idx”
ox 1l ox: 2! —~ ox" n!

TCIY|OI'Z f (X+dX) = f (X)+

0
AU premier ordre: d_X=>_(P—>_<M=Q(XM+dX,t)—£§(LM,t)= _8XM -d X

ENSEW%ppren’ris- Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus
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Présentation

INP Ensem

dx=x"—x" =g(X" +dX,t)—g(X" 1) = azﬁhﬂ’t)-dé

On exprime alors le tenseur gradient de la transformation:

OX 0% OX
OX, 0OX, OX,
FX D=2 —Grad x(X,t) = [E(Xn]=|T2 Je
= oX — X, oOX, OX,
OX; OX;  OXq
oX, oOX, oOX,

= application linéaire tangente (approximation linéaire locale)




Asentati
iRIB Ensen

Exemple
Exemple de fransformation plane 3
On reprend la fransformation précédente : 25
X, = X, +at’ .
<X2=£X1—|—X2 1.5
T
X3=X3 1
Le tenseur gradient de la transformation s'exprime : 1 15 2 25
ox(X,t) ox (X,t) t
E(X,t)=——"2=—"""¢ ®e, =6, ®e +—6,P¢ +6,Re, +e,®¢,
= OX ox, — L 2= 2222 373
1 0 0
[E(X.t)]=|t/z 1 0
0O 01

- indépendant de X :transformation homogene
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Expression du gradient de la transformation

INP Ensem

= On avu précédemment :

= On peut réécrire le tenseur gradient de |la tfransformation:

X X
F(X,1) = ox ou 8 _au o
= oX 8X 8X 6X =
Coordonnées cartésiennes
1+ ou, ou, ou,
oX, oX,  oX,
[F:I _ % 1+ 5U2 6u2
=) | X, oX, X,
Uy Uy, Oy
oX,  oX, X,

Mouvement de corps rigide

u(X,t)=x(X,t)-X = x(X,)=u(X,t)+X

= E(X,t)=Crad (u(X.t))+1

Coordonnées cylindriques

or
ou,
or
ou,

or

= |le milieu subit uniguement une tfranslation

> champ de déplacement uniforme > Gradu=0 5

Les bases de |la

N ou,

18u

r o6

PTG
r o6
1oy,

r o0

anique des Milieux Confi

ou,
0z
ou,
E3
1+ N,
0z

—Uy)
u)




Expression du gradient de la transformation

INP Ensem
Exemple
3
On reprend la fransformation précédente :
(X, = X, +at? U, =X — X, =at? 2
t t 2
1 X ==X+X, = JU,=X—-X,=—X,
r 3 1.5
X, = X, U, =X, — X; =0
\§ N 1
Le gradient de la fransformation s’écrit:

14 ou, ou, ou,

100 aaxl @;2 ZX3 1 0 0
[EX.h]=|0 1 o|+[cradu]=| = 1452 22 |olyr 1
- == oX, oX,  OX,

00 1 0

Uy Yy, Uy
oX,  oX, oX.,

Si t=0 :mouvement de corpsrigide > E=1
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T td’ t tériel
iRiB bnsen

X
= Définition : FIX.t)=—= — x=F(X,1)-0X

= Appliqué & un vecteur matériel quelconque dL :
dll Fll F12 F13 dLl
dl=F(X,t)-dL ouencore |dl, |=|F, F, F,]|| dL
dl; a1 P By J\dL

T Tl

Dilatation

= Dilatation = rapport des normes enfre A ef son transformé a

ol _[EX.H-A
A A

A

T

!
= Dans le cas d'un mouvement de corpsrigide: F=1 = 4=1 i

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus



Transport d’'un vecteur matériel

INP Ensem
Exemple
rxl =X, +at?
On reprend la transformation precédente :< x, :ix1 + X,
% = X,

Le tenseur gradient de la transformation s'exprime :

ox(X,t) ox(X,t) t
F(X,t)=—="2="""6 ®e =¢ ¢ +-¢,0¢ +6, e, +&, Q¢
= o0X an——‘——r——————

1
On considere le vecteur unitaire;: A=—|(¢g +¢€ 3
\/5(_1 _2)
2.5
T f Se d t -a—F-A—ie+i(1+£)e
ransformée du vecteur: a=F-A NG _)e 2

1.5

1Y (1+t/z)
Dilatation: A=\§\/\A\=E-A‘/\A\=\/($J+ Tj 1

)
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Jacobien de la tfransformation INP Fnsem

= Matrice des composantes de  F = matrice jacobienne

ox 10X, ox 10X, ox [0X,
[E(X.t)]=|ox,/0X, ox, /X, ox,10X,
Xy [ OX,  OX, 10X, 0OX; 10X,

= Déterminant de la matrice jacobienne = J = jacobien de |a fransfo
J =detF =det| F |

Exemple
1 00 3 |
= Matrice jacobienne : [i(l,t)]= t/r 1 -
0 0 1
= Jacobien de la transformation : ?
1 0 O 1.5
J=det| F(X,t)]=[t/z 1 0]|=1 . |
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Dé it lqi
iRiB bnsen

= Letenseur F contient toute I'information sur la transformation

- Mouvements de corps rigide ET déformation

= On montre qu’'on peut effectuer la décomposition suivante :
0 Cas 1:une rotation R suivie d’une déformation pure

1) Cas 2 : une déeformation pure suivie d'une rotation R

Rotation « Déformation pure »
(mixte) (eulérienne)

E
>
>
7 . ‘
« Déformation pure » Rotation
(lagrangienne) (mixte)

e

\ |

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Expression du gradient de la tfransformation

Transport d'un vecteur matériel

Jacobien de la transformation
Décomposition polaire
Transport d'un volume

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus




td’ |
RIB Ensen

La transformation est une bijection de K, dans K,

1 _ oX
> il existe un tenseur inverse E “tel que: F (x,t) = 8_; = grad (l()_(,t))
dL = F ™ (x,t)-dI
Interlude mathématique
Inverse d’'un tenseur d’ordre 2:
Un tenseur T estinversible detT =0
> le fenseur inverse est noté T "etona: T - T=1=T-T"

Si deux tenseurs A et E sont inversibles :




T td’ |
iR bnsen

= Pour que la transformation soit bijective (et que 51 existe), le

déterminant J de la matrice jacobienne est nécessairement non nul

J=detF =0

* Le volume dQ du parallélepipede forme par (dx,dy,dz) s'écrit :
dQ = det(dx, dy, dz)

> On montre que (pasici...): dQ=detF dQ,
. dQ
Au final: =detF=J |O<detF=J <+
Q, = =

Jacobien = variation locale de volume

Vi 1A apprentis- Les bases de la Mécanigue des Milieux Conti




Transport d’ I
e —

Exemple

Exemple de fransformation plane 8

2.5

La transformation se fait elle a volume constant 2:

15

Solution 1 : calculer le volume avant et q
apres transformation T EGGE

- Possible uniguement si le volume est facile a calculer !

Solution 1 ; Jacobien de la transformation

1 00
J=det| F(X,t)]=t/z 1 0=1 = ;g =det F (X,t)=1
0 01 °

= Qui, le volume est conservé |




Les déformations du milieu continu

Recherche d'un tenseur des déformations
Cas des transformations infinitésimales
Mouvement de corps rigide
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Recherche d’'un tenseur des déformations IR rx

Rappel : gradient de la transformation et décomposition polaire

* On ainfroduit précédemment |E=Grad (u)+]

- |l se décompose en une rotation pure et une déformation pure

Obijectif : construire un tenseur déformations, qui ne contient pas la
rotation R, et qui est nul lors d'un mouvement de corps rigide

Idée : évolution du produit scalaire entre deux vecteurs:
v Pas modifié lors d’'un mouvement de cors rigide

Da
dy dy dY dy
i ar d_} ay
dx dx
dx
—>
aX aX aX
Rotation: Allongement / rétrécissement : Variation dangle :
dy-dy = dX -dY dy-dy # dX -dY dv-dy = dX -dY

INIP Ensem




Recherche d’'un tenseur des déeformations

INIP Ensem
Tenseur de Green-Lagrange
= Considérons en M deux vecteurs matériels dX, dY
> Aprés fransformation on a: @X=F(X,t)-dX  dy=F(X,t)-dY

Evolution du produit scalaire de ces vecteurs:
dx-dy =(E-dX)-(E-dY)=dX-E"-E-dY

dx-dy—dX -dY =dX -F"-F-dY —dX -1 -dY =dX -(E"-F ~1}-dY

2E

E=2(EE-1

= On infroduit le tenseur de Green-Lagrange :

N —

= On montre facilement qu'il est lagrangien et symétrique

%
\ e /’ m

- Lesbases de la M\éconiqﬂﬁe

des Milieux Conti



Recherche d’'un tenseur des déeformations

INP Ensem

Tenseur de Green-Lagrange en fonction du déplacement

(ET-E-1)

= Tenseur de déformation de Green-Lagrange : E=

N |~

= On avu précédemment : F(X,t)=1+Grad u(X,t)

1, 1 1 T
E=3(E™E-D=5(U+Cradw’-(1+Cradw-1)

_ %(Grad u+(Grad u)' +(Grad Q)T e u)

- Sil'on connait E .lechamp u s'obtient parintégration

(O condition gu'il soit intégrable...)

- le champ u s’obtient & un mouvement de corps rigide pres i

Les bases de la anique des Milieux Continus g m
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Recherche d'unt Af ti
RIB Ensen

Exemple

2.5

On a calculé le gradient de la transformation précédente : 2

15

E(X.t)=8®8+e, B¢, +6,®¢, + ¢, 08 1
1 t/z' 0y (1 0 0) (1 0 O f (t/z)° t/z 0
[E]_— 0-|t/r 1 0|-|0 1 O||=[E|=F| t/z 0 O
0 0 1)lo o0 1) (o o0 1 0 0 O

Deuxieme forme en fonction du déplacement

t
g(l,t)=at2g+;xle_z OK'!
Ez%(Grad u+(Grad u)" +(Grad u) .Grad g)
1ooo 0 t/zr 0) (0 t/z 0(0 O O 1(t/r)2t/70
[E]:Et/700+000+00O-t/rOO:E t/z 0 O
o oo/lo o o/lo o o/lo 00O 0 0 0




Recherche d’'un tenseur des déeformations

F(X.t)=Grad §(X,1) = [EHS E)

E-(EE-) = [E]%[azo_l

X =X, +a(t)X,
X, = b(t) X1+ X,

= Cisaillement: {

= Traction biaxiale: e ¢1(X ’t) ] a(t) "
X, :¢2(X’t):b(t)x2

0
b* -1




Recherche d’'un tenseur des déeformations iR Ensem

A retenir absolument :

Les composantes des tenseurs de déformation sont sans dimension

T
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Les déformations du milieu continu

Recherche d'un tenseur des déformations
Cas des transformations infinitésimales
Mouvement de corps rigide

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Cas des transformations infinitésimales

Tenseur de déformation de Green-Lagrange:

;=§(ﬂ u(X,t)+(Grad u(X,t))" +Grad u(X,t)" -(Grad u(X,t)))

\ J
|

terme non-linéaire

-~ cas des petites déformations : Grad u(X,t) <<1
Grad u' -(Grad u) <<Grad u

- cas des petits déplacements: on peut confondre K0 et K,

petits déplacements + petites déformations =

hypotheses des petites perturbations (HPP)

— Dans ce cas on note

¢= lim E :%(Grad u+(Grad u)' + (Gra o —Grad g)

INP Ensem




Cas des transformations infinitésimales IS
- IN Ensem

On introduit le tenseur des déformations linéarisé (en HPP):

ou, 1({ou ou,)| 1 ou ou,
—L = + = +
oX, 2\aX, oX,) 2\ aX, ox,
£= 1(Grad u(X,t)+(Grad u(X,t)") =|e]|= U, 1hou, | o,
=70 2 oX, 2\ ox, | ox,
ou,
sym —3
oX,
’ Exemple
) X1 X, +at
15 H 1 X, Z(t/T)X +X Grad U(X t) e, ®e
' 1 1.5 2 2.5 X
1 2 ) :
E=—((t/) g®g+t/r(e_2®g+g®e_2)) Equivalents
1 N1t - quand
E:E(Grad u(X,t)+(Grad u(X,t)) ):§;<e_2®i+i®e_2) “ 2 <t




Cas des transformations infinitésimales iRiB Enser
=4, (X,t)=a(t) X
= Traction biaxiale: % =h(X1)=a(t)X, e,
X, =, (X,t)=Db(t) X, A
u1=(a—l)X1 B a-1 0
o = () S
1 a-1 0 E e,
£= E(Grad u+(Gradu)') = [§]=[ ) b—J I }
= Cisaillement: X =X, +a(t) X,
x, =b(t) X, +X, .




Cas des transformations infinitésimales

INP Ensem

Tenseur des déformations linéarisées (HPP): interprétation

Tenseur de déformation de Green-Lagrange: évolution du produit dx-dy

dx-dy—dX-dY =dX -F'-F-dY —-dX-1-dY =2dX -E-dY

En HPP on peut donc noter: dx-dy—dX-dY ~2dX -¢-dY

On choisit dX =dY =dXe :  dx-dx=dx*~2dX -&-dX +dX -dX

= dx? ~ 26,dX > +dX? = dX 2 (1+ 2,

. o : dx
HPP : developpement limité au premier ordre : ax ~J1+2e, =1+ &,

- &y, est I'allongement(si >0) ou rétrécissement (si <0) relatif selon &




Cas des transformations infinitésimales

Tenseur des déformations linéarisées (HPP): interprétation

On choisit maintenant dX =dXe, et dY =dXe,

dx-dy ~ 2dX -g-dY + dXdY_

N

(d_x,dy):%—e = dx-dy = dxdysin @~ dxdy 0 ~ 2dX %,

HPP = on s’arréte au premier ordre :

INP Ensem

4
2

0=2¢,

> &, représente la moitié de la variation d’angle entre dx et dy

\

A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Cas des transformations infinitésimal
| infinitésimales iIP Fnsem

Concrétement : quelle déformation utiliser ??7?

Lp=1m

K, e Ae=0,1m
4>
K I —
h L=1,1 m "

= Nouvelle longueur apres allongement : L=L,+AL
, X
= Deplacement (1D) : u(X)=AL(rj

2 2
= Déformation de Green-Lagrange: E = E[AL + AL +(ALJ ]z A—L+1(A—Lj

2\ L L L L 20 L
= Déformation en HPP: g:E(A_L A_Lj _AL !
2\ L L L l
h Applcgti . E =0.105=10.5% S el | N
i pplcarton numeriqgue £ =010 =10% o d erreur !

i TA apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Conti



Les déformations du milieu continu

Recherche d'un tenseur des déformations
Cas des transformations infinitésimales
Mouvement de corps rigide
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Mouvement de corps rigide iRID Fnsen

= On considere un solide indéformable en déplacement

-> Décomposition polaire F=R-U =R

= Tenseur de Green-Lagrange :
E:%(ET,E_L)Z%(BT.B_L)ZQ car BT'

170
Il
I —

= Déplacements importants : HPP non satisfaite |~ SiHPP: &= E =Q
= Rappel : décomposition partie symétrique / antisymétrique

1
> &= E(Grad u+(Grad u)') estla partie symétrique de Grad u

> Gradu=A+¥ = (Gradu (Gradu)’) = Gradu=

1 Par intéagration d u
| ion: ——
I J dX

Il
(=
U
Il
!:C
_I_
1>
>
U

i
X o=y +OrX i
vecteur adjoint




Mouvement de corps rigide

INP Ensem

Exemple

= Solide indéformable en rotation : rotation Q=Qe,
= Ecriture évidente du déplacement : u=QRe,

= Calcul du gradient du déplacement (formulaire) :

Grad u =_—u‘9er ®e, +%e9 ®e =-Qe ®e,+Qe, Ve,
= R— — O0R— — - - - —
- tenseur antisymétrique , on note . Grad u= A
= Déformation du solide (indéformable !) :
£ :%(Grad u+(Grad g)T)zé(—Qe_r@)ee +Qe, ®e, +Qe, ®e, —Qe, ®e ) 0
0 -Q 0)(R

= Déplacement du point X =R, : u]=
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On se place en description eulérienne : V= \_/(X,t)

Dérivation par rapport au temps du produit scalaire :

dx = dv = grad v(x,1)- dx
Définition de I'opérateur gradient > ) T

@=d_\/= grad v(xt)-dy

£ =grad v(x,t) =tenseur de description eulérienne

Evolution du produit scalaire :

_xfd_—@‘?éf_-=(gy(x,t)-d_x)-d_y+d_x-(gy<x,t)-d_y)

-~ T
i dy = orad v(s)| -+ grad v(x,) |- dy ~gx-24 -y

T Af i
iRiP bnsen




T Af i
______Tauxdedélormation |

- On infroduit le tenseur vitesse (ou taux) de déformation eulérienne :

1 T .
g=—(grad \_/()_(,t)+(grad \_/(>_<,t)) j ou encore  d. _Lf % v
2| == == T2l ox, o

= partie symetrique du gradient du champ de vitesses

A partir du tenseur de description eulérienne on décompose:

(=d+Q=2 (kK)o (kK

- On introduit le tenseur vitesse de rotation :

1 2

1 T _
£=2=§(grad \_/(>_<,t)—(grad \_/(>_<,t)) ) ou encore Q. :1(%_%J

\ =

Les bases de la M\éconiqﬂﬁe



Taux de deformation INP Fnsen

Exemple

On reprend la transformation precédente :

v(xt)= 2ati+%(x1—at2)e_2

Le tenseur de description eulérienne s'écrit :

k =grad v(x,t) =lez ®e
S CIEl 24

En en déduit les deux quantités:
T

Zg:grad\_/(>_<,t)+(grad\_/(§,t)) 1(e2®e1+e1®e2) 1 1:5 2 2.5
=24 il o\2o TR

T

20 = grad v(x.t) - (grad v(x.t)) =>(e, ®¢,-¢,®e,)

taux de déformation constant et homogene

vitesse de rotation constante et homogene
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

La conservation de la masse

Bagage mathématique : opérateur divergence
Dérivée particulaire d'une intégrale de volume
Equation de conservation de la masse
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Opérateur « divergence »

4 LORRAINE

INP Ensem

Divergence d’'un champ de vecteurs

= Un champ de vecteurs T(x) - divergence = champ scalaire

vy N j /
P /s NN\ /S
NN N4t NN\ A / /
1
T LN v1lio4 A~ - e \ 4 y s e
o ™ - * b - - e S * » A e ae—
-——-'2 - -.J' » 4 i.]: — 2___ __g_-- - 1__r ¢ » . 11_ -..____2

Ny
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Opérateur « divergence » iRiB Ensenm

Divergence d’'un champ de vecteurs

= Soit I(>_<) un champ de vecteurs défini sur un ouvert de RB

= Le gradient de I(X) est un champ de tenseurs d'ordre 2

= On peut définir la divergence de I()_() de la facon suivante:
div(T (x)) =Tr(grad (I()_()))

- Pas souligné car c’est un scalaire

T

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Divergence d’'un champ de vecteurs

Arat i
Operateur « divergence » iRiP Fnsem

Coordonnées cartésiennes = Coordonnées cylindriques

oT, oT, OT,
+—=+
OX, OX, OX,

18(rT) 10T, T

Z

r or r o oz

divI=Tr[£1_’}= div[:Tr[&[]:

- champ de scalaires

ENSEW%ppren’ris- Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus
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Opérateur « divergence » iRiB Ensenm

Divergence d’'un champ de tenseurs d’ordre 2

= Beaucoup plus difficile a interpréter 1l

=« Définition mathématique :  div vi=T-V

0 [Ty, T, O

0 0 oX,  OX

T Te Lo :9(1 a;(l aT2 aTS

. Aci : divT =T, T, T,||—|=|F+—2+—-2

En cartésiennes : [—:](i,e_z,e_a) T21 T22 T23 ox, ox, OX, ox,
¥ e | oty ot ot -

v 31, 7732 4 733

OX, oX,  OX, OX

- Souligné = champ de vecteurs

-

= Larelation suivante sera souvent ufilisée:

div(aT)=adiv(T)+T -grad(«)

e
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Opérateur « divergence »

4 LORRAINE

Divergence d’'un champ de tenseurs d’ordre 2

Coordonnées cartésiennes

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Méca

oT,

+

0T,

OX,
N oT,,

OX,

L T

OX,
0T,

OX,
0Ty,

OX,

+

OX,

= Coordonnées cylindriques

- champ de vecteurs

e

nigue des Milieux Continus

INP Ensem

\ |




Opérateur « divergence »

INIP Ensem
Divergence d'un champ de tenseurs: formulation intégrale
n(x) n(x)da :élément de surface orienté

0Q

= Théoréme de flux-divergence = théoreme de la divergence

= formule de Stokes-Ostrogradski

Le flux du tenseur & travers 0Q est égal @ r.[dlv(T)dQ— T.nda

'integrale de la divergence de ce tenseur  _ Jo - o .

sur tout le volume O IM(D o :5 I-nda l
LQ Q i




Opérateur « divergence » iRiB Ensenm

= Le laplacien d'un champ de tenseurs est égal a la divergence de

son gradient

- I'opérateur gradient « augmente I'ordre » du tenseur :
Gradient de scalaires (ordre 0) = vecteurs (ordre 1)
Gradient de vecteurs (ordre 1) = tenseurs d’ordre 2

- I'opérateur divergence « diminue |'ordre » du tenseur :

Divergence de vecteurs (ordre 1) = scalaires (ordre 0) >

Divergence de tenseurs d’ordre 2 = vecteurs (ordre 1)

- Le laplacien conserve |'ordre du tenseur
AT = div(grad T)

AT - div(gradT )

T
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perateur « divergence » INP Ensem

0.5

Gradient Laplacien

[ ——

Les bases de la Mécanigue des Milieux Continus
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

La conservation de la masse

Bagage mathématique : opérateur divergence
Dérivée particulaire d'une intégrale de volume
Equation de conservation de la masse

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Dérivée particulaire d’'une intégrale de volumcliBRES
e —

= Problématique:

On veut exprimer la conservation d'une quantité  b(x,t)

- évolution temporelle de quantités eulériennes infégrées sur un volume

= Soit un volume €2, de frontiere 0€), dans la configuration actuelle K,

- on cherche a exprimer :
P % b(x)dQ, = ?

= D'apres ce qui précede :

[(dQ
=detF =J d d
199, T = =] b(xdQ = b(#(X,1),1)J dQ
dt ‘o Codt o
X=¢(X.1)

\

A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus




Dérivée particulaire d’une intégrale de volume

INP Ensem

Le volume €2, dans la configuration de référence est fixe et donc :
—j b(x,t)dQ, j b(¢(x 1),1)J)dQ,

d
= (a(b(gﬁ(z,t),t) )J +b(P(X, 0.0 (I )]dﬂo

Qg

{ J
|

dérivée particulaire

Onavuque J=divv] , et on exprime la dérivée particulaire :

d
dt J

b(x,t)dQ, =L20 (grad(b) v+aa—t:+b div (v ))JdQ

div(ea)=grad a-a+a div(a)
d : ob }
— | b(x,t)dQ, = o (dlv(b\_/)+EdeQo

dt °

e
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Dérivée particulaire d’une intégrale de volume

INP Ensem

) jdiv(y)dQ: j\_/-n da |
o) o0, Z

d 0
), DODAQ = [ b(x 1) v(x,1)-da+ | —b(x)dO
\ J | J =
| |
effet de la convection due a la variation au cours du femps dans
variation de volume un volume considéré fixe

T
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CHAP II: Cinématique du milieu continu

La conservation de la masse

Bagage mathématique : opérateur divergence
Dérivée particulaire d'une intégrale de volume
Equation de conservation de la masse
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Conservation de la masse iRIP Ensem
Mo(t) = [ pp(X)dQ,
= En description lagrangienne : °
M (1) =, p(xt)dO
Conservation de la masse:
M) -M, =] (pI—p,)dQ, vQ, = I =P
VEMB)-M,=0 = 0 =)o, (PI=P0)A% VO =0 6 40,
= En description eulérienne :
&
% (AR, =0 dérivéed particulaire d'une in’régrolgbde volume I
Ejﬂt bd Q. :th (dlv(b \—/)+Ejdﬂt .
| [d i (g op(x,)
BN p(x,1)dQ, _jgt (le(p()_(,t)\_/)Jr - det

e
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iRiB bnsen

= Formulation intégrale (globale) = formulation faible

Je (Gp éf’t) +div(p(x.t) y(x,t))jdszt -0

IQ Gpgf’t) th + p()_(’t)\_/()_(,t) d_a =0

o0,

( J | J
| |

variation dans le temps flux de matiere sortant
de la masse volumigue

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Conservation de la masse

= Formulation locale = formulation forte

Igt 8,0%(,’[) dQ, +Iagt p(X,tv(x,t)-da=0

INP Ensem

- vrai quelque soit le volume d’intégration

(dp Op
—— =—"—+g¢rad -V
a'0()—("[)+div(,o(>_<,t) v(x,t))=0/ 4dt ot grad (p)-v

dp(x,t)
d

+ p(X,1) d'V(\—’()—(’t)) = conservation de la masse

= Cas incompressible : masse volumigue constante |

%+P(Z,t) div(v(x,t))=0 = |div(v(x,t))=0

) kdiv(ag) =grad a-a+adiv(a)
0
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CHAPITRE I
' Modeélisation des efforts intérieurs
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L teur- traint
iRiB bnsen

On se place dans la configuration actuelle : description eulérienne

-~ imaginons que I'on coupe de facon fictive un systeme matériel en M
-~ le plan de coupe s’appelle la facette n(x)

- résultante des efforts d’'une partie sur I'autre?

Densité surfacique de forces: t
n(x)

df =t(M,n(x))da da df=1(Mn(x))da

t(M.n(x) = lim

da—0 da i!

A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus



Le vecteur-coniraint
- = s INP Ensem

= La densité surfacique de forces t s'appelle le vecteur-contrainte

= Le vecteur-contrainte dépend de la position X et de I'orientation n(X)
= on peut décomposer le vecteur-contrainte :

n(x)

composante normale

II\

“.. df=t(Mn(x))da  ©» t(M,n(x))-n(x)
: 7, =(t(M.n(x))-o,n(x)) - z(x)

/

composante tangentielle

c,<0 = compression

c,>0 = traction

- composantes du vecteur-contrainte homogenes a une pression (Pa)

Les bases de la anigue des Milieux Conti



Tenseur des contraintes de Cauchy

Définition du tenseur des conftraintes
Symétrie du tenseur des contraintes
Interprétation des composantes
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Définiti t o traint
iRiB bnsen

-~ le vecteur-contrainte dépend de la facette considéré

- « objet mathématique » qui contient tous les vecteurs-contfrainte en M ?

element parallélépipédique
infinitésimal centré en M

o I()_(’%) =038 +0,8, +04568
A “\\ f(x,é ) .
o \ T2 t(X,,) =0,,8, + 0,8, + 05,8
3
1 / (X, 8;) = 0138, + 038, + 0338

— I()_(,ei) :O-jiej

/

Direction Facette

i
L b t(x n(x)) = o (n; (X)e; =g (x)-n(x) i




Définition du tenseur des traint
initi U U contraintes iRiP Fnsem

— on vient d'infroduire |le tenseur des
contraintes de Cauchy

t(x,n(x))=a(x)-n(x)

t(x.e,)
>O

22

L

-~ composante o; = effort normal

>
62

- composante 0; = effort tangentiel

- tenseur d'ordre 2 g(>_() . application linéaire qui fransforme un

vecteur N(X) en un autre vecteur §(>_<,Q(§))

Les bases de la anique des Milieux Continus g m




Tenseur des contraintes de Cauchy

Définition du tenseur des conftraintes
Symétrie du tenseur des contraintes
Interprétation des composantes

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Symétrie du tenseur des contraintes

4 LORRAINE

INP Ensem

- on se place en M(x,X,,X,) Au centre de I'élément de coté dx

- équilibre statigue du parallélépipede?

Equation d’'équilibre des moments :

@ Fa-ttanda b {te)n Tetern Fe o (1e)n Fo-tenTe -0

o)

33
i E ( X, e, )

t(xn(x))=a(x)-n(x) 1 /

;.0-23

A 4

(0'116 +0,,€, + 0,58 ) A dxe i

(0'216 +0,,8, + 0,8 )/\dxe

(0'319 +03,8, + 058 )/\dxe =0 / 1
!

\ |




St t d traint
iRTB Ensen

(

0y —0y, =0

N

= dx(—012e3 + 036, + 0,8, — 0,46 — 0,6, + 032e1) =0 =

O3 — 05 =0

Oy — 0y =0

N

Oy =0y 013703 Oy =03

o)

‘?3 4 (Ea & )
. e B
- le tenseur des contraintes de Cauchy —3T / -
est symétrique !l _ O
IR SN—
o=0c' soit o.=0 o P
= = ij — i - =
0-21

-
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Tenseur des contraintes de Cauchy

Définition du tenseur des conftraintes
Symétrie du tenseur des contraintes
Interprétation des composantes
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Int Stati t
RIB Ensen

o; — traction/compression selon €

[ ——

T
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Propriétés du tenseur des
contraintes de Cauchy

Diagonalisation d'une matrice
Propriétés du tenseur des contraintes

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus




Diagonalisation d’'une matrice iRiP Ensem

Interlude mathématique

M est diagonalisable s'il existe une matrice inversible ET une matrice

diagonale telles que : M =PDP™

> vecteur-colonnes de P : vecteurs propres

v est un vecteur proprede M = il existe A4 tel que Mv = Av

Posséde une solution si et seulement si: |det(M—A41)=0

- solutions de cette équation : valeurs propres A, 4,,...4

Matrice diagonale : D=PMP formée par les valeurs propres &
- « diagonalisation » de la matrice v




Diagonalisation d’'une matrice

INIP Ensem
Exemple
5 -3
Calculons les valeurs propres de M = 5 4
- 2 et 5-1 -3
Equation caracteristique : det(M—M):‘( ; A /J‘
=(5-1)(-4—-1)—(-3x6)
=-20-1+1°+18
—12-1-2=0 _ {21=21
Vecteurs propres associés a 4 et 4, : ==

5-2
6

5+1
6

(M-41)u=0 = [

(M=21)v=0 = (

—4-2

—3
—4+1




Propriétés du tenseur des
contraintes de Cauchy

Diagonalisation d'une matrice
Propriétés du tenseur des contraintes
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Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Interlude mathématique

Directions et valeurs principales d’un tenseur

Soit un tenseur d’ordre 2 symétrique T

On appelle valeur propre (ou principale) et vecteur propre (ou

direction principale) le scalaire 4 et le vecteur V tels que:

T-v=A4v

On détermine les valeurs principales en résolvant : det(T —41) =0
> onlesnote T,,T,,T,,

On détermine la direction principale T. en résolvant :

- on note les directions principales €,€, €,




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Interlude mathématique

Directions et valeurs principales d’un tenseur

Sans démonstration: si les trois valeurs principales de T sont

distinctes, alors les trois directions principales sont orthogonales

La base formee par les vecteurs €,,€,,€, est la base principale

Dans cette base principale on a:

T :T,e_,®e_|+T,,el(>9el+T,,,e,J®eIJ

0

T 0
I:L:|(e| €1 8m) - O T” O
- O O TIII




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Valeurs et directions principales
O est un tenseur symétrigue d'ordre 2 :

Il existe une base (e, B ) appelée base principale telle que:

oo 0 O
g=0,606+0:% 8 +outn O [o]y o 0= 0 o O
- 0 0 o

Par convention: o, >0, >0,

les facettes (e_.,el,em) ne subissent que des confraintes normales

par exemple, pour la facette € : t=0-€ =0,¢

€, est la direction principale associée ¢ la valeur principale o,




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Interlude mathématique

Invariants d’un tenseur d’ordre 2

On appelle invariant du tenseur T toute fonction scalaire de ses

composantes qui reste inchangée lors d’'un changement de base

Sans démonstration : un tenseur d’'ordre 2 symétrique possede

toujours (au moins) 3 invariants indépendants

Invariants les plus communs :
1] =Tr(T) 1 =%((Tr(l))2—Tr(L2)) 1] =det(T)

Invariants par changement de base - dans la base principale :
T =T|e_,®e_|+T,,el®el+T”,eIJ®eIJ

I1T :TI +T|| +T||| |2T :TITII +T||T||| +T|T||| I?T :TlTuTm




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Invariants du tenseur des contraintes de Cauchy

pour déterminer ces valeurs propres on calcule :
P (A)=det(c—Al)=-2°+I7 A" =172 +1]

O O O ° ° .
|1 ; |2 ; |3 sont des scalaires invariants par changement de base

On peut exprimer ces invariants :

(|1:Tr(g) rI1:Gii =0,+0, t0oy
1, = %((Tr (g))z —Tr (gz)) < <, = %(GHGJ-J- — 0,0} ) =o0,0, +0,0, +0,0,
l, :det(g) 15 =det(0ij)=0,c7,,0”,

par définition, ces scalaires ne dépendent pas de I'observateur

utiles pour caractériser le matériau ! (« criteres de dimensionnement »)




Propriétés du tenseur des contraintes

Interlude mathématique

INP Ensem

Tenseurs sphériques et déviatoriques

Un tenseur d’ordre 2 quelconque I peut étre décomposé de

facon unique de |la facon suivante:

TS :aL:

(L)

1=
Wk
—

"+T77  avec ¢

=

S

TP =

=
=
=

w| k-

Le tenseur 'I='S est appelée partie sphérique du tenseur T

Le tenseur LD est appelée partie déviatorique du tenseur T

Tr(T’)=0
Tr(T°)=Tr(T)

On montre facilement les relations:

Tr(T)!




P i&tés du t d traint < vonnnine
iRIB Ensen

Décomposition en parties sphérique et déviatorique

O estun tenseur d'ordre 2 :

- |l existe une décomposition en partie sphérique et déviatorique:

S
=0 +

19

D
o To
e AN

partie « sphérique »  partie « deviatorique »

Tr(o) |
2)

-~ on a les relations: Tr(c)=0  Tr(c’)=Tr(o) o’ =(

Tr(g) 1 1
. :_(0-11""722"'633):5(0-! +oy +oy) I
-

— pression hydrostatique: p= 2 3

> gD est symétrique, et il admet les mémes vecteurs propres que o

| partie sphérique : « changement de volume sans changement de forme» |
partie déviatorique : « changement de forme d volume constant »

\
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Propriétés du tenseur des contraintes

Traction uniaxiale

4 LORRAINE

INP Ensem

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus




P i&tés du t d traint < vonnnine
iRIB Ensen

Traction biaxiale

o, >0 c,, >0

0 =06 Q€ +0,8¢, V¢,

anique des Milieux Continus g m


https://www.youtube.com/watch?v=VlOHJR-OcXo
https://www.youtube.com/watch?v=VlOHJR-OcXo

Propriétés du tenseur des contraintes iRiB Fsem

Compression uniaxiale



https://www.youtube.com/watch?v=QTpx28CH7PI
https://www.youtube.com/watch?v=QTpx28CH7PI

Flexion

Propriétés du tenseur des contraintes

o, (X)<0 ou oy,(x)>0 suivantx

o(x)=0,(x)e ®¢

on(x) 0

g]-| 0 oo
0 0 0




Propriétés du tenseur des contraintes

INP Ensem

Torsion (cisaillement)
c=0,¢,¢e +0,,6, e, = r(eg Xe, +¢e, ®eg)

) 0 0 0
[g} =10 0 o,
0




Equilibre : équation de la

dynamique

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



E H | i
quation de la dynamique iRIP Ensem

Elément de matiere :

volume dQ,

masse dm “

frontiere 0Q), (fermée) =

Bilan des efforts:

efforts de volume th pfrdQ, /ﬁ 5
&
efforts de surface _LQ t da
= Principe fondamental de la dynamique : B
d m
< Ejat ovdQ), =th pfTdQ + [ tda

e
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E t | i
quation de la dynamique iRIP Ensem

vecteur-contrainte
) t=o-n

théoreme de la divergence
'[dlv dQ j o-nda

d .
—tjgt ovd Q) =th pfhdQ + [ tda

d .
—tJ.Qtp\_/th =IQtpi dQ, +[ o-nda

00, = —

%IQtPYth ngtpimth+ th(g)dﬂt

d

o d B \
On peut montrer que : E_[Qtp\_/th_ it —dQ, = j padQ,

T

o
!
s e s . . . N
3 avec ad |a dérivée particulaire du champ de vitesse

ENSEM pprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



= Cette équation est vraie quelque soit le volume d’intégration:

Le PFD devient alors :

th padQ, :th p7dQ, + th(g)dgt

= Formulation faible (intégrale) de I'équation d’équilibre

pa=diva+pf"”

= Formulation forte (locale) de I'’équation d’équilibre

T

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus

E t | i
quation de la dynamique iRIP Ensem

Eﬂ-_ N




Equation de la dynamique

INP Ensem
= Coordonnées cartésiennes
1 0
XL p( f —aX)+ 00 + T + 00y, =0

_________________ M i OX @y 0z
i o 0 o 0
i es 3 p(fym—ay)+ O-yx+ O-yy+ O'yz :0
e | OX oy 0z
— _________ X, o
: p(17—a,)+ 2%, 0%u 004

OX oy 0z

= Coordonnées cylindriques
r
= o ,0( frm _ar)+ ao-rr _l_l aGrH 4 ao-rz 0
MA, ., or r 06 0z
e | oo 1oo oo 20 e
JE= fm_a + 6?r_|__ 049_|_ 492_|_ rezo
o= J—<— '0( ¢ ‘9) or r 00 oz r 8
- H e, p(fzm_az)_l_ao-zr _I_lagza_l_ao-zz_l_arz -0
or r o6 0z r
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CHAPITRE IV : NOTE TECHNIQUE
Les conditions aux limites

- \
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LLLLLLLL

CHAP IV: Les conditions aux limites

Les conditions aux limites

Efforts ou déplacements 2
Conditions locales ou globales 2
Surface libre

Tableau récapitulatif

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus




Effort ou dépl t?
iRiB bnsen

A retenir :

On n'impose jamais (dans les exercices classiques) des conditions aux

limites qui portent a la fois sur le déplacement et I'effort :

déplacement connu = effort a déterminer
effort connu - déplacement a déterminer

' F Piston indéformable

B
v

Moule indéformable

Exemple
- déplacement connu (=0) selon €,
u-e =u, =0

- déplacement inconnu selon & et &

- vecteur-confrainte connu selon €, et €,

t(n=g)-e =t(n=e)e,=0

- vecteur-confrainte inconnu selon €,




LLLLLLLL

CHAP IV: Les conditions aux limites

Les conditions aux limites

Efforts ou déplacements 2
Conditions locales ou globales 2
Surface libre

Tableau récapitulatif
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Conditions locales ou globales ? iRiB Fnsem

A retenir :
effort pression
= grandeur globale = grandeur locale
(intégrée sur une surface) (vraie en tout point de la
surface)
= intégrale surfacique
d'une densité d'efforts = composante normale
(vecteur-contrainte). du vecteur-contrainte




LLLLLLLL

CHAP IV: Les conditions aux limites

Les conditions aux limites

Efforts ou déplacements 2
Conditions locales ou globales 2
Surface libre

Tableau récapitulatif

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Méconiqué des Milieux Continus




Surface libre INP Ensem

A retenir : SURFACE LIBRE

Surface libre : conditions aux limites fortes !l

= vecteur-contrainte connu dans les trois directions !
= déplacement inconnu

En mécanique des fluides

= application de la pression atmosphérique

En mécanique du solide

| = pression atmosphérique négligeable
= vecteur-contrainte nul

Les bases de |la



LLLLLLLL

CHAP IV: Les conditions aux limites

Les conditions aux limites

Efforts ou déplacements 2
Conditions locales ou globales 2
Surface libre

Tableau récapitulatif
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Tableau récapitulatif

4 LORRAINE

INIP Ensem
Paroi e u(xes) & =U(xeS)=0
indéformable A t(xeS,—¢)-g ="
Frontie {ul(xes)o ti(geS, i):?
rontiere X u(xeS)=0 = {u,(xe8)=0 t(xeS,~¢)=? = 1t,(xeS,~¢)="
encastrée - - 2 S = AEET =
1 U (xeS)= t,(xeS,—4)="
) u,(xeS)=U, t(xeS,—4)=?
Deplqcemem % u(xeS)=U = <u,(xeS)=U, ;(ges,—i)s? = tz(ges,—i):?
o J xS0 et
Pression % _
imposée MM'T:QM t(xeS—2)=pa




Tableau récapitulatif
INP Ensem
(Sxt1<§eS,—g) F
Effort j;(geS,—i)dS:F% = <S><tz(X€S,—g)=0
MRITogEne A S Sxt,(xeS,~g)=0
imposé \ "
" f u(xeS)=?
Pas de F=Fg u(xeS)=? = Ju,(xeS)="2
frottement ()=
,(xeS)="
t(XES —el)-ezzg(xes —el) eszyx'g(ges —el) e,
Froftement: 1& T = = A
: u(xeS)=?
loi de 12
Coulomb ‘ u(xeS)=? = qU,(xeS)="
U,(xeS)="?
Couple :el
mposs | =14 - [ nt(xe -5 = [y 26 ne(xe . s
SE
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CHAPITRE V
Appllcahon aux matériaux solides
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L'essai de traction

Lol de comportement

L'essai de fraction

Limite d’élasticité

Cas unidimensionnel : le module d'Young

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Loi d t t
(RIB Ensen

Exemple

L'essai de traction
a= (l_Vgll)ao

On considere une éprouvette b=(1-ve,)b, |

parallélépipédique de coté a x b et de

longuevur / ]

(1+&,)/,
On le soumet a un effort longitudinal
Deformation positive dans le sens longitudinal

Deformations négatives dans les directions transverses

Questions
Quel est le lien entre |'effort imposé et les déformations?
Comment caractériser le matériau (indépendamment de la

forme de I'éprouvette) ¢




Loi d t t
(RIB Ensen

Recherche d'une loi de comportement =
relation locale entre champ de déformation, champ des efforts intérieurs et
champ de température

ex: loi de Hooke en 1D = relation linéaire

On cherche une loi locale & partir d’essais a I'échelle globale

hypothese d'"homogénéité des champs (traction simple, ...)

ex: essai de traction: on suppose les contfraintes/déformations constantes
dans la partie utile de |'éprouvette




L'essai de traction

Lol de comportement

L'essai de fraction

Limite d’élasticité

Cas unidimensionnel : le module d'Young
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L'essai de traction
' ' INIP Ensem

Champ impose @ =0,€, Xe, o, (822,822,1_,...)




L’ i de tracti
RIB Ensen

= Mesure des efforts : cellules de charge

= Mesure des déformations

- Jauge de déformation - Extensometres

-~ Corrélation d'images




L’ i de tracti
iRiB bnsen

Partie utile

Remarque . "
> Utilisation courante de F/S,~0o,, :«contrainte nominale »

» Utilisation courante de Al/l, =¢,, :«deéformation nominale »

En dessous de la limité élastique Re : |oi linéaire pour certains matériaux

T
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L'essai de traction
e —

Exemple

L'essai de traction
a= ( —Véy, ) d,

Différence entre confrainte nominale =(1-vg, )b, $

et contrainte de Cauchy ¢

o - F_F I=(1+¢,)l,
S0 aObO
o _E_ F F _F 1 Oy
MTS T ab ay(Lvey )b (Ivey) S, (1-vey,)
1
. : : 1
Notion de dilatation ¢ 2
1+ 2 )l 1-ve,) &,—0
ﬂ,zlz( 811) 0 “l+g, ( 11) 11
IO I0
Déformation transverse?
Aa Ab
€99 _533:a_0_b_0: Véy




L'essai de traction

Lol de comportement

L'essai de fraction

Limite d’élasticité

Cas unidimensionnel : le module d'Young
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Limite d’élasticite
e —

F
5

Dans cette zone linéaire dite élastique, les contraintes
R,
et les déformations sont reliées linéairement

Déformations élastiques = modification réversible de

I'espace interatomique

Objectif : définir une relation 3D entre contraintes et déformations
- intrinséque au matériau : - ne doit pas dépendre de la base

- ne doit pas dépendre de I'observateur

Hypothese : on se place a température constante
- mais les effets de la température existent !!




L'essai de traction

Lol de comportement

L'essai de fraction

Limite d’élasticité

Cas unidimensionnel : le module d'Young
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Cas 1D : le module d'Young iRiP Fnsem

= Postulat de base de I'élasticite :

Un seul état de déformation < un seul état de contrainte
- Indépendant de la vitesse de déformation ou de variables internes

= Dans I'axe de |'éprouvette :

relation linéaire entre contraintes et déformations en-decd d'un seulil

A ()'11
= On introduit un coefficient de
proportionnalité :
le module de Young (Pa) E




Cas 1D : le module d’Youn
g INP Ensem
= mesure de la « rigidité » du matériau élastique linéaire
= ne dépend que du matériau (et pas de la forme du solide)
Moteio | E(GPa) | Mateiow | EGFa)
Acier 210 Béton 20-50
Fonte 20->160 Bois 10220
Aluminium /0 Nanotubes de Carbone 1100
Plomb 20 Verre /0
Titane 114 Caoutchouc 0.001->0.1
Exemple
F Al 1
O =—=E811=E— = F=ES—AI a:(l—vgn)ao
S l, .
> Rigidité d'un ressort : . U p=(l=ve)h |
F=ES— Al=KU
ly I=(1+6,)]
K




Le matériau solide élastique
linéaire isotrope

Considérations genérales
Loi de comportement
Interprétation des parametres matériau

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus




idérati Anéral
RIB Ensen

en 3D : a:( _Vgu)ao
déformation dans une direction b=(1-ve,)b, |
- déformations transverses |

[=(1+5,)l
loi contraintes =f(déformations) : tridimensionnelle
loi tensorielle : indépendante de la base considérée

Hypothese 1 : on se place en HPP !! (pour la suite : 3A ENSEM)

Hypothése 2 : on étudie le solide élastique linéaire (suite : 3A ENSEM)

Base : thermodynamique des milieux confinus (annexe sur Arche)
Expressions lagrangiennes du premier et second principe
Potentiel thermodynamique menant d une loi linéaire




Le matériau solide élastique
linéaire isotrope

Considérations genérales
Loi de comportement
Interprétation des parametres matériau
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Loi d } t
RIB Ensen

= Dans le cas d'un matériau isotrope : 2 paramétres suffisent

= On se place dans un état dit naturel : = O

= La loi de comportement élastique linéaire isotrope en HPP s'écrit :

= ATr(g)l +2ue

- 2 parametres scalaires appelés coefficients de Lamé

= On peut écrire la loi de comportement inverse (état naturel):

£ = 1+—V0'——Tr(0')l
=" E = E

- E estle module de Young du matériau (généralement en GPaq) N
« V estle coefficient de Poisson du matériau (sans unité) l

Les bases de la anique des Milieux Continus g m




Loi } t
RIB Ensen

= ATr(g)l +2ue

= 2 parametres matériau :

19

1+VO'—ETr(O')I

IIN

- parametres non indépendants car 2 suffisent a caractériser le matériau!

KE—u 31+20 gV | I3
A+ U A+v)Q-2v)
X X
v = ﬂ, u: E ¥
L 2(24‘ u) L 2(1+ V) 0 Plartieutile
0

Exemple .

= Cas de la traction simple: 1

i
|| F 1+v oy 1%
o=0,60®e=—¢®e = £=?O'—ET (o)l = = i@g—g%(i@e_ﬁ%@e_?’)




Le matériau solide élastique
linéaire isotrope

Considérations genérales
Loi de comportement
Interprétation des parametres matériau
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Int atation d ot téri
iRiB bnsen

Module de Young et coefficient de Poisson

Module de Young :
pente de la courbe n=r 0 0

o,=f (511) [:] B 0

Coefficient de Poisson:
&, <0.01 compaction transverse

a:(l—vgu)ao

~
Il

T

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus

>
b:(l—vgn)bo $ !
(1+811)10 I




Int atation d ot téri
iRiB bnsen

Le coefficient de Poisson : ordre de grandeur

Matériau

Acier ~0,3
Fonte 0,21->0,26
Aluminium 0,34 = Valeur commune : v ~0.3
Plomb 0,44
Titane 0,34 = Pour un matériau quasi-incompressible:
v —05
Au passage : coefficient de Poisson négatif 2 - milieu auxétique

T

!
| = - 3 |
) Vo

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Résolution du probleme
d’éelastostatique

Formulatfion du probleme
Principe de Saint-Venant
Schéma de résolution classique

La méthode des éléments finis

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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iRiB bnsen

Hypotheses ~ Elasticité linéaire, matériau isotrope
> HPP (E—g et x—>X)

- Petits écarts de température (40 —0)

- Etat « naturel » (pas de contraintes initiales) (60 =0)

Formulation du probléme - Equilibre du systéme a(X,t)=0
- On connait les forces volumiques
- On connait les déplacements sur oQY
— On connait les efforts surfaciques sur 9O’

Probléme régulier: 0Q' UAQY =0Q et Q' NoQY =T

!
- dans ce cas la solution est unique

Sinon: Q' WY #0Q > on cherche alors une solution approchée

i TA apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Conti



F lati P
iR bnsen

Indice « s » pour « surface »

-

1) div(e)+p(f"-2a)=0

(2) o=ATr(g)l +2ps o
(3) &=Y2(Grad(u)+Grad(u)') {

N\

S

Q = {aQT

4) o-n= t>  connu en tout point de 6Q' \\

(5) u=u’ connu en tout point de 6Q"

N
=

\ |

- Premier cas: I'inconnue principale est le champ de déplacement

- Second cas: l'inconnue principale est le champ de contraintes

-

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Résolution du probleme
d’éelastostatique

Formulatfion du probleme
Principe de Saint-Venant
Schéma de résolution classique

La méthode des éléments finis
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P . N ° ll_-v .I. 4 LORRAINE
iRIB Ensem

Cas courant : on ne connait pas la maniere précise avec laguelle les

efforts sont appliqués

- pas de conditions aux limites
- résolution du probleme ¢

Hypothése de Saint-Venant:

« L'état de contraintes et de déformations suffisamment loin d'une
surface ne dépend que du torseur resultant des efforts appliqués, et

non pas de leur répartition precise »

Equivalent von Mises stress Equivalent von Mises stress
625, 1.25e+003 1.882+003 2.50e+003

625, 1.25e+003 1.88e+003 2.50e+003
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Résolution du probleme
d’éelastostatique

Formulatfion du probleme
Principe de Saint-Venant
Schéma de résolution classique

La méthode des éléments finis
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hé Asoluti lassi
iRiP bnsen

= Cas courant : on imagine une forme pour le champ de déplacements

- On déduit la déformation puis la contrainte (loi de Hooke)

- On écrit I'équation d’équilibre, on résout avec les CL

- On détermine entierement contraintes, déformations, déplacements

Calcul de la contrainte (Hooke) Equation d’équilibre
— 1
o = ATr(g)] +2ps div(g)+p(1"— K) =0

A

Hypotheses sur les _| Calcul de la déformation (HPP)
déplacements U (Xx) - £ =1/2(Grad (u) + Grad ")

A

A

A

\ 4

Ecriture des
conditions aux limites

e
7 ;ﬂasV;‘ oz § 3§ 0323 ‘
Déplacement U, Déformation équivalente Contrainte o,

ique des Milieux Continus - m
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Résolution du probleme
d’éelastostatique

Formulatfion du probleme
Principe de Saint-Venant
Schéma de résolution classique

La méthode des éléments finis
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| La meéthode des elements finis I INP Fnsen

probleme réel = géométrie et chargement complexes

- les méthodes analytiques ne sont plus suffisantes




La méthode des élé ts fini
a méthode des elements finis iRiB Enser

ldée: le domaine est discrétisé en un ensemble d’'éléments finis simples

i
e
1t

S i

= on connaif les efforts ou les déplacements

Aux noceuds des éléments

= on saif résoudre analytiquement le

s

probleme mécanique sur ces éléments

maillage en maillage en
hexaedres tétraedres

= assemblage des éléments > matrice de rigidité globale du systéme

= obtention des champs aux nceuds - interpolation sur les éléments

4

entis- Les bases de Icméc;‘qni. ue des Milieux Co




L athode des élé ts fini
iRiP bnsen

nombre d’'éléments finis importants - convergence vers |la solution

devient problématique dans le cas de non-linéarités
(grandes déformations, loi de comportement, contact ...)

2A/3A ENSEM... !

Time: 1.24¢-001 sec
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Infroduction au dimensionnement

Le dimensionnement
Cas unidimensionnel
Notion de contrainte équivalente

Contrainte équivalente de Von Mises

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Le di ' t
iRIB Ensen

Dimensionner : pourquoi faire ?

= En-dessous de la limite élastique Re, le o

comportement est élastique (et réversible)

=  Au-deld de cette limite:

v endommagement v déformations plastiques v rupture
(iréversibles)

Dans beaucoup d’'applications : cette limite ne doit pas étre atteinte |

Les bases de la Mécanique des Milieux .“r = -.
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Infroduction au dimensionnement

Le dimensionnement
Cas unidimensionnel
Notion de contrainte équivalente

Contrainte équivalente de Von Mises
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Cas unidimensionnel

INP Ensem
1D - essai de fraction ! ¢
0-0,e,®¢ ¢ ¢, R
Critere de dimensionnement : trivial !!
o, = % <R, N

- suffisant pour dimensionner des
structures en treillis

(= ensemble de barres en fraction /
compression)

K /EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méca

niqueia‘ews Milieux Continus
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Infroduction au dimensionnement

Le dimensionnement
Cas unidimensionnel
Notion de contrainte équivalente

Contrainte équivalente de Von Mises
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Notion d trainte équivalent
KB Fnsen

Objectif : comparer cet état de confraintes avec la limite élastique !
Définition : confrainte équivalente = scalaire & comparer avec Re

- formulation en termes d’invariants : intéressant car non dépendants

de la base choisie

— constatation : I'énergie de distorsion élastique (due a un changement

de forme sans changement de volume) est un bon indicateur

ique des Milieux Continus - m
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CHAP V: Application aux matériaux solides

Infroduction au dimensionnement

Le dimensionnement
Cas unidimensionnel
Notion de contrainte équivalente

Contrainte équivalente de Von Mises
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Contrainte équivalente de Von Mi
iRiB bnsen

Rappel : décomposition en parties sphérique et déviatorique

S
+

19
Il
19

Tr(o) |
)

D D S S o
o avec Tric)=0  Tr(c")=Tr(o) o =(

AN
partie « sphérique »  partie « déviatorique »

e oo 1 changement de forme sans
—~ partie deviatorique : o —g—gtr(g)L changement de volume

-~ invariants de la partie déviatorique :

(1°° =3 =Tr(s®)=0 ,
1 ! (G=) J =0 +o, +o, =0

|;D=JZ=3((Tr(aD))Z—Tr(aD2)) o <ﬁ?+a,ﬁ’o,ﬁ’,@
2\\ = =— 2T o

19 =0, = det(O'=D) [Js =000y

N\
AN

Observation : bon indicateur de la sorfie du regime élastique |




frainte équivalente de Von Mi

iRIB Ensen

f(g)=1/3Jz—Re=\/ggD:gD—Re:
LV

Oy | = « contrainte équivalente au sens de Von Mises »

- tous calculs faits :

2 2
Owm = \/—\/ On — 622 (022 _0-33) +(611 _633) + 6(0-122 T 6132 T 6232)

-~ invariant : on peut I'écrire dans la base principale !

2

Oym = \/—\/ O-u O-u — Oy )2 +(O-| — Oy )

i
| — pour un état de contrainte quelconque : on peut comparer Sym et Re i




i aquivalent Von Mi
Contrainte equivalente de Von Mises iRIP Ensen

Exemple
Essai de traction: état de contraintes a=(l-vs,)a,
z=§i®i b=(1-ve,)b, |
Passage dans le repere principal : déja fait | [=(1+¢,)/,
o=2-6®¢ alzg,auzo-“,:O

Confrainte équivalente au sens de Von Mises :

o =03 + (K- 9K + (9K -1 )

s (5%

Critere de dimensionnement : oy <R, = F<RS




Contrainte équivalente de Von Mises

Exemple

INP Ensem

= Arbre en torsion : état de contraintes

=0 e, e, +r(eZ ®e0+eg®ez)

= Passage dans le repere principal

oc+vol+4r? 0 0

[g}(e_wmm) - % 0 ° °

0 0 o-+o’+4r?

= Confrainte équivalente au sens de Von Mises :

2

Owm = \/—\/ O'u (O'u — O )2 "'(O'm _O-I) ==

= Critere de dimensionnement : oy =No° +3r° <R

Les bases de la anigue des Milieux Conti
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Application aux fluides

- \
i ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Cinématique des fluides

Description de la transformation
Vitesse de déformation

Bagage mathématique : le rotationnel
Vorticité et tourbillon

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Description de la fransformation
e —

Exemple

Ecoulement le long d’un plan incliné

= Fluide d’'épaisseur h soumis aux seules

forces de pesanteur

= Intuition : plus le fluide est visqueux, plus I'écoulement est lent |

= Questions :

— Quel est le lien entre vitesse et viscosité 2

— Quel est le profil de vitesses dans I'épaisseur du fluide 2




D iptiondelat f ti
KT Ersern

Pour un fluide en mouvement : notion de « configuration de référence » 2

Rappel : définition de la frajectoire  dx=v(x,t)dt avec Xx(t=0)=X

Rappel : définition de la ligne de courant

dx, dx, dx,

V(D) V00t vs(x.t)

Exemple

Physique et symétrie du probleme : on

propose le champ de vitesses V(%) =V, (X, )¢




Cinématique des fluides

Description de la transformation
Vitesse de déformation

Bagage mathématique : le rotationnel
Vorticité et tourbillon
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Vit Af ti
KI5 Ensen

= résultats obtenus precedemment :

/ tenseur de description eulérienne : |K =grad v(x,t)

v la partie symétrique de ce tenseur est la vitesse de déformation :

2%(& \_/(>_<,t)+(g \_/(>_<,t))T)

v la partie antisymétrique de ce tenseur est la vitesse de rotation:

2%(@ y(x,t)—(g y(x,t))Tj

Exemple
oV oV
oV 0 — 0 0 L 0
0 — 0 X, X,
%, 1| ov 1| ov
rad v(x,t) [=|0 0 O djl==|=—2 0 0 Ql==|-—2 0 0
[amaveso]-fo 0 0| [g]-3/ a]-3 -5
0 0 0 0 0 0




Cinématique des fluides

Description de la transformation
Vitesse de déformation

Bagage mathématique : le rotationnel
Vorticité et tourbillon
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B thémati . tati |
iRiP bnsen

Définition du rotationnel d’'un champ de vecteurs

= Rotationnel d'un champ de vecteurs: FotT =V AT

- Rotationnel d’'un champ de vecteurs = champ de vecteurs

= Coordonnées cartésiennes = Coordonnées cylindriques
or, _at, 1ot, di,
OX,  OX, rof oz
oT, oT _ _| oI, dT,
rotT]=[V|A[T]=]| 2 -=— ot |=|VIA|L]= -
[rotT)=[V]a[r]=| 525 [rotT]=[V]A[T]=] =~ )
@_ﬂ 8rT9 _GTr I
& 5)(1 axz 5I‘ 89 i




Cinématique des fluides

Description de la transformation
Vitesse de déformation

Bagage mathématique : le rotationnel
Vorticité et tourbillon
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Vorticité et t ill
e —

= on peut définir alors le champ de vorticité du fluide @ tel que :

w(x,t)=rotv(xt)

- |la direction de @ est |I'axe de rotation
locale du fluide

Exemple

= Vorticité du fluide (sans en connaitre v(X,)=v,(x,)e

encore |la forme exacte ) : % %
)] -[rarv(xn)]-| -3




Vorticité et t ill
e —

= On considere le tenseur vitesse de rotation ci-dessus
1 T
Q-2 grad u(x.) - (grad vixv) |

- tenseur d'ordre 2 : application linéaire qui « fransforme un
vecteur en un autre vecteur »

= On appligue ce tenseur A un vecteur quelconque a :

o My v o N _ v, aﬁ(%_% .
X, OX % X . X, 0% 0%y 0%

faa]-Y 2 g 2 Qa1 al[ﬂﬂ a
=< 2| OX, OX, OXy  OX, 2, 21 ox,  ox, X, OX,
vy ov vy 0OV, 0 v, oV, v, o,

o 4 a1 _|_ R ,
oX, OX; OX, OX, X ox, X, ox,

- on peut défini un vecteur tourbillon 2 tel que : 2

- on constate rapidement : |Q(x,t)==rot v(g,t):%g(x,t)




Vorticité et t ill
e —

Exemple
= Vitesse de rotation calculée : 1 0 v, %,
[9]25 — 0V, /0X, 0
0 0
0
* Transformation d'un vecteur:  [Q-a =%% -1
2< X,
0

= On peut déefinir Q felque Q-a=Qna :

Lav|
_ 1
el @ Caa 1
Q-a=0na = 1 0 20 = Q(xt)=Zo(xt)
Qzas_Q3a2 o Q=0 =0 2
[Qra]=| Q8 -Qa, L
Qlaz_Qza1




Lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



C tion de |
RIB Ensen

= rappel : expression eulérienne de la conservation de la masse

: d :
%0+ div(pv)=0| ou encore d—'f+ pdiv( v)=0

= On peut également proposer la formulation faible suivante :

[, 260+, oy ta=o

¢ Ot \
Variation dans le / Flux de matiére
femps de la masse sorfante
volumique
= Ecoulement stationnaire
. . L 0
= description eulérienne independante du tfemps = 8_{[) =0

la conservation de la masse devient LQ pv-da=0
t




i |
iRiB bnsen

= Cas d'une canalisation en mouvement stationnaire

frontiere = surface d’enfrée S, + surface de sortie S, + paroi S,
S

S

- Conservation de la masse ;

Ji U Dda= [ py-da+[ py-da+[ py-da=0

Paroi étanche > [ pv-da=0 > —IS p\_/°d_61=fs py-da=Q,

= conservation du débit massique (en kg.s’

Equation de conservation de la masse : Z—f+ pdiv( v)=0

- on refrouve la condition d'incompressibilité |div( v)=0

T

&
!
Si le fluide est incompressible : po(x,t) = p,

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Conservation de la masse

INP Ensem

Exemple

Canalisation coudée de section constante

Vitesses d'entrée et de sortie

e
n°=e
—.[Sep\_/e-nedazjssp\_/s-gsda avec - =

n

I
[N

Masse volumique constante + vitesse uniformément répartie

[ p(~ve)-eda=] pve, eda= pvST=pv's® =




Lois de conservation

Conservation de la masse
Conservation de la quantité de mouvement

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Conservation de la quantité de mouvement JBRG:
2 INP Ensem

On tente d’'exprimer la vorio’rion de la quantité de mouvement :

di = th ovdQ,

On reprend la formule de dérivée particulaire d'une intégrale de

volume avec b=pv, : d

dtQp'Q I (pv, dQ+I v.v-da

Vraie pour toutes les composantes 2 formule de transport d’Euler

d d 0
—p=— vdQ, = de+ vvnda
a2 gtde P T g 8t('0 I e n)
Variation au sein du / \ Transfert par la
systeme frontiere
Rappel :

variation de quantité de mouvement = somme des efforts extérieurs

Les bases de la anique des Milieux Continus g m

[




Conservation de la quantité de mouvement JBRG:
- INP Ensem
Exemple
Canalisation coudée de section constante = PR

Variation de la gdm entre t et t+dt

dp=(p(t+dt)+dm’v*)—(p(t)+dm?v)

dp = p(t+dt)+ pv°Sdte, - p(t)+ pv*Sdte,

conservation de la gdm :  P(t+dt)=p(t) =

fluide soumis aux seules forces de pression : E® =-p°S°e —p*S’e, +F

on en déduit I'effort : F=S(p°+pv’)e+S(p*+pv°)e,

effort de la paroi sur le fluide

fluide/ paroi
F p

et enfin I'effort : F =—S(pv +p ) (pv +p )




Le fluide newtonien
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Observations expérimentales :

Pour un fluide en hydrostatique , |la confrainte normale est identique

quelque soit la normale considérée : VN, I(Z,D) = g(l()'ﬂ =—pn

P : pression hydrostatique

= Tenseur des contraintes en hydrostatique :

19

= Aucune contrainte tangentielle > définition d’'un fluide :

« un fluide est un matériau qui au repos ne peut supporter aucune
contrainte tangentielle »

Le flui toni
iRiP bnsen




Le flui toni
iRTB Ensen

Mise en mouvement de ce fluide 2 apparition de contraintes visqueuses

o=—pl+z

Tenseur des contraintes / \ Tenseur des

hydrostatique contraintes visqueuses

* Fluide newtonien : relation linéaire entre le taux de déformation d et

le tenseur des confraintes visqueuses

= Fluide newtonien incompressible isofrope :

la relation linéaire se réduit a un coefficient = viscosité dynamique 1

|
=200 = grad v+(grad ]

Vi 1A apprentis- Les bases de la Mécanigue des Milieux Conti



Le fluid toni
iRTB Ensen

Loi de comportement pour un fluide newtonien :

g= B2 o (gut]

viscosité dynamique / : contrainte de cisaillement accompagnant un

gradient de vitesse dans un fluide

= Pour les fluides newtoniens : viscosité indépendante du gradient

= Enrevanche : dépendant de la température du fluide

exemple : viscosité dynamique de I'eau - 20°C : 103 Pa.s l

0°C:1.75.10%Pa.s i

Les bases de la C‘




Le fluide newtonien

Exemple

INP Ensem

= On a calculé la vitesse de déformation :
010

= La contrainte partout dans le fluide se calcule :

A
100 %,
[o]=—p[1]+2u[d]==-p|0 1 0|+u (% 0 0
00 1
0 0 0




Equation de Navier-Stokes

Démonstration et énoncé
Utilisation

ENSEM 1A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Dé trati { é 2
KB e

Démonstration et énoncé

= Equation d'équilibre (valables pour les fluides et les solides)

@lgﬂ?(j _g):Q dv ov
g:d—— E—Jrgrad(v) -V
c=-pl+2ud

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Mécanique des Milieux Continus



Démonstration et énonceé
e —

Démonstration et énoncé

~grad () +2uciv(¢) +p1 " = p[ X+ grad(0)1
D 1 ™ 1 1 i
div(d) :Em(grad \_/+(grad \_/) jzzm(grad \_/)+Em(grad \_/)

dv{gad v) -

ov grad v) _
(ﬂ(y))T_a_e ®¢, = div(grad(v)) - o 8T & o IO

p—= —p(awrad (v)- VJ=—grad(p)+ué\_/+pg

dt = équation de Navier-Stokes

= —grad(p)+ué\_/+pjm=p(%+grad(\_/)-\_/J !
fi=9
N dv oV

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus



Démonstration et énonceé
e —

= équation de Navier-Stokes =
v équation d’équilibre du milieu continu
v loi de comportement du fluide newtonien
v incompressibilité du fluide

= Inconnues . champ de vitesse (3 composantes) et champ de pression

dv
pd—;=—grad(p)+uéy+pg

> Accélération x masse = somme des forces avec :

pdv/dt : |'accélération du fluide

—grad (p): les « forces de pression »

!
pAv :les « forces visqueuses »

009 :les « forces de pesanteur »

Les bases de la Mécanigue des Milieux Confi



Equation de Navier-Stokes

Démonstration et énoncé
Utilisation
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Exemple

Ecrivons le 1€ terme de I'équation de Navier-Stokes :

0 1 0)(vi(x)

0
dv ov.
—= |= dv) |-[v]|=p={0 0 0]|0 =10
p{dt} p[%{{gra (\_/)} [\_/]j P
0
Hypothese : un champ de pression sous la forme  p(x,, %, )

0 0
—@(p)}afli—axp e_z—§§%
2

_ , . [ ov, oV,
Laplacien du champ de vitesses : é\_/=dil(grad \_/)=dll — 6 0®¢, |= !

X, — —) oX,5=
Equation finale: | 2
= O:—ap+,uavg+pgsina
< OX OX,
0= _%p — pgCcosa
OX,




= équation de Navier-Stokes = non-linéaire

- Résolution : nécessite des conditions aux limites

/\

Vitesse donnée au bord Pression donnée en un point du bord
VxeaQ, v(x)=V"(x) p(x* ea)=p’

= Condition aux limites courante : condition d’adhérence a la paroi
VxedQ, v(x)=0

!
N | ——- — ~ T e ——— - — -
“ m

\

A apprentis- Les bases de la Mécanique des Milieux Continus
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Exemple

INP Ensem

= Seconde équation de Navier-Stokes :
= p(x,X%)=—pgcosax,+ f(x)

= Condition a la limite : surface libre
p(x,h)=-pgcosah+f(x)=P, = f(x)=P,+pgcosah

- Pression : p(X,)=pgcosa(h—x,)+P,

= Premiere équation de Navier-Stokes :
2 2
A £9

%) oV V.
0= & + L__ o
>a£ ar

Xz2 X, B H

.|

2

+pgsina = > sina

= Condition d’adhérence a la paroi: V;(x,=0)=0 = B=0

sin aX,

°+ Ax, +B




Exemple

= La contrainte a été calculée :
—P pov,/ox, 0

Lo|=|uov/ox,  -p 0
0 0 —p
= Condition de surface libre :

;(x2 = h,e_z)zg(x2 =h)-e, =0, (%, =h)e + 0, (X, =h)e, +05, (X, =h)e, =-Re,

= La derniere constante se déduit :

alz(xzzh):y% =—pgsinah+Au=0 = A:p—gsinah
OX, %,=h
= Profil de vitesses final :
V(%)= ~Pin ax,’ + PYin ahx, = p—gsina(h— X
2 H M
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Synthese: ce qu’il faut
VRAIMENT retenir




Analyse tensorielle

4 LORRAINE

INP Ensem

Fonction scalaire

Laplacien de
I'altitude

0.4
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Gradient Laplacien

negatif

ENSEN%ppre\nﬁs— Les bases de la Méca

Laplacien de
I'altitude
positif
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4 LORRAINE

v deux configurations : initiale, actuelle

v deux descriptions du probleme:

lagrangienne

4 2 o

|||

Y

Image de référence Image "déformée"

DIC : Digital image correlation

= description par trajectoire
- on suif le mouvement

- adapté aux solides

X=¢(X,1)

PR SR A T TR B A o TSR e O el s

e

~

VS

eulérienne

PIV : Particle Image Velocimetry

= description par le champ de
vitesses en des points précis de
la configuration actuelle

- adapté aux fluides

%
V=V(xt) i
R

des Milieux Co

A apprentis- Les bases de la Mécanique
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v Tenseur gradient de la transformation :

contient foute I'information

E(X,t)=Grad (u(X,1))+]1

A SN

C.OTHER

A

>




v Tenseur des déformations de Green-Lagrange :

E-~(E"-E-1)

E=

(Grad u+(Grad u)" +(Grad u) .Grad g)

I\JIH

v Tenseur des déformations linéarisé (en HPP) :

1
& E(Grad u(X,t)+(Grad u(X,t))' ) = Cas particulier en HPP

inémati
KI5 Ensen

= cas général en grandes déformations

Les composantes des tenseurs de déformation sont sans dimension




Cinémati
iRIB Ensen

v Tenseur des déformations linéarisé (en HPP) :

% =1+ ¢,
dX

Variations de
longueur

!
|| Variations d’'angle i

K A EI\Mpprenﬁs— Les bases de la Méconiqueia‘ews Milieux Continus



Cinéma’rique 4 LORRAINE
INP Ensem
v Taux de déformation (eulérien) :
k= grad V(X,t) =tenseurde description eulérienne
1 Partie symétrique
d== radvxt+( vxt) Y 9 , .
= 9 9 (1) g= (x.1) = tenseur taux de deformation
1 T . 0 v 0
Q== grad v(x,t)— (g d v(x, t)) Porheon’nsyme’rrlque .
= 2\= — = fenseur vitesse de rotation
SSLSSS S A AR R RN P NN
S S A A - S A A A VUV N N N N\ VYRR LN
S S S - - PV A VOV N N N . /o4 s e e - < <~ ~ %N N
////// ¢ ' - - P R S S VYN N N N A B A - N Y
LS s - P NN T [ . Vo
o LS s T 4 —— - - - s s = = = P voor
et e + cor
VY A o‘///// -— . = = = . . . e e e | T T ' i i
- e - VA B A A N P [ T P B | !
- - s NN NN N A A O LR Y S
-~ S NONON N L VD A Y V4 NN N s - A A
| R A EY SV AV AV LY i) 4y N NN t ot S NNN N~ ~ L - - s sy
St LIS S S ONNNANNN NS S S ONNNN S~ - o s sy
: dv= grad()dx d-dx Q-dx

ique des Milieux Continus - m
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v Conservation de la masse

Description lagrangienne Description eulérienne
d p(x,1) .
Pl =p, L p(x,1) div(v(x, 1)) =0
pdQ = p,dQ,
« Hypothese: le milieu est incompressible »
a5 div(v(xt))=0
dQ,

[ ——
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traint
RIB Ensen

v Approche physique - vecteur-contrainte

v" Tenseur des contraintes de Cauchy

0-33
Z( N e})
M/
- Eulérien et symétrique
> 23
O'13 _____________
. vecteur-contrainte
0-31
;"f + f i 7 ° y 7 oge I
e o+pl |.équation d'équilibre i




1- H -|- 4 LORRAINE
Contiraintes iND Ensem

o;, — ftraction/compression selon €
e

A

0,,; = Cisaillement dans le plan (i,i)

2




Contraint
(RIB Ensen

T T
- A= -TRACTION
1
d; /  -CISAILLEMENT /\
'T EFFORT
TRANCHANT
! T

- —_—

I RIVET T —CISAILLEMENT | | ‘ \

e = |_
P e :
X

of ~FLEXION N
N
|

N\_APP Ul ‘
S
C C N
—— a-— -COMPRESSION
(——blligg—::::v--g -FLAMBAGE
|

T(M(T ~TORSION 4

Les composantes des tenseurs de contraintes sont homogéenes a une pression




Conditions aux limites

INP Ensem

v Conditions aux limites en efforts / conditions aux limites en déplacements

v Effort # pression !

R
¥

= Surface libre

En fluides : vecteur-confrainte = pression atmosphérique
En solides : vecteur-contrainte = vecteur nul

Ensemble des conditions aux limites classiques

,re1 T61




Solide élastique linéaire isotrope
4 = IND Ensem
v Essai de traction uniaxiale .
z
v Loi de comportement
élastique linéaire isotrope e
= loi de HOOKE
g =ATr(g)] +2pe 0
1+v 1%
e=——ao——Tr(o)l
= E e E ==
c_ u[smzpj
v 2 parameétres matériau : < A+H
coefficients de Lamé (4,u) ou Lo A
module de Young (E) ET coefficient de Poisson (v) | 2(A+n) i
| v Interprétations du module de Young (E) et du coefficient de Poisson (v) i




Fluide newtonien INP Ensem

Définition : fonctions de courant, vorticité , débit massique

Loi de comportement du
fluide newtonien

c=—-pl+z=-pl+21d

d - grad v+ grad ] |

Equation de Navier-Stokes

= équation d’équilibre pour
un fluide newtonien supposé
incompressible

p%=p(%+grad(\_/)-\_/j=—grad(p)+ué\_/+pg







