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Abstract

La méthode des volumes finis est appliquée a la modélisation numérique de 1’équation de diffusion 1D transitoire
en géométrie sphérique.
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1. Probléme posé

11 faut résoudre une équation de diffusion transitoire non linéaire de la forme

% - v (0 [¢] grade) =0 O

ol la variable ¢ représente la concentration volumique de I’eau, D [{ ] représente le coefficient de diffusion

D [{] = A exp(B?) )

avec A et B sont des constantes
A=1010""2 m’s™!, B=0.05 m’I"! 3)
“4)

On se place en géométrie sphérique 1D et on considere une sphere de rayon R = 0.95 m.
La condition initiale est de type concentration uniforme définie telle que :

5(”1=0)=§0 Yr, 0<r<R 5)
La condition a la limite en r = R est de type Dirichlet :
{r=Rt>0)=¢ (©6)

et une condition de symétrie est imposée en r = 0 (flux nul)

0
—g(r:O,t>0)=0 @)
or
On considerera les valeurs numériques :
L=127. Im™>, (=87. Im™ (®)
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1.1. Résolution par volumes finis du probléme transitoire linéaire

Le probleme non linéaire est simplifié et la fonction D [§ ] est remplacée par une constante Dy. L’équation a
résoudre se réduit donc a :

% — div (Dograd?) = 0 ©

On considerera trois cas pour les applications numériques :

+ e
D’ =D[a]. DY =D FO ;" ] . D =Dlz] (10)
On doit donc résoudre le probleme transitoire linéaire
% — div (Dogmd{) =0 (In
(rt=0)=¢ ¥Yr, 0<r<R (12)
l(r=R,t>0)=¢, (13)
0

—{(rzo,t>0):0 (14)

or

a I’aide de la méthode des volumes finis, avec algorithme implicite pour I'intégration temporelle. Tracer la
solution, pour les trois cas Dg) aux instants demandés.
Les résultats attendus sont les profils de £ aux instants 1 jour, 1 mois, 1 an, 5 ans, 10 ans et 50 ans.

1.2. Résolution du probléme transitoire non linéaire

On suggere de résoudre le probleme non linéaire transitoire en utilisant I’algorithme du Point Fixe, plus simple
a mettre en oeuvre que 1’algorithme de Newton Raphson.
Les résultats attendus sont les profils de / aux instants 1 jour, 1 mois, 1 an, 5 ans, 10 ans et 50 ans.

2. Evaluation du projet, précisions et suggestions

— La résolution numérique du probleme de diffusion transitoire linéaire (cf. section 1.1) décrite dans un rap-
port de bonne qualité conduira a une validation du projet. Outre la présentation des résultats, une attention
particuliere sera portée aux détails et explications de mise en oeuvre de la méthode.

— Larésolution numérique du probleme transitoire nonlinéaire (cf. section 1.2) permettra d’atteindre 1’ évaluation
A, a condition, bien siir, que le rapport associé soit de bonne qualité et que les méthodes mises en oeuvre
soient expliquées.

— Travail par groupes de 2 ou 3.

— Sereporter a la section 3, au polycopié de cours et aux diapositives dans lesquels 1’adaptation de la méthode
des volumes finis a la géométrie sphérique (équation de diffusion transitoire et condition aux limites de
Neumann notamment) est présentée. Vous devrez établir I’équation discrétisée a résoudre.



3. Rappels et résultats utiles pour la géométrie sphérique

On rappelle que dans le cadre de la méthode des volumes finis, on integre I’équation de bilan sur un volume de
controle Q;

0
; dQ; - / div (D (9] gradg) dQ;=0 (15)
Le théoreme de la divergence est ensuite utilisé
ﬁé“
dQ; — D () gradl -n da=0 (16)
, o o,

3.1. Vecteur gradient 1D
— vecteur gradient 1D en géométrie sphérique (a symétrie radiale) : soit { = {(7), une fonction scalaire du
rayon r

gradl = %gr (17)

3.2. Volume et aires des interfaces en géométrie sphérique
Soit une grille régulicre, de pas Ar et le volume de controle j de centre r;, et de rayons d’interfaces gauche
Tj—12 =1 — % etdroite rjp =7 + %
— volume Q;

3 3
Qj:437T<<rj+A2r) —(rj—A2r>> (18)

— aire de I'interface gauche j—1/2 derayonr;_jp = r; — %

Ar\?
Siap=dn (r,-_ 2) (19)
— aire de I'interface droite j + 1/2 de rayon 7,2 = r; + %
Ar\?
Spip=dr (r,- . 2) (20)

3.3. Flux aux interfaces gauche et droite en géométrie sphérique
— pour rappel, en géométrie cartésienne les flux aux interfaces j + 1/2 sont définis par

d¢ d¢
: =D. dc -nl . =D; Ze - =D 21
$ix1/2 12 [7gra ¢ E] J+1/2 sl [dxex ex} j+1/2 s [dx}jn/z @D
z ¢
wi-1i2=Dj_1p gmdi'ﬂ]f”z D;_ 1/2[ “(—e )} =-Dj_ip {d} (22)
j-1/2 X112
— en géométrie sphérique les flux aux interfaces j + 1/2 sont définis par
d¢ d¢
@j+1/2 =Djrpp|gradd -n|. . =Djiip [‘e, -er} =D; 1/2{ ] (23)
" o2 grade - nl s, p = D dr jn L]
d¢ d¢
@j-12=Dj1p [gmdg'ﬁ]j—l/z Dj- 1/2[ e )] ==Dj-1p2 {d } @9
12 "1

— approximation de type dérivée premiere centrée pour le gradient aux interfaces

|:d§:| — g] B gj—l i |:d§:| §]+1 é’J (25)
dr 12 Ar dr +1)2 Ar
— flux aux interfaces j + 1/2 avec approximation de type dérivée premiere centrée pour le gradient aux
interfaces

Siv1 =4 §j— i

@jr1/2 = Dijerp ( - A 2. @i =-Diap Arj (26)
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3.4. Intégration des flux aux interfaces gauche et droite en géométrie sphérique
On s’intéresse ici a I’intégration des flux sur le contour 4Q2; d’un volume intérieur

/ D[] grad{ n da @7)
0Q;
Pour rappel, en géométrie cartésienne
/ D[] gradl-nda=S (¢j12 +@j-172) (28)
0Q

J

soit, en prenant en compte les relations (21-22)

dﬂ =)
D dl-nda=S | D, — -D;_ — 29
/69, [¢] grad{ - n da ( 412 le o 12| o o (29

En géométrie sphérique

/agz D [{] grad{ - n da = 4n (r§+1/2<,0j+1/2 + ”5_1/2%‘—1/2) 30)

soit, en prenant en compte les relations (23-24)

~ Ar\? d¢ Ar\? ¢
R (G L L LS I

Enfin, en prenant en compte 1’approximation de type dérivée premiere centrée pour le gradient aux interfaces
(relation 26)

Ar\? " Ar\?
[ o v (12 s (25) (o e (529)) e

Dans le cas d’un probléme linéaire, avec diffusion homogene D m =D, Dj 1 = Dj,1o = D I’équation (32)

devient
D grad da=4 j r\’ j ' j A% i = 33
/69, grad{ -n da = TAr (rj+2) (§]+1—§/)_<”/_2> (5;‘5;—1) (33)

Dans le cas d’un probleme linéaire transitoire et algorithme implicite, les flux sont calculés a I’instant inconnu
n + 1. Dans le cas d’un probléeme linéaire, avec diffusion homogene D on obtient

D Ar\? Ar\?
[ Dyrade-nda=4n2 (( ) @t-an-(n-5) @- .:3’5‘)) 64

Dans le cas d’un probléme non linéaire transitoire et algorithme implicite, les flux sont calculés a I’instant inconnu
n + 1. L’approximation des flux par moyenne des fonctions conduit a

4 Ar (D [4’“"] +D é’n’:—ll n+ n+
LﬂjD[dgmd@“ndazAr (rj+ ) 3 [j ] <(j+11_ jl)

(35)

5 j -1

(o (2

3.5. Intégrale de volume en géométrie sphérique
Dans I’équation (16) , I’intégrale de volume est calculée par 1’approximation suivante

6{ §n+l n
/ > dQ; = Q; (At> (36)
ag dQ _ 47T ) Ar 3 A §”+1 é/n 37
/Qjat =5 (”U) ‘(”‘z) A 37)

soit



3.6. Condition de Neumann en r = 0

L’équation de bilan du premier volume de contréle (un demi volume sur le bord r = r; = 0), s’écrit dans le cas
d’une condition de type Neumann, @, = 0, dans le cas d’un schéma implicite (et modélisation linéaire)

4 A 3 n+1 n+1 n+1
2 () =) (5 8) -on ((+4) 2 (B5EY) o) -0

qui se simplifie (un flux nul est imposé @y = 0).

4 A 3 n+l _ n A 2 n+l n+1
;((r1+2r> —r1> <§ A >—47r<r1+2r) D( Arg > 0 39

Dans le cas d’une modélisation non linéaire, D = D [{ ], I’équation (39) devient

4 A 3 §n+1 é«n A 2 - (/H—l §n+1
;<<r1+2r> —r1>( A )—47T<r1+2r>D[] 1] < o ) 0 (40)

Noter que toutes les équations peuvent se simplifier en mettant le coefficient 4 r en facteur.
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