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Chapitre 1

Introduction

1.1 But de l’analyse tensorielle

Le but de l’analyse tensorielle est d’étudier les transformations de grandeurs physiques de
différentes dimensions lors de changements de systèmes de référence. La première étape est l’analyse
vectorielle : les physiciens ont compris la nécessité de distinguer une grandeur scalaire (masse,
densité, énergie ...) d’une grandeur vectorielle (force vitesse, accélération ... ).

– scalaire : défini par un seul nombre (’ valeur absolue ’) indépendant des changements d’échelle
(invariant).

– vecteur : nécessite des connaissances plus étendues, la valeur absolue ne suffit pas : il faut
définir r composantes dans un espace de dimension r.

Pour définir les efforts (ou tensions) à l’intérieur d’un solide il faut introduire des grandeurs nou-
velles. Les tensions à l’intérieur d’un solide sont caractérisées par 6 grandeurs indépendantes,
composantes d’une entité nommée ’ tenseur ’ par le physicien Voigt. D’une façon plus générale
des tenseurs très différents ont été introduits en physique. On utilise en pratique dans les applica-
tions de l’ingénieur des tenseurs d’ordre inférieur ou égal à quatre. A titre d’exemple, la relation
de comportement élastique linéaire, en mécanique des solides, nécessite l’introduction de tenseurs
d’ordre 4, les tenseurs d’élasticité et/ou de souplesse, reliant linéairement deux tenseurs d’ordre 2
symétriques, les tenseurs des contraintes et de déformations.

Exemples de tenseurs
– Tenseur d’ordre 0 : scalaire (invariant par changement d’axes de références).
– Tenseur d’ordre 1 : vecteur polaire (espace de dimension r : représenté par r composantes)
– Tenseur d’ordre 2 : représenté dans un espace de dimension r par r2 composantes (exemple 9

composantes dans un espace de dimension 3) Les tenseurs d’ordre 2 peuvent être représentés
par des matrices mais des matrices ne sont pas nécessairement des tenseurs.

Cette présentation s’inspire très largement des références [1], [2].
On trouve des présentations des tenseurs en annexe de cours de mécanique des milieux continus,
[3], [4], [5], [6], [7], mais également dans des livres spécifiques [8], [9].

1.2 Notations

Les tenseurs d’ordre n sont soulignés n fois. On applique systématiquement cette règle pour les
tenseurs d’ordre 1, 2, 3, par contre les lettres majuscules ’barrées’ (A, B, C, ... ) seront aussi utilisées
pour représenter les tenseurs d’ordre 4. Les notions présentées sont générales mais on se limitera
dans cette présentation, pour tous les exemples d’application, à des tenseurs de rangs inférieurs ou
égaux à 4.
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1.3 Hypothèses

L’analyse tensorielle est habituellement présentée dans le cadre général de systèmes de coordon-
nées non orthonormées. Cela conduit à introduire les notions de variance et covariance auxquelles
sont associés les indices covariants (en position inférieure) et contravariants (en position supé-
rieure). Dans le cas de systèmes de coordonnées orthonormées ces deux systèmes d’indices, que
l’on ne détaillera pas, sont confondus et tous les indices sont placés en position inférieure.
Pour des raisons de simplicité, on se limite dans ce document à l’étude des tenseurs euclidiens
exprimés dans des bases orthonormées.
Un espace vectoriel E est muni d’une structure euclidienne par la donnée d’une forme bilinéaire
symétrique fondamentale définie positive sur E×E appelée produit scalaire (les tenseurs euclidiens
sont définis sur un espace vectoriel euclidien).
Se reporter à [1], [8], [2] pour des présentations plus complètes et des notions plus générales qui
dépassent le cadre d’applications physiques envisagé dans ce document.

1.4 Convention d’Einstein

DEFINITION 1.4.1 : Toutes les fois que dans un monôme figure deux fois le même
indice on doit, sauf avis contraire, sommer tous les monômes obtenus en donnant à
cet indice toutes les valeurs possibles. �

Dans l’espace de la géométrie ordinaire, qui sera celui adopté, les indices répétés seront (sauf avis
contraire) sommés de 1 à 3. Exemples

Aα
i =

j=3∑
j=1

Qα
ijAj , s’écrit Aα

i = Qα
ijAj (1.1)

Aα
ij =

k=3∑
k=1

l=3∑
l=1

Qα
ikQ

α
jlAkl , s’écrit Aα

ij = Qα
ikQ

α
jlAkl (1.2)

1.5 L’espace vectoriel euclidien

Considérons l’espace vectoriel des vecteurs libres de la géométrie ordinaire.

DEFINITION 1.5.1 : A tout couple x et y de vecteurs, la multiplication scalaire fait
correspondre un nombre noté x.y et appelé leur produit scalaire, la multiplication
scalaire jouissant des propriétés suivantes :

a. commutativité

x.y = y.x (1.3)

b. associativité avec la multiplication par un scalaire

(αx).y = x.(αy) = α(x.y) (1.4)

c. distributivité par rapport à l’addition vectorielle

x.(y + z) = x.y + x.z (1.5)
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d. Si x.y = 0 quelque soit x, on a y = 0
D’une manière générale considérons un espace vectoriel En sur le corps des nombres
réels K, et supposons qu’il existe une loi de composition qui, à tout couple x et y de
vecteurs, fasse correspondre un nombre réel x.y jouissant des propriétés a, b, c et d.
Nous conviendrons de dire que l’espace En est un espace vectoriel euclidien et que la
loi de composition est la multiplication scalaire x.y dans cet espace. �

Des conditions a, b, c il résulte que le produit scalaire est une forme bilinéaire par rapport à ces
vecteurs, c’est à dire une forme linéaire par rapport à chacun de ces vecteurs. De la condition
de commutativité il résulte que cette forme bilinéaire est symétrique par rapport à chacun de ces
vecteurs.

1.6 Produit tensoriel de deux espaces

DEFINITION 1.6.1 : Donnons nous deux espaces vectoriels En et Fp de dimensions
respectives n et p définis sur un même corps K et associons leur un espace vectoriel à
np dimensions que nous noterons En⊗Fp. Si x et y appartiennent respectivement à En

etFp, nous allons faire correspondre au couple (x, y) un élément noté x⊗ y de l’espace
vectoriel En ⊗ Fp, la loi de correspondance jouissant des propriétés suivantes :

a. Si x, x1, x2, appartiennent à En, y, y1, y2 appartiennent à Fp, on a les relations
de distributivité par rapport aux additions vectorielles :

x⊗ (y
1
+ y

2
) = x⊗ y

1
+ x⊗ y

2
(1.6)

(x1 + x2)⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y (1.7)

b. Si α est un scalaire arbitraire, on a la relation d’associativité de la multiplication
par un scalaire :

αx⊗ y = x⊗ αy = α(x⊗ y) (1.8)

c. Si (x1, x2, ..., xn) et (y
1
, y

2
, ..., y

p
) désignent deux bases quelconques de En et Fp, les

np éléments xi ⊗ y
j
de En ⊗ Fp (i = 1, ..., n, j = 1, ..., p) constituent une base de ce

dernier espace.
Lorsqu’il en est ainsi, nous dirons que l’espace vectoriel En ⊗ Fp (que l’on nomme En

tensoriel Fp) est le produit tensoriel des espaces vectoriels En etFp et que l’élément
x⊗ y (que l’on nomme x tensoriel y) est le produit tensoriel de deux vecteurs x et y.�

1.7 Notion de produit tensoriel et de tenseur

DEFINITION 1.7.1 : Étant donné deux espaces vectoriels Em et En de dimensions
respectives m et n définis sur un même corps K. On appelle produit tensoriel du
vecteur X ∈ Em et du vecteur Y ∈ En , l’élément noté X⊗Y vérifiant les trois axiomes
suivants :

a. axiome de distributivité par rapport à l’addition vectorielle

X ⊗ (Y 1 + Y 2) = (X ⊗ Y 1) + (X ⊗ Y 2) , X ∈ Em , Y 1, Y 2 ∈ En (1.9)

(X1 +X2)⊗ Y = (X1 ⊗ Y ) + (X2 ⊗ Y ) , X1, X2 ∈ Em , Y ∈ En(1.10)
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b. axiome d’associativité de la multiplication par un scalaire

(λx)⊗ y = x⊗ (λy) = λ(x⊗ y) , λ ∈ K , X ∈ En , Y ∈ En (1.11)

c. axiome de la base

ei(i = 1, 2, ...,m) base de Em (1.12)

f
j
(j = 1, 2, ..., n) base de En (1.13)

ei ⊗ f
j

est la base de l’espace de tous les éléments X ⊗ Y (1.14)

où X ∈ Em et Y ∈ En

Cet espace Em ⊗ En est appelé produit tensoriel des espaces Em et En. La base ei ⊗ f
j

est constituée de m× n éléments, donc dim(Em ⊗ En) = m× n �

THEOREME 1.7.1 : Les espaces Em, En et Em⊗En étant rapportés à des bases don-
nées :

(ei) , (f
j
) et (ei ⊗ f

j
) (1.15)

le produit tensoriel des deux vecteurs X = xiei et Y = yjf j
s’écrit de manière unique :

(X ⊗ Y ) = xiyj(ei ⊗ f
j
) (1.16)

xiyj sont appelées les composantes du produit tensoriel (X⊗Y ) dans la base (ei⊗f
j
).�

La notion de produit tensoriel peut être étendue à un nombre fini d’espaces vectoriels Em, En, Ep

... Il est alors facile de définir par récurrence le produit tensoriel de vecteurs X ∈ Em, Y ∈ En,
Z ∈ Ep etc ...
Pour abréger les notations, supposons que l’on ait affaire à trois espaces vectoriels, on a par
définition :

Em ⊗ En ⊗ Ep = (Em ⊗En)⊗ Ep = Em ⊗ (En ⊗ Ep) (1.17)

X ⊗ Y ⊗ Z = (X ⊗ Y )⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z) (1.18)

Soient (ei), (f j
), (g

k
), les bases de Em, En, Ep

(ei) , (f
j
) , (g

k
) et (ei ⊗ f

j
⊗ g

k
) (1.19)

et soient X = xiei, Y = yjf j
, Z = zkgk

X ⊗ Y ⊗ Z = xiyjzk(ei ⊗ f
j
⊗ g

k
) (1.20)

xiyjzk sont appelées les composantes du produit tensoriel (X ⊗Y ⊗Z) dans la base (ei⊗ f
j
⊗ g

k
).

La multiplication tensorielle des éléments de plusieurs espaces vectoriels est asso-
ciative.

La multiplication tensorielle n’est pas commutative.
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Si p vecteurs Xi ∈ Em sont linéairement indépendants ainsi que q vecteurs Y j ∈ En alors les
pq produits Xi ⊗ Y j sont linéairement indépendants.
On peut définir un tenseur d’ordre p comme une somme de produits tensoriels de p vecteurs. Les
tenseur d’ordre p définis forment un espace vectoriel de dimension np.

L’addition tensorielle nécessite que les deux (ou les n) tenseurs additionnés soient
de même type.

1.8 Exemples

Considérons l’espace vectoriel euclidien de la géométrie ordinaire E3 (dimension n = 3) défini
sur le corps des réels K = R. On note ei une base orthonormée de E3.

1.8.1 Produit tensoriel de deux vecteurs

Soient a, b ∈ E3

a =

i=3∑
i=1

aiei = a1e1 + a2e2 + a3e3 (1.21)

b =

j=3∑
j=1

bjej = b1e1 + b2e2 + b3e3 (1.22)

que l’on notera (en adoptant la convention de sommation sur l’indice répété)

a = aiei , b = bjej (1.23)

Formons le produit tensoriel des vecteurs a et b

a⊗ b = (aiei)⊗ (bjej) (1.24)

En utilisant les propriétés du produit tensoriel

a⊗ b = aibj(ei ⊗ ej) = aibjei ⊗ ej (1.25)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 2, à 32 = 9 composantes aibj et la base du nouvel espace
est donnée par les 32 = 9 ei ⊗ ej .
Expression développée :

a⊗ b = aibjei ⊗ ej =

i=3∑
i=1

j=3∑
j=1

aibjei ⊗ ej (1.26)

soit, en décomposant les sommations, en commençant par l’indice i

a⊗ b =

j=3∑
j=1

a1bje1 ⊗ ej + a2bje2 ⊗ ej + a3bje3 ⊗ ej (1.27)
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en poursuivant par le second indice

a⊗ b = a1b1e1 ⊗ e1 + a1b2e1 ⊗ e2 + a1b3e1 ⊗ e3 (1.28)

+a2b1e2 ⊗ e1 + a2b2e2 ⊗ e2 + a2b3e2 ⊗ e3 (1.29)

+a3b1e3 ⊗ e1 + a3b2e3 ⊗ e2 + a3b3e3 ⊗ e3 (1.30)

On peut illustrer la non commutativité du produit tensoriel

a⊗ b = aibjei ⊗ ej , b⊗ a = biajei ⊗ ej (1.31)

a⊗ b ̸= b⊗ a car aibj ̸= biaj (1.32)

Les composantes ij des deux tenseurs sont différentes si i ̸= j. Si l’on développe le produit b⊗ a

b⊗ a = b1a1e1 ⊗ e1 + b1a2e1 ⊗ e2 + b1a3e1 ⊗ e3 (1.33)

+b2a1e2 ⊗ e1 + b2a2e2 ⊗ e2 + b2a3e2 ⊗ e3 (1.34)

+b3a1e3 ⊗ e1 + b3a2e3 ⊗ e2 + b3a3e3 ⊗ e3 (1.35)

On note, en comparant avec a⊗ b, que seules les composantes diagonales (i = j) sont identiques.

1.8.2 Représentation matricielle du produit tensoriel de deux vecteurs

Les opérations précédentes peuvent être également menées par des produits matriciels équiva-
lents. Les tenseurs d’ordre 1 peuvent être représentés par des matrices lignes ou colonnes

a = aiei ↔


a1

a2

a3

 ou
(

a1 a2 a3

)
(1.36)

Le produit tensoriel a⊗ b peut être représenté par le produit matriciel
a1

a2

a3

 .
(

b1 b2 b3

)
=


a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

 (1.37)

et inversement b⊗ a peut être représenté par le produit matriciel
b1

b2

b3

 .
(

a1 a2 a3

)
=


b1a1 b1a2 b1a3

b2a1 b2a2 b2a3

b3a1 b3a2 b3a3

 (1.38)

Les tenseurs d’ordre 2 obtenus sont représentés par des matrices carrées de format [3, 3].
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1.8.3 Représentation matricielle des tenseurs d’ordre 2

Soit le tenseur d’ordre 2 c de composantes cij

c = cijei ⊗ ej = c11e1 ⊗ e1 + c12e1 ⊗ e2 + c13e1 ⊗ e3 (1.39)

+c21e2 ⊗ e1 + c22e2 ⊗ e2 + c23e2 ⊗ e3 (1.40)

+c31e3 ⊗ e1 + c32e3 ⊗ e2 + c33e3 ⊗ e3 (1.41)

Sa représentation matricielle est une matrice carrée [3, 3] de composantes cij où i représente
le numéro de ligne et j le numéro de colonne

c = cijei ⊗ ej ↔


c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

 (1.42)

Pour reprendre l’exemple précédent, les tenseurs d’ordre 2 peuvent être construits par produits
tensoriels de 2 tenseurs d’ordre 1. Dans ce cas particulier

c = cijei ⊗ ej = a⊗ b = aibjei ⊗ ej (1.43)

et on identifie les composantes cij du tenseur d’ordre 2 obtenu en fonction des composantes des
tenseurs d’ordre 1 a et b

cij = aibj (1.44)

1.8.4 Exemples de construction de tenseurs d’ordre 4

On peut construire des tenseurs d’ordre 4 de différentes façons, par exemple par produits
tensoriels de tenseurs d’ordre 1

e = a⊗ b⊗ c⊗ d = aibjckdlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (1.45)

où la composante eijkl du tenseur d’ordre 4 e s’identifie à

eijkl = aibjckdl (1.46)

Un tenseur d’ordre 4 quelconque défini sur un espace vectoriel de dimension 3 a 34 = 81 compo-
santes dans le cas général.
Second exemple, produit tensoriel d’un tenseur d’ordre 3 et d’un tenseur d’ordre 1

c = a⊗ b = aijkblei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (1.47)

où la composante cijkl du tenseur d’ordre 4 c obtenu s’identifie à

cijkl = aijkbl (1.48)

De même 34 = 33 × 3 = 81 composantes.
Troisième exemple, construction de tenseurs d’ordre 4 par produits tensoriels de tenseurs d’ordre
2

c = a⊗ b = aijbklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (1.49)
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où la composante cijkl du tenseur d’ordre 4 c obtenu s’identifie à

cijkl = aijbkl (1.50)

De même 34 = 32 × 32 = 81 composantes.
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Chapitre 2

Etude pratique des tenseurs

2.1 Introduction

La présentation de ce chapitre est basée sur les références
– [10] : un livre de référence sur l’élastoplasticité et les comportements non linéaires des maté-

riaux solides
– [11] : on a repris en particulier le Chapitre 5, tome 2, intitulé Rappels de calcul tensoriel et

d’élasticité, rédigé par Pierre Suquet et Michel Bornert
– [7], [12] : notamment pour les applications à la micromécanique
– [13] : ouvrage complet sur le comportement mécanique des matériaux solides
– [14] : cours complet et remarquablement bien illustré et en libre accès (site : mms2.ensmp.fr

, voir le dossier MMC) )

2.2 Définitions et rappels

Les symboles barrés A, C, D, Q représentent des tenseurs d’ordre quatre, les symboles souli-
gnés deux fois ε, σ, i représentent des tenseurs d’ordre deux, les symboles soulignés une fois z, x
représentent les tenseurs d’ordre un. La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés
est systématiquement adoptée (une indication sera faite dans le cas contraire).
⊗, ., : and :: représentent respectivement le produit tensoriel, les produits contractés sur un indice,
deux indices et quatre indices.

i, I, J and K représentent le tenseur identité du second ordre, le tenseur identité des tenseur
d’ordre quatre symétriques, et les projecteurs sphériques et déviatoriques des tenseurs d’ordre
quatre symétriques. δij représente le symbole de Kronecker, (δij = 1 si i = j, δij = 0 sinon)

a⊗ b = ai bj ei ⊗ ej (2.1)

a⊗ b = aij bkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.2)

a : b = aij bji (2.3)

a⊗b =
1

2
(aik bjl + ail bjk) ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.4)

A : B = Aijkl Blkmnei ⊗ ej ⊗ em ⊗ en , A :: B = Aijkl Blkji (2.5)
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i = δijei ⊗ ej (2.6)

I = i⊗ i , Iijkl =
1

2
(δik δjl + δil δjk) (2.7)

J =
1

3
i⊗ i , Jijkl =

1

3
δij δkl (2.8)

2.3 Transposition et inversion des tenseurs du second ordre

2.3.1 Transposition

DEFINITION 2.3.1 : Soit un tenseur du second ordre a de composantes aij. Son
tenseur transposé, noté ta est tel que(

ta
)
ij
= aji (2.9)

�

A titre d’exemple, le tenseur transposé de

c = a⊗ b = aibjei ⊗ ej (2.10)

est

tc = b⊗ a = ajbiei ⊗ ej (2.11)

2.3.2 Inversion

DEFINITION 2.3.2 : Soit un tenseur du second ordre a de composantes aij. Son
tenseur inverse, noté a−1 est tel que

a.a−1 = a−1.a = i (2.12)

�

où i est le tenseur identité du second ordre (iij = δij).

2.3.3 Tenseur du second ordre symétrique

DEFINITION 2.3.3 : Un tenseur du second ordre a de composantes aij est symé-
trique s’il est égal à son tenseur transposé

a = ta , aji = aij (2.13)

�

Les tenseurs du second ordre symétriques définis sur un espace vectoriel de dimension 3, ont, dans
le cas général, 6 composantes indépendantes et peuvent être représentés par des matrices [3, 3]
symétriques.

2.3.4 Tenseur du second ordre anti-symétrique

DEFINITION 2.3.4 : Un tenseur du second ordre a de composantes aij est anti-
symétrique s’il est égal à l’opposé de son tenseur transposé

a = −ta , aji = −aij (2.14)

�
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Les composantes diagonales des tenseurs anti-symétriques sont nulles.

aij = 0 , s i = j (2.15)

Les tenseurs du second ordre anti-symétriques définis sur un espace vectoriel de dimension 3, ont,
dans le cas général, 3 composantes indépendantes et peuvent être représentés par des matrices
[3, 3] antisymétriques.

2.3.5 Parties symétrique et anti-symétrique d’un tenseur du second ordre

La partie symétrique d’un tenseur a du second ordre est définie par

as =
1

2

(
a + ta

)
, asij =

1

2
(aij + aji) (2.16)

Le tenseur des déformations linéarisé (tenseur d’ordre 2), en mécanique des milieux continus, est la
partie symétrique du tenseur gradient (tenseur d’ordre 2) du vecteur déplacement (tenseur d’ordre
1).
La partie anti-symétrique d’un tenseur a du second ordre est définie par

aa =
1

2

(
a − ta

)
, aaij =

1

2
(aij − aji) (2.17)

DEFINITION 2.3.5 : Un tenseur du second ordre a de composantes aij est symé-
trique s’il est égal à son tenseur transposé

a =t a , aji = aij (2.18)

�
Les tenseurs du second ordre symétriques définis sur un espace vectoriel de dimension 3, ont, dans
le cas général, 6 composantes indépendantes et peuvent être représentés par des matrices [3, 3]
symétriques.

2.4 Effet d’un changement de base sur les composantes des ten-
seurs

Soit une transformation de coordonnées, représentée par une matrice Qα de composantes Qα
ij ,

entre un système de coordonnées cartésienne orthonormées fixe (z1, z2, z3), ou global, et un système
de coordonnées α (zα1 , z

α
1 , z

α
1 ). Le vecteur unitaire dans la direction zαi est noté eαi

eαi = Qα
ij ej , (j, i = 1, 2, 3) , ek = Rα

kl e
α
l , (k, l = 1, 2, 3) (2.19)

On note Qα la matrice de transformation entre les bases ej et eαi , et R
α sa matrice inverse.

Les bases étant orthonormées, les matrices Qα et Rα sont orthogonales

Rα = (Qα)−1 =T (Qα) (2.20)

La matrice transposée T (Qα) d’une matrice carrée Qα est telle que T (Qα)
ij
= (Qα)

ji
. On en déduit,

dans le cas considéré

Rα
kl = Qα

lk (2.21)
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Les formules de changement de base sur les composantes d’un tenseur d’ordre un A s’écrivent

A = Akek = Aα
i e

α
i (2.22)

Aα
i = Qα

ijAj , Ai = Qα
jiA

α
j (2.23)

Changement de base sur les composantes de tenseurs d’ordre 1 : 1 fois en produit la
matrice de rotation

Les formules de changement de base sur les composantes d’un tenseur du second ordre A s’écrivent

A = Aklek ⊗ el = Aα
ije

α
i ⊗ eαj (2.24)

Aα
ij = Qα

ikQ
α
jlAkl , Aij = Qα

kiQ
α
ljA

α
kl (2.25)

Changement de base sur les composantes de tenseurs d’ordre 2 : 2 fois en produit la
matrice de rotation

Les formules de changement de base sur les composantes d’un tenseur d’ordre quatre A s’écrivent

A = Apqrsep ⊗ eq ⊗ er ⊗ es = Aα
ijkle

α
i ⊗ eαj ⊗ eαk ⊗ eαl (2.26)

Aα
ijkl = Qα

ipQ
α
jqQ

α
krQ

α
lsApqrs , Aijkl = Qα

piQ
α
qjQ

α
rkQ

α
slA

α
pqrs (2.27)

Changement de base sur les composantes de tenseurs d’ordre 4 : 4 fois en produit la
matrice de rotation

et donc plus généralement

Changement de base sur les composantes de tenseurs d’ordre n : n fois en produit
la matrice de rotation

Les formules encadrées sont essentielles car elles permettent de déterminer l’ordre des tenseurs
dont on suit les variations de composantes lors de changement de systèmes de coordonnées. Elles
ont été vérifiées expérimentalement, et c’est justement la caractérisation expérimentale de ce type
de relation qui a, historiquement, conduit les physiciens à introduire les notions de tenseurs et
définir ensuite leur cadre mathématique.
A titre d’illustration prenons le cas d’un matériau anisotrope, c.a.d. un matériau dont le com-
portement dépend de l’orientation et peut être différent suivant les directions de chargement ou
sollicitation. Si l’on détermine expérimentalement sur ce matériau, la conductivité thermique d’une
part, et le module d’élasticité (par exemple défini comme le rapport entre contrainte axiale et dé-
formation axiale dans un essai de compression simple) d’autre part, dans différentes directions, on
vérifie que la conductivité thermique satisfait la relation (4.60) et le module d’élasticité la relation
(4.62).
Cela indique que la conductivité thermique mesurée est une composante d’un tenseur d’ordre 2, et
le module d’élasticité la composante d’un être mathématique différent, un tenseur d’ordre 4.
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Les formules de changement de base (4.55) et (4.56) donnent

z = zie
α
i = ziR

α
ije

α
j = Qα

jizie
α
j = zαj e

α
j , zαi = Qα

ijzj (2.28)

Comme la matrice de rotation Qα, est orthogonale, les formules de changement de base

entre les vecteurs de base (relation 4.55) et les coordonnées des vecteurs (relation 2.28) sont
identiques

eαi = Qα
ijej , zαi = Qα

ijzj (2.29)

Attention : dans le cas de matrices de rotation non orthogonales
(
Qα
)−1

= Rα ̸= tQα,

les formules de changement de base entre les vecteurs de base (relation 4.55) et les coordonnées
de vecteur (relation 2.28) sont contraires ou inverses : les composantes des vecteurs sont dites
contravariantes.

2.4.1 Application à un tenseur d’ordre un

Soit la matrice de rotation Qα représentant une rotation d’angle α autour de l’axe z1, α repré-

sentant l’angle entre les axes z3 et zα3

eα1 = e1

eα2 = cos(α)e2 − sin(α)e3

eα3 = sin(α)e2 + cos(α)e3

(2.30)

D’après la relation (4.55), la matrice Qα a pour composantes non nulles

Qα
11 = 1, Qα

22 = Qα
33 = cos(α), Qα

23 = −Qα
32 = − sin(α) (2.31)

Soit le vecteur A de composantes Ai dans le repère fixe ei. En prenant en compte (2.31), les
relations de changement de base (4.58) permettent d’exprimer les coordonnées Aα

i dans le repère
incliné eαi

Aα
1 = Qα

1jAj = Qα
11A1 = A1 (2.32)

Aα
2 = Qα

2jAj = Qα
22A2 +Qα

23A3 = cos(α)A2 − sin(α)A3 (2.33)

Aα
3 = Qα

3jAj = Qα
32A2 +Qα

33A3 = sin(α)A2 + cos(α)A3 (2.34)

soit les résultats

Aα
1 = A1 , Aα

2 = cos(α)A2 − sin(α)A3 , Aα
3 = sin(α)A2 + cos(α)A3 (2.35)

Dans ce cas particulier de rotation définie par un angle α seul, la règle 1 fois en produit la
matrice de rotation sur les composantes d’un tenseur d’ordre 1 se traduit (au signe près) par
des coefficients cos(α) et sin(α)

2.4.2 Application à un tenseur d’ordre deux symétrique

Pour les applications aux problèmes courants rencontrés en physique, on se restreint aux ten-
seurs d’ordre 2 symétriques (Aji = Aij) à 6 composantes indépendantes dans l’espace de dimension

16



3. Soit le tenseur d’ordre 2 A symétrique de composantes Aij dans le repère fixe ei. En prenant en
compte (2.31), les relations de changement de base (4.60) permettent d’exprimer les coordonnées
Aα

ij dans le repère incliné eαi . Développons ces relations pour les 6 composantes Aα
ij , en n’écrivant

que les termes non nuls

Aα
11 = Qα

1kQ
α
1lAkl = Qα

11Q
α
11A11 = A11 (2.36)

Aα
12 = Qα

1kQ
α
2lAkl = Qα

11Q
α
22A12 +Qα

11Q
α
23A13 = cos(α)A12 − sin(α)A13 (2.37)

Aα
13 = Qα

1kQ
α
3lAkl = Qα

11Q
α
32A12 +Qα

11Q
α
33A13 = sin(α)A12 + cos(α)A13 (2.38)

Aα
22 = Qα

2kQ
α
2lAkl = Qα

22Q
α
22A22 +Qα

22Q
α
23A23 +Qα

23Q
α
22A32 +Qα

23Q
α
23A33 (2.39)

On développe en prenant en compte la symétrie du tenseur A (on remplace A32 par A23) pour
obtenir

Aα
22 = cos2(α)A22 − 2 sin(α) cos(α)A23 + sin2(α)A33 (2.40)

Dans ce cas particulier de rotation définie par un angle α seul, la règle 2 fois en produit la
matrice de rotation sur les composantes d’un tenseur d’ordre 2 se traduit (au signe près) par
des coefficients du type cosp(α)sinq(α), avec p+q ≤ 2. On utilise souvent, pour les tenseurs d’ordre
2, les formules dites en angle double

cos2(α) =
1 + cos(2α)

2
, sin2(α) =

1− cos(2α)

2
, 2 sin(α) cos(α) = sin(2α) (2.41)

d’où

Aα
22 =

A22 +A33

2
+ cos(2α)

A22 −A33

2
− sin(2α)A23 (2.42)

On calcule de même Aα
23 et Aα

33

Aα
23 = Qα

2kQ
α
3lAkl = Qα

22Q
α
32A22 +Qα

22Q
α
33A23 +Qα

23Q
α
32A32 +Qα

23Q
α
33A33 (2.43)

Aα
23 = sin(α) cos(α)(A22 −A33) + (cos2(α)− sin2(α))A23 (2.44)

que l’on peut exprimer sous la forme

Aα
23 = sin(2α)

A22 −A33

2
+ cos(2α)A23 (2.45)

et

Aα
33 = Qα

3kQ
α
3lAkl = Qα

32Q
α
32A22 +Qα

32Q
α
33A23 +Qα

33Q
α
32A32 +Qα

33Q
α
33A33 (2.46)

Aα
33 = sin2(α)A22 + 2 sin(α) cos(α)A23 + cos2(α)A33 (2.47)

que l’on peut exprimer sous la forme

Aα
33 =

A22 +A33

2
− cos(2α)

A22 −A33

2
+ sin(2α)A23 (2.48)
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On ne mènera pas les calculs ici mais, dans le cas de composantes de tenseurs d’ordre 4, la règle
4 fois en produit la matrice de rotation se traduirait (au signe près) par des coefficients du
type cosp(α)sinq(α), avec p+ q ≤ 4.

2.5 Produits contractés

2.5.1 Produit contracté

DEFINITION 2.5.1 : Le produit contracté (ou simplement contracté) de deux ten-
seurs consiste à égaler le dernier indice du premier tenseur et le premier indice du
second tenseur, et à les sommer sur toutes les valeurs possibles de cet indice (devenu
répété). �

Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 1 est le produit scalaire. Le produit contracté de
tenseurs d’ordre 1 et 2 se représente par des produits matriciels.

2.5.2 Exemples

Produit contracté de deux tenseurs d’ordre 1

a.b = aiei.bjej = aibj(ei.ej) (2.49)

On rappelle que la base ei est orthonormée

ei.ej = δij , δij = 1 si i = j , δij = 0 si i ̸= j (2.50)

d’où

a.b = aibjδij (2.51)

soit

a.b = aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3 (2.52)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 0, un scalaire.
Produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2

a.b = aij(ei ⊗ ej).bkl(ek ⊗ el) = aijbkl(ei ⊗ el)(ej .ek) (2.53)

ej .ek = δjk (2.54)

d’où

a.b = aijbjlei ⊗ el (2.55)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 2, c = a.b, de composantes cil = aijbjl.

DEFINITION 2.5.2 : L’ordre d’un tenseur est égal au nombre d’indices non répétés
de ses composantes. �
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Produit contracté d’un tenseur d’ordre 2 et d’un tenseur d’ordre 1

a.b = aij(ei ⊗ ej).bkek = aijbkei(ej .ek) = aijbkeiδjk (2.56)

d’où

a.b = aijbjei (2.57)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 1, c = a.b, de composantes ci = aijbj .
Produit contracté d’un tenseur d’ordre 1 et d’un tenseur d’ordre 2

b.a = biei.ajk(ej ⊗ ek) = biajk(ei.ej)ek = biajkδijek (2.58)

d’où

b.a = biaikek (2.59)

que l’on peut aussi écrire

b.a = ajibjei (2.60)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 1, c = a.b, de composantes ci = ajibj .
On note que

a.b = b.a si et seulement si aji = aij (a symétrique) (2.61)

Produit contracté d’un tenseur d’ordre 1 et d’un tenseur d’ordre 3

b.a = biei.ajkl(ej ⊗ ek ⊗ el) = biaiklek ⊗ el (2.62)

que l’on peut aussi écrire

b.a = akijbkei ⊗ ej (2.63)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 2, c = b.a, de composantes cij = akijbk.

Par la suite, on ne détaillera plus les calculs, le résultat de la contraction peut être directement
écrit sur les composantes.

2.5.3 Produit doublement contracté

DEFINITION 2.5.3 : Le produit doublement contracté de deux tenseurs consiste à
égaler

– le dernier indice du premier tenseur et le premier indice du second tenseur
– l’avant dernier indice du premier tenseur et le second indice du second tenseur

à les sommer sur toutes les valeurs possibles de ces indices (devenu répétés). �

Le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 0 (un scalaire).

2.5.4 Exemples

Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2

a : b = aijbji (2.64)
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Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 0.
Produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4 et d’un tenseur d’ordre 2

a : b = aijklblkei ⊗ ej (2.65)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 2.
Produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 4

a : b = aijklblkopei ⊗ ej ⊗ eo ⊗ ep (2.66)

Le tenseur obtenu est un tenseur d’ordre 4 (de composantes cijop = aijklblkop).

2.5.5 Produit doublement doublement contracté

DEFINITION 2.5.4 : Le produit doublement doublement contracté de deux tenseurs
(contraction sur 4 indices) consiste à égaler respectivement les quatre dernier indices
du premier tenseur avec les quatre premiers indices du second tenseur, à les sommer
sur toutes les valeurs possibles de ces indices (devenu répétés). �

Le produit doublement doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 4 est un tenseur d’ordre 0
(un scalaire).

2.5.6 Exemple

Produit doublement doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 4

a :: b = aijklblkji (2.67)

2.6 Etude des tenseurs du second ordre symétriques

2.6.1 Parties sphérique et déviatorique d’un tenseur du second ordre symé-
trique

Soit le tenseur du second ordre symétrique α. Sa partie sphérique αsph est définie par

αsph = αmi , αm =
1

3
Tr(α) =

1

3
αkk (2.68)

et sa partie déviatorique (ou déviatoire) αdev par

αdev = α− αsph , αdev
ij = αij −

1

3
αkkδij (2.69)

La partie déviatorique est par définition à trace nulle

Tr(αdev) = 0 (2.70)

2.6.2 Tenseurs projecteurs sphérique J et déviatorique K

Les parties sphérique et déviatorique d’un tenseur du second ordre symétrique α peuvent être
obtenues à l’aide des tenseurs d’ordre 4 J and K, dits tenseurs projecteurs sphérique et déviatorique
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des tenseurs d’ordre 2 symétriques

αsph = αmi = J : α (2.71)

αdev = K : α (2.72)

A titre d’exemple, la décomposition usuelle du tenseur des contraintes de Cauchy σ

σ = σmi+ s , σmi = J : σ , s = K : σ (2.73)

σm est la contrainte moyenne et s le tenseur déviateur des contraintes.
Dans le cas du tenseur des déformations linéarisé ε

ε =
εv
3
i+ e ,

εv
3
i = J : ε , e = K : ε (2.74)

εv est la déformation volumique linéarisée (la variation relative de volume), et e le déviateur des
déformations. La relation de comportement élastique linéaire isotrope s’exprime sous la forme

σ = C : ε = (3 k J+ 2µK) :
(εv
3
i+ e

)
= kεvi+ 2µe (2.75)

et

σm = kεv , s = 2µe (2.76)

où k et µ désignent le module d’incompressibilité et le module de cisaillement.

2.6.3 Invariants d’un tenseur du second ordre symétrique (application aux
contraintes)

Contrainte moyenne :

σm =
1

3
Tr(σ) =

1

2
σkk (2.77)

Deuxième invariant

J2 =
1

2
s : s =

1

2
sij sji (2.78)

Contrainte déviatorique équivalente

σeq =
√

3 J2 =

√
3

2
sij sji (2.79)

Troisième invariant

J3 = det(s) (2.80)

Angle de Lode

θc =
1

3
arccos

(
3
√
3

2

J3

J
3/2
2

)
=

1

3
arccos

(
27

2

J3
σ3
eq

)
(2.81)
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Dans le cas particulier de tenseur du second ordre symétriques isotropes transverses (2 valeurs
propres distinctes)

σ = σN i
N
+ σT i

T
, T r(σ) = σ : i = σN + 2σT

i
N

= n⊗ n = ni nj ei ⊗ ej , i
T
= i− i

N

(2.82)

on a

s =
σN − σT

3

(
2i

N
− i

T

)
(2.83)

σm =
σN + 2σT

3
(2.84)

σeq = |σN − σT | (2.85)

Dans le cas particulier n = e3

σN = σ3 , σT = σ1 = σ2 (2.86)

i
N

= e3 ⊗ e3 , i
T
= e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 (2.87)

s =
σ1 − σ3

3
(e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 − 2e3 ⊗ e3) (2.88)

σm =
2σ1 + σ3

3
(2.89)

σeq = |σ1 − σ3| (2.90)

L’angle de Lode θc est égal à 0 ou π/3

2.6.4 Dérivation des invariants des tenseurs du second ordre symétriques

Dérivation de la contrainte moyenne

∂σm
∂σ

=
1

3
i (2.91)

Dérivation de la contrainte déviatorique équivalente (le tenseur des contraintes σ and son tenseur
déviateur s sont supposés symétriques, les résultats présentés ne sont pas valides pour des tenseurs
du second ordre non symétriques)

∂σeq
∂σ

=
3

2

s

σeq
(2.92)

Dérivation du troisième invariant

∂J3
∂σ

= s.s− 2

9
σ2
eqi (2.93)

Dérivation de l’angle de Lode

∂θc
∂σ

=
∂θc
∂J3

∂J3
∂σ

+
∂θc
∂σeq

∂σeq
∂σ

(2.94)

On rappelle

d arccos(x)

dx
= − 1√

1− x2
(2.95)
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d’où

∂θc
∂J3

= − 9√(
2σ3

eq − 27J3
) (

2σ3
eq + 27J3

) (2.96)

∂θc
∂σeq

=
27J3

σeq

√(
2σ3

eq − 27J3
) (

2σ3
eq + 27J3

) (2.97)

2.6.5 Valeurs propres d’un tenseur du second ordre symétrique

Les tenseurs du second ordre symétriques à valeurs réelles sont diagonalisables et leurs valeurs
propres sont réelles. Les vecteurs propres associés sont orthogonaux deux à deux. Ce résultat très
important sera utile en mécanique des milieux continus pour caractériser les tenseurs symétriques
des contraintes σ et de déformations ε, et dans des phénomènes physiques diffusifs pour caractériser
le tenseur des conductivité (par exemple le tenseur de conductivité thermique, qui est dans le cas
général un tenseur d’ordre 2 symétrique λ).
On montre que les valeurs propres d’un tenseur du second ordre symétrique σ s’expriment sous la
forme

σa = σm +
2

3
σeq cos

(
θc −

4π

3

)
σb = σm +

2

3
σeq cos

(
θc −

2π

3

)
σc = σm +

2

3
σeq cos (θc)

σa ≤ σb ≤ σc

(2.98)

avec

σm =
1

3
Tr(σ) (2.99)

σeq =
√

3J2 , J2 =
1

2
s : s , s = σ − σmi (2.100)

J3 = det(s) (2.101)

cos (3θc) =
3
√
3

2

J3

J
3/2
2

=
27

2

J3
σ3
eq

(2.102)

Deux cas particuliers importants θc = 0 et θc = π/3 sont rencontrés dans des essais de laboratoire
respectant la symétrie de révolution, tels que les essais oedométriques et les essais triaxiaux dévia-
toriques de révolution (ce sont les essais les plus fréquents en géomécanique).

– θc = π/3 : cela correspond à des essais de compression

σa < σb = σc (2.103)

– θc = 0 : cela correspond à des essais d’extension

σa = σb < σc (2.104)

Une définition de l’angle de Lode souvent utilisée est

θs =
1

3
arcsin

(
−27

2

J3
σ3
eq

)
(2.105)
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et les valeurs propres correspondantes s’écrivent

σa = σm +
2

3
σeq sin

(
θs −

2π

3

)
σb = σm +

2

3
σeq sin (θs)

σc = σm +
2

3
σeq sin

(
θs +

2π

3

)
σa ≤ σb ≤ σc

(2.106)
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Chapitre 3

Opérateurs différentiels

Cette présentation s’inspire des références
– [13] (page 487)
– [7] , chapitre 15 Geometric foundations

Tenseur de permutation (ou symboles de Levi-Civita)

εijk =


0 for i = j or j = k or k = i

1 for (i, j, k) ∈ (1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1) (even permutation)

−1 for (i, j, k) ∈ (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1) (odd permutation)

 (3.1)

3.1 Coordonnées cartésiennes orthonormées

Produit tensoriel de deux vecteurs de base en coordonnées cartésiennes orthonormées

ei × ej = εijkek (3.2)

Produit vectoriel de deux vecteurs en coordonnées cartésiennes orthonormées

v × w = εijkviwjek (3.3)

Vecteur position x

x = xi ei = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 (3.4)

dx = dxi ei = dx1 e1 + dx2 e2 + dx3 e3 (3.5)

Champ scalaire a(x) (tenseur d’ordre zéro)

∇a = grada = a,i ei =
∂a

∂x1
e1 +

∂a

∂x2
e2 +

∂a

∂x3
e3 (3.6)

da = ∇a.dx = grad a.dx (3.7)

da =
∂a

∂xi
dxi =

∂a

∂x1
dx1 +

∂a

∂x2
dx2 +

∂a

∂x3
dx3 (3.8)
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Champ de vecteur a(x) (tenseur d’ordre 1)

a = ai ei = a1 e1 + a2 e2 + a3 e3 (3.9)

∇a = grada = ai,j ei ⊗ ej (3.10)

da = ∇ a.dx (3.11)

curl a = εijk ak,j ei (3.12)

div a = ∇.a = ai,i (3.13)

Tenseur des déformations linéarisé

ε =
1

2

(
gradξ +t (gradξ)

)
=

1

2
(ξi,j + ξj,i) ei ⊗ ej (3.14)

εij =
1

2
(ξi,j + ξj,i) =

1

2

(
∂ξi
∂xj

+
∂ξj
∂xi

)
(3.15)

Représentation matricielle

ε =


∂ξ1
∂x1

1
2

(
∂ξ1
∂x2

+ ∂ξ2
∂x1

)
1
2

(
∂ξ1
∂x3

+ ∂ξ3
∂x1

)
1
2

(
∂ξ1
∂x2

+ ∂ξ2
∂x1

)
∂ξ2
∂x2

1
2

(
∂ξ2
∂x3

+ ∂ξ3
∂x2

)
1
2

(
∂ξ1
∂x3

+ ∂ξ3
∂x1

)
1
2

(
∂ξ2
∂x3

+ ∂ξ3
∂x2

)
∂ξ3
∂x3

 (3.16)

Champ de tenseur du second ordre a(x)

a = aij ei ⊗ ej (3.17)

∇ a = grada = aij,k ei ⊗ ej ⊗ ek (3.18)

da = ∇ a.dx (3.19)

div a = ∇ a : i = aij,j ei (3.20)

3.1.1 Construction à l’aide de l’opérateur nabla

On peut construire les opérateurs différentiels gradient, divergence et rotationnel (curl) à l’aide
de l’opérateur nabla ∇ (del operator) utilisé en analyse vectorielle.

∇ = ei∂i = ei
∂

∂xi
(3.21)
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Tenseur du premier ordre a

grad a = a⊗∇ = ∂jaiei ⊗ ej =
∂ai
∂xj

ei ⊗ ej

div a = ∇.a = ∂iai =
∂ai
∂xi

curl a = a×∇ = εijk ∂kaj ei = εijk aj,k ei

(3.22)

Tenseur du deuxième ordre a

grad a = a⊗∇ = ∂kaijei ⊗ ej ⊗ ek =
∂aij
∂xk

ei ⊗ ej ⊗ ek

div a = a.∇ = aij∂jei =
∂aij
∂xj

ei

curl a = a×∇ = εijk ∂kajl ei ⊗ el = εijk ajl,k ei ⊗ el

(3.23)

Tenseur du troisième ordre a

grad a = a⊗∇ = ∂laijkei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el =
∂aijk
∂xl

ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el

div a = a.∇ = ∂kaijkei ⊗ ej =
∂aijk
∂xk

ei ⊗ ej

curl a = a×∇ = εijk ∂kajlm ei ⊗ el ⊗ em = εijk ajlm,k ei ⊗ el ⊗ em

(3.24)

etc.
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Chapitre 4

Travaux Dirigés

4.1 Notations et définitions

Les symboles barrés A, C, D, Q représentent des tenseurs d’ordre quatre, les symboles souli-
gnés deux fois ε, σ, i représentent des tenseurs d’ordre deux, les symboles soulignés une fois z, x
représentent les tenseurs d’ordre un. La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés
est systématiquement adoptée (une indication sera faite dans le cas contraire). ⊗, ., : and :: repré-
sentent respectivement le produit tensoriel, les produits contractés sur un indice, deux indices et
quatre indices. i, I, J and K représentent le tenseur identité du second ordre, le tenseur identité
des tenseurs d’ordre quatre symétriques, et les projecteurs sphériques et déviatoriques des tenseurs
d’ordre quatre symétriques. δij représente le symbole de Kronecker, (δij = 1 si i = j, δij = 0 sinon).
Tenseur transposé d’un tenseur du second ordre[

ta
]
ij
= aji (4.1)

Tenseur du second ordre symétrique

ta = a (4.2)

aji = aij (4.3)

Produits tensoriels et produits contractés

a⊗ b = ai bj ei ⊗ ej (4.4)

a⊗ b = aij bkl ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (4.5)

a.b = ai bi , a : b = aij bji (4.6)

a⊗b =
1

2
(aik bjl + ail bjk) ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (4.7)

A : B = Aijkl Blkmnei ⊗ ej ⊗ em ⊗ en (4.8)

A :: B = Aijkl Blkji (4.9)

28



Quelques tenseurs utiles

i = δijei ⊗ ej (4.10)

I = i⊗ i , Iijkl =
1

2
(δik δjl + δil δjk) (4.11)

J =
1

3
i⊗ i , Jijkl =

1

3
δij δkl (4.12)

K = I− J (4.13)

4.2 Produits

4.2.1 Produits doublement contractés de tenseurs d’ordre 2 et 4

Démontrer les relations

i : i = 3 (4.14)

i : J = J : i = i (4.15)

i : I = I : i = i (4.16)

i : K = K : i = 0 (4.17)

4.2.2 Produits doublement contractés de tenseurs d’ordre 4

Démontrer les relations

I : I = I , J : J = J , I : J = J : I = J (4.18)

K : K = K , I : K = K : I = K (4.19)

J : K = K : J = O (4.20)

4.2.3 Produits doublement-doublement contractés de tenseurs d’ordre 4

Démontrer les relations

I :: I = 6 , J :: J = 1 , I :: J = J :: I = 1 (4.21)

I :: K = K :: I = 5 , K :: K = 5 , J :: K = K :: J = 0 (4.22)
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4.2.4 Produits contractés et produits tensoriels

Démontrer les relations

a.b = b.ta (4.23)

α, β, γ tenseurs du second ordre, C tenseur d’ordre quatre(
α : C : β

)
C : γ =

(
C : γ ⊗ α : C

)
: β (4.24)

4.3 Décomposition des tenseurs du second ordre symétriques en
parties sphériques et déviatoriques

4.3.1 Résultats préliminaires

Soit α un tenseur du second ordre, démontrer

I : α = α : I =
1

2

(
α+t α

)
(4.25)

Le tenseur 1/2(α +t α) représente la partie symétrique de α, le tenseur d’ordre quatre I est le
projecteur envoyant tout tenseur d’ordre deux sur sa partie symétrique. En déduire que si le
tenseur α est symétrique

I : α = α : I = α (4.26)

Soit le tenseur Ia

Iaijkl =
1

2
(δik δjl − δil δjk) (4.27)

montrer

Ia : α = −1

2

(
α−t α

)
(4.28)

Soit le tenseur I0

I0ijkl = δil δjk (4.29)

montrer

I0 : α = α (4.30)

Interpréter le tenseur Ia.

4.3.2 Application

Soit le tenseur du second ordre symétrique α et les tenseurs αs et αd

αs =
αkk

3
i , αd = α− αs (4.31)

Démontrer les relations

αs = J : α , αd = K : α (4.32)
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αs et αd représentent respectivement les parties sphériques et déviatoriques du tenseur du second
ordre symétrique α, J et K sont les projecteurs envoyant tout tenseur d’ordre deux symétrique sur
ses parties sphérique et déviatoriques.
En déduire les relations

Tr(αd) = αd
kk = 0 (4.33)

J : αd = 0 , K : αs = 0 (4.34)

4.3.3 Relation de comportement élastique linéaire isotrope

Soit le tenseur d’élasticité linéaire isotrope

C = 3 k J+ 2µK (4.35)

et le tenseur du second ordre symétrique ε que l’on décompose sous la forme

ε =
εv
3
i+ e ,

εv
3
i = J : ε , e = K : ε (4.36)

exprimer le tenseur

σ = C : ε (4.37)

et le décomposer en parties sphérique et déviatorique (on notera σm = σkk/3 la contrainte moyenne
et s la partie déviatorique de σ). On définit σeq et γeq

σeq =

√
3

2
s : s , γeq =

√
1

2
γ : γ , γ = 2 e (4.38)

respectivement la contrainte déviatorique équivalente et la distorsion équivalente. Etablir la relation
entre σm et εv d’une part, σeq et γeq d’autre part.

4.4 Invariants des tenseurs du second ordre symétriques

Soit ε un tenseur du second ordre symétrique. Démontrer l’identité

ε : ε = i :
(
ε.ε
)

(4.39)

4.4.1 Invariants I1, I2, I3

Exprimer sous formes indicielles et développées les trois premiers invariants de ε

I1 = i : ε , I2 =
1

2
i :
(
ε.ε
)

, I3 =
1

3
i :
(
ε.ε.ε

)
(4.40)

La dérivation d’une fonction scalaire f par un tenseur d’ordre deux a fournit un tenseur d’ordre
deux dont la composante ij est obtenue par dérivation de la fonction scalaire par rapport à la
composante aij [

∂f

∂a

]
ij

=
∂f

∂aij
(4.41)
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Démontrer :

∂I1
∂ε

= i ,
∂I2
∂ε

= ε ,
∂I3
∂ε

= ε.ε (4.42)

4.4.2 Invariants J2 et J3

Soit

e = ε−
(
ε : i

)
3

i , J2 =
1

2
e : e , J3 = det e , εeq =

√
3J2 (4.43)

Démontrer :

∂J2
∂ε

= e (4.44)

∂εeq
∂ε

=
3 e

2 εeq
(4.45)

∂J3
∂ε

= e.e− 2

3
J2i (4.46)

On utilisera

J3 =
1

3
i :
(
e.e.e

)
, car : i : e = 0 (4.47)

4.4.3 Invariants D2, D3

Exprimer sous forme développée les invariants

D2 =
1

2

((
i : ε

)2 − i :
(
ε.ε
))

(4.48)

D3 = det ε (4.49)

Soit D1 = i : ε, on montre (se reporter au chapitre 1 du cours de mécanique des milieux continus)
que l’équation caractéristique d’un tenseur du second ordre symétrique ε

det
(
ε− λ i

)
= 0 (4.50)

s’exprime sous la forme

−λ3 +D1 λ
2 −D2 λ+D3 = 0 (4.51)

4.5 Déterminants et analyse tensorielle

Soit le déterminant

εijk εrst =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δir δis δit

δjr δjs δjt

δkr δks δkt

∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.52)
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Montrer

εijk εijk = 6 (4.53)

εijk εijl = 2δkl (4.54)

εijk εilm = δjlδkm − δjmδkl (4.55)

4.6 Effet d’un changement de base sur les composantes des ten-
seurs

Soit une transformation de coordonnées, représentée par une matrice Qα de composantes Qα
ij ,

entre un système de coordonnées cartésienne orthonormées fixe (z1, z2, z3), ou global, et un système
de coordonnées α (zα1 , z

α
2 , z

α
3 ). Le vecteur unitaire dans la direction zαi est noté eαi

eαi = Qα
ij ej , (j, i = 1, 2, 3) , ek = Rα

kl e
α
l , (k, l = 1, 2, 3) (4.56)

On note Qα la matrice de transformation entre les bases ej et eαi , et Rα sa matrice inverse. Les

bases étant orthonormées, les matrices Qα et Rα sont orthogonales

Rα
kl = Qα

lk (4.57)

Les formules de changement de base sur les composantes d’un tenseur d’ordre un A s’écrivent

A = Akek = Aα
i e

α
i (4.58)

Aα
i = Qα

ijAj , Ai = Qα
jiA

α
j (4.59)

Les formules de changement de base sur les composantes d’un tenseur du second ordre A s’écrivent

A = Aklek ⊗ el = Aα
ije

α
i ⊗ eαj (4.60)

Aα
ij = Qα

ikQ
α
jlAkl , Aij = Qα

kiQ
α
ljA

α
kl (4.61)

Les formules de changement de base sur les composantes d’un tenseur d’ordre quatre A s’écrivent

A = Apqrsep ⊗ eq ⊗ er ⊗ es = Aα
ijkle

α
i ⊗ eαj ⊗ eαk ⊗ eαl (4.62)

Aα
ijkl = Qα

ipQ
α
jqQ

α
krQ

α
lsApqrs , Aijkl = Qα

piQ
α
qjQ

α
rkQ

α
slA

α
pqrs (4.63)

4.6.1 Application aux tenseurs d’ordre un

Soit la matrice de transformation

Qα
11 = sin zα2 cos zα3 , Qα

12 = sin zα2 sin zα3 , Qα
13 = cos zα2 (4.64)

Qα
21 = cos zα2 cos zα3 , Qα

22 = cos zα2 sin zα3 , Qα
23 = − sin zα2 (4.65)

Qα
31 = − sin zα3 , Qα

32 = cos zα3 , Qα
33 = 0 (4.66)
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associée au changement de coordonnées

z1 = zα1 sin (zα2 ) cos (z
α
3 ) , z2 = zα1 sin (zα2 ) sin (z

α
3 ) , z3 = zα1 cos (zα2 ) (4.67)

et inversement

zα1 =
(
z21 + z22 + z23

)1/2
, zα2 = arctan

((
z21 + z22

)1/2
z3

)
, zα3 = arctan

(
z2
z1

)
(4.68)

0 ≤ zα2 ≤ π , 0 ≤ zα3 ≤ 2π (4.69)

On notera (r, θ, φ) les coordonnées locales (zα1 , z
α
2 , z

α
3 ) et (er, eθ, eφ) les vecteurs (eα1 , e

α
2 , e

α
3 ). Ex-

primer les vecteurs

a = A (z1e1 − z2e2) (4.70)

b = A (z1e1 + z2e2 + z3e3) (4.71)

en fonction de (r, θ, φ) , (er, eθ, eφ) en appliquant les règles de transformations de coordonnées.
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