LICENCE AES 1° ANNEE - COURS DE M. PATRICK VICTORION
CH Il — LES SERIES BIDIMENSIONNELLES A DONNEES GROUPEES

OBJECTIFS :

®» Les distributions marginales de x et de y

® Les distributions conditionnelles de x selony et de y selon x
= Relations entre caractéristiques marginales et conditionnelles
® Le calcul de la covariance

Une série ou distribution bidimensionnelle s’obtient en croisant des modalités de deux variables x et y : on
parle de « tri croisé ». A partir d’une série bidimensionnelle, on peut extraire différentes séries a une variable
ou séries unidimensionnelles :

®» Les deux distributions marginales de x et de y

® Les distributions conditionnelles de x selon y (c’est-a-dire de x avec une condition sur y) et de y selon

x (c’est-a-dire de y avec une condition sur x)

I — La présentation des données

1 Le tableau a double entrée

Ce tableau fournit les effectifs obtenus lors du croisement des modalités des deux variables x et y.

colonne j= j=1 i j=q
ligne i= Y| W% & Yj = Yq TOTAL
X
=1 Xy Nip nyj Nyq Nie
| XI nil n” niq ni.
i=p Xp Np1 Mpj MNpg Mpe
TOTAL Neg Nej Neg N=n,,

®» Numérotation des lignes et des colonnes : on numérote les lignes de i =1 ai=p et les colonnes de

j=laj=gq
®» Modalités ou classes : les modalités x, x2, ... , Xj, ... , Xp du caractére x sont en ligne et les modalites
Y1, Y2, -+ 5 Yjs --+ » Yq du caractére y sont en colonne.
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2 Les différents effectifs
» Effectif partiel
n

C’est Deffectif associé simultanément a la modalité (ou centre de classe) X;de la variable x

ij

et a la modalit¢ (ou centre de classe) Y de la variable y.
11 est situé a I’intersection de la iéme ligne et de la jéme colonne.

=»  Effectifs marginaux
Ils sont ainsi appelés car ils apparaissent dans les marges du tableau a double entrée.

Nie C’est I’effectif associé a la modalité (ou centre de classe) X;de la variable x.

Il s’obtient comme le total des effectifs partiels de la ligne n®1i: nj, = Z Njj
j

i C’est Ieffectif associ¢ a la modalité (ou centre de classe) Yy de la variable y.

1l s’obtient comme le total des effectifs partiels de la colonne n® j : ngj = Z njj
i

= Effectif total
Neo C’est I’effectif total ou I’effectif de la population étudiée.

3 Exemple

1. Numéroter les lignes et les colonnes du tableau a double entrée situé ci-dessous.
Déterminer les centres de classe X; du caracteére x. Compléter alors le tableau.

2. Compléter les égalités ci-dessous.

Solution

1.  Répartition de 400 individus selon I’dge x et le statut matrimonial y

j=1 j=2 j=3 j=4
Statut matrimonial y | Célibataire Marié(e) Divorcé(e) Veuf(ve) n;.
Age x X4
i=1 |[[25;35[| 30ans 50 30 30 0 110
i=2 |[35:45[| 40ans 20 50 60 5 135
i=3 |[45:55[| 50ans 5 20 40 25 90
i=4 [[55:65[ 60ans 5 10 10 40 65
n.; 80 110 140 70 N =n.. =400
2. Compléter les égalités ci-dessous.
x1=30ans ; y3=Divorcé(e) ; X4=060ans ; y1 = Célibataire
n3y =20 ;  n3=060 ; ng3 =10 ; ni4=0
Neg =70 ; mp.=135 ; n.; =80 ; n.. =400
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II — Les deux distributions marginales

On les appelle ainsi car elles apparaissent dans les marges du tableau a double entrée.
Il s’agit, en fait :
®» de la distribution de la variable x sur la population étudiée, indépendamment de la variable y.

% de la distribution de la variable y sur la population étudiée, indépendamment de la variable x.

1 La distribution marginale de x

a) Position dans le tableau a double entrée

Les effectifs nje associés aux modalités x;j sont situés dans la marge verticale du tableau a double entrée.

Y'vo | Y2 | | Yj | ~ | Yq | TOTAL
X
X1 Ngp | N2 | - | Nyj Nigq Ny,
X2 Na1 | No2 | = | Nyj Naq Noe
Xj Nig | Ni2 | - Njj Nig Nie
Xp Np1 | Np2 Npj Mg Npe
TOTAL nOl n.z n.j n.q N =N,,

b) Eléments caractéristiques

» Modalités : Xj
= Effectif associé : Nie
= Effectif total : N=n,,

A partir de ces éléments, on pourra calculer :

Fréquence marginale de la modalité x;

n -
fie (%) = —*x100 C’est la part (en %), dans la population, de la modalité X;jdu caractére x.

Caractéristiques marginales de x

®» Moyenne : izi{ZHi.xi}
n -
(X ] 1
) 1 =2 ,
= Variance : V(¥) = o D Nie (Xj =X) (formule non développée : démonstrations)
(X ] i
_ 1 2| 52 , ,
V(¥) = n an- Xi |—X (formule développée : calculs)
[ X ] |
=% Ecart-type : o(x) =+/V(X)
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2 La distribution marginale de vy

a) Position dans le tableau a double entrée

Les effectifs nej associés aux modalités yj sont situes dans la marge horizontale du tableau.

Y1 yr | Y2 | | Yj | = | Yq | TOTAL
X
X1 Ngy | N2 | = | Nyj Nigq Nie
X3 Na1 | N22 | = | Ngj N2q N2
Xj Ny Ni2 nij nlq Nie
Xp Nt | Np2 Npj Npg Npe
TOTAL | ngy | Ny, | - N Ng | N=n,

b) Eléments caractéristiques

®» Modalités : Y
®» Effectif associé : Nej
= Effectif total : N=n,,

A partir de ces éléments, on pourra calculer :

Fréquence marginale de la modalité y;

Nei
fo j (%) = —*J 100 C’est la part (en %), dans la population, de la modalite¢ yj du caractere y.

Caractéristiques marginales de y

= 1
®» Moyenne : y=—- Z“-jyj
n -
(X ] J
: 1 =
= Variance : VAy) = 0 >on jyj- )2 (formule non développée : démonstrations)
[ X ] j

1 =
V(y) = o Z Nej sz - y2 (formule développée : calculs)
(X J j

% Ecart-type : o(y)=~/V(Y)
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3 Intégration des calculs dans le tableau a double entrée

Caractéristiques marginales de x

A
' N
y yJ Nie Nje Xj ni-Xi2
X
( Nej Nej N=n, | X= Y=
Caracteéristiques NeiVi NeiVi _
marginales de y 1 17 *17] =
2 2
k NejVij NejVij T =

4 Exemple Caractére quantitatif continu et caractére quantitatif discret
Le tableau statistique situé ci-dessous relate la répartition de 400 individus d’une population selon 1'dge x
et le nombre d'enfants y.

1. Détailler le calcul de A, B, C, D, E et F.
Compléter alors le tableau statistique (?).

2. Déterminer les caractéristiques marginales (moyenne, variance et écart-type) de 1'dge x.

3. Déterminer les caractéristiques marginales (moyenne, variance et écart-type) du nombre d'enfants y.

Solution
Nbre d'enfants Y | 0 1 2 3 Nie Nje Xj Nie Xi2
Age Xj
[25:35] 30 10 10 30 0o |a=50 B=1500 C =45000
[35;45] 40 30 40 150 30 250 10 000 400 000
[45;55] 50 10 50 20 20 100 5000 250 000
Nej 50 100 |D=200 50 |? 400 ? 16500 ? 695000
NejYj 0 100 | E=400 150 [(? 650
Ny 0 | 100 |F=800 | 450 |2 1350
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1. Calcul détaillé de A.B,.C.D.E.FetG :

A =10+10+30+0=

50

D=30+150+20=

200

(?) : Cf. tableau statistique

B=50x30=

E=200x2 =

2. Caractéristiques marginales de ['dge x

— 1
®» Moyenne : X=—
n..

= Variance : V(x) -t

® Ecart-type: o(x) = \/V(X) =+/359375 ~
®» Conclusion:
v

Zni, Xi2 —iz =—X
i 400

1 16500-=
400

3,

99 ans

1500 C = 50x30° =| 45000
400 F =200x 22 =| 800
41,25 ans
L 695 000 - 41,252 =| 359375

Les 400 individus étudiés ont un age moyen de 41,25 ans.

L’écart-type, d’environ 6 ans, mesure la dispersion de 1’age par rapport a leur

age moyen 41,25 ans.

3. Caractéristiques marginales du nombre d'enfants vy :

= Variance : V(y) = ni[Zn.j yJZ]):/Z =$x1 350-1,625% =| 0,734475

® Ecart-type: o(y)= ~/V(y)=4/0,734475 ~

= Conclusion: v Les 400 individus étudiés ont, en moyenne, 1,625 enfants.

v' L’écart-type, d’environ 0,86 enfants, mesure la dispersion du nombre

d’enfants

®» Moyenne: Y= 1
n..

1

J

J

1,625 enfants

0,86 enfants

par rapport au nombre moyen d’enfants, soit 1,625 enfants.
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III — Les distributions conditionnelles

Les effectifs associés a ces distributions apparaissent a I’intérieur du tableau a double entrée.

Il s’agit, en fait :

®» de la distribution de la variable x avec une condition sur la variabley : y =y j (ouselonj=...)

® de la distribution de la variable y avec une condition sur la variable x : X =Xj (ouseloni=...)

1 La distribution conditionnelle de x selon v = yj ou selon j =...

a) Position dans le tableau a double entrée

Les effectifs njj associ¢s aux modalites x; sont situés @ I’intérieur du tableau a double entrée.

Condition
——t—
vy | ¥ Yj -~ | Yq | TOTAL
X
X1 N1 | N2 Nyj Nig Nie
X2 N21 | N22 Ny; N2q N2e
Xj Nip | Ni2 Njj Nig Nie
Xp Np1 | Np2 Npj Npq Npe
TOTAL 1] Neo n.j n.q N= Nee
b) Eléments caractéristiques
®» Modalités : Xj
= Effectif associé : nj; ( fixé)
» Effectif total : n,;

J

A partir de ces éléments, on pourra calculer :

Fréquence conditionnelle de la modalité x; selon y = y; ou selon j = ...

n..
fi; (%) = n—”_xloo

)

C’est la part (en %), parmi les individus tels que y =y, de la modalité X;de x

Caractéristiques conditionnelles de x selon y =y; ou selon j = ...

®» Moyenne :

®» Variance :

= Ecart-type :

o 2

n

Vi(¥) :i_|:znij (X _)_(j)2:|
il

Vj(X) :%{Znij Xiz:l—ijz
]| i

cj(¥) = /Vj (X

(formule non développée : démonstrations)

(formule développée : calculs)
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2 La distribution conditionnelle de v selon x = xi ou seloni=...

a) Position dans le tableau a double entrée

Les effectifs njj associés aux modalites yj sont situés a I’intérieur du tableau a double entrée.

y yl y2 000 yj 000 yq TOTAL
X
X5 Nyq Ny nzj n2q Noe
Cond|t|0n { Xi nil ni2 oo nij niq ni.
Xo | Mpr | Np2 Ny, Mea [ M
TOTAL | ng | ng | -~ | n, N | N=n..

b) Eléments caractéristiques

®» Modalités : Y
®» Effectif associé : nj; (1 fixe)
= Effectif total : N,

A partir de ces éléments, on pourra calculer :

Fréquence conditionnelle de la modalité y; selon x = x; ou selon i = ...

n .
f jii (%) = ni x100 C’est la part (en %), parmi les individus tels que X = X;, de la modalité yj dey

Caractéristiques conditionnelles de y selon x = x; ou selon i = ...

1
= Moyenne : yi:r DN Y
le J
: 1 o2 :
= Variance : Vi(y)= o o.n ij Vi — Vi) (formule non développée : démonstrations)
le J

1 =
Vi(y)= P Z Nijj sz —Yi ? (formule développée : calculs)
lo J

» Ecart-type : ci(y)=+/Vi(y)
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3 Intégration des calculs dans le tableau a double entrée

Pour les distributions marginales, tous les calculs intermédiaires figurent dans le tableau a double
entrée, ce qui ne pose pas de probléme car il n’y a que deux distributions marginales.
Pour les distributions conditionnelles, beaucoup plus nombreuses, on ne fait figurer, dans le tableau a

double entrée, que les résultats des totaux, c’est-a-dire des sommes.

Caractéristiques conditionnelles
de y selon x = x;

A
' N
o o el &2
A R
L] [ ] ° °
y yj Nie Zn,JyJ Z:nijyj2
X i j
i j
noJ noJ noo 2: 2:
[ o Ty 2. NijXi 5 =
+ i i
e & e
Caracteéristiques 2 O e
conditionnelles N 9 ) ¥ =
de x selony =y; znijxi Znijxi
o2 A i i
4 Exemple \

Le tableau, situé¢ page 10, reprend et compléte les données de I’exemple (page 5)
1. Numéroter les classesde x (i=1ai1=3) et lesmodalit¢esdey j =1aj=4).
2. Détailler le calcul de A, B, C et D.
Compléter alors le tableau statistique (?). Flécher les totaux qui sont identiques.

3. Déterminer le nombre moyen d’enfants ainsi que I’écart-type du nombre d’enfants des individus agés
entre 25 et 35 ans.
4. Déterminer les caractéristiques conditionnelles de 1'dge selon le nombre d’enfants :

- détailler avec précision les calculs pour j = 1
- achever les calculs et intégrer vos résultats dans le tableau récapitulatif

CH Il = LES SERIES BIDIMENSIONNELLES A DONNEES GROUPEES 9




CH Il = LES SERIES BIDIMENSIONNELLES A DONNEES GROUPEES

10




Solution

1.
2.

Cf. tableau statistique.
Calcul détaillé de A, B, C et D : Cf. tableau statistique.

(?) et fléchage des totaux identiques : Cf. tableau statistique.

Analyse de la question : on veut déterminer le nombre moyen d’enfants, ainsi que 1’écart-type du

nombre d’enfants des individus de cette population agés entre 25 et 35 ans. Par suite :
la variable :  c’est le nombre d’enfants y car on veut en calculer la moyenne et 1’écart-type.

la condition : 1’individu doit étre agé entre 25 et 35 ans : la condition s’écrit : i =1

Résolution : les résultats numériques utiles aux calculs se trouvent tous sur la ligne i = 1

1
®» Moyenne: Y;= —[z Ny; yj] = 5—10><70 =| 1,4 enfants
Nie

]

® Variance : vl(y)=i[2nlj yf}yf :5—10><130—1,42 =| 0,64
N | 5

® Ecart-type:  o1(y)=+/Vi(y)=| 0,8 enfant

= Conclusion: v Les 50 individus agés entre 25 et 35 ans ont, en moyenne, 1,4 enfants.

v' L’écart-type, de 0,8 enfant, mesure la dispersion du nombre d’enfants par
rapport au nombre moyen d’enfants, soit 1,4.

Analyse de la question : on veut déterminer les caractéristiques conditionnelles de 1'dge selon le

nombre d’enfants, sans préciser celui-ci : il faut donc envisager les différentes valeurs possibles du
nombre d’enfants. Par suite :

la variable :  c’est I'age x car on veut en calculer les caractéristiques.

la condition : il faut envisager les différentes valeurs possibles du nombre d’enfants :
y=0enfant (j=1); y=1enfant (j =2) ; y=2 enfants (j =3) ; y =3 enfants (j =4)

Résolution : on rédige avec précision le cas : j = 1 et on résume tous les calculs dans un tableau.

Casj =1 : les résultats numériques utiles aux calculs se trouvent tous dans la colonne j =1

=» Moyenne : Xlzi{Znilxi}=%x2 000 =| 40 ans
n.l |

® Variance:  V4(X) :i{zmlxiz}if:%xsz 000—40% = 40
n.l |

® Ecart-type: 0,(%) =+/V4(¥) ~| 6,32 ans

= Conclusion: v Les 50 individus n’ayant aucun enfant ont un 4ge moyen de 40 ans.

v' L’écart-type, de 6,32 ans, mesure la dispersion de 1’age par rapport a I’age
moyen de 40 ans.

Autres cas : a effectuer directement a la calculatrice en faisant varier les valeurs de j de 2 4 4
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Tableau récapitulatif (a compléter)

] Effectif n,j Moyenne X Variance Vj(X) Ecart-type Gi(x)
(21072 pres)
1 |? 50 ? 40 ans ? 40 ? =~ 6,32 ans
2 1? 100 ? 44 ans ? 44 ? =~ 6,63 ans
3 |? 200 ?  39,5ans ? 24,75 ? =~ 4,97 ans
4 1? 50 ? 44 ans ? 24 ? =~ 4,90 ans
Nee =400

IV — Relations entre les caractéristiques marginales et conditionnelles

1 Cas de la variable x

On subdivise la population P étudiée en q sous-populations :

sous-population Dénomination Effectif Moyenne | Variance
P ensemble des individus tels que : y =Yg Nel X1 V1(X)
Py ensemble des individus tels que : Yy =Y» Ne2 X9 V5 (X)
P; ensemble des individus tels que : y =Y Nej X Vj(¥)
Pq ensemble des individus tels que : y =y Neg Xq Vg 64)
n o0

On admettra les résultats suivants, basés sur 1’¢tude des mélanges de populations. On a :

= | Moyennede x dans P =moyennedes moyennesde X dans les sous - populatiors P;

Iei: Moyenne marginale de x = moyenne des moyennes conditionnelles de x selon y =y

— 1 _
D’ou : X=——| > NejX;
n.. j

% | Variance de x dans P =moyennedes variances de x dans P; + variance des moyennes de x dans P;

Ici: Variance marginale de x = moyenne des variances conditionnelles + variance des moyennes conditionnelles

Onnote: V(x)=MDV + VDM Ou aussi : V(¥) = Vj(¥) +V(Xj)
On rappelle que :
@ MDV=V;( _n_lznojvj(x):l @ VDM =V(X;) —n—{Zn,j xj2]x2
oo ] 1) j

On aurait pu effectuer un raisonnement identique pour la variable y, en considérant les p sous-populations
P; regroupant les individus tels que : X = X;
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2 Propriétés

®» Pour la variable x :

@ Moyenne :

® Variance :

i_ni[Zn.jij]
oo |5

V(x) =MDV + VDM = V;(x) + V(X )

Avec :
MDV=V;(X) —n—[Zn,jVj(x) VDM—V(xj)—n—[Zn,jxj -X?
[ X ] J | o0 J
® Pour la variable y :
® Moyenne : y= 1 {Zni.yi
n -
LX) 1 i
@ Variance: V(y)=MDV + VDM=V;(y)+V(Y;)
Avec :
MDV=V(y)= _|:Zni. Vi(Y)} VDM =V(y;) = n_|:zni. Yi }_yz
[ 1] i [ 1] i
3 Exemple
Le tableau suivant reprend et compléte les résultats obtenus en haut de la page 12.
J | Effectif n,; Moyenne Xj | Variance Vj(X) NejX; n.; XjZ Nej Vj(¥
1 50 40 ans 40 ? 2000 ? 80000 ? 2000
2 100 44 ans 44 4 400 193 600 4 400
3 200 39,5 ans 24,75 7900 312 050 4950
4 50 44 ans 24 2200 96 800 1200
Nee =400 ? 16500 ? 682450 |? 12550
1. Compléter le tableau de calculs (?).
2. Calculer les caractéristiques marginales (moyenne et variance) de I’age x. Conclusion ?
Solution
1. Cf. tableau de calculs (?).
2. Caractéristiques marginales de I’4ge X :
»

= 1 -
Moyenne : x—n—[Zn.jxj]
[ X J J

|
I

Il
Il

1 16500
400

4125 ans
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®» Variance :

Dans un mélange de populations, on a : V(x) =MDV + VDM

Calcul de la MDV : Calcul de la VDM :
MDV= Vj(x) VDM = V(Xj)
MDV=-—"->"n,; V() VDM =—|>"n,;X;" [-X
- n -

[ X ] J [ X ) J

MDV:ix12 550 VDM =i><682 450—41,252
400 400

MDV=| 31,375 VDM =| 4,5625

Finalement: V(X)=MDV+VDM =31375+4,5625=| 35,9375

Conclusion :

Ona: X= 41,25 ans et V(x) = 35,9375 : ces deux résultats avaient déja été obtenus précédemment
page 6, d’une autre manicre.

4 Conclusion : les différents modes de calcul des caractéristiques marginales

a) Les trois méthodes de calcul des caractéristiques marginales

Le calcul des caractéristiques conditionnelles de x et de y, on a pu le constater, s’effectue d’une seule

fagon possible.

En ce qui concerne les caractéristiques marginales de x et de y, il en va autrement.

Ainsi, il découle des différents résultats obtenus jusqu’a présent que 1’on peut exprimer et donc

déterminer les caractéristiques marginales de x et de y sous trois formes distinctes :

»
»
»

Soit avec le seul indice 1
Soit avec les deux indices 1 et |
Soit avec le seul indice j

On peut caractériser les méthodes de calculs de la fagon suivante :

»
»

1°° méthode : « série a une variable » faisant référence au semestre 1

2"° méthode : « @ deux indices », fondée sur les ¢galités de sommes (totaux identiques et vérification

des calculs : Cf. exemple page 10)
3™ méthode : « mélange de populations », basée sur la décomposition de la population P en q sous-

populations pour la variable x et p sous-populations pour la variable y.
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b) Cas de la variable x

Méthode « série a une variable » «a deux indices » «mélange de populations »
Moyenne 1
X=——| D Nje X x= L = X
- e Xj X=— Znijxi X=—— Znﬂ'xj
b i nOO i J n (X J
un seul indice:i deux indices: iet j un seul indice: j
Variance 1 2 = 1 .| = —_—
V(x) = P 2NieXi” [=X5 | V() = | Yonyx? |- X2 V(¥ = Vj(x) + V(X))
oL Neo| ] un seul indice: j
un seul indice i deux indices:iet j
Commentaire | c’est facile ; c’est la c’est facile ; cette méthode | c’est la méthode la plus difficile et la moins
méthode la plus naturelle équivaut en pratique a la naturelle, surtout pour le calcul de la
précédente variance

¢) Cas de la variable y

méthode la plus naturelle

méthode équivaut en
pratique a la précédente

Méthode « série a une variable » «a deux indices » «mélange de populations »
Moyenne
= 1 = 1 I 1 .
y=—o Zn.jyj y=— Znijyj y=—o znu)ﬁ
Neo j Neo ij Neo i
un seul indice: j deux indices: iet j un seul indice: i
Variance 1 5| = 1 - V) = Vi3] + V(5)
V) = | 2neyj |-V | VO =—| XNy =Y y)=Yy+ _y.._
L] *eLnl unseul indice:i
un seul indice: j deux indices:iet j
Commentaire | ¢’est facile ; c’est la c’est assez facile ; cette c’est la méthode la plus difficile et la moins

naturelle, surtout pour le calcul de la
variance

V — La covariance

1 Définition

La covariance de x et de y est le réel défini par :

Cov(xy)=—
n..

nij (i =X) (Y - )
i

(forme non développée de la covariance)
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2 Interprétation

Contrairement a une variance, la covariance de x et de y peut étre positive ou négative. Son signe donne

une indication sur le sens de la liaison éventuelle entre x et y. On peut interpréter le tableau a double

entrée de la facon suivante :

"Iy y y
X 1 q
X1 Région I : Région I :
Xi—§<0 ¢ Xi—§<0 ¢
= par suite : — par suite :
yj—y<0 yj-y>0
nij (X; =X)(yj—y)>0 nij (X; =X)(yj—y) <0
X
Région III : Région IV :
Xi—§>0 ¢ Xi—§>0 ¢
= par suite : — par Suite :
yj—y<0 yj-y>0
nij (X; =X)(yj—y) <0 nij (X; =X)(yj—y) >0
X
p

» SiCov(x,y)>0:

les couples (Xj,y j) sont situés essentiellement dans les régions [ et IV : les
variables x et y varient globalement dans le méme sens.

» SiCov(x,y)<0: les couples (Xj,Yj) sont situés essentiellement dans les régions Il et IIT : les

variables x et y varient globalement en sens inverse.
3 Propriétés

Soient x et y deux caracteres quantitatifs quelconques. On a :

®» Forme développée de la covariance :

<l

1 =
Cov(x, y):n— DonijXiyj|-X
I

®» Changement de variable :

Pour a, b, ¢ et d réels : Cov(ax +b,cy +d) =acCov(xy)

Pour ay, a réels, Cov(a;Xy +asX5,y)=4a; Cov(xy,y)+a, Cov(x,,y)

=®» Symétrie : Cov(xy)=Cov(y,x)

Cov(x,¥) =V(X)

®» Lien avec la variance :

Remarques
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» Comme pour la variance, la forme non développée de la covariance est en général utilisée pour les

démonstrations, la forme développée pour les calculs numériques.

» Pour retenir I’expression de la forme développée de la covariance, on dit : « la covariance est

¢gale ala moyenne des produits moins le produit des moyennes ».

4 Détermination pratique de la covariance de x et de vy

1 ==
Ona: COV(xy)—n—{ZnuXiyj]XV
o0 ij

Probléme : comment calcule-t-on Zni iXiVj?
i

ére

17" technique : On effectue les calculs indiqués « a la main »

Exemple
A partir du tableau a double entrée suivant, calculer : Z NijXi Yj
ij

Nbre d'enfants Y j
0 1 2 3 Nie
Age Xj
[25;35] | 30 10 10 30 0 50
[35;45] | 40 30 40 150 30 250
[45;55] | 50 10 50 20 20 100
Nej 50 100 200 50 Nee = 400
Solution

Znijxi Yij =10x30x0+10x30x1+30x30x2+0x30x3+30x40x0+40x40x1+150x40x2+
i
30x40x3+10x50x0+50x50x1+20x50x2+20x50x3=| 26800

On constate immédiatement que les calculs sont longs, avec un gros risque d’erreur.
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nde technique : On utilise des sommes déja calculées pour les caractéristiques conditionnelles

On montre tout d’abord que : Znijxi Yj :in [Znijyj}_zyj [ZniniJ
i i i j i

H_Ja_}

Caractéristiques Caractéristiques
conditionnelles conditionnelles
dey de x

Or, lors du calcul des caractéristiques conditionnelles, on a établi la valeur de Z nijj X et Zni E d’ou
i i
le tableau de calculs suivant pour déterminer la valeur de Z njjXj yj :
ij

[} [ ]
I+7
y
Yi Mie Z”ijyj Xi| 2. Nij Y]
X J j
Xi nij | Mie | 2NGYG | Xi| 2N
J i
n.j n.j Neeo 85
e & e
+ 2 Nij Xi 2 Nij Xi
e O o i i
Ni X Yi
sy f—] 2%
v{Znuxij yj[Znuxij ° i
i i
d) Exemple

Le tableau, situé page 19, reprend une partie des données de I’exemple 1 (page 6).

1. Détailler le calcul de A et B.
Compléter alors le tableau statistique (?). Flécher les totaux qui sont identiques.

2. Préciser la valeur de : Znij XiYj

ij
3. Onrappelle que : X =41,25ans et y =1,625enfants . En déduire la valeur de Cov(x, y)
4. Onpose X=2x+15etY =Sy + 4. Calculer Cov(X,Y)

Solution
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Cov(X,Y) = Cov(2x+15;5y+4)

Cov(X,Y) = 2x5xCov(X;y)

Cov(X,Y) = 2x5x (—0,03125)

Cov(X,Y) =

—-0,3125

VI — Le tableau de calculs

Nbre d'enfants Y j
S N N R D R
J i
Age Xj
[25;35[ | 30 10 10 30 0 50 70 A= 2100
[35;45[ | 40 30 40 150 30 250 430 17 200
[45:55[ | 50 10 50 20 20 100 150 7 500
N 50 100 200 50 | nee =400 650 2 26800
2000 | 4400 7900 2200 16 500
2. X
i
0 4400 |g_ 6 600 i X: V: = 26 800
yj[ZﬂiniJ B ~15800 ? 26800 [¢—— IZJ) i Y]
i ,
1. Calcul détaillé de A et B :
A=30x70=| 2100
B=2x7900=|15800
(?) : Cf. tableau statistique
2. On obtient a partir du tableau statistique : Zni iXiyj=| 26800
i
3. Calcul de Cov(x.y) :
l ==
Cov(x, y)= n_lznijxi yj]Xy
(Y} |J
1
Cov = —x26800-4125x%x1,625
xy) 200
Cov(x, y)=| —0,03125
4. Calcul de Cov(X.Y):
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L’ensemble des calculs peut étre consigné dans un tableau unique. Pour vérifier si les calculs sont exacts,

on doit retrouver les mémes totaux en lignes et en colonnes :

y Yj : I Nij Yij N y 2
nlo nIoXI le 7] ? 17 ; 7] Xj Zj:nijyj

2 L\ 2
Xj .o nij .o Nie Nje Xj Nje Xj anjyj ZnIJyJ Xi[znijyl}
] J

noj noj N=n,, Sl 82 83 S4- S5
Nej Vi NejVj S
2 \s .2 S’
noj y] noJ yj 2

oy g
Zi:nini Zi:nllxl 3

Znijxiz Znijxiz SI4
i i

[y e

Remarques

®» (e tableau de calculs complet permet de vérifier la totalité des calculs. Cependant, on pourrait

raisonner en affirmant que des lignes et des colonnes font double emploi. Pour obtenir un tableau de
calculs « @ minima », on peut supprimer :

@ les colonnes correspondant a : Nj, Xj et Nj, Xi2

@ les lignes correspondanta : NgjYj et Ngj yj2

®» (e tableau correspond a la totalité¢ des questions abordées (moyennes, variances, covariance), a
I’exclusion d’autres caractéristiques (mode, médiane, quantiles, médiale, etc ...) nécessitant soit un
tableau de calculs spécifique, soit au minimum des lignes ou colonnes supplémentaires a intégrer au
tableau précédent. Cependant, dans un exercice, veiller a :

@ réserver une feuille a part pour le tableau de calculs
@ ne compléter le tableau de calculs qu’en fonction des questions posées (certaines parties du

tableau de calculs ne sont peut-&tre pas nécessaires pour 1’exercice traité).
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