Calculs

Les axiomes

Le transport paralléle est une certaine regle qu’on se donne pour « transférer » un vecteur
d’un point a un autre le long d’une courbe les reliant. Cette régle, Weyl se la donne en
posant deux axiomes. Par le premier, le transport parallele d’un point P & un point
infiniment voisin P’ est réalisé via une application linéaire de « I’espace des vecteurs
basés en P » & celui basé en P’. Il existe donc une certaine matrice (Yir) telle que 'image

de tout vecteur E) = (&%) basé en P par le transport paralléle de P & P’ s’écrit
E” =& ,er £

En imposant a la différence entre ces deux vecteurs d’étre un infinitésimal du méme ordre
que PP’ = (dz"), chaque coefficient Y’ est une combinaison linéaire des da*

Y, =T"da"

A priori, les coefficients I'?,.s dépendent de P et P’ (et des coordonnées utilisées). En
réclamant qu’ils ne dépendent pas de P’, les Y' deviennent des formes différentielles en
P. Alors, , pour tout point P’ 1nﬁn1ment voisin de P, tel que PP = (dz?), 'image d'un
vecteur E basé en P sera le vecteur E + di basé en P’ donné par

dg' = —y', & = T, & da’

Le second axiome revient & se limiter aux espaces sans torsion (c’est en quelque sorte
une régle du parallélogramme locale) : si P, Py et Py sont trois points infiniment voisins
entre eux, gt_gl Pis et Pyy sont les deux points tels que P1P1o et PoPoq sont les images
de PPQ et PPy par transport parallele de P jusqu’a Ps et Py respectivement alors Pq5 et
P51 coincident.

P12 =Py
P,
Py
P
Autrement dit :
PPy + D1Pyy = PP, + PyPa;. (1)



En coordonnées, si PP; = (dz?) et PP, = (5z*) alors

PPy = (da’ +8da’) et PiPyy = (52" + dda’)
avec

ddz’ = —TI'%,, da"dz® et ddz’ = —T,, 82" da®.

L’égalité (1) équivaut & ddz’ = dda?, ou encore &

I da"dz® =T%,,02" da® <= (I, — T, )da"d2° =0 < (2)

Reprenons deux points mﬁnlment voisins P et P/, et deux vecteurs E 7 basés en P
devenant respectivement E +d E et B +d 7 par transport parallele de Pa P’ L’hypothese
de similitude contenue dans le premier axiome implique que gp/(i + di N +d7) est
proportionnel & gp(E 7), soit :

(gir + dgin) (B + dE) (0" + dn") oc ginE'n".

En notant le coefficient de proportionnalité 1 + ¢, et en ne conservant que les infinitési-
maux du premier ordre, on a alors

Ent dgir + gir (B0 dn® + 0P dEY) = @ ginEin®

= & dgi, — g EY*, 0" + Y ET) = ¢ ginEin®

= " dgir — Evan” + 0" vrE") = @ gir€'n*

= E"dgir — (Yik + Yra)E'0" = ¢ gunZ'

= dgir — (Yik + Yki) = @ Gik- (3)
Par conséquent, ¢ est une forme différentielle : ¢ = ¢; dz’. On a alors

dgir — (gisYSk + gksYsi) = 9 Gik
> dgir — (9isIkr + grsT%3) da” = @ gip da”

0g;
8gk dz” ( zkr+rk,ir)dxr :('PTgikde?
d’ou les n? relations
0g
Fi,kr + Fk,ir = dr f GikPr (4)

Connaissant g et ¢, elles permettent de déterminer les coefficients I''y,.. Pour cela, il suffit
d’utiliser la symétrie (2) induisant

Fi,kr = gisrskr = gisrsrk = Fi,rk;

puis d’écrire les formulations équivalentes obtenues en permutant circulairement les in-
dices 7, k et r :

gk
Fr,m’ + Fr,ki - 6 i — JkrQi (5)
agm’
Fri Fz rk — 7 1  Yri%k- 6
gk + Lirk ok Irifk (6)

L’opération (4)—(5)+(6) donne alors

1 agzk agkr agrz
Fi,kr = 5 ( - oz + Ok — GikPr +ng(PZ 9riQk | »

0x”
et enfin
i 1 agk agkr agr
r r = 3 * 2 L r r rj
ke =59 (aﬂ 9s T gk Jiker t ke = grjP (7)




Remarque 1 Le tenseur g;; étant de type (0, 2), il se transforme sous un changement de
coordonnées ¢ — z* de la facon suivante :

o . At
Gij — Guv = ANuAN gy avec Ay = EETR
tandis que son inverse g*, qui est de type (2,0) :
17 v v 17 8:6“
g9 — g% =A% AV gY  avec AHi:W’
x

les matrices Ai“ et A%, étant bien sir inverses :
AUAY; =08 et A%AY, =034,

Les termes de (7) qui ne comportent pas de dérivées partielles sont clairement des tenseurs
de type (1,2). Ce qui reste n’en est pas un et on peut vérifier que, globalement, I, se
transforme bien comme un symbole de Christoffel :

OA‘,

Tl — TV = A% AT AR T + A, R
:L.G

Dilatation

Une « dilatation » locale g;x — Agix (sans action sur les coordonnées) laisse invariantes
les formes différentielles y*;, mais transforme vix = girY’, en (Agir)Y", = AYik, dgik en
d(Agir) = Mdgir + gir AN, et la relation (3) devient

ANdgix + gik AN — M(Yik + Yri) = @ hgik
ol on a noté ¢ le résultat de la transformation de ¢ sous cette dilatation. On a alors
Gik AN+ M@ gix = O hGik,

c’est-a-dire

cp—i—%:@ = [s=0+d(n})]

Ainsi, la forme différentielle ¢ acquiert une différentielle totale, et on a
R 1 ox
P A Oxt

On vérifie bien, & 'aide de cette relation, que la formule (7) est invariante par dilatation.
Bref, toute la géométrie peut étre caractérisée aussi bien par le couple métrique-champ
de formes (g, ) que par (Ag, ¢ + dln ), quel que soit le champ scalaire . Par dérivation
extérieure de —¢ ! on obtient

. 1 .
7 =—dp=—dgiAda' = SFi da’ AdaF,

ou on a introduit le tenseur antisymétrique

_ 09; O

Fir = -
FT ok ot

La forme .# et le tenseur F;;, sont évidemment invariants par dilatation car ¢ — @+dIni
entraine .Z — % — d’In\ = .Z. Dans les notations de I'article,

da? Adz® = datsz® — d2Fost = At

Si on interprete Fy comme le tenseur de Faraday, d.# = d2q> = ( équivaut aux équations
de Maxwell sans sources

OF,  OF;  OF
: i k—o (8)
0x? Ox ox
1. Le signe « — » est introduit pour coincider avec la convention de l'article.



Géodésiques

Une géodésique est une courbe qui transporte son vecteur tangent parallelement a lui-
méme. Par conséquent, une courbe z(t) sera une géodésique si

da? o da”
d =-I da?®
( dt > rqr

c’est-a-dire

A2z ; da” dz®

dt? ™ dt dt

Courbure

Prenons _quatre points P, Py, Py et P13 = Po; infiniment voisins, et donnons-nous un
vecteur £ basé en P. On peut transporter parallelement ce vecteur de P a P15 = Po; en
passant par Py ou par Py. Les vecteurs résultant de ces deux transports ne coincideront
généralement pas. La courbure sera la mesure de ce désaccord.

2
<21

=4
<12

P

Appelons E’l (resp. E'g) I’image de E’ par le transport paralléle de P & Py (resp. P2) puis
E12 (resp. &91) Iimage de &1 (resp. Z2) par le transport parallele de Py (resp. P3) a
P12 = P21. On a

L =8 408 = (&' 4 dEY) +B(E + dEY)
b =&+ dEh = (8 4+ 88%) + d(& + 88Y)

donc le désaccord entre ces vecteurs est
AZ' =&y — &y = B(dE") — d(8") = —d(I" ;& da®) + d (I ;&' dz")
= (dI ;8% — 8T j da®)& + T, (dE70a® — 887 da®) + vy (dda” — 5 da)El.

Comme ddz* — 5dz* = 0 par 'absence de torsion, on a

) T . T . . ) . . o
AL = <aa$]lk datdar — aax]lk 5t dxk> & =T (T e daldak — 17,5764 d:ck) = R";&’
ou

, , , ort; or; , ,
R'; = R}, da*da! avec |Riy, = ng - alek Tl =TT (9)




Il est clair que R';x; change de signe par permutation de j et k, ce qui permet d’écrire
R’L . 1 RZ A kl
i = 5 Rim AT

En utilisant (9) il est ensuite trés simple de vérifier qu’'en permutant circulairement les
indices j, k, [, on a

Rjr + Ry + Rl =0

Avec un peu de patience, on peut s’assurer & l'aide de (8) et (9) que R%jz est est un
tenseur (de Riemann) de type (1, 3). Il est de poids 0 puisque les symboles de Christoffel
sont invariants par dilatation. Par contraction, R; jzi = g#R"ji est un tenseur de type
(0,4) et de poids 1.



