Exercice 4 : Performance des méthodes itératives

1 ) Calcul du déterminant

Résultat admis
A =(b)=Dy=b

- b C 12
A2—<ab>$D2—b dac

Dans le cas général :

b ¢
a b ¢
a b ¢
Dy =
c
a b N
c
a b ¢
a b c
= bDN_1 —a .
a b ¢
a b N—1
= bDN_1 — CLCDN_Q
2) Relation de récurrence explicite
Résultat admis
Pour N =1 4
in 2
1= Sl.n r=2rcosf =b
sin 6
Pour N =2
sin 36 ,
= — 7

sin 6
On utilise le développement : sin 360 = sin 26 cos 6 + cos 26 sin # et sachant que sin 20 =
2sin @ cos 0 on obtient

Dy = 2cos® Or® + cos 20sin ) = (4cos®§ — 1)r* = b* — 4dac
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Note : cosf = 2cos? — 1.
Pour N > 3 on utilise la relation de récurrence.

bsin NorVN -1 in(N —1)0
bDy-1 =~ acDy— B Smsing = Sm(sin@ ! e

or b= 2rcost
N

r . '
— sin9[2 cos OsinN@ — sin(N — 1)0)]

On sait que :  sin(N + 1)0 4+ sin(N — 1)8 = 2cosfsin N¢

On obtient bien :
bDyn_1 — acDy_» _

= Dy

rNsin(N + 1)
sin 0

3) Valeurs propres de A

Résultat admis

4) Cas de la matrice K

En remplacant les coefficients a, b et ¢ par leurs valeurs numériques on obtient bien :
A =2(1 —coskmh) , k=1,.N

avec h =1/(N +1).

VEk les valeurs valeurs propres sont positives. De plus, la matrice est symétrique. K est
dont bien symétrique définie positive.

On ne peut rien affirmer a ce stade quant a la convergence de la méthode de Jacobi.
Il faut connaitre les valeur propres de la matrice d’itération. En revanche, la méthode de
Gauss-Seidel (et S.O.R) converge, d’apres le théoréme du cours.

5) Nombre de conditionnement

A Taide d’un cercle trigonométrique on montre que cos Nwh = —coswh .
Le nombre de conditionnement x est défini a partir des valeurs extrémales des valeurs
propres de la matrice (symétrique définie positive)

)\mam
X(K) =

)\mz’n

Or Moz =2 —2cos Nmh =2+ 2cosmh et \,;, = 2 — 2cosmh.

B 1+ cosmh

K)y=_"""""
X(FK) 1 ——cosmh
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Pour les grandes valeurs de N, h — 0. On peut alors effectuer un développement limité
en 0 de x(K) :

1+1—72h%/2  2—=2h2/2 4

K [and ~ ~
X(F) 1 —14 w2h?/2 w2h?/2 m2h2

Donc lorsque N — oo le nombre de conditionnement aussi. Ainsi, le systeme est mal
conditionné pour les matrices de grande taille. Ceci entraine des erreurs d’arrondis lors de
la résolution par des méthodes directes (cf. cours). Intéressons-nous au cas des méthodes
itératives.

6) Méthode de Jacobi

La matrice d’itération dans le cadre de la méthode de Jacobi, B, s’écrit :

B, = Iy—D'K

1 1 2 -1
1 -1
- 2 o1
1 1 -1 2
0 -1
1| -1
= -3 »
-1 0
Il s’agit d’'une matrice tridiagonale ot @ = —1/2 , b = 0 et ¢ = —1/2. Ses valeurs
propres sont donc (question 3) : \y = — cos kh.

On en déduit le facteur de réduction p(B;) = max |A\y| = cosmh. Qui est strictement
inférieur a 1 car h est toujours différent de 0. On constate également que plus la taille de
la matrice augmente, plus le facteur de réduction se rapproche de 1. La méthode de Jacobi
est alors de moins en moins efficace pour les systemes mal conditionnés.
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7) Méthode de Gauss-Seidel et Méthode S.O.R
a) Facteur de réduction de la méthode Gauss-Seidel

Le facteur de réduction de Gauss-Seidel correspond a celui de la méthode S.O.R pour
w =1 (cf. cours). On remplace alors dans la formule (5a) pour obtenir :

pcs = pso.r(l)

2 2
:y4+%+bwﬂy4+%

AL
2 2
pcs = P?}

Lorsque h — 0 le facteur de réduction de Gauss-Seidel peut s’écrire :

pas ~ (1—7h2/2+o(h?))’
~ 1—7h*+ o(h?)

La méthode de Gauss-Seidel converge bien (confirmation du résultat vu en cours). De
plus, puisque p; < 1, pgs < ps. Ainsi, la méthode de Gauss-Seidel est plus performante.
b) Facteur de relaxation de la méthode S.O.R

D’apres la question 6) : p; = cosmh. A T'aide de la formule (5b) on en déduit que le
parametre wey, s’écrit :

2
Wopt =
1+4/1— (cosmh)?
B 2
~ 1+sinzh
D’ot le facteur de réduction optimal :
pS.O.R(Wopt) = Wopt — 1
_ 2—sin7h
1+sinmh

Pour les matrices de grande dimension, le développement limité du facteur de réduction
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donne :

1 —sin7wh
PS.O.R(wopt) = m
1—mh
T + wh
~ (1 —=m7h)(1—mh)
~ (1—2mh)

Ainsi, pso.r(Wopt) < pas < ps. La méthode S.O.R est la plus efficace des trois. Néan-
moins, des que N croit, toutes les méthodes deviennent de moins en moins performantes.

8) Réduction de D’erreur initiale par 1000

D’apres le résultat de 'exercice 2, question 4) , on sait que :

~ In(1000)

F T )

Méthode Facteur de réduction Nombre d’itérations

Jacobi oS ~ 0.995 1378
39
T 2
Gauss-Seidel (cos 32) ~ 0.990 688
1 — sin/32
S.OR Losinm/32 e 35
1 +sinm/32

Conclusion : La méthode S.O.R est de loin la plus indiquée. A utiliser sans hésitation.
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