Exercice 5 : Pendule oscillant

1) Etablissement de I’équation différentielle
Avec les notations de 'exercice précédent.
E, = E.+E,
= ;mv2 + mg(zeq — 20)

= lm(lé)2 + mg(zeq — L cos0)

2
or
E,, = cst
dE,, 0
.. . dt -
ml?00 +mglfsin(d) = 0
0 = —% sin 6

en posant w, = 4/g/l on obtient ’équation différentielle non linéaire du second ordre
souhaitée :

f = —w?sinf (8)

On cherche & écrire cette équation sous forme matricielle X (t) = F(t, X (t)) ot le vecteur
X est défini par la position angulaire et la vitesse angulaire.

<(2)-()

On constate que 27 = x5. Le systeme s’écrit

ZE'1 = )
Ty = wlsinz

On obtient le systeme :

< 7 ) _ < T2 ) = F(t,X(t)) = F(X(1)) (9)

X w?sin 6

F dépend uniquement de la variable X et non plus du couple (¢, X). Le systeme est dit
autonome.
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2) Analyse de stabilité

L’analyse se déroule en trois étapes :
— i) Linéarisation de 'EDO a l’aide d’un développement limité en (., y.)

X(t) = F(ts,y.) + A(X — X,) ou A est la matrice jacobienne déduite de F'.

OF;

(te, ys)

— ii) Calcul des valeurs propres de A
— iii) Analyse de stabilité du schéma a partir de I’équation § = \y.

3) Calcul de la matrice jacobienne

O O
8x1 8@
A pumy

I(—w?sinz;) O(w?sinz)

8x1 8@

0 1
A= ( —w?cosx; 0 )

On trouve les valeurs propres en annulant le determinant de (A — \ly).

det(A — \5) = A\? + w? cos 1,

Les valeurs propres sont alors : A = +w,+/— cosx;. Ainsi, les valeurs propres peuvent
étre réelles (positive ou négative) ou complexe, selon les valeurs de ;.

Si A € R alors I'analyse dans le cadre du cours n’est possible que si A < 0. Si A € C
alors I'analyse de stabilité s’effectue a partir de y = Ay, mais avec A\ complexe.

4) Cas des petites oscillations : 6 ~ 0

Si 6 ~ 0 alors sinf ~ 6. L’équation différentielle devient linéaire : § = —w?6.

Cette équation correspond au cas de 'oscillateur harmonique linéaire de I’ Exercice 4
sans frottement. La solution est : § = A cos(wyt) + B sin(w,t)

En ré-effectuant les calculs précédents, on en déduit la nouvelle forme de A

0 1
A‘(—wzo>

Les valeurs propres sont alors immédiatement : A = +iw,
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5) EP1 pour les problémes oscillants

Pour établir les conditions de stabilité on s’intéresse au probleme test : §y = Ay avec
A €1R.

La solution est y = ¢! | ot A = jw. Il s’agit d’une fonction oscillante qui ne tend pas
vers 0. On ne peut, par conséquent, pas appliquer I'analyse proposée en cours.

6) Condition de stabilité de EP1

On écrit A = Ag + iA}.
D’apres le cours, on sait que le facteur d’amplification o doit étre inférieur a 1 et vaut :

o = 14+ Mh
= 1+ Agh+1iAh

La condition de stabilité est donnée par

o] = /(1 + Aeh)? + (hA1)? < 1

cas 1: A eR
On retrouve 'analyse du cours. A savoir : h < —%

cas 2 : \ € iR (imaginaire pure)
lo| = /1 + (A\sh)? > 1 quelles que soient les valeurs de A;

EP1 est donc toujours instable pour des valeurs propres imaginaire pure. C’est un
schéma a déconseiller quand on travaille avec des valeurs propres complexes.

7) Stabilité des schémas ER-1 et C-N
ER-1 :

D’apres le cours, le facteur d’amplification vaut :

1
ST 1

Le module de o est inférieur & 1 si et seulement si \/(1 — Arh)? 4+ (Afh)? < 1; ce qui
est toujours vérifié. Conséquemment, le schéma ER-1 est toujours stable.

C-N :
D’apres le cours, le facteur d’amplification vaut :

1= AR)2
NSV

Le module de o est inférieur a 1 si et seulement si |1 — Ah/2| < |1 + Ah/2]|; ce qui est
toujours vérifié. Conséquemment, le schéma C-N est toujours stable.
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8) Méthode de Runge-Kutta

La méthode proposée et une méthode de type RK. Elle est donc explicite (cf. cours).

9) Facteur d’amplification de RK-4

On applique le schéma a I’équation test : y = \y. Ceci revient a remplacer la fonction
f exprimée dans les constantes K; par la fonction f(t,y(t)) = f(y(t)) = Ay(t)
On exprime ensuite chacune des constantes en fonction des puissances de Ah.

KQ = hf(tn+h/27yn+Kl/2)

Ky = hf(tn,yn) = hA(yn + 1/2(Mhyn))

= hAy,
= (A, = (s O,
KB = hf(tn+h/2ayn+K2/2) K4 = hf(tn+hayn +K3)
2 2 3
— A\ [yn + ; (Ah + (Ag) ) yn] = M\ lyn + (Ah + (A;L) + (AZ) ) yn]
_ (A)? (AR _ (AR ()
= |\ Mt = [ A+ (AR + 5+t )yn

On peut désormais introduire ces expressions dans la formule de récurrence :

1
Ynt1 = yn+6(K1+K2—|—K3+K4)

= Yo+ é (GAh + 3(Ah)? + (AR)? + W) Yn
AR)Z (AR (AR)
(2!) +(3!> +(4!)>yn

= <1+)\h+

= OlYn

Ainsi le facteur d’amplification est égal au DL en 0 de la fonction Ah +— e & I'ordre
4:
Ah)? Ah)3 Ah)?
OB OB ()
2! 3! 4!
Par conséquent, le schéma est bien précis a 'ordre 4.

oc=1+ A+

10 ) Stabilité de EP-1 dans C

On a établi précédemment que EP-1 est stable dans C si

V4 Awh)? + (Ah)? < 1 (10)
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Rappel : L’équation d’un cercle de centre (xq,yo) et de rayon R dans le plan (x,y) est
I’ensemble des points qui vérifient :

(z—x0)*+ (y —0)* = R*

Ainsi, I’équation (10) correspond au cercle de centre (—1;0) et de rayon 1 dans le plan

(Ar, Ar).

11) Conditions de stabilité des schémas RK.

Par lecture graphique

RK-2 «

- AeR:h<=2/X

— X € 1R : schéma visiblement instable. Une analyse ultérieure le confirmera.
RK-4

“XNER:h < —2.79/)
~XEiR : h < —2.83/|\]

12) Instabilité de RK-2 « pour les problémes oscillants

On sait que le facteur d’amplification vaut :
(AR)?
2

Les probléemes oscillants correspondent au cas ou A est un imaginaire pur : A = @;.
Le facteur d’amplification dans ce cas devient :

(iArh)?

2
A h)2
_ (1—(]2>>+z’)\1h

Le schéma est stable si et seulement si son module est inférieur a 1 :

o] = J<1—(A12h)2)2+(m)2

Adh4
4

Ainsi, le schéma RK-2 est toujours instable lorsque les valeurs propres sont des imagi-
naires purs.

c = 14+ A+

= 1+ >1
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13 ) Application numérique et choix d’ue schéma

Parmi les schémas étudiés durant cette séance, seul RK-4 est explicite et stable pour
les problemes oscillants. 11 s’agit donc du meilleur choix.

Application numérique :

— Calcul de la valeur de w, : w, = 1/9.81/0.6 ~ 4.04

— Oscillateur linéaire : A = Fiw,
On peut utiliser RK-4 si h < 2.83/w,
= h < 0.7

— Oscillateur non-linéaire : X = tw,/— cos; ce qui implique que |\ < w,
Cas réel : la condition de stabilité s’exprime : h < 2.83/|w,| =~ 0.69
Cas complexe : la condition de stabilité s’exprime : h < 2.79/|w,| ~ 0.7
Le cas le plus restrictif correspond a h < 0.69.

Exercice 6

Schémas | Type | ordre a(Ah) AeR™ A €iR*
2
EP-1 | Explicite 1 14+ Ah h < Y Non
1
ER-1 Implicite 1 1 _)\i\L . Oui Oui
1 2
CN Implicite 2 11_)&;2 Oui Oui
A\h)? 2
RK2 a | Explicite 2 1+ Ah+ ( 2) h < Y Non
L (ARY 2. 2.
RK4 o | Explicite 4 ()\, ) h < —ﬂ h < 2.83
j=1 J! A RY

TABLE 1 — Principales propriétés des schémas numériques pour EDO.
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