TD-4 - Physique ondulatoire - Alexandre Faribault

1. Opérateurs, observables et valeurs moyennes

En mécanique quantique on peut associer a toute grandeur physique A un opérateur
linéaire A, que Pon appellera observable. De facon plutot générale, un opérateur agis-
sant sur un espace de fonctions F est un objet mathématique qui fait correspondre
a une fonction ¢ € F une autre fonction ¢ € F. Un opérateur linéaire a aussi la

pI'OpI‘iété que A [)‘17701 (Ia Y, I) + )\27702(1}, Y, QT)] = )‘1 |:A’I7Z)1 (l’, Y, l‘):| +/\2 [A@bz(fb, Y, ZE):| .
Des exemples :

Opérateur Parité : f[l/}(x,y, z) =(—z, —y,—2)

Multiplication par x : Xqﬁ(:p, y,2) = 2(z,y, 2)
Dérivation par rapport a x : a%iﬂ(ﬂ?, y,2) = _51#(;;}/%)'

On peut introduire les fonctions propres d'un opérateur, c’est-a-dire les fonctions
1, (r) telles que A, (r) = arh,(r)on a € C est une constante (pouvant étre complexe).

Démontrons d’abord deux propriétés des opérateurs hermitiques. Par définition,
un opérateur A est hermitique s’il obéit a la propriété suivante :

[ devita) [Aun(o)] = [ do [Avn(o)] " wao) (1)
pour des fonctions arbitraires ¢ (z), ¥a(x).

i) En utilisant la définition de I’hermiticité (et en choisissant ¥, (z) = ¥o(z) =
14(x), une fonction propre quelconque), démontrez qu’un opérateur hermitique ne
peut avoir que des valeurs propres réelles.

SOLUTION
Pour une fonction propre ¢, (z) de ’opérateur hermitien qui nous intéresse,
on a, puisque cette propriété est générale :

[ dwvita) [Avata)] = [ do[40u@)] vao) 2

La fonction ¢,(x) étant une des fonctions propres, on sait que Al/)a(x) =
Aa¥a(x), avec A, la valeur propre dont les propriétés nous intéresse. Par
conséquent,



/ 4205 (2) Datia(@)] = / 0 Datba(@)]" (),

A / da (o) [ala)] = A% / 0 ()] ul2),

Aa = A, (3)

prouvant que )\, € R.

ii) Démontrez I'orthogonalité des fonctions propres associées a des valeur propres
distinctes d'un opérateur hermitique, c’est-a-dire [ dzij(z),(x) =0, V a # b.

SOLUTION
Pour deux fonctions propres associées a deux valeurs propres dis-
tinctes, notre définition de ’hermiticité implique que :

[ dwii@) [Av@)] = [ e [Anno)] vala)
[ st D)) = [ de D)) vl
b [ dwi(@) ale)) = % [ delin@)) vl
(e — o) / dar (2)a(z) = 0. (@)

Dans la mesure ou les deux valeurs propres sont distinctes, \,— )\, # 0 et
la derniére égalité implique nécessairement ’orthogonalité [ dzi;(z),(x) =
0 des deux fonctions propres.

Les postulats de la mécanique quantique nous disent que la mesure de A ne peut
donner comme résultat que les valeurs propres de l'opérateur A et que la probabi-

. 7’ 7’ 2 .
lité de mesurer la valeur propre A\, est donnée par P, = % pour une fonction
a a

d’onde dont la décomposition sur les fonctions propres est ¥(x) = >, 4 (). Ici,
on suppose que 1’on a normalisé les fonctions propres, c¢’est-a-dire qu’elles ont toutes
ét¢é divisées par la constante telle que [ dzypk(x)yq(z) = 1.

Notez que puisqu’une mesure physique doit donner un résultat réel, les obser-
vables seront associées a des opérateurs linéaires hermitiques de telle sorte que les
valeurs propres (résultats possible de la mesure) soient assurément réelles.
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iii) Démontrez que la moyenne quantique de la quantité A (calculée arithmétiquement) :
(A) =", AoF,, peut se réécrire comme :

[ dev (@) |Av(a)
O R T s o

Bien que ['on ait utilisé un ensemble discret de wvaleurs propres, la preuve est
identique pour un opérateur dont les valeurs propres sont continues, il suffit alors de
remplacer toutes les sommes discretes par des intégrales.

SOLUTION

En admettant la décomposition d’une fonction arbitraire sur la base
des fonctions propres : ¢¥(z) = > c,¥q(x), on peut donc de fagon générale
écrire :

(5)

[dov@) [Av@)|  [davr@) [AS, ctu(@)] [ davt(@) [, codva(a)]
Jdeo @ote) — T Jdwr@e)  Jdt@el)
(6)

pour tout opérateur linéaire. Puisque les fonctions ,(z) ont été choisies
comme les fonctions propres de 'opérateur A, on peut aussi écrire :

Jdog'@) [A@)] f a5, @) (5, cotatiala)]
[ day () (x) J dzr(2)v(z)
2y AaCyCa | daiy(x)a(z)

T A S et (@) () (7)

Considérant que I’hermiticité de ’opérateur implique 1’orthogonalité
des fonctions propres [ dai;(x)ia(z) = 04p [ depi(z)e(x) = d4p (compte
tenu de la normalisation des fonctions propres) , on trouve donc :

Jdog' @) [A0@)] 5 el [ dep@ae) | Sy h el

[ab@o@ v lal [ dde) | Sl )

lcal?

D e
2aleal

soit la moyenne arithmétique des )\, associée a une probabilité P, =
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2. Un exemple : opérateur quantité de mouvement P= —ih%

i) Déterminez les fonctions propres v,(x) de P = —z'ha% ayant la valeur propre
réelle p.

SOLUTION
On cherche les fonctions telles que :
. . d
Piy = —ih-ty(z) = (). (9)

Cette derniere équation correspond a un ”équation différentielle” tri-
viale, que ’on peut aisément résoudre en intégrant :

dqﬁp(@ D "
V() N —ihd
In(y(x)) = ira+C
Py(x) = Ce'h®, (10)

pour trouver que les ondes planes forment la base des fonctions propres
de cet opérateur.

ii) A laide d'un intégration par partie, démontrez que P est hermitique dans son
action sur toute fonction s’annulant a Uinfini (les états physiquement possibles).

SOLUTION

On cherche a vérifier que, pour deux fonctions arbitraires :

[asvita) || = [ao -] v,
—it [ aiito) [t = i [ e | L) vato
[awi@ [ @] = - [e|tow)]| wo, )

L’intégration par partie [* udv = wv|®_ — [7_ vdu nous permet de
réécrire le terme de gauche (dv = dx [L4s(2)] — v = ¢s(z)) comme :



o0

[ @i | fonto)| = i@, - [

— o0

dra() i), (1)

Ce qui, pour des fonctions s’annulant a +oco, se réduit bien a la condi-
tion d’hermiticité :

[asvito) [fone)| =~ [ae [ L] vt (13

iii) Calculez explicitement les valeurs moyennes de x, £, p et p? pour une particule
dont I'état quantique serait donné par la fonction d’onde :

SOLUTION

De par la définition générale des valeurs moyennes quantiques :

() J devr (@) | Av (o) "
- [dayr(a)y(x)

on cherche & la calculer pour les opérateurs P = —ih-L, p?= —hQ%, X
z, X? = 22,

Calculons d’abord la norme de cette fonction qui apparait dans tous
les calculs :

Jaw@ow = [ Ra-m e =2 [ g




(16)

<15> - /dw*(:p) [m)(x)} - —m% 11(1 — ) [%(1 —x2)} - —m% 11(1 — ) [(—22)]
= ih% 11(293 —22%) = 0.

En effet, on trouve ici 'intégrale sur un intervalle symétrique d’une fonc-
tion impaire.
Le carré de la quantité de mouvement a quant a elle la valeur moyenne :

X . 15 ! d? 2.15 !
2 _ * 2 3220 o2y Y 2y g2 2
1 1. 1 4
_ ol (z — =a®)| = h2@2(1 - )= 0% g (17)
8 . 16 3 163 2

La moyenne de x est quant a elle donnée par :

(%) = / dey (@) [$(0)] = o / 11<1—x2> w1 - )] = 10 / (x =20 +2%) =0
(18)

puisqu’encore une fois on a une fonction impaire.
Enfin, on a

<X2> = /dmb*@) [X%@)] = 1—2/1(1 — %) [2*(1 —2?)] = 1—2/_1 (2* — 22" + 2°)

1 1
15 1 2 1 1
= —92. (=242 == 1
16 (3 5+7) 7 (19)

iv) Calculez la relation de commutation des opérateurs Pet X ., C’'est-a-dire
Iopérateur [P,X } = PX — XP. Pour ce faire, il suffit de calculer l'effet de cet

opérateur sur une fonction arbitraire ¢ (z).

On peut facilement comprendre la définition de P, puisque si la fonction d’onde
est une onde plane 1 (x) = e** (ayant donc un vecteur d’onde parfatiement défini),
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elle est fonction propre de l'opérateur f’) et on a alors la certitude de mesurer la
quantité de mouvement p = hk selon l’association de De Broglie

SOLUTION L’action de 'opérateur []5, X} = PX — X P est de transfor-

mer un fonction () en une nouvelle fonction ¢ (z) = [f’, )A(} U(x).

Le calcul explicite de cette action sur une fonction arbitraire :

PXUa) = XPUa) = Plovia)] - X | -in g v(o)

il (% [z ()] — {d%wx)D

— (w(x) + xdl/c’l? - de$”>> = —il(z). (20)

L’action de ce commutateur sur n’importe quelle fonction est donc
de la multiplier par la constante —ih. L’opérateur correspond donc a un
opérateur fort simple de multiplication par une constante. Par contre,
le fait que cette constante ne soit pas nulle, implique qu’il existe une
différence entre les deux fagons d’ordonner les opérateurs (PX # XP). La
position et la quantité de mouvement ne sont plus des nombres comme
en mécanique classique ou pr = zp.

3. Evolution temporelle des valeurs moyennes quantiques

Considérant que I’évolution temporelle de la fonction ¥ (x,t) est donnée par
I'équation de Schrodinger (en 1D) :

W(x,t) = Hip(x,t), (21)

démontrez que I’évolution temporelle de la valeur moyenne quantique de 1’observable
A est donnée par ih 2 <fl> = <[fl, ﬁ]> :
(t) (t)
Indices :
1 - Montrez d’abord que H est un opérateur hermitique.

2 - Utilisez I'hermiticité pour prouver que la norme [ dazyp*(z,¢)y(z,t) ne change
pas lors de I’évolution temporelle décrite par I’équation de Schrodinger.
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SOLUTION

Pour une fonction d’onde dépendant maintenant explicitement du temps,
il demeure vrai qu’a tout temps, la moyenne quantique d’un opérateur, a

un temps donné, est :

)=

1- Hermiticité

[ dvi(a) [rvae)]

[ dwy*(x, 1) [M@:, t)]

~ [ i)

hQ

2m

f dap*(z, )y (z, t)

~

2

T V(X)| wale)

i)+ [ i)V (2o 23)

Puisqu’on potentiel doit étre réel, on a ¢j(z)V (z)e(z) = [V(x)@bl (2)]" o ().
En intégrant par partie le terme cinétique deux fois (tel qu on l’a fait au

probléme précédent), on trouve aussi f dxyy(z d wQ("E f dg LY@ wl (x). Par
conséquent, on démontre bien que :

[ dwvita) [frino)] -

ih% / dzx* (x, t)(z, t)

o [P @)+ [ V@i E)
[ <§—m v V<f<>> o >]*¢2< )= [ do [n(@)] a0
(24)
2- On peut écrire, pour Iévolution temporelle de la norme, que :
- /dx POVED) )+ (1) %}
_ /d;c :{——ma;(x,t)}*.w(x’t) (2, t) - m&g#}
_ /dx B [ﬁw(az,t)r 1)+ (1) - B (1) (25)
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qui, puisque ’Hamiltonien est hermitien, peut se réécrire en modifiant le
premier terme, comme :

m%/dw*(x,t)w(:c,t) = /dm [_¢*(x,t).I:hﬁ(x,t)jw/,*(x’t).ﬁw(x,t)} _p,
(26)

ce qui, puisque sa dérivée temporelle est nulle, indique que la norme ne
change pas dans le temps. Une fonction d’onde normalisée (f dxy*(x, t)(z, t)) =
1 au temps t = 0, le demeurera donc.

Puisque la norme de la fonction d’onde ne change pas, on considere
que la fonction d’onde est initialement normalisée et donc le demeure, de
sorte que la dérivée temporelle de ’équation (22) est donnée par :

m% <A>(t) - / dx [m%w*(z,t)] [Aw(x,t)] +¢*(x,t)-m% [fw(x,t)}
- / dz [ih%w*(:c,t)} [fw(x,t)] () - A {ih%w(x,t)} (27)

L’action de A et de la dérivée temporelle peut étre échangée puisque
l’opérateur A ne dépend pas lui-méme du temps.
Ce faisant, on trouve, de ’équation de Schrodinger, que :

ih% <A>(t) - / dz [ih%dz*(m,t)} [Aw(x,t)] 4t (x, 1) [Aﬁzp(x,t)]. (28)

Parallelement, compte tenu de ’hermiticité de H, on sait, pour toute
fonction 15, que :

/ dr [ﬁ]@b(x,t)rwg(x,t) - / dey(,1) [ Hpo(a, )]
/ dx [ih%w(x,t)]*wg(x,t) - / dz* (x, 1) [ﬁ¢2(x,t)] . (29)

Puisque ¢y (z,t) = flw(x, t) est justement une fonction quelconque, ’équation
précédente peut étre réécrite (puisque [z’h%@b(x, t)} t = —iha% *(z,t)) comme :
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in2 <A>(t) - / d [~ (x, )] H [A@p(x,t)} (1) - AHY(x, 1)

ot
= /d:cw*(:c,t) (Aﬁ — ﬁA) P(z,t) = <[121, ]‘A[]>(t) (30)
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