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Wer dieses reife und groft angelegte Werk studiert, 
mochte nicht glauben, daft der Verfasser ein Mann von 
einundzwanzig Jahren ist. Man weift nicht, was man am 
meisten bewundem soIl, das psychologische Verstiind­
nis fUr die Ideenentwicklung, die Sicherheit der mathe­
matischen Deduktion, den tiefen physikalischen Blick, 
das Vermogen ubersichtlicher systematischer Darstel­
lung, die Literaturkenntnis, die sachliche Vollstiindig­
keit, die Sicherheit der Kritik. 

Diese erschOpfende Exposition auf etwa 230 Seiten 
ist wie folgt gegliedert: 

I. Entwicklung der speziellen Relativitiitstheorie mit 
sorgfiiltiger Berucksichtigung der fUr ihre Be­
grundung maftgebenden Erfahrungstatsachen. 

II. Mathematische Hilfsmittel fUr die spezielle und all­
gemeine Relativitiitstheorie. Dem Kenner seien be­
sonders die Absiitze uber Affintensoren und uber in­
finitesimale Transformationen empfohlen. 

III. Weiterer Ausbau der speziellen Relativitiitstheo­
rie. ErschOpfend vom formalen und physikalischen 
Standpunkt. 

IV. Allgemeine Relativitiitstheorie (75 Seiten). Muster­
hafte Darstellung der Ideenentwicklung. Vollstiindi­
ge Darlegung der mathematischen Methoden zur 
Losung spezieller Probleme. Besonders wertvoll 
sind die Darlegungen uber den Energiesatz. Darle­
gung und Kritik der Weylschen Theorie. 

Paulis Bearbeitung sollte jeder zu Rate ziehen, der 
auf dem Gebiete der Relativitiit schOpferisch arbeitet, 
ebenso jeder, der sich in prinzipiellen Fragen authen­
tisch orientieren will. 

A. EINSTEIN 



Wolfgang Pauli 
zu Beginn seiner Studienzeit an der Universitiit Munchen 



Einfiihrung in die N euausgabe 
gemeinsam mit Karl von Meyenn 

Wolfgang Paulis Enzyklopadieartikel "Relativitatstheorie", der als 19. 
Beitrag zum Band V (Physik) in der Encyklopiidie der Mathematischen 
Wissenschaften im Jahre 1921 erschien, gehOrt unbestritten zur ganz 
groBen Physikliteratur des 20. Jahrhunderts. 

SelbstbewuBt, kritisch und in der physikalischen sowie mathemati­
schen Argumentation scheinbar miihelos legt der gerade erst 21-jahrige 
Pauli darin auf gut 230 Seiten die Situation der Speziellen und der All­
gemeinen Relativitatstheorie, wie sie zum Ende des Jahres 1920 bestand, 
vollstandig dar. Mit Recht erhielt er dafiir den "Ritterschlag" Einsteins 
in Form einer fast hymnischen Rezensionj aber auch die anderen GroBen 
der damaligen theoretischen Physik und Mathematik im deutschsprachi­
gen Raum, darunter Max Born, Arnold Sommerfeld und Hermann Weyl, 
sparten nicht mit Superlativen bei ihrer Einschatzung dieser Leistung. 

Sicherlich ist die Verstandesleistung enorm, die zu einer intellektuel­
len Durchdringung eines mathematisch-technisch so anspruchsvollen Ge­
bietes gehort, zumal wenn dieses Gebiet noch in seinen Kinderschuhen 
steckt und die Leistung von einem Studenten im 3. Semester erbracht 
wird. Doch wird man durch alleiniges Herausheben dieses "sportlichen" 
Aspekts weder der intellektuellen Personlichkeit Paulis gerecht, noch wird 
man damit neben dem natiirlich bestehenden historischen Wert auch ein 
inhaltliches Interesse an einem Wiederabdruck begriinden konnen: Denn 
einerseits hat sich die Situation der experimentellen Uberpriifung grund­
legend verandert, andererseits wiirde man heute die Darstellung der ma­
thematischen Grundlagen angemessener in die Sprache der modemen Dif­
ferentialgeometrie iibertragen. 

Was Paulis Artikel aber dariiber hinaus bietet, und was sicherlich von 
dauerhaftem Wert bleibt, ist seine iiber das kompilatorische Referieren 
weit hinausgehende, offene begrif/liche Diskussion und Kritik der Grund­
lagen beider Relativitatstheorien. Zusammen Hefem diese ja auch heute in 
allen Bereichen fundamentaler Physik, von der Kosmologie bis zur Quan­
tenfeldtheorie, die gilltigen Beschreibungen von Raum und Zeit. Fiir diese 
Art der Prasentation hatte Pauli in der "Encyklopadie" sicherlich ein sei­
nen Starken sehr entgegenkommendes Medium gefunden. So ist es schwer 
vorstellbar, daB er diese etwa in einem notwendig auf Systematik angeleg­
ten Lehrbuch gleichermaBen hi:i.tte ausspielen konnen. Die Vorteile einer 
durchweg auf Systematik angelegten Prasentation werden ja meist durch 
den charakteristischen Nachteil erkauft, daB Begriffsbildungen entweder 
iiberhaupt nicht hinterfragt oder als mehr oder weniger notwendig, ver­
einzelt sogar als deduzierbar verklart werden. Hier wirkt die Paulische 
Darstellung gerade wegen ihrer zeitlichen Nahe zur Entstehung der Rela-
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tivitatstheorie frisch und unvoreingenommen. In diesem Sinne gilt eben 
auch heute noch Einsteins Empfehlung: "Paulis Bearbeitung soUte jeder 
zu Rate ziehen, der auf dem Gebiete der Relativitat schOpferisch arbei­
tet, ebenso jeder, der sich in prinzipieUen Fragen authentisch orientieren 
will". 

Encyklopadie und Relativitatsartikel 

Als Felix Klein zusammen mit Heinrich Weber und Franz Meier gegen 
Ende des 19. Jahrhunderts den Plan zur Herausgabe einer mathemati­
schen Encyklopadie faf3te, wollte er damit ein Gesamtbild der Mathematik 
innerhalb der gegenwartigen Kultur vermitteln. Ein solches Werk soUte 
eine Aufnahme des aktuellen Bestandes und der historischen Entwicklung 
der gesamten mathematischen Wissenschaft beinhalten. Die jeweils her­
ausragendsten Forscher bestimmter Gebiete der reinen und angewandten 
Mathematik sollten hier, "ohne die Individualitat des Einzelnen allzusehr 
zu beschranken", iiber die gesicherten Ergebnisse ihres Faches berichten. 
Obwohl urspriinglich fiir eine Durchfiihrung 6-7 Jahre vorgesehen wa­
ren, zog sich das Unternehmen wegen des Krieges und dem EinschluB 
weiterer, inzwischen neu entstandender Gebiete bis in die dreiBiger Jah­
re des vergangenen Jahrhunderts hin. Mit der Redaktion des physika­
lischen Teils betraute Klein seinen Assistenten Arnold Sommerfeld, aus 
dem er "durchaus einen mathematischen Physiker" machen woUte. Som­
merfeld arbeitete damals noch mit Klein an dem mehrbandigen Werk 
tiber die Theorie des Kreisels und versuchte deshalb, diese Aufgabe an 
Wilhelm Wien weiterzureichen. Obwohl er ihn auf die einmalig sich hier 
bietende Gelegenheit hinwies, "der mathematischen Physik, in einer fiir 
Jahrzehnte vielleicht maf3gebenden Darstellung den Stempel personlicher 
Uberzeugungen aufzudrticken", sagte Wien abo Die Aufgabe fiel wieder 
an Sommerfeld zuriick, der nun allerdings mit um so groBerem Elan ans 
Werk ging. 

Von entscheidender Bedeutung fUr das Gelingen war die Mitwirkung 
beriihmter Gelehrter wie Hendrik Antoon Lorentz, Ludwig Boltzmann, 
Heike Kamerlingh-Onnes, Eduard Riecke und Wien. Die gesamte Physik 
wurde gemaB einer von Felix Klein im Oktober 1900 in der Physikalischen 
Zeitschrijt veroffentlichten Disposition auf drei dicke Teilbande verteilt. 
Zu diesem Zeitpunkt existierten aber weder die Quanten- noch die Relati­
vitatstheorie. Aber auch die 1912 durch Max von Laue entdeckten Ront­
genstrahlinterferenzen und die auf ihr gegriindete Gitterdynamik muBten 
natiirlich in einem solchen Werk ebenfalls zur Darstellung kommen. So 
dauerte es schlieBlich bis zum Jahre 1925, bis der letzte der drei Bande 
fertiggestellt werden konnte. 

Urspriinglich hatte sich Albert Einstein als der Begriinder der Rela­
tivitatstheorie bereit erkHirt, selbst das Referat fUr die Encyklopadie zu 
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schreiben. Nachdem er aber im Friihjahr 1917 wegen Uberlastung abge­
sagt hatte, mufite ein neuer Referent gesucht werden. Sommerfeld, der 
sich inzwischen ganzlich der Atomphysik verschrieben hatte, kam nicht 
mehr in Frage. Die Darstellung der Relativitatstheorie innerhalb der En­
cyklopadie wurde dann besonders dringlich, als im Jahre 1919 die vor­
hergesagte Lichtablenkung am Sonnenrand unter grofitem offentlichem 
Aufsehen experimentell bestatigt wurde. 

Urn so willkommener war ihm deshalb der junge Pauli, der sich auf 
diesem Gebiet sogar schon mit eigenen Publikationen hervorgetan hatte. 
Es ist allerdings anzunehmen, daB Sommerfeld erst Einstein konsultierte, 
bevor er Pauli mit dieser Aufgabe betraute. Einstein, der gerade durch 
Paulis Untersuchungen auf einen primaren Mangel der konkurrierenden 
Weylschen Theorie aufmerksam geworden war, diirfte begeistert zuge­
stimmt haben. 

Pauli befand sich im dritten Semester, als er im Sommer 1920 neben 
seinem iiblichen Vorlesungsbesuch und der Beteiligung an den anderen 
Aktivitaten des Sommerfeldschen Instituts mit der Ausarbeitung des Re­
ferats begann. Obwohl er mit den Grundlagen der Speziellen und All­
gemeinen Relativitatstheorie bereits vertraut war, mufite er gemaf3 der 
Anlage des Werkes umfangreiche Literaturrecherchen anstellen und einen 
Briefverkehr mit verschiedenen Forschern aufnehmen, die aktiv auf die­
sem Gebiet arbeiteten. Uber redaktionelle und historische Fragen wurde 
er durch Felix Klein personlich aufgeklart. 

Innerhalb eines knappen Jahres konnte Pauli die ihm gestellte Aufga­
be bewaItigen und Anfang 1921 ein 237 Buchseiten umfassendes Manu­
skript an Felix Klein zur Begutachtung einreichen. Dieser bedankte sich 
am 8. Marz 1921 fUr die Zusendung und lobte das Ergebnis. Dieses erste 
Ubersichtsreferat iiber ein umfassendes Gebiet der theoretischen Physik 
war fur den jungen Pauli eine hervorragende Schulung, die ihn spa.ter 
besonders befahigte, zwei weitere Darstellungen der Quantentheorie und 
Wellenmechanik zu liefern. Diese gehoren ebenso wie sein Relativita.tsar­
tikel zum bestandigen Schatz der Physikliteratur. 

Neuausgaben 

Kurz nach dem Erscheinen in der Encyklopadie wurde Paulis "Relati­
vitatstheorie" noch im Jahre 1921 unverandert in Buchform mit einem 
Vorwort Sommerfelds veroffentlicht. Dabei blieb es fUr die nachsten drei­
Big Jahre. Ein erster Vorstofi seitens des New Yorker Dover-Verlages aus 
dem Jahre 1951, den deutschen Originaltext zusammen mit einem eng­
lischen Vorwort neu abzudrucken, scheiterte aus nicht ganz geklarten 
Umstanden. Sicher ist nur, daB Pauli dieses nie verwendete Vorwort 
tatsachlich schrieb und daB es zu einigen Irritationen dariiber kam, wel­
chern der mittlerweile sowohl in Ost- als auch Westdeutschland existie-
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renden Teubner-Verlage, Leipzig oder Stuttgart, das Recht zur Lizenz­
vergabe zukame. Nach einigem Hin und Her l entschied sich Pauli gegen 
eine deutsche zugunsten einer englischen Ausgabe, die dann schlieBlich im 
Jahre 1958 in einer Ubersetzung von Gerard Field bei Pergamon Press in 
London herauskam. Gleichzeitig erschien auch eine italienische Uberset­
zung des frtiheren Pauli-Schtilers Paolo Gulmanelli im Verlag von Paolo 
Boringhieri in Thrin. Pauli behielt den Haupttext bis auf die Eliminati­
on von Druckfehlern unverandert bei, ftigte jedoch neben einem neuen 
Vorwort noch 23, teilweise recht ausftihrliche, erganzende Anmerkungen 
hinzu, die der zwischenzeitlich erfolgten Entwicklung Rechnung tragen 
sollten. Die Anmerkungen und wahrscheinlich auch das Vorwort schrieb 
Pauli gleich in englischer Sprache. Eine zweite deutschsprachige Aufiage 
erfolgte erst 1963 durch den bereits genannten italienischen Verlag, die 
ebenfalls dEm Haupttext bis auf Korrekturen von Druckfehlern und einige 
Anderungen in der Notation mathematischer Symbole unverandert wie­
dergibt. In dieser wurden Paulis Vorwort und erganzende Anmerkungen 
aus der englischen Ausgabe in einer deutschen Ubersetzung von Klaus 
Schilling mit aufgenommen. 

Die vorliegende Neuausgabe halt sich im Haupttext an die Buchaus­
gabe von 1921 mit dem Vorwort Sommerfelds, ftigt aber ebenfalls das 
Vorwort und die erganzenden Anmerkungen in der Ubersetzung von Schil­
ling hinzu, in der einige Druckfehler beseitigt wurden. Die uns bekannten 
Druckfehler des Haupttextes wurden im AnschluB an diesen separat auf­
gelistet. Alle diese Zusatze sowie das Vorwort Sommerfelds wurden neu 
gesetzt, wahrend der Haupttext in seiner Originalgestalt belassen wurde. 
Darin wurden die Zeilen, auf die sich Paulis erganzende Anmerkungen 
beziehen, durch Marginalziffern 1-23 kenntlich gemacht. Der deutschen 
Boringhieri-Ausgabe folgend, zerfallt die achte Anmerkung in 8 und 8a. 

Die englische und italienische Ausgabe von 1958 faUt in eine Zeit der 
"Renaissance" der Allgemeinen Relativitatstheorie, die in den 25 Jahren 
nach Geburt der Quantenmechanik hinter dieser im allgemeinen Interesse 
der Physiker stark zurtickstand. Ausschlaggebend daftir war sicherlich die 
der AUgemeinen Relativitatstheorie lange anhaftende Schiefiage zwischen 
hohem mathematischen Niveau und geringer experimenteller Zuganglich­
keit. Eindrtickliche Dokumente einer einsetzenden Wiederbelebung sind 
der Bericht des von Pauli prasidierten Berner Kongresses ,,50 Jahre Rela­
tivitatstheorie" aus dem Jahre 1955 und Band 29 der Reviews in Modem 
Physics, in dem sich neben anderen Beitragen zur Gravitation auch die 
der legendaren "Chapel-Hill"-Konferenz von 1957 tiber "The Role of Gra­
vitation in Physics" finden lassen. 

1 Naheres dazu findet man in Band IV /3 des Pauli-Briefwechsels, herausgege­
ben von K. von Meyenn im Springer-Verlag. 
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Es ware ganz unmoglich, die seitdem anhaltende Entwicklung auf 
theoretischem und vor allem auch experimentellem Gebiet auch nur an­
satzweise auf wenigen Seiten zusammenzufassen. Es ist aber moglich, 
anhand von Anmerkungen zu speziellen Textstellen schlaglichtartig auf 
einige ausgewahlte modernere Entwicklungen hinzuweisen und sie mit 
weiterfiihrenden Referenzen zu unterlegen. Der Herausgeber hat die vor­
liegende Neuausgabe um insgesamt 34 solcher Anmerkungen erganzt, die 
sich sowohl auf den Haupttext als auch Paulis eigene erganzende Anmer­
kungen beziehen. Die betreffenden Textzeilen sind durch Marginalziffern 
H1-H34 (H fUr "Herausgeber") kenntlich gemacht. 

Kritik versus schopferische Leistung bei Pauli 

Dem Motto Pauca sed Maturo, das der groBe Mathematiker Carl Friedrich 
GauB sich als Siegelspruch gewahlt hatte, fUhlte sich auch Pauli verbun­
den. Urn einen unnotigen Leerlauf in der wissenschaftlichen Forschung zu 
vermeiden, war er stets bestrebt, nur mit ausgereiften und abgeschlos­
senen Ergebnissen an die physikalische Offentlichkeit zu treten. Getreu 
dieser Devise richtete er in den dreiBiger Jahren fUr den befreundeten 
hollandischen Physiker Paul Ehrenfest sogar einen OjJentlichen Nachrich­
tendienst fUr Physiker der iilteren Generotion ein, der sie insbesondere vor 
Arbeiten warnen soIlte, durch welche "der Leichenberg, hinter dem allerlei 
Gesindel Deckung sucht", einen weiteren Zuwachs erfahren wfirde: "AIle 
sollen abgehalten werden, diese Arbeit zu lesen oder gar zu verstehen". 

Das gleiche Prinzip befolgte Pauli bereits in seinen frfihesten Ar­
beiten. Nachdem er kurz nach AbschluB seiner Mfinchner Doktorarbeit 
im Oktober 1921 zu Max Born nach Gottingen gekommen war, um ihn 
bei der Ausarbeitung der quantentheoretischen StOrungsmethoden zu un­
terstfitzen, wandte er diese Methode sogleich auf das im Brennpunkt der 
damaligen Forschung stehende Heliumatom an. Doch infolge des nega­
tiven Ergebnisses - und wohl auch, wei! er Bohrs engstem Mitarbeiter 
Hans Kramers nicht in die Quere kommen wollte - verzichtete er auf eine 
Veroffentlichung und fiberlieB dem optimistischen Born die weitere Verfol­
gung des Problems. Wahrend dieser durch immer genauere Rechnungen 
dennoch zum Ziel zu gelangen hoffte, zog Pauli daraus die Erkenntnis, 
daB die Wurzel des Quantenratsels niclit mathematischer, sondern phy­
sikalischer Natur sei und nur durch grundlegende Modifikationen der be­
stehenden Theorie gelost werden konne. 

Unfertige oder spekulative Gedanken auBerte Pauli dagegen nur in 
Gesprachen und in den zahlreichen Briefen, die er standig mit seinen 
Freunden und Kollegen austauschte. Diese haben sie dann - zuweilen 
auch gegen seinen Willen - haufig ihren eigenen Veroffentlichungen zu­
grunde gelegt. Einen lebendigen Eindruck fiber den enormen EinfluB, den 
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Pauli auf diese Weise auf viele seiner Zeitgenossen austibte, vermittelt sei­
ne noch erhaltene Korrespondenz. Nur hier kannen wir etwas von seiner 
Mitwirkung bei der Formulierung des Heisenbergschen "Rumpfmodells" 
erfahren, welches schlieBlich zur AufkHirung der mysteriasen anornalen 
Zeeman-Effekte und damit einer der Ursachen fUr das Versagen der ~ilte­
ren Atorntheorie ftihrte. MaBgebend war aber auch sein auf den EinfluB 
seines Paten Ernst Mach zurtickgehender positivistischer Standpunkt, der 
einen Verzicht auf anschauliche Modelle und einen Rtickzug auf prinzi­
piell beobachtbare GraBen forderte und damit durch Pauli ein wicht i­
ger Wegbereiter der auf diese Prinzipien gegrtindeten Quanternechanik 
wurde. Weitere bekannte, nur durch seine Briefe dokumentierte Beispiele 
fUr Paulis schOpferische Leistungen sind sein Beweis der Aquivalenz des 
Heisenberg-Born-Jordanschen Matrizenkalktils mit der Schrodingerschen 
Wellenmechanik, sein Beitrag zur statistischen Interpretation der Quan­
tenmechanik und seine Neutrinohypothese. Dabei waren Paulis Interes­
sen stets bestimmt durch eine drangende Suche nach grundlegenden und 
tragfahigen Prinzipien. Der ahnlich gestimmte Paul Ehrenfest gehorte 
entsprechend zu den fruhen Bewunderern des "brillianten, artistischen 
Physikers" und war auch einer der ersten, welche die volle Bedeutung sei­
nes "AusschlieBungsprinzips" erkannten und der sich dafur einsetzte, daB 
dem erst 31-Jahrigen die Lorentzmedaille der Amsterdarner Akademie 
zuerkannt wurde. 

Ais der von Pauli sehr verehrte Lehrer Arnold Sommerfeld es einrnal 
nicht unterlassen konnte, eine an ihn gerichtete wissenschaftliche Mittei­
lung zu veroffentlichen, zog er sich prompt Paulis Unwillen zu: "Sollte 
ich einmal zu faul sein, eine Sache selbst zu publizieren", lieB ihn Pauli 
wissen, "so werde ich sie Ihnen brieflich mitteilen. Sie werden sie dann be­
stimmt in irgend einer Form fruher oder spater veroffentlichen." Auch in 
offentlichen AuBerungen konnte Pauli bisweilen einen ironischen Ton von 
launischer Scharfe anschlagen. So beginnt er z.B. seine Besprechung des 
Buches "Elementare Quantenmechanik" von Max Born und Pascual Jor­
dan in Die Naturwissenschaften mit dem Satz: "Das Buch ist der zweite 
Band einer Serie, in der stets Ziel und Sinn des n. ten Bandes durch die vir­
tuelle Existenz eines (n+l).ten Bandes deutlich gemacht wird" und faBt 
seine dann doch langere inhaltliche Besprechung in dem flnalen Urteil zu­
sarnrnen: "Die Ausstattung des Buches hinsichtlich Druck und Papier ist 
vortrefHich." Dern eng befreundeten Otto Stern, der einmal Paulis wieder­
holte Spottereien gegen die" Viktorianische Therrnodynamik" beanstan­
dete, versuchte sich Pauli dabei so zu erklaren: "Urn MiBverstandnisse zu 
vermeiden, mochte ich aber zunachst betonen, daB es sich nie urn wutende 
Ausfiille handelt, wenn ich Witze mache. Diese entspringen keiner wuten­
den, sondern einer frohlichen Stimmung und erleichtern mir psychologisch 
die EinfUhlung in die phanomenologische Thermodynamik." 

XII 



EINFUHRUNG IN DIE NEUAUSGABE 

So manche schonungslose .AuBerungen, die selbst vor Personlichkei­
ten wie Bohr und Einstein nicht halt machten, trugen Pauli daher den 
Ruf eines unerbittlichen und manchmal auch riicksichtslosen Kritikers ein, 
was bisweilen die Akzeptanz eines immer vorhandenen und letztlich von 
niemandem bestrittenen positiven und konstruktiven Teils seiner Kritik 
unnotig erschwerte. Neben Paulis wissenschaftlichen Leistungen mag aber 
gerade seine kompromiBlose Aufrichtigkeit Einstein bewogen haben, ihn 
in einer bewegenden Ansprache anlaBlich einer Feier zu seiner Nobelpreis­
verleihung seinen geistigen Nachfolger zu nennen. Und der durch einige 
Attacken in der Vergangenheit etwas geschiittelte Max Born resiimierte 
riickblickend " .. .ich wuBte seit der Zeit, da er mein Assistent in Gottingen 
war, daB er ein Genie war, nur vergleichbar mit Einstein selbst, ja daB er 
rein wissenschaftlich vielleicht noch groBer war als Einstein, wenn auch ein 
ganz anderer Menschentyp, der in meinen Augen Einsteins GroBe nicht 
erreichte. " 

Zurich und Neuburg a.D. 
im Februar 2000 
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Vorwort von Wolfgang Pauli 
zur italienischen und englischen Ausgabe von 1958 

Vor funfunddreifiig Jahren wurde dieser Artikel uber die Relativitatstheo­
rie, den ich im recht jugendlichen Alter von einundzwanzig Jahren fUr die 
"Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften" geschrieben hatte, 
zum ersten Male als gesonderte Monographie zusammen mit einem Vor­
wort Sommerfelds veroffentlicht, der als Herausgeber dieses Bandes der 
Encyklopadie fur meine Wahl als Verfasser verantwortlich war. Es war 
das Ziel dieses Artikels, eine vollstandige Ubersicht uber die gesamte Li­
teratur zur Relativitatstheorie zu geben,.die zu jener Zeit vorlag (1921). 
Inzwischen ist die Produktion von Lehrbtichern, Berichten und Abhand­
lungen tiber die Relativitatstheorie zu einer Flut angewachsen, die beim 
50-jahrigen oJubilaum des Erscheinens der ersten Arbeit Einsteins tiber 
Relativitatstheorie erneut anstieg, in demselben Jahre 1955, in welchem 
alle Physiker seinen Tod betrauerten. 

In dieser Situation muBte jeglicher Gedanke an Vollstandigkeit 
beztiglich der heute vorliegenden Literatur in einer revidierten Neuausga­
be von vornherein aufgegeben werden. Urn den Charakter dieses Buches 
als historisches Dokument zu erhalten, beschloB ich daher, den alten Text 
in seiner ursprtinglichen Form abzudrucken, am Ende des Buches hingegen 
eine Reihe von Anmerkungen anzuftigen, die sich auf gewisse Textstellen 
beziehen. Diese Anmerkungen geben dem Leser ausgewahlte Information 
tiber spatere, mit der Relativitatstheorie zusammenhangende Entwicklun­
gen und auch meine personlichen Ansichten tiber einige strittige Fragen. 

Besonders in der letzten dieser Anmerkungen tiber einheitliche Feld­
theorien verhehle ich dem Leser meine Skepsis gegeniiber allen bisher un­
ternommenen Versuchen dieser Art, wie auch gegeniiber den zukiinftigen 
Erfolgsaussichten von Theorien mit solchen Zielen nicht. Diese Fragen ste­
hen in engem Zusammenhang mit dem Problem des Giiltigkeitsbereiches 
des klassischen Feldbegriffs in seiner Anwendung auf die atomistischen 
Ztige der Natur. Die kritische Ansicht, die ich im letzten Abschnitt des 
urspriinglichen Textes im Hinblick auf jede Losung in diesen klassischen 
Richtungen auBerte, ist seither sehr vertieft worden durch die erkenntnis-: 
theoretische Analyse der Quanten- oder Wellenmechanik, welche 1927 for­
muliert wurde. Einstein hingegen hielt die Hoffnung auf eine vollstandige 
Losung in der Richtung einer klassischen Feldtheorie bis zu seinem Le­
bensende aufrecht. Diese Meinungsverschiedenheiten laufen auf das groBe 
offene Problem des Verhaltnisses zwischen Relativitats- und Quanten­
theorie hinaus, das die Physiker vermutlich noch lange Zeit beschaftigen 
wird. Insbesondere ist eine klare Verbindung zwischen der allgemeinen 
Relativitatstheorie und der Quantenmechanik noch nicht in Sicht. 



VORWORT VON WOLFGANG PAULI 

Gerade weil ich in der letzten Anmerkung einen gewissen Widerspruch 
zwischen den Ansichten Einsteins seIber auf der einen Seite und und den­
jenigen der meisten Physiker, mich eingeschlossen, auf der anderen Seite 
iiber Probleme hervorhebe, die jenseits des urpriinglichen Rahmens der 
speziellen und allgemeinen Relativitatstheorie liegen, mochte ich dieses 
Vorwort mit einigen versohnlichen Bemerkungen iiber die Stellung der 
Relativitatstheorie in der Entwicklung der Physik beschlieBen. 

Es gibt eine Ansicht, nach der die Relativitatstheorie der Endpunkt 
der "klassischen Physik" ist, d.h. Physik im Sti! von Newton-Faraday­
Maxwell und beherrscht durch die "deterministische" Form von raumzeit­
licher Kausalitat, wahrend spater der neue quantenmechanische Sti! der 
Naturgesetze in Kraft getreten ist. Dieser Gesichtspunkt scheint mir nur 
teilweise richtig, und er wird dem groBen EinfluB Einsteins, des SchOpfers 
der Relativitatstheorie, auf die allgemeine Denkweise der heutigen Phy­
siker nicht geniigend gerecht. Durch ihre erkenntnistheoretische Analy­
se der Folgen der Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit (und damit aller 
Signalgeschwindigkeiten) war die spezielle Relativitatstheorie der erste 
Schritt weg von naiver Veranschaulichung. Der Begriff des Bewegungs­
zustandes des "lichttragenden Athers", wie das hypothetische Medium 
einst genannt wurde, muBte aufgegeben werden, nicht nur, wei! er sich als 
unbeobachtbar erwies, sondern wei! er als Element eines mathematischen 
Formalismus iiberfliissig wurde, dessen gruppentheoretische Eigenschaf­
ten von ihm nur gesWrt wiirden. 

Durch die Ausweitung der Transformationsgruppe in der allgemeinen 
Relativitatstheorie konnte Einstein auch die Vorstellung von ausgezeich­
neten Tragheitssystemen als unvereinbar mit den gruppentheoretischen 
Eigenschaften der Theorie eliminieren. Ohne diese allgemein kritische 
Einstellung, welche naive Veranschaulichung zugunsten einer begrifHichen 
Analyse der Beziehung zwischen Beobachtungsdaten und den mathemati­
schen GraBen in einem theoretischen Formalismus aufgab, ware der Auf­
bau der modernen Form der Quantenmechanik nicht m6glich gewesen. 
In der "komplementaren" Quantentheorie fiihrte die erkenntnistheoreti­
sche Analyse der Endlichkeit des Wirkungsquantums zu einem weiteren 
Abriicken von naiven Veranschaulichungen. In diesem FaIle muBten so­
wohl der klassische Feldbegriff als auch der Bahnbegriff von Partikeln 
(Elektronen) in Raum und Zeit zugunsten rationaler Verallgemeinerun­
gen aufgegeben werden. Wieder wurden diese Begriffsbildungen nicht al­
Iein aus dem Grunde verworfen, wei! die Bahnen unbeobachtbar sind, son­
dern auch, weil sie iiberfliissig wurden und die Symmetrie sWren wiirden, 
welche der dem mathematischen Formalismus der Theorie zugrundelie­
genden Transformationsgruppe eigen ist. 

Ich sehe die Relativitatstheorie als ein Beispiel dafiir an, wie eine 
grundlegende wissenschaftliche Entdeckung, manchmal sogar gegen den 
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Widerstand ihres SchOpfers, ihrer eigenen autonomen Bahn folgend wei­
tere fruchtbare Entwicklungen hervorbringt. 

Ich bin dem Institute for Advanced Study in Princeton fiir die Ermogli­
chung der Gelegenheit dankbar, die erganzenden Anmerkungen wiihrend 
meines dortigen Aufenthaltes zu schreiben. Und ich mochte meinen Kol­
legen in Princeton danken, mit denen ich viele der Probleme in diesen 
Anmerkungen diskutierte. 

Zurich, den 18. November 1956 W. PAULI 
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Vorwort von Arnold Sommerfeld 
zur ersten deutschen Buchausgabe von 1921 

Bei dem scheinbar unersattlichen Bediirfnis nach Darstellungen der Rela­
tivitatstheorie, popularen sowohl als hochwissenschaftlichen, welches be­
sonders in Deutschland herrscht, glaubte ich dem Verlage raten zu sollen, 
eine Sonderausgabe des vortrefHichen Artikels zu veranstalten, den Herr 
W. Pauli jr. fUr die Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, 
Band V, verfaBt hat. Obgleich damals noch Student, war Herr Pauli nicht 
nur in den feinsten Gedankengangen der Relativitatstheorie durch eigene 
Untersuchungen heimisch, sondern auch mit der Literatur des Gegenstan­
des voll vertraut. 

Der Artikel paBt sich seiner ganzen Anlage nach in den Rahmen der 
Mathematischen Encyklopadie ein. Die Riickverweise auf friihere Artikel, 
insbesondere auf die Elektronentheorie von H. A. Lorentz, die in ihrem 
SchluBparagraphen die Theorie des deformierbaren Elekrons ankiindigt 
und daher selbst ein Markstein in der Geschichte der Relativitatstheorie 
bedeutet, muBten in dieser Sonderausgabe natiirlich bestehen bleiben und 
werden den Leser schwerlich storen. Entsprechend dem allgemeinen Cha­
rakter der Encyklopadie werden die mathematischen Zusammenhange in 
voller Allgemeinheit und Abstraktion dargestelltj den mathematischen 
Hilfsmitteln invariantentheoretischer und polydimensionaler Art ist be­
sonders der II. Abschnitt gewidmet. Entsprechend den Zielen des physi­
kalischen Encyklopadie-Bandes andererseits steht aber letzten Endes die 
physikalische Anwendung im Vordergrunde und wird die Moglichkeit der 
empirischen Priifung nie aus dem Auge verlorenj z. B. wird im 1. Ab­
schnitt der vielgenannte Ritzsche Gegenvorschlag zur Relativitatstheorie 
dargestellt und an Hand der Erfahrung mit einer Griindlichkeit kritisiert, 
die der Bedeutung seines Urhebers entspricht. 

In der ausgedehnten Beriicksichtigung des Beobachtungsmaterials un­
terscheidet sich der vorliegende Artikel von Weyls grofier Systematik der 
Raum-Zeit-Theorie, die natiirlich nur die besondere Auffassung Weyls, 
zum Teil im Gegensatz zu derjenigen Einsteins, zum Ausdruck bringen 
will; die Weylsche Theorie selbst und die Mieschen Gedanken, die sie wei­
ter ausbaut, werden im letzten Abschnitt kritisch dargestellt. Von dem 
Laueschen Lehrbuch andererseits unterscheidet sich der Artikel Paulis 
darin, daB die Beweise im allgemeinen nicht vollstandig durchgefUhrt, 
sondern nur ihrem wesentlichen Gedankengange nach angedeutet wer­
den. Wahrend das Lauesche Lehrbuch in der Auswahl des Stoffes sich 
mannigfache Beschrankungen auferlegen mufi, wird hier die vollstandige 
Beriicksichtigung aller bis Ende 1920 erschienenen wertvolleren Beitrage 
angestrebt. Dariiber hinaus sind auch die eigenen Ansichten des Verfas­
sers vielfach in den Bericht eingestreut. 
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VORWORT VON ARNOLD SOMMERFELD 

Es ist zu hoffen, daB die vorliegende Sonderausgabe als eine niitzliche 
Erganzung der Relativitatsliteratur wilkommen sein und in gleicher Weise 
den Physiker wie den Mathematiker bei einem tieferen Eindringen in die 
Theorie f6rdern wird. 

Munchen, den 30. Juti 1921 A. SOMMERFELD 
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1. Historisches (Lorentz, Poincare, E\nstein). 543 

4:. Schritten philosophischen Inhalts. 
M. Schlick, Raum und Zeit in der gegenwartigen Physik, zur Einfiihrung in das 

Verstii.ndnis der allgemeinen Relativitatstheorie, Berlin 1917; 3. AuH. 1920. 
H. Holst, Vort fYBiske Verdensbillede og Einsteins Relativitetstheori, Kopenhagen 

1920. 
H. Reichenbach, Relativitiitstheori<l und Erkenntnis a priori, Berlin 1920. 
E. Cassirer, Zur EinsteinBchen Relativitatstheorie, Berlin 1921. 
J. Petzold, Die Stellung der Relativitatstheorie in der geistigen Entwicklung der 

Menschbeit, Dresden 1921. 

Eine Erganzung zu vorliegendem Artikel bilden nach der astronomischen 
Seite der Artikel F. Kottler, Gra.vita.tion und Relativitatstbeorie (Beitrag zum Ar­
tikelVI2, 22 von S. Oppenheim)und nach der mathematischen Seite die Artikel 
von R. WeitzenbOck, Neuere Arbeiten iiber algebraische Invariantentheorie, Diffe­
rentialinvarianten und L. Berwald, Ditferentialinvarianten der Geometrie (mit be­
sonderer BeriickBichtigung der mebrdimensionalen Mannigfaltigkeiten), Bd. III , 
dieser Encyklopadie. 

I. Grnndlagen der speziellen Relativititstheorie. 

1. Historisches (Lorentz, Poincare, Einstein). Die Umwandlung 
del' physikalischen Begriffe, welche die Relativitatstheorie bewirkt hat, 
war seit langer Zeit vorbereitet. Bereits im Jahre 1887 bemerkte 
Voigt l ) in einer Arbeit, die noch auf dem Standpunkt der elastischen 
Lichttheorie steht, daB es mathematisch be quem ist, in einem bewegten 
Bezugssystem eine Ortszeit t' einzufiihren, deren A.nfangspunkt eine 
lineare Funktion del' raumlichen Koordinat~n ist, wahrend jedoch die 
Zeiteinheit als unveriinderlich angenommen wird. Man kann namlich 
auf diese Weise erreichen, daB die Wellengleichung 

1 (}' cp 
Arp-c!"W=O 

auch im bewegten System giiltig bleibt. Diese Bemerkung blieb je­
doch vollstandig unbeachtet, und erst in den grundlegenden Arbeiten, 
die H. A. Lorentz!) 1892 und 1895 veroffentlichte, tritt eine derartige 
Transformation wieder auf. Zu der formalen Erkenntnis, daB die Ein­
fiihrung einer Ortszeit t' im bewegten System mathematisch bequem 
ist, kamen hier wesentlich physikalische Ergebnisse hinzu. Es wurde 
del' Nachweis erbracht, daB bei Beriicksichtigung der Bewegungen der 
in den Ather eingelagerten Elektronen aUe Effekte 1. Ordnung in 

1) W. Voigt, tIber daB Dopplersche Prinzip, Gott. Nachr. 1887, p.41. Man 
erhalt die Voigtschen Formeln, wenn man in den weiter unten angeschriebenen 
Gleichungen (1) x = 'VI - pi setzt. 

2) H..A. Lorentz, La theorie electromagnetique de Maxwell et son applica­
tion aux corps mouvantB, Arch. Neerl. 26 (1892), p. 363; Versuch einer Theorie der 
elektrischen und magnetischen Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1896. 
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dem Quotienten ~ aus Translationsgeschwindigkeit der Materie und 
c 

Lichtgeschwindigkeii, welche die Beobachtungen kennen gelehrt hatten, 
quantitativ theoretisch erklart werden konnen. Insbesondere ergab die 
Theorie eine Erklarung dafiir, daB eine gemeinsame Geschwindigkeit 
von Materie und Beobachter gegen den Ather, was die GroBen 1. Ord­
nung anlangt, auf die Erscheinungen keinen EinfluB hat.S) 

Das negative Ergebnis des Michelsonschen Interferenzversuches 4), 

bei dem es sich um eillEin Effekt zweiter Ordnung in ~ handelt, 
c 

machte jedoch del' Theorie groBe Schwierigkeiten. Um diese zu be-
seitigen, verfielen Lorentz 5) und unabhangig von ihm Fitzgerald auf 
die Hypothese, daB aIle Korper bei einer Translationsbewegung mit 
der Geschwindigkeit v ihre Dimensionen verandern. Und zwar miiSte 

die Veranderung der Langsdimensionen durch den Faktor x V 1 - -:: 

bestimmt sein, wenn " die Veranderung del' Querdimensionen angibt; 
x selbst bleibt unbestimmt. Zur Begriindung dieser Hypothese fiihrt 
Lorentz an, daB es sehr wohl moglich sei, daB die Molekularkrafte 
bei del' Translationsbewegung geandert wiirden. Nehme man iiberdies 
an, daB die Molekiile in Gleichgewichtslagen ruhen und rein elektrostatisch 
aufeinander wirken, so folge aus der Theorie von selbst, daB im be­
wegten System Gleichgewicht vorhanden sei, wenn aIle Abstiinde in 
del' Translationsrichtung sich bei ungeanderten Querdimensionen urn 

-V 1 - :: verkiirzen. Nun galt es, diese "Lorentz-Kontraktion" orga-

3) Das von Fizeau gefundene, Bowohl dem Relativitatsprinzip als auch dor 
Theorie von Lorentz widersprechende Resultat bezuglich der Beeinflussung der 
Azimutanderung der Polarisationsebene des Lichtes beirn schiefen Durchgang 
durch eine Glasplatte durch die Erdbewegung wurde hemach von D. B. Brace 
[Phil. Mag. 10 (1908), p. 591] und B. StralJer [Ann. d. Phys. 24 (1907), p. 137] 
als irrtiimlich nachgewiesen. - Ferner ist zu erwahnen, daB die Theorie von 
Lorentz die Moglichkeit offen lieB, mit Rilfe der Gravitation auch Effekte erster 
Ordnung des "Atherwindes" zu konstatieren. So miiBte, wie Maxwell bemerkt 
hat, die Translation des Sonnensystems gegen den Ather eine Ungleichheit von 
erater Ordnung in den Verfinsterungszeiten der Jupitermonde zur Folge haben; 
C. V. Burton [Phil. Mag. 19 (1910), p. 417; vgl. auch H. A. Lorentz, Das Relati­
vitatspriIlzip, 3 Raarlemer Vortrage, Leipzig 1914, p. 21] fand jedoch die zu 
gewartigenden Fehlerquellen ebenso groB wie den zu erwartenden Effekt, 80 daB die 
Beobachtungen der Jupitermonde zur Entscheidung ftir oder gegen die alte Xther­
theorie nicht herangezogen werden konnen. 

4) Eine Beschreibung desselben gibt II. A. Lorentz im Artikel V 14 dieser 
Encyklopadie. 

5) H. A. Lorentz, De relative beweging van de aarde en dem aether, Amst. 
Versl. 1 (1892), p. 74. 
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nisch in die Theorie einzuarbeiten und auch die anderen negativen 
Versuche II), einen EinfluB del' Erdbewegung auE die Erscheinungen 
festzustellen, zu deuten. Da ist zunachst Larmor zu nennen, del' be­
reits 1900 die heute allgemein als Lorentz-Transformation bekannten 
Formeln aufgestellt, also auch die Veranderung des ZeitmaBstabes bei 
der Bewegung ins Auge gefal3t hat.7) Lorentz' zusammenfassender 
Artike}8), der Ende 1903 abgeschlossen wurde, brachte einige kurze 
Andeutungen, die sich hernach als sehr fruchtbar erwiesen. Er ver­
mutet, daB bei Ubertragung der Veranderlichkeit del' Masse von del' 
elektromagnetischen auf aUe ponderablen Massen die Theorie daruber 
werde Rechenschaft geben konnen, daB auch bei Vorhandensein del' 
Molekularbewegung die Translation keine anderen Folgen hat als die 
erwahnte Kontraktion. Hiermit ware auch der Versuch von Trouton 
und Noble erklart. Nebenbei wird die bedeutungsvolle Frage auf­
geworfen, ob vielleicht auch die Dimensionen der Elektronen durch 
die Translation geandert werden 9). Doch stellt sich Lorentz in del' 
Einleitung zu seinem Artikel noch prinzipiell auf den Standpunkt, daB 
die Erscheinungen nicht nul' von del' relativen Bewegung der betrach­
teten Korper, sondern auch von del' Bewegung zum Ather abhangen 9&). 

Wir kommen nun zur Besprechung del' drei Arbeiten von Lo­
rentz 10), Poincarell ) und Einstein 12), welche diejenigen Uberlegungen 
und Entwicklungen enthalten, die den Grundstock del' Relativitats­
theorie bilden. Zeitlich voran geht die Arbeit von Lorentz. Es wird 
VOl' allem del' Nachweis erbracht, daB die Maxwellschen Gleichungen 
gegeniiber del' Koordinatentransformation v 

t--x 
(1) x'=xx-vt, y'=xy, z'=xz, t'=r..,/ c2 .(p=~)13) VI - pi r 1 _ pI C 
-----

6) F. T. Trouton u. H. R. Noble, London Phil. Trans. A 202 (1903), p. 165; 
Lord Rayleigh, Phil. Mag. 4 (1902), p. 678. 

7) J. J. Larmor, aether and matter, Cambridge 1900, p. 167-177. 
8) Artikel V 14 dieser Encyklopiidie, SchluBabsatz Nr. 64 und 6S. 
9) 1. c. Anm. 8), p. 278. 
9 a) 1. c. p. 154. 
10) H. A. Lorentz, Amst. Proc. 6 (1904), p. 809 [Versl. 12 (1904). p. 986]: 

Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity smaller than 
that of light. 

11) H. Poincare, Paris C. R. 140 (1905), p. 1504, Rend. Pal. 21 (1906), p. 129 
Bur la dynamique de l'electron. 

12) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 891: Zur Elektrodynamik be­
wegter Kl:Irper. 

13) Um aus den Formeln bei Larmor und Lorentz (1) zu erhalten, muB man 
in jenen noch x durch x - vt ersetzen, weil dort zuerst der gewl:lhnliche Dber­
gang zum bewegten System gemacht wird. 
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invariant sind, sofern man gleichzeitig die Feldstiirken im gestrichenen 
System passend wii.hlt. Dies wird jedoch nur Iur die Gleichungen im 
ladungsfreien Raum exakt nachgewiesen. Die Terms, welche Ladungs­
dichte und Geschwindigkeit enthalten, sind bei Lorents im gestriche­
nen System nicht dieselben. wie im ruhenden System, daer diese 
GroSen nicht ganz richtig transformiert. Er sieht deshalb auch die 
beiden Systeme nicht als vollig, sondem nur sehr angenihert als 
gleichwertig an. Unter der Voraussetzung, da8 auch die Elektronen 
bei der Translation die oben erwiihnte Deformation erfahren, sowie 
daB aIle Massen und Krifte genau so von der Geschwindigkeit ab­
hingen wie rein elektromagnetische Massen und Kriifte, kann Lorentz 
das Auftreten der Kontr&ktion bei allen Korpem (auch bei Vorhanden­
sein von Molekularbewegung) sowie das negative Ergebnis aller be­
kannten Versuche, einen EinfluS der Erdbewegung auf die optischen 
Erscheinungen festzustellen, erkliren. Als entfemte Folgerung ergibt 
sich iibrigens, daS ,,= 1 gesetzt werden muS, d. h. daS die Quer­
dimensionen bei der Translation ungeandert bleiben, wenn anders 
diese Erkliirung iiberhaupt moglich ist. Wir mochten noch ausdriick­
lich betonen, daS auch in dieser Arbeit Lorents das Relati vitiitsprinzip 
keineswegs evident war. Ferner ist fiir ibn im Gegensatz zu Einstein 
charakteristisch, daS er die Kontraktion busal zu verstehen sucht. 

Die formalen Liicken, die die Arbeit von Lorents ubrig lieS, war­
den von Poincare ausgefullt. Das Relativitatsprinzip wird von ihm 
als allgemein und streng giiltig ausgesprochen. Da er die Maxwell­
schen Gleichungen fiir das V akuum wie die iibrigen bisher genannten 
Autoren als giiltig annimmt, so kommt das auf die Forderung hinaus, 
da8 aile Naturgesetze gegeniiber der "Lorentz-Transformationlt l£) ko­
variant sein miissen. Die Unveranderlichkeit der Querdimensionen 
bei der Translation wird ganz naturgemiiS aus dem Postulat her­
geleitet, daS die Transformationen, die den Ubergang von einem ruhen­
den zu einem gleichformig bewegten System vermitteln, eine Gruppe 
bilden miissen, welche die gewohnlichen Verlagerungen des Koordi­
natensystems als Untergruppe enthilt. Ferner werden die Lorentsschen 
Transformationsformeln fur Ladungsdichte und Gf'~chwindigkeit kor­
rigiert und damit die vollige Kovarianz der Feldgleichungen d~r 

Elektronentheorie hergestellt. Auf die Behandlung des Gravitations­
problems und die Verwendung der imaginii.ren Koordinate ict in dieser 
Arbeit werden wir noch zu sprechen kommen (vgl. Nr. 60 und 7). 

14) Die Bezeichnungen "Lorentztra.nsforma.tion" und "Lol'ent;;gruppe" finden 
sich in dieser Arbeit Poincares zum erstenmal. 

16 



2. Das RelativitD.tspostulat. 547 

Durch Einstein wurde endlich die Gl'undlegung del' neuen Diszi­
plin zu einem gewissen AbschluS gebracht. Seine Arbeit von 1905 
wurde fast gleichzeitig mit Poincares Abhandlung eingesendet und ist 
ohne Kenntnis der Imentsschen Abhandlung von 1904 verfaBt worden. 
Sie enthiilt nicht nur aIle wesentlichen Resultate der beiden genann­
ten Arbeiten, sondern vor allem auch eine vollig neue, vie! tiefere 
Auffassung des ganzen Problems. 1m folgenden wird dies im ein­
zelnen dargelegt. 

2. Daa Relativititspostul&t. Die vielen negativen Versuche 10), 
eiDeu Einflu6 der Erdbewegung auf die Erscheinungen durch Messun­
gen auf der Erde selbst festzusteIlen, lassen mit aller Wahrscheinlich­
keit, man kann wohl sagen mit Sicherheit, den SchluS zu, daB prin­
zipiell die Erscheinungen in einem System unabhiingig von der 
Translationsbewegung sind, die es als Ganzes hat. Priiziser gesagt: 1 

Es gibt eine dreifach unendliche Schar 16) von geradlinig und gleich­
formig gegeneinander bewegten Bezugssystemen, in denen sich die 
Phiinomene in voIlkommen gleicher Weise abwickeln. Wir werden 
sie im folgenden mit Einstein Galileische Bezugssysteme nennen, weil 
in ihnen das Galileische Tragheitsgesetz gilt. Es ist unbefriedigend, 
daB nicht alle Systeme als gleichwertig angesehen werden oder wenig­
stens eine kausale Begrundung fur die Auszeichnung einer gewissen 
Schar von Systemen gegeben wird. Diesem Mangel hilft die allgemeine 
Relati vitatstheorie ab (vgl. Abschnitt IV). Vorliiufig miissen wir uns 
auf die Galileischen Bezugssysteme, also auf die Relativitat bei gleich­
formigen Translationsbewegungen beschranken. 

Durch das Postulat der Relativitiit wird der lther als Substans. 
aus den physikalischen Theorien entfernt, da es keinen Sinn mehr hat; 
von Ruhe oder Bewegung relativ zum lther zu sprechen, wenn diese 

15) Neben der unter 6) gena.nnten Literatur ist a.nzufiihren: Die Wiederho­
lung des Michelsonschen Versuches von E. W. Morley und D. O. Miner, Phil. 
Mag. 8 (1904), p. 753 und 9 (1905), p. 680. [Man vgl auch die Diskussion bei 
J. liiroth, Miinchen Ber. 7 (1909); E. Kohl, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 259u. 662; 
M. v. Laue, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 156.) Weitere Versuche, eine durch die Erd­
bewegung verurs&chte Doppelbrechung zu finden D. B. Brace, Phil. Mag. 7 (1904), 
p. 317; 10 (1905), p. 71; Boltzma.nn-Festschrift 1907, p.576 und einen Versuch von 
F. 1. Trouton und A. O. Rankine, Proc. Roy. Soc. 8 (1908), p. 420, eine Anderung 
des elektrischen Widerstandes eines Drahtes je nach seiner Orientierung zur 
Richtung der Erdbewegung festzustellen. Man vgl. dszu such den ZUs&mmen­
faesenden Bericht von J. Laub, Jshrb. f. Rsd. u. El. 7 (1910), p. 405 iiber die experi­
mentellen Grundlagen des Relativit'itsprinzips. 

16) Von den trivialen Verschiebungen des Koordinatennrsprungs und den Ver­
lsgerungen der Achsen iet hier abgesehen. 
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durch Beobachtungen prinzipiell nicht konstatiert werden konnen. Es 
wird uns dies heute um so weniger befremden, als man nunmehr bereits 
mit Erfolg begonnen hat, die elastischen Eigenschaften der Materie 
auf elektrische Krifte zuriickzufiihren und es ganz widersinnig wire, 
wollte man hernach wieder versuchen, die elektromagnetischen Er~ 
scheinungen durch die elastischen Eigenschaften eines hypothetischen 
Mediums zn erkliiren 1'1). Die mechanische Athervorstellung war eigent­
lich bereits iiberfl.ussig und hemmend geworden, als die elastische 
Lichttheorie durch die elektromagnetische ersetzt wurde. In dieser 
war die Athersubstanz immer ein }l'remdkorper geblieben. Neuerdings 
hat Einstein l8) vorgeschlagen, den Begriff Ather weiter zu fassen und 
darunter keine Substanz zn verstehen, sondern einfach den Inbegriff 
derjenigen pkysikalischen Zustandsgro/Jen, die dem von gewoknlicher Ma~ 
terie (reien Baume eugeO'fdnet werden 'niissen. In diesem weiteren Sinne 
gibt es natiirlich einen Ather, man hat nur zu beachten, daB er keine 
mechanischen Eigenschaften hat, d. h. daB zu den physikalischen Zu­
standsgroBen des materiefreien Raumes keine Lagenkoordinaten und 
Gesch windigkeiten gehOren. 

Es konnte scheinen, daB das Relativitiitspostulat, nachdem 
man die Athervorstellung aufgegeben hat, unmittelbar evident ist. 
Eine genauere 'Oberlegung zeigt jedoch, daB dies nicht zntrifft I9). 

Wir konnen selbstverstii.ndlich nicht dem ganzen Weltall eine Trans­
lation erteilen und dann priifen, ob die Erscheinungen sich dadurch 
indern. Einen heuristischen und physikalischen Wert hat also unser 
Satz nur dann, wenn man ihn filr jedes abgeschlossene System als 
giiltig ansieht. Wann aber ist ein System abgeschlossen? Geniigt es, 
daB alle Massen hinreichend entfernt sind ?IO) Die Antwort lautet 
erfabrungsgemii8: Bei gleichformigen Translationsbewegungen geniigt 
es, bei anderen Bewegungen geniigt es nicht. Fiir diese V orzugs­
stellung der ersteren muB noch eine Erkliirung gegeben werden 
(s. Abschn. IV, Nr.62). Zusammenfassend konnen wir sagen: Das Re­
lativitatspostulat besagt implizite, daB eine gLeichformige Translation 
des Scbwerpunktes des Weltalls relativ zu einem abgeschlossenen 
System auf die Erscbeinungen in diesem ohne EinfluB ist. 

17) Diesen naheliegenden Gedanken hat gelegentlich M. Born vorgebracht 
[Naturw. 7 (1919), p. IS6]. 

18) A. Einstein, Ather und Relativitatstheorie, Berlin 1920, Rede gehalten 
in Leiden. 

19) Vgl. dazu A. Einstein, Ann. d.Phys. 38 (1912), p. 1059. 
20) Auf die Notwendigkeit, auch in der speziellen Relativitil.tstheorie die 

femen Massen mit in Betracht zu ziehen, hat in anderem Zusammenhang H. Holst 
hingewiesen (vgl. unten Anm. 43). 
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3. Das Postulat von der Xonst&JUI der Lichtgeschwindigkeit. 
Die Theorie von Ritz und verwandte Theorien. Die Forderung der 
Relativitiit geniigt noch nicht, urn die Kovarianz alIer Naturgesetze 
gegeniiber der Lorentz-Transformation zu folgern. So ist z. B. die 
klassische Mechanik mit dem Relativitiitsprinzip durchaus im Einklang, 
obwohl die Lorentz-Transformation auf ihre Gleichungen nicht anwend­
bar ist. Lorentz und Poincare hatten nun, wie wir gesehen haben, die 
Maxwellschen Gleichungen ihren Betrachtungen zugrunde gelegt. Es 
ist aber durchaus zu verlangen, einen so fundamentalen Satz wie die 
Kovarianz aller Naturgesetze gegeniiber der Lorentz-Gruppe aus mog­
lichst einfachen Grundannahmen herzuleiten. Dies geleistet zu haben, 
ist das Verdienst Einsteins. Er hat gezeigt, daB bloB folgender Satz 
der Elektrodynamik vorausgesetzt werden muB: Die Lichtgeschwindig­
keit ist unoohiingig vom Bewegungszustand der Lichtquelle. 1st diese 
punktformig, so sind die Wellenfliichen also auf jeden Fall Kugeln 
mit ruhendem Mittelpunkt. Wir wollen diesen Sachverhalt wie iiblich 
der Kiirze wegen mit dem Schlagwort "Konstanz der Lichtgeschwin­
digkeit" bezeichnen, obwohl diese Bezeichnung zu MiBverstiindnissen 
Anla.6 geben kann. Von einer universellen Konstanz der Vakuum­
Lichtgeschwindigkeit kann schon deshalb nicht die Rede sein, weil 
diese nur in den Galileischen Bezugssystemen stets denselben Wert c 
hat. Thre Unabhangigkeit yom Bewegungszustand der LichtqueUe be­
steht jedoch auch in der allgemeinen Relativitatstheorie zu recht. Sie 
erweist sich als der wahre Kern der aiten Atherauffassung. (Uber die 
Gleichheit der numerischen Werte der Lichtgeschwindigkeit in allen 
Galileischen Bezugssystemen vgl. Nr. 6.) 

Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, fiihrt die KODstanz der 
Lichtgeschwindigkeit im Verein mit dem Relativitiitspostulat zu einer 
Neuerung des Zeitbegriffes. Es ist deshalb von W Ritzll) und un­
abhangig von ihm von Tolman BB), Kuns 2S) und Oomstock 2') die Frage 
aufgeworfen worden, ob man nicht dies en radikalen Folgerungen ent­
gehen und dennoch in Ubereinstimmung mit der Erfahrung bleiben 

21) W. Ritz, Recherches critiques sur l'e16ctrodynamique generaLe. Ann. de 
chim. et phys. 13 (1908), p. 146 [Ges. Werke p. 317]; Sur les theories electro­
magnetiques des Maxwell-Lorentz, Arch. de Geneve 16 (1908), p.209 [Ges. Werke, 
p.427]; Du rOle de l'ether en physique, Scientia 3 (1908), p. 260 [Ges. Werke, 
p. U7]; vgl. auch P. Ehrenfest, Zur Frage nach der Entbehrlichkeit des Licht­
iithers, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 317; Zur Krise der Lichtli.therhypothese, Rede 
gehaLten in Leiden 1912, Herlin 1913. 

22) C. Tolman, Phys. Rev. 30 (1910), p. 291 und 31 (1910), p. 26. 
23) J. Kune, Am. J. of Science 30 (1910), p. 1313. 
24) D. F. Comstock, Phys. Rev. 30 (1910), p. 267. 
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kann, wenn man die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit leugnet und 
bloB das erste Postulat beibehii.lt. Es ist klar, daB damit nicht nur 
die Existenz des Athers, Bondern auch die Maxwellschen Gleichungen 
filr das Vakuum verworfen werden, so daB die ganze Elektrodynamik 
neu aufgebaut werden muB. Dies hat in einer systematischen Theorie 
nur W. Rits getan. Er behiilt die Gleichungen 

1 . 
(2) rot Q; + C S) = 0, div.p = 0 

bei, so daB die Feldstii.rken sich in der gewohnlichen Elektrodynamik 
.... us em em skalaren und einem Vektorpotential herleiten lassen: 

1 . 
(2a) Q;=-gradcp-c~' .p=rot~. 

Die Gleichungen 1 r {ldV J -(ludVp' 

(3) cp(P, t) = J trpp'J/.:t _!:.' ~(P, t) = [:pp ]t'=t-!:. 
e c 

der gewohnlichen Elektrodynamik werden jedoch ersetzt durch 

j . {ld Vp' r (Iud Vp , 

(4) cp(P, t) = [rpp']t'=t __ r_' ~(P, t) = J t"pp']t'=t __ r~ 
C+"r C+"r 

entsprechend dem Prinzip, daB nur die Geschwindigkeit einer Licht­
welle relativ sur Quelle, von der sie ausgeht, sowie die Geschwindig­
keit einer elektromagnetischen Storung relativ sum Elektron, das sie 
verursacht, gleich c ist. Wir wollen aIle Theorien, welche diese An­
nahme machen, kurz Emissionstheorien nennen. Da das Relativitats­
postulat bei ihnen von selbst erfiillt ist, erIdaren sie aIle den Michel­
sonschen Interferenzversuch, und wir haben nun zu priifen, ob sie 'mit 
den sonstigen optischen Erfahrungen vertriiglich sind. 

Da ist zunachst zu bemerken, daB sie mit der elektronentheoretischen 
Erkliirung der Reflexion und Brechung unvereinbar sind, fiir welche die 
Interferenz der von den Dipolen der Substanz ausgehenden Kugelwellen 
mit der einfallenden Welle wesentlich ist. Denken wir uns niimlich die 
Substanz ruhend und die Lichtquelle gegen sie bewegt, so haben nach 
Rits die von den Dipolen ausgehenden Wellen eine andere Geschwin­
digkeit (niimlich c) als die einfallende Welle, Interferenz ist also nicht 
moglich. Die Emissionstheorien sind ferner nur durch kiinstliche 
Zusatzhypothesen imstande, von dem fur die Optik bewegter Medien 
fundamentalen Fieeauschen Stromungsversuch (vgl. Nr.6) Rechenschaft 
zu geben, was sehr schwer ins Gewicht fliilt. Wir wollen noch ge­
nauer betrachten, was sie iiber den Dopplereffekt aussagen. Eine ein­
fache Uberlegung lehrt, daB die Frequenz sich genau so iindern muB, 
wie es die .A.thertheorie verlangt, die Wellenliinge dagegen wegen der 
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verii.nderten Geschwindigkeit dieselbe bleibt wie bei ruhender QueUe.!"') 
Es fragt sich also, ob bei den gewohnlichen, astronomischen Beob­
achtungen des Dopplereffektes die .A.nderung der Wellenlange oder die 
der Frequenz konstatiert wird. Man kann zugunsten der Emissions­
theorien annehmen, daS es sich bei Beobachtungen mit Prismen um 
die Frequenz handelt. Bei den Beobachtungen mit Beugungsgittern 
ist die Frage viel schwieriger zu entscheiden. Tolman ist der An­
sicht, daS hier die Wellenliinge in Betracht kommt, die Emissions­
thaorien also dadurch widerlegt seien, Stewart l5) dagegen vertritt die 
entgegengesetzte Anschauung. Es lii.St sich hier nicht ohne weiteres 
aine Entscheidung treffen, da die Auffassung der Beugung bei den 
Emissionstheorien schon an sich sehr unklar ist. In den Aussagen 
iiber den Dopplereffekt am bewegten Spiegel gehen die verschiedenen 
Emissionstheorien auseinander. Nach J. J. Thomson lG) und Stewart 25) 

ist der bewegte Spiegel, was die Geschwindigkeit des reflektierten 
Strahles anlangt, ii.quivalent mit dem Spiegelbild der Lichtquelle, nach 
Tolman wirkt er wie eine neue Lichtquelle an seiner Oberfiache, nach 
Ritslh) endlich ist die Geschwindigkeit des reflektierten Strahles 
gleich der eines parallelen, von der urspriinglichen Lichtquelle aus­
gehenden Strahles. Bei ruhender Quelle und bewegtem Spiegel ist 
also nach Thomson-Stewart kein Dopplereffekt der Wellenliinge zu er­
warten, nach Tolman ist er halb so groS wie der der gewohnlichen 
Optik, nach Rits stimmt er mit diesem iiberein. Nun ist der Doppler­
effekt der Wellenlange des von einem bewegten Spiegel reflektierten 
Lichtes neuerdings wiederholt mit dem Interferometer bestimmt wor­
den :il7) mit dem unzweifelhaften Ergebnis, daS er mit dem von der 
klassischen Optik geforderten ubereinstimmt. Die Annahmen von 
Thomson-Stewart und Tolman sind damit widerlegt. Weiter hat 
(J. MajOf'ana 18) auch den Dopplereffekt bei einer bewegten Lichtquelle 
mit dem Interferometer bestimmt und hat gefunden, da8 er ebenfalls 
dem nach der klassischen Optik zu erwartenden entspricht. Sein Ver-

22 a) Dies wurde zuerst von Tolman (Phys. Rev., 1. c. Anm. 22) hervorgehoben. 
26) O. M. Stewart, Phys. Rev. 32 (1911), p. 418. 
26) J. J. Thomson, Phil. Mag. 19 (1910), p. 301. 
210.) W. Ritz u. P. Ehrenfest, 1. c., Anm. 21); s. auch C. Tolman, Phys. Rev. 36 

(1912), p. 136. Wenn im folgenden von "Ritzscher Theorie" gesprochen wird, so 
ist dabei die hier erwahnte, von Willkiir nicht freie Vorschrift mitinbegriffen 
zu denken. 

27) A. A. Michelson, Astroph. J. 37 (1913), p. 190; Ok. Fabry u. H. Butsson, 
Paris C. R. 168 (1914), p. 1498; Q. Majorana, Paris C. R. 166 (1917), p.424, Phil. 
Mag. 36 (1918), p. 163 und Phys. Rev. 11 (1918), p. 411. 

28) Q. Majorana, Phil. Mag. 37 (1919), p. 190. 
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such ist jedoch gegen Rits nicht entscheidend, worauf besonders 
Michaud l9) hingewiesen hat. Sei namlich L eine mit der Geschwin­
digkeit 1) vom ruhenden Spiegel S sich entfemende Lichtquelle, A .ein 

1/ -
L A 

Fig. 1. 

--
S fester Punkt vor dem Spiegel, 

so kommt es in Majoranas 
Versuch in letzter Linie auf 
die Veranderung des Gang­
unterschiedes an, der beim 
Hin- und Zurucklaufen des 
Lichtes auf der StreckeAS=l 
entsteht, wenn die Geschwin­

digkeit der Lichtquelle von Null auf v anwiichst. Auf dem Hinweg 

haben wir nun: Geschwindigkeit gleich c- v, Frequenz Vi = v( 1-~), 
also ~ = c - '11= l. Bei der Reliexion am (ruhenden) Spiegel S 

"1 
bleibt zwar die Frequenz die gleiche, die Geschwindigkeit wird aber 

hernach c + v, also die Wellenliinge All = c + v = l (1 + 2 V), wenn "1 c 
wir uns auf Gro8en 1. Ordnung beschriinken. Die gesuchte lnderung 
des gesamten Gangunterschiedes ist also 

L1=2vl=~.2l, 
c c 

genau wie in der klassischen Theorie. Man kann uberhaupt allgemein 
zeigen, daB in den GroBeu 1. Ordnung, solange as sich um geschlossene 
Lichtwege handelt, zwischen der Ritzschen und del' gewohnlichen oder 
der relativistischen Optik kein Unterschied besteht. Terrestrische 
Versuche konnen also nur dann zwischen beiden Anschauungen ent­
scheiden, wenn sie sich auf Effekte 2. Ordnung erstrecken.sO) Ais der­
artiges experimentum crucis konnte narh La RosaS1) und Tolman 32) 

der Michelsonsche lnterferenzversuch dienen, wenn man ihn nicht mit 
irdischen Lichtquellen, sondern mit Sonnenlicht ausfiihrt. Die Ritzsche 
Theorie wiirde im Gegensatz zur Relativitiitstheorie vedangen, daB 

2 sich dann eine Streifenverschiebung bei Drehung des Apparates zeigt. 
Effekte 1. Ordnung, die gegen Rits entscheiden konnen, gibt es 

jedoch sehr wohl, wenn man es nicht mit geschlossenen, sondern mit 
offenen Lichtwegen zu tun hat. Diese Moglichkeit ist zwar nicht 

29) P. Michaud, Paris C. R. 168 (1919), p. 507. 
30) Dies wird gelegentlich von Ehrenfest bemerkt (Phys. Ztschr., l. c. Anm. 21). 
31) M. La Rosa, Nuovo Cimento (6) 3 (1912), p.345 und Phys. Ztschr. 13 

(1912), p. 1129. 
32) O. Tolman, Phys. Rev. 35 (1912), p. 136. 
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bei terrestrischen, wohl aber bei astronomischen Messungen vorhanden. 
Schon OomsIockUa) hat auf moglicbe Eft'ekte bei Doppelstemen hin­
gewiesen. De BiUerSS) hat dann die Verhii.ltnisse quantitativ diskutiert 
und bm zn folgendem Ergebnis: Bei in Wirklichkeit kreisformigen 
Bahnen spektroskopischer Doppelsteme maDte bei Inkonstanz der 
Lichtgeschwindigkeit der tatsii.cblich zur Beobachtung kommende 
zeitliche VerIanf des Dopplereft'ektes dem einer exzentrischen Babn 
entaprechen. Aus den vorbandenen Babnen mit sebr kleiner Exzen­
trizitit li8t sich entnehmen, da8 die Lichtgeschwindigkeit von der 
Geschwindigkeit tI des Doppelsternes weitgehend unabhingig ist. Setzt 
man sie in der Form c + kv an, so mu8 k < 0,002 sein. Hilt man 
dieses Ergebnis mit den erwahnten Schwierigkeiten der Emissions­
theorien bei der Erklirung des Fi.eauschen Verauches und bei der 
atomistischen Deutung der Brechung zusammen, so bnn man wohl mit 
Sicherheit sagen, da8 sich das Postulat von der Konstanz der Licht­
geschwindigkeit als richtig, der von Ritl und anderen eingeschlagene Weg, 
den Michelsonschen Versuch zu erklaren, als ungaugbar erwiesen hat. 

4. Relativitit der Gleichzeitigkeit. Ableitung der Lorentz­
Transformation aua den beiden Postulaten. Axiomatik der Lorentz­
Transformation. Bei oberHichlicher Betrachtung scheinen die beiden 
Postulate unvereinbar. Denken wir UDS niimlich eine Lichtquelle L, 
die sich relativ zum Becibachter .A mit der Geschwindigkeit tI bewegt, 
wiihrend der Beobachter B relativ zu L ruhen moge. Beide Beob­
achter mussen daun als WellenHiichen Kugeln sehen, deren Mittel­
punkte relativ zu ihnen ruhen, also verschiedene Kugeln. Der Wider­
spruch verschwindet jedoch, wenn man zuliBt, daB Raumpunkte, die 
fiir .A gleichzeitig yom Licht durchlaufen werden, fiir B nicht gleich­
zeitig durchlaufen werden. Wir sind damit unmittelbar zur ReIativi­
tiit der Gleichzeitigkeit gelangt. Damit hiingt zusammen, da8 iiber­
haupt erst eine Definition des Synchronismus zweier Uhren an 
verschiedenen Orten gegeben werden muL\. Ais solche wii.hlt Einstein 
folgende. Vom Punkt P gehe ein Lichtstrahl zur Zeit tp aus, werde 
zur Zeit tQ in Q reHektiert und gelange zur Zeit tp wieder nach P 
zuriick. Die Uhr in Q liuft synchron mit der Uhr in P, wenn 

tQ = tp ~ t' p ist. Das Licht verwendet Einstein deshalb zur Zeit-

2h) D. F. Oomstock, Phys. Rev., 1. c., Anm. 24). 
33) W. de Sitter, Amst. Proc. 16 (1913), p. 129'1 u. 16 (1913), p.896; Phys. 

Ztschr. 14 (1913), p. 429 u. 126'1; vgl. auch die Diskussion bei P. Gutlmik, Astr. 
Nachr. 190 (1913), Nr.46'10, sowie den durch De Sitters zweite Note widedegten 
Einwand von E. Freundlich, Phys. Ztschr. 14 (1918), p. 836. V gl. auch W. Zur­
hellen, Astr. Nachr. 198 (1914); p. 1. 
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regulierung, weil wir iiber den Vorgang der Lichtausbreitnng auf Grund 
unserer Postulate bestimmte Aussagen machen konnen. Es sind natilr­
lich auch andere Moglichkeiten der Uhrenvergleichung denkbar wie 
Transport von Uhren, mechanische oder elastische Koppelungen u. dgl. 
Wir miissen verlangen, daB sich bei diesen kein unlosbarer Wider­
spruch zur optischen Uhreneinstellung ergibt. 

Wir sind nun imstande, die Transformationsformeln, welche die 
Koordinaten x, y, z, t und x', g', z', t' zweier gleichiormig gegenein­
ander bewegter Bezugssysteme K und K' verkniipfen, herzuleiten. 
Die x-Achse legen wir in die Bewegungsrichtung derart, daB X' 
gegen K sich in der positiven x-Richtung mit der Geschwindigkeit v 
bewegt. Von samtlichen Autoren wird davon ausgegangen, daB die 
Transformationsformeln linear sein miissen. Man kann dies dam it 
begrfinden, daB gleichiormige, geradlinige Bewegungen in K auch in 
K' gleichiormig und geradlinig sein sollen (wobei iiberdies noch als 
selbstverstandlich angenommen wird, daB endliche Koordinatenwerte 
in K auch in K' endlich bleiben. Es steckt darin auch die Annahme 
der GiHtigkeit der euklidischen Geometrie und der Homogenitat von 
Raum und Zeit). GemiiB den beiden Postulaten muB nun die Gleichung 

(2) Xi + y' + Z2 - cttt = 0 

die entsprechende Gleichung 

(2') X'i + y'2 + Z'2 - c2t'2 = 0 

nach sich ziehen, was wegen der Linearitiit der Transformation nur 
moglich ist, wenn 

x't + y" + z'! - ctt" = "(Xi + yt + zt _ ctt!) 

ist, wo " eine von v abhiingige Konstante bedeutet. Beriicksichtigt 
man noch, daB jede Bewegung parallel der x-Achse nach der Trans­
formation wieder parallel der x-Achse sein muB, so folgen daraus 
durch ganz elementare Uberlegungen die Formeln (1) der Nr. 1. Es 
ist jetzt noch eine besondere Betrachtung notig, um zu zeigen, daB 
" = 1 zu setzen ist. Einstein geht so Yor, daB er auf K' noch einmal 
die Transformation (1) mit entgegengesetzter Geschwindigkeit anwendet. 

" ( ) x' + v t' " ( )' " ( )' x =" - V ,/ __ , Y =" - v y, z =" - v z, 
r I-~' 

t'+v,X' 

t" = ,,(-v) c 
VI - (1' 

Man t..ndet 

x" = x( v) ,,( - v)x, g" = x( v )x( - v)y, z" = ,,( v),,( - v)z, 
t" = ,,(v),,(- v)t. 
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Do. nun K" relo.tiv zu K fUht, muB es mit diesem identisch sein, 

d. h. es muB geIten x(v)x(- 1/) = 1. 

Nun bedeutet aber xCv), wie wir bereits in Nr. 1 hemerkt haben, die 
Veranderung der Querdimension eines Stabes, und diese mu8 aus 
Symmetriegriinden von der Richtung der Geschwindigkeit unabhangig 
sein: xCv) = x(- v), woraus im Verein mit obiger Relation wpgen 
des positiven Vorzeichens von x, xCv) = 1 folgt. In ahnlicher Weise 
schlieBt Poincare. Er betrachtet die Gesamtheit alIer linearen Trans­
form ati onen , welche die Gleichung (2) in sich iiberfiihren (diese Ge­
samtheit bildet natilrlich eine Gruppe), und fordert, daB sie als Unter­
gruppe enthalt: 

a) die einparametrige Gruppe der Translationen parallel der 
x-Achse (als Gruppenparameter fungiert die Geschwindigkeit v), 

b) die gewohnlichen Verlagerungen der Koordinatenachsen. Hier­
aus folgt wieder x = 1. Einsteins Symmetrieforderung xCv) = x(- v) 
ist namlich in b) mitenthalten. Wir sind also zu dem definitiven 
Resultat gekommen: 

t- !.a; 
(I) , a; - vt, , t' c· 

x = VI- ~t' Y = y, Z = I, = Vl- ~. 

(II) x'! + y'! + Z" - e't'! = xl + yl + ,I - c'tI. 

Die zu (I) inverse Transformation erhiilt man, wenn man v durch 
- v ersetzt: 

t'+ "ta;' 

(I a) X - a;' + vt' , , t _ c ") - ,y=y, fJ=Z, -~===-V1 - ~t V1 _ ~t • 

Der einfache Bau der Formeln (I) legt die Frage nahe, ob sie nicht 

34) Es ist fiir manche Anwendungen von Wert, auch die Formeln fiir die 
Koordinatentransformation in dem allgemeinen Fa.ll zu kennen, wo die II: Achee 
nicht die Richtung der Translationsgeschwindigkeit hat. Man erMIt sie, indem 
1: in eine Komponente til in der Richtung der Translationsgeschwindigkeit b des 
Systems K gegen K' und eine zu b senkrechte Komponente t ... spa.ltet. AUB (I) 
folgt zunll.chst v 

t - c t til 
, tll- bt 

t" = y'1- ~t' r: = t..., t' = Vl _ pt ; 
wegen 

(tb)b 
til = ---;t, t t r r (tb)b r'=tl'l+r' ... ... = - II = ----;t' 

kann dies aber auch geschrieben werden 

(1&) , 1 (1) bt t = r + - -== - 1 (rb) b - , 
VI l'l - pi VI _ ~t 

1 
t - ----s(rb) 

t' = c 
VI-pI 

Diese Formeln finden sich bei G. Herglotz, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 497 Gl. (9). 
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schon aus allgemeinen gruppentheoretischen Gesichtspunkten gefolgert 
werden konnen, ohne daB die Invarianz von (2) vorausgesetzt werden 
muB. Inwiefern dies der Fall ist, zeigen die Arheiten von Ignatowsky 
und von Frank und Rothe.s5) Setzt man bloB voraus: 

1. da.6 die Transformationen eine einparametrige homogene line­
are Gruppe bilden, 

2. daB die Geschwindigkeit K gegen K' entgegengesetzt gleich 
der von K' gegen Kist, und 

3. daB die Kontraktion del' von K gesehenen, in K' ruhenden 
Langen gleich ist del' Kontraktion del' von K' gesehenen in K 
ruhenden Langen, 

Hi so folgt bereits, da.6 die Transformationsformeln die Gestalt haben miissen 

(3) x'= x-vt t'= t-av:t. 
Vl- avs' V1- av' 

Uber das V orzeichen, die Gro.6e und die physikalische Bedeutung von 
IX folgt natiirlich nichts. Aus den gruppentheoretischen Forderungen 
HUH sich also bloB die iiuBere Form del' Transformationsformeln ab­
leiten, nicht ihr physikalischer Inhalt. Man bemerkt iibrigens, daB 
aus (3) die l.'ransformationsformeln 
(4) x' = x - vt, t' = t 

der gewohnlichen Mechanik hervorgehen, wenn man IX = 0 setzt. Sie 
werden jetzt allgernein nach dem Vorgang von Ph. Frank "Galilei­
Transformation" genannt. Man erhalt sie natiirlich ebenso, wenn man 
in (1) c = 00 setzt. 

o. Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation. Die Lorentz-Kon­
traktion ergibt sich als einfachste Folge del' Transformationsformeln 
(1) und damit auch del' beiden Grundannahmen. Betrachten wir einen 
in del' x-Achse liegenden Stab, del' im Bezugssystem K' ruht. Die 
Koordinaten seiner Enden Xl' und xs' sind also von t' unabhiingig, 
und es ist 
(5) x2'-x/=lo 
gleich del' Ruhliinge des Stabes. Wir denken uns andererseits im 
System K die Lange des Stabes folgenderma.6en bestimmt. Wir er­
mitteln Xl und x2 als Funktion von t. Den A bstand zweier Lagen, 
die vom Anfangs- und Endpunkt des Stabes im System K gleichzeitig 
eingenommen werden, nennen wir die Lange 1 des Stabes im be­
wegten System: 
(6) x2(t) - Xl (t) = l. 

35) W. v. Ignatowsky, Arch. Math. Phys. 17 (1910), p. 1 und 18 (1911), p. 17; 
Pbys. Ztschr. 11 (1910), p. 972 und 12 (1911), p.779; Ph. Prank u. H. Rothe, 
Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 825 und Pbys. Ztschr. 13 (1912), p. 750. 
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Da diese Lagen in K' nicht gleichzeitig sind,haben wir auch nicht 
zu erwarten, da8 l gleich 10 wird. In der Tat folgt aus (1): 

(7) 

x' - Xl (t) - vt also 
1 - Y1-~! ' 

1 = lo VI- (J2, 

der Stab ist im Yerhiiltnis YI - fJz : 1 kontrahiert, wie bereits Lo­
rentz angenommen hatte. Da die Querdimensionen eines Korpers 
unverandert bleiben, kontrahiert sich auch sein Volumen nach der 
gleichen Formel 
(7 a) V = VO YI - fJ2. 

Wir habell gesehen, da8 diese Kontraktion mit der Relativitat der 
Gleichzeitigkeit zusammenhiingt, und es ist deshalb die Ansicht ge­
au8ert worden 36), da8 sie nur "scheinbar", von unserer Raum-Zeit­
messung vorgetauscht ist. Nennt man nur dann einen TatbestaDd 
wirklich, wenn er von allen Galileischen Bezugssystemen aus in der­
selben Weise konstatiert wird, so ist die Lorentz-Kontraktion allerdings 
nur schein bar , denn der relativ zu K' ruhende Beobachter sieht den 
Stab unverkiirzt. Wir halten das aber nicht fiir zweckma.Big, jeden­
falls ist die Lorentz-Kontraktion prinzipiell beobachtbar. Zur Beurteilung 
dieser Frage ist ferner ein von Einstein 87) angegebenee Gedanken­
experiment lehrreich, welches zeigt, da8 die zur Beobachtung der 
Lorentz-Kontraktion notige Konstatierung der Gleichzeitigkeit raum­
lich entfernter Ereignisse durch Ma8stabe allein, ohne da8 Uhren ver­
wendet werden, vorgenommen werden kann. Verwenden wir namlich 
zwei Ma8stabe Ai Bl und A2Bs von der gleichen Ruhlange 10, die sich 
relativ zu J( mit absolut genommen gleicher, aber entgegengesetzt 
gerichteter Geschwindigkeit v bewegen, und markieren den Punkt A*, 
in dem sich Ai und A 2, und den Punkt B*, in dem sich Bi und B, 
iiberdecken. (Aus Symmetriegriinden folgt, daB diese Ereignisse in K 
gleichzeitig stattfinden.) Der Abstand A * B*, mit in K ruhenden Staben 
ausgemessen, hat dann den Betrag 

,----~ 

1 = 10 -VI - (j2. 

Man muB also sagen: Die Lorentz-Kontraktion iet nicht eine Eigen-
8chaft cines MaBstabes allein, sondern eine prinzipiell beobachtbare, 
l'eziproke Beziehung zweier relativ zueinandel' bewegten MaBstabe. 

Eine analoge Veriindel'ung wie die Langeneinheit erfahrt die Zeit­
einheit bei Bewegung. Betrachten wir wieder eine in K' ruhende Uhr. 

36) V. Varicak, Phys. Ztschr. 12 (Hill), p. 169. 
37) A. Einstein, Phys. Ztschr 12 (1911), p. 509. 
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Die Zeit t', welche sie in K' anzeigt, ist ihre Normalzeit 'C, ihre Ko­
ordinate x' konnen wir gleich 0 setzen. Aus (1) folgt dann 

(8) t = 1: 'C = Yl _ pi t. 
}'1 - (ll' 

Gemessen in der Zeiteinheit von K geht also die mit der Geschwindig­

keit 11 bewegte Ulir im Verhliltnisse Yl - fJ!: 1 langsamer, als wenn 
sie ruhte. Diese Folgerung aus der Lorentz-Transformation ist zwar 
in den Ergebnissen von !menta und Poincare bereits implizite ent­
halten, wurde jedoch erst von Einstein kIar ausgesprochen. 

Die Zeitdilatation gibt AnlaB zu einer schein bar paradoxen Fol­
gerung, die bereits in Ei'ltsteins erster Arbeit erwihnt und spater 
von LO/IIgefJinS8) , Laue 39) und Iments4.0) genauer diskutiert wurde. 
1m Punkt P mogen sich zwei synchron gehende Uhren 0;., Us be­
finden. Bewegt man dann zur Zeit t = 0 eine von ihnen Us mit der 
konstanten Geschwindigkeit 11 wiihrend der Zeit t auf irgendeiner 
Kurve nach P', so geht sie hernach nicht mehr synchron mit Ul • Sie 

zeigt bei ihrer Ankunft in P' die Zeit tV! fJ'A statt t an. Ins­
besondere gilt das auch noch, wenn der Endpunkt P' der Bahn mit 
dem Anfangspunkt zusammenfillt. Der Einfiu8 der Beschleunigung 
auf den Gang der Uhr kann vemachlii.ssigt werden, so lange wir uns 
in einem Galileischen Bezugssytem befinden. Betrachten wir ins­
besondere den Fall, da8 Us auf der x-Achse bis zu einem Punkt Q 
und dann wieder zuriick nach P bewegt wird - wobei die Geschwin­
digkeitsanderungen in P und Q ruckweise erfolgen sollen -, so wird 
dieser Einfiu8 jedenfalls unabhangig von t und leicht zu eliminieren 
sein. Das Paradoxon liegt im Folgenden: Beschreiben wir den Vor­
gang von einem Bezugssystem K*, welches relativ Zll Us dauemd ruht. 
Die Uhr U1 bewegt sich dann relativ zu K* genauso wie Us relativ 
zu K Dennoch geht am Ende der Bewegung Us gegeniiber der Uhr 
Ut nach, U1 also gegeniiber der Uhr Us vor. Die Auflosung des 
Paradoxons besteht in der Bemerkung, da8 das Koordinatensystem K" 
kein Galileisches ist und in einem solchen der Einfiu.8 der Beschleu­
nigung auf eine Uhr nicht vernachlii.ssigt werden kann, weil hier die 
Beschleunigung nicht durch eine au.8ere Kraft, sondern, wie man in 
der Newtonschen Mechanik sagt, durch eine Triigheitskraft erzeugt wird. 
Die volle Aufkliirung des Problems kann naturgema.6 erst im Rahmen 

38) P. Langevin, L'evolution de l'espace et du temps, Scientia 10 (1911), p. Sl. 
39) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 1S (1912), p. 118. 
40) H. A. Lorentl, DaB Relativitil.tsprinzip, 3 Haarlemer Vorlesungen, Leipzig 

1914, p. 31 u. 47. 
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der allgemeinen Relativitatstheorie gegeben werden (vgl. A.bschn. IV, 
Nr. 63 b)j iiber die vierdimensionale Formulierung des Uhrenparadoxons 
siehe A.bschn. III, Nr. 24:). Wir bemerken ferner, da6 die Zeitregulierung 
durch Uhrentransport, die wir in der vorigen Nummer ins Auge gefaBt 
haben, nicht ohne weiteres moglich ist, sondern erst richtige Resultate 
liefert, wenn man die Zeitangaben der Uhren auf die Transport­
geschwindigkeit Null extrapoliert. 

DaB Versuche, einen EinfluB der Gesamttranslation eines Ko­
ordinatensystems auf die Erscheinungen innerhalb dieses Systems fest­
zustellen, gemaB der Relativitii.tstheorie ein negatives Ergebnis haben 
miissen, ist evident. Dennoch ist es lehrreich nachzusehen, wie die 
Versuehe von einem nicht mitbewegten System K aus geaehen werden. 
Wir wollen hier eine derarlige Betrachtung fiir den Michelsonsehen 
lnterferenzversuch durchfiihren. 1st II die in K gemessene Lange des 
zur Bewegungsrichtung parallelen, ls die Lange des zur Bewegungs­
richtung senkrechten Apparatarmes, so sind die Lichtzeiten t17~' die 
zum Durchlaufen der Arme gebraucht werden, bekanntlichbestimmt 
durch 2"- t 21, 

ctl = 1 _ ttl' e II = VI _ pi 
Nun ist wegen der Lorentz-Kontraktion 

li = lo VI - fJu dagegen III = lo, 
also 21 etl = ct~ = 0 

~ Vl- p' 
Es scheint also, da6 der mitbewegte Beobaehter in K' eine andere 
Lichtgeschwindigkeit 
(9) c' = eVl - fJlI. 
beobachtet als der Beobachter in K. Dies ist eine Auffassung, die 
Abraham!!) vertritt. Nach Einstein ist dagegen noch die Zeitdilatation 

t' = q/l - fJl! 
zu beriicksichtigen, so daB 

etl' = ctll' = 2lo 

wird und die Lichtgeschwindigkeit in K' dieselbe ist wie in K. Nach 
Abraham gibt es keine Zeitdilatation. Die Abrahamsche Auffassung 
ist zwar mit dem Michelsonschen Versuch im Einklang, steht aber im 
Widerspruch mit dem Relativitatspostulat, da sie prinzipiell Versuche 
zuliiBt, welche die "absolute" Bewegung eines Systems zu bestimmen 
gestatten.411) 

41) M. Abraham, Theorie d. Elektrizitat 2, 2. Auft, Leipzig 1908, p. 367. 
42) Es mogen an dieser Stelle auch die Gedankenexperimente von w: Wien 

[Wiirzb. l)hys. med. Ges. 1!)08, p.29 und Taschenb. f. Ma.th. u. Phys. 2 (1911), 
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Gehen wir nun noch genauer auf den Unterschied zwischen dem 
Einsteinschen und dem Lorentsschen Standpunkt ein. Vor aUem hat 
Einstein gezeigt, daBbei einer tiefer gehenden .Jj'assung des Zeitbe­
griffes der Unterschied zwischen "Ortszeit" und wahrer Zeit ver­
schwindet. Die Lorentssche Ortszeit erweist sich ala die Zeit im be­
wegten System K' schlechtweg. Es gibt ebenso viele Zeiten und 
ebenso viele Raume, als es Galileische Bezugssysteme gibt. Sehr wert. 
voU ist es weiterhin, daB Einstein die Theorie unabhiingig gemacht 
hat von speziellen A.nnahmeniiber die Konstitution der Materie. 

1st aber deshalb das Bestreben, die Lorentz-Kontraktion atomistisch 
t:u deuten, voUkommen zu verwerfen? Wir glauben diese Frage vel'­
neinen zu miissen. Die Kontraktion eines MaBstabes ist kein elemen­
tarer, sondem ein sehr verwickelter ProzeB. Sie wiirde nicht eintreten, 
wenn nicht schon die Grundgleichungen der Elektronentheorie sowie 
die uns noch unbekannten Gesetze, welche den Zusammenhalt des 
Elektrons selbst bestimmen, gegeniiber der Lorentz-Gruppe kovariant 
waren. Wir miissen eben postulieren, daB dies der Fall ist, wissen 
aber auch, daB dann, wenn dies zutriffi, die Theorie imstande sein 
wird, das Verhalten von bewegten MaBstaben und Uhren atomistisch 
zu erklii.ren. Nur muB man sich dabei stets der Gleichwertigkeit 
der beiden relativ zueinander bewegten Koordinatensysteme bewuBt 
bleiben. 

Die erkenntnistheoretischen Grundlagen der Relativitatstheorie 
sind neuerdings Iluch von philoBOphiBcher Seite einer eingehenden 
Priifung unterzogen worden:t3) Dabei ist Buch die Meinung vertreten 
worden, dllB die Relativitiitstheorie den Ursachbegriff iiber Bord wirft. 
Wir sind der Ansicht, daB es erkenntnistheoretisch vollkommen be­
friedigt, zu sagen, die Relativbewegung ist die Ursache der Kontrak­
tion, da diese nicht die Eigenschaft eines MaBstabes, Bondern eine 
Relation zwischen zwei Ma8staben ist, und daB man, urn der Kausa­
litat zu geniigen, sich nicht wie Holst auf die Massen des Weltalls 
berufen muB. 

p.287] und VOIl G. N. Lewis und O. Tolman [Phil. Mag. 18 (1909), p. 516, }'u8note] 
v ,x 

erwlihnt werden, welche den Term - C in der Transformationsformel fur 
Vl- p' 

die Zeit veranschaulichen. 
43) S. insbesondere J. Petzold, Ztschr. f. pos. Phil. 2 (1914), P 40; Verh. 

d. deutsch. phys. Ges. 20 (1918), p. 189 und 21 (1918), P 495; Ztschr. f. Phys. 1 
(1920), p. 467; M. Jakob, Verh. d. d. phys Ges. 21 (1919), p.159 )Iud 001; H. Holst, 
Kgl. dauske Vid. Selsk. Math.-fys. Meddelelser II (1919), p. 11; Ztschr. f. Phys. 1 

(1920), p. 32 und 3 (1920), p. 108. 
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6. Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten und seine 
Anwendung auf Aberration und Kitfiihrungskoe1'Jlzient. Doppler­
effekt. Es ist ohne weiteres zu sehen, daB die Art, wie man in der 
alten Kinematik Geschwindigkeiten zusammengesetzt hat, in der rela­
tivistischen Kinematik nicht mehr zu richtigen Resultaten ruhrt. Z. B. 
ist klar, daB eine Geschwindigkeit v < emit c zusammengesetzt, wie­
der c geben muB und nicht c + v. Die Transformationsformeln (1) 
enthalten vollstandig die RegeIn, wie man hier zu verfahren hat. Es; 
sei in K' irgendeine Bewegung 

:l = x' (t'), 1/ = 11 (f), l = l (t') 
gegeben. Durch (I) wird ihr eine Bewegung 

x = x(t), Y = yet), s = sCt) 
in K zugeordnet. Es ist gefragt nach dem Zusammenhang der Ge­
schwindigkeitskomponenten 
d ' dy' , di 
d~'=u%' =u' cos«', dt'=u" dt' =u:, u' =yu;J + U,'I + ".'. 
in K' mit den entsprechenden GroBen 
a~ dy as 11 
Tt = "", = u cos tx, dt = ""~ (it = u., u = y U'" 1 + ",'" + u; 

in K. Aus (Ia) erhilt man 

d dil;' + "dt' , , 
x = ,dy = dy, ds = as, 

y'i {ll 

dt' + ". dll:' 
dt= C 

Vi {ll 

und daraus mittels Division durch die letzte Gleichung 

Diese Relationen finden sich auch in der eingangs zitierten Arbeit 
von Poincare. Aus ihnen folgt sogleich 

-V "+ '+2 ' , (u'V 8in «')' u " u" COB« -
C 

u=· " , 
1 + U "COS« 

C' 

(11) 

was man auch schreiben kann 

(11 a) 

und 

(12) 

yq: 1/ 1 _ "I 1 /~-_ u'l 
I _ u' _ _ V ___ c,'_ V-----,;-c_'_ 

CS - 1 + u'v cos «' 
CX 

R,2,. , 
l--usm« 

c~ 

tgtx= , '+ UC080: '11 
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Die inversen Formeln resultieren damus, wenn man v durch - tI er­
setzt. Fur die absoluten Betra~e gilt also das kommutative Gesetz, 
nicht aber fUr die Geschwilldigkeitsrichtungen. Die Regeln filr di& 
Spezialfalle, daB die zusammenzusetzenden Geschwindigkeiten parallel 
bzw. senkrecht zueinander stehen, konnen aus den Formeln (10) so­
fort. abgelesen werden. 

Ferner entnimmt man aus (l1a), daB Unterlichtgeschwindigkeit 
zu Unterlichtgeschwindigkeit hinzugefiigt, immer wieder nur Unter­
lichtgeschwindigkeit gibt. DaB iiberdies materielle Korper sich nicht 
relativ zueinander mit Uberlich~geschwindigkeit bewegen konnen, folgt 
schon daraus, daB die Transformation (1) in diesem Fall imaginare 
Werte ffir die Koordinaten liefert. Man kann aber noch mehr be­
haupten: Pflanzte sich eine Wirkung in einem System K mit Uber­
lichtgeschwindigkeit fort, so gabe es ein (gegen K mit Unterlicht­
geschwindigkeit bewegtes) System K', in dem ein Ereignis, das in 
K ein zweites, zeitlich nachfolgendes verursacht, erst nach dem letz­
teren eintrifft. Setzten wir namlich an u" = u. = 0, u > c, so wird 
nach der Umkehrung von (10) 

u,=u-v<O 
uv ' 1--
ci 

c v 
sobald man 1i < C < 1 wii.hlt. Die Begriffe Ursache und Wirkung 

waren umgestoBen, so daB man auf die Unmoglichkeit, mit UberJicht­
geschwindigkeit Signale zu senden, schlieBen bnn.") Die Lichtge­
schwindigkeit spielt also in der Relativitatstheorie in vieler Hinsicht 
die Rolle einer unendlich groBen Geschwindigkeit. Um gelegentlich 
aufgetauchten MiBverstandnissen vorzubeugen, mochten wir jedoch 
noch hesonders betonen, daB der Satz von der Unmoglichkeit der 
Uberlichtgeschwindigkeit seiner Herleitung nach nur in den Gaiilei­
schen Bezugssystemen gilt. 

Wir wollen nun den Fall genauer betrachten, daB die eine der 
Geschwindigkeiten, die zusammengesetzt werden, gleich der Lichtge­
schwindigkeit wird, wobei wir aber die Richtung des Lichtstrahles 
beliebig lassen; wir haben also u' = c. Dann folgt zunii.chst aus ell) 
u = c, d. h. Lichtgeschwindigkeit + Unterlichtgeschwindigkeit gibt 
wieder Lichtgeschwindigkeit. Die Beziehung (12) ergibt sodann in 
unserem Fall 

(13) t Vi ~2sin a' 
Cfa= , • 
o cos a +~ 

Dies ist die relativistische Aberrationsformel, die bereits Einstein in 

44) A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 371. 
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seiner ersten Arbeit hergeleitet hat. Eine strangere Begriindung fiir 
dieselbe werden wir weiter unten geben. In Gr06en 1. Ordnung 
stimmt sie mit der klassischen Formel iiberein. Die Relativitatstheorie 
bringt hier insofern eine prinzipielle Vereinfachung, als die Fiille be­
wegte Lichtquelle - ruhender Beobachter und ruhende Lichtquelle -
bewegter Beobachter vollig identisch werden. 

Eine zweite wichtige Anwendung des Einsteinschen Additions­
theorems der Geschwindigkeiten, auf die nach einem unvollkommenen 
Versuch von J. Laub4.5) zuerst Laue'S) hingewiesen hat, besteht in 
der Erklarung des Fresnelschen Mitfiihrungskoeffizienten. Gegeniiber 
der elektronentheoretischen ErkIarung von H. .A.. Lorentz47) bnn die 
Relativitiitstheorie ebensowenig wie bei del' Aberration im Ergebnis 
etwas Neues liefern, wenigstens was die der Beobachtung allein zu­
ganglichen Gro6en 1. Ordnung anlangt. Die relativistische Ableitung 
hat jedoch den gr06en Vorzug, daB sie einfacher ist als die elek­
tronentheoretische und vor allem, daB sie die Unabhangigkeit des 
Endresultates von speziellen Annahmen fiber den Mechanismus der 
Lichtbrechung in Evidenz setzt. Auch ist die Auffassung eine andere. 
Man hat friiher den Fizeauschen Versuch geradezu als einen Beweis 
fiir die Existenz eines ruhenden .Athers angesehen, indem man ihn 
dahin interpretierte4.8), daB die Lichtwellen sich relativzum bewegten 

Medium nicht mit der Geschwindigkeit ~, sondern mit der Geschwin-
n 

digkeit 5- - -.!, ausbreiten. Es liegt hier eine vom relativistischen n n 
Standpunkt unberechtigte Anwendung der gewohnlichen Kinematik 
vor. Man hat die Sache vielmehr so aufzufassen, daB fiir einen mit dem 
Medium mitbewegten Beobachter das Licht sich normal mit der Ge-

schwindigkeit .c. nach allen Richtungen fortpflanzt. Gerade deshalb 
n 

breitet es sich jedoch relativ zu einem mit der Geschwindigkeit 17 

gegen das Medium bewegten Beobachter nicht mit der Geschwindig-

keit ~ + v aus, Bondern mit einer anderen V, die sich aus (10) be-n 
stimmt. Wir wollen uns hier auf den Fall beschriinken, daB die 
Strahlrichtung mit del' Bewegungsrichtung des Beobachters gegen das 

46) J. Laub, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 738. 
46) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 989. 
47) Vgl die Darstellung im Artikel V 14, Nr. 60 diesel Encyklopadie. Eine 

vereinfachte Ableitung des MitfUhrungskoeflizienten yom elektronentheoretischen 
Standpunkt gibt H. A. Lorentz in der Naturw. Rundsch. 21 (1906), p. 487. 

48) Siehe z. B. den Artikel V 13, Nr. 21, p. 103 dieser Encyklopadie von 
H. A. Lorentz. 
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Medium iibereinstimmt. 1m allgemeinen Fall, auf den wir im Ab­
schnitt III, Nr. 36,,) zUrUckkommen werden, ist das Additionstheorem 
der Geschwindigkeiten mit Vorsicht zu handhaben. Es ist also zu 

setzen u:; = u' = :' "0: = U = V, und die erate Gleichung (10) lieferl 
c 
,,+v c 1 

(14)' V = rv + v(l --) V" n' , 
1+ cn 

wenn wir nur die Glieder 1. Ordnung beibehalten. Fiir dispergierende 
Medien ist, wie bereits H. A. Lorents49) bemerkt hat, auf der rechten 
Seite noch eine Korrektur anzubringen.· Wie aus der Ableitung her­
vorgeht, hedeutet dann namlich n den Brechungsindex derjenigen 
Wellenliinge ).', welche im mitbewegten System K' wahrgenommen 
wird. Wegen des Dopplereffektes, dessen Theorie wir sogleich dal"­
legen werden, bestimmt sie sich aus der fur das System K giiltigen 
Wellenliinge 4 zu 

).' = 4(1 + ;) = }.(1 + :/;). 
(Wir beschranken uns wieder auf· Groaen 1. Ordnung.) Also wird 

_c_ = ~ __ c an. 41/.t' 
n(l') n(l) n l ill c' 

uud wenn wir noch n statt n(}.) schreiben, erhalten wir endlich 

(14a) c ( 1 1 an) V=-+v 1-----· n nl n ill 

Zeeman 50) ist es gelungen, das Vorhandensein dieses Zusatzgliedes 
auch experimentell sicherzustellen. 

Die Versuchsanordnung wurde neuerdi~gs mehrfach modifiziert, 
indem man das Licht nicht an festen, sondem an bewegten Fliichen 
austreten liea, und zwar auch senkrecht auf der Bewegungsrichtung 
des Korpers, in dem die Mitfiihrung bestimmt wird. Es wurden da­
bei bewegte Glas- oder Quarzkorper statt der Fliissigkeit bei F'ieeau 
verwendet. Die Theorie bedarf dann gewisser Modifikationen gegen­
iiber der des Fizeauschen Versuchs, und es resultieren andere End­
formeln. 51) Auch ersetzte man die translatorische Bewegung durcb 

49) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie d. elektrischen und optischen Er­
scheinungen in bewegten K(jrpern, Leiden 1895, p. 101. 

50) P. Zeeman, Arnst. Vers!. 23 (1914), p. 245; 24 (1915), p. 18. 
51) Solche Experimente wurden ausgefiihrt von G. Sagnac, Paris C. R. 157 

(1913), p. 708 u. 1410; J. de Phys. (5) 4 (1914), p. 177 [Theorie bei M. v. Laue, 
Miinchen Ber. 1911, p. 404 und Das Relativitatsprinzip, 3. Auf!. 1919]; F. Harrell, 
Diss. Jena. 191.1 und Bericht von O. Knqpf, Ann. d. Phys. 62 (1!)20), p. 389 [Zur 
theoretischen Deutung vgl.: P. Harzer, Asbron. Nachr. 198 (1914), p. 378 nnd 199 
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eine Drehung. Besonders bemerkenswert ist der Versuch von Sagnac51), 
bei dem aIle Apparatteile mitrotiert werden, weil er zeigt, da.6die 
Rotation eines Bezugssystems relativ zu einem Galileischen System 
durch optische Experimente innerhalb des Systems selbst festgestellt 
werden kann. Das Ergebnis des Experiments ist mit der Relativitits­
theorie vollig im Einklang. Schon fruher hatte Michelson 51a) einen 
ahnlichen Versuch vorgeschlagen, urn die Drehung der Erde optisch 
nachzuweisen, und Laue 51&) hat diesen V orschlag yom theoretischen 
:Standpunkt aus eingehend besprochen. Wir haben es hier mit einem 
optischen Gegenstiick zum Foucaultschen Pendelversuch zu tun. 3 

Als letzte der drei fiir die Optik bewegter Korper fundamentalen 
Erscheinungen besprechen wir hier gleich den Dopplereifekt, obwohl 
er nichts mit dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten zu tun hat. 
Betrachten wir eine sehl' weit entfernte LichtquelIe L, die im Sy-
1!Item K ruht. Mit einem zweiten System K' bewege sich em Be­
obachter in del' positiven x-Rich tung mit der Geschwindigkeit v rela­
tiv zu K. Die Verbindungslinie Lichtquelle-Beobachter schlieSe in K 
gemessen einen Winkel a mit der x-Achse ein, und die z-Achse liege 
iiberdies senkrecht auf der durch diese beiden Richtungen bestimmten 
Ebene. Dann ist in K die Lichtphase bestimmt durch 

A '.[ ,"COB .. +,linaJ .'rtF t . e. C , 

wo v die Normalfrequenz der Lichtquelle bedeutet. Wie wir im Ab­
schnitt III, Nr.326) noch genauer ausfuhren werden, muB die Phase 
,eine lnvanante sein. Es gilt also 

s ni~' rLt, %' cos a' +y' aiD "'] sni .. [t-:!'.o_l_a.:.;;+,"-.aiD_"J 
e C =e c· 

Mittels (I) folgt daraus sofort 
(15) v' = V 1 - {l cos a 

V1 (l2' 

(16) ,eosa-{l. , sina:V1-P! 
cosa = 1-peos"' sma = 1--{leosa 

woraus man weiter entnimmt 

(16a) t cl = sin a:~ 
g COS"-{l 

(1914), p. 10; A. Einstein, Astron. Na.ehr. 199 (1914), p. ,9 und 47]; endlich P. Zee­
man, Amst. Veral. 28 (1919), p. 1461 und P. Zeeman u. A. SnethZage, Amst. Vers!. 
28 (1919), p. 1462; Amst. Proc. 22 (1920), p. 462 u. 1i12; Die Theorie aller dieser 
Veral1che wird ausfiihrlich entwickelt durch M. v. Laue, Ann. d. Phys. 62 (1920), 
p.448. 

1i1 a.) A. A. Michelson, Phil. Mag.8 (1904), p. 716; M. v. Laue, Miinchen Ber., 
math.-phys. Kl. 1911, p. 405. 
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und 

(16b) 

V 19. W. Pauli Jr. Relativitatstheorie. 

fX.' ,!i+P a 
tg'2 = V l_p tg'2' 

Wir fligen noch die Transformationsformel fiir den raumlichen Winkel 
d.s? eines Strahlenbiindels hinzu. Da 

folgt aus 

(l6e) 

dSl.' Ii cos IX' 

dSl. - d cos IX ' 

, 1_pt 
1 + fJ cosa = i=-----;;'p...:.co-s-a 

durch Differenzieren Bofort 
, 1- pi 

(17) d.s? = ----d,Q· (l-pcos a)! 

Formel (15) bringt den Dopplereffekt zum Ausdruck, (16110) ist 
die Umkehrung unserer friiheren Gleichung (13). Wir haben also 
zugleich eine neue, strengere Ableitung der relativistischen Aberra­
tionsformel gewonnen. Wie zu erwarten war, stimmt aueh der Aus­
druck fur den Dopplereffekt mit dem klassischen in den GroBen 1. Ord­
nung, die allein der Beobachtung zuganglich sind, iiberein. Wie bei 
der Aberration bringt hier die Relativitii.tstheone insofern eine prin­
zipielle Vereinfaehung, als die in der alten Theorie und beim Schall 
auch tatsii.chlieh verschiedenen FaIle: ruhende Lichtquelle - bewegter 
Beobachter und bewegte Lichtquelle -- ruhender Beobachter voll­
kommen identisch werden. 

Fiir die Relativitiitstheorie charaktenstisch ist der Umstand, daB 
auch dann, wenn die Geschwindigkeit der Lichtquelle senkrecht zur 
Bliekrichtung gelegen ist (eos« = 0), der Dopplereffekt nicht ver­
schwindet. Vielmehr wird nach (15) in diesem Fall 

(17 a) 
, p 
1/=--' 

lh-p! 

Diese transversale Dopplerverschiebung nach Rot ist vollkommen im 
Einklang mit der fiir jede bewegte Uhr postulierten Zeitdilatation 
(Nr. 5). Bald nachdem Stark den Dopplereffekt in dem von den Kanal­
strahlteilchen emittierten Licht beobachtet hatte, wurde von Einstein6f) 
auf die Mogliehkeit hingewiesen, diesen transversalen Dopplereffekt 
durch Beobachtungen an Kanalstrahlen zu verifizieren. Bisher ist es 
jedoch nieht gelungen das Experiment durehzufiihren, da es iiu6erst 
sehwierig ist, « genau gleich 900 zu machen und den relativistischen 

4 transversalen Dopplereffekt vom gewohnlichen longitudinalen zu trennen. 

52) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1907), p. 197. 
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II. lIathematische Hilfsmittel. 

7. Die vierdimensionale Raum-Zeitwelt (Kinkowski). Wie im 
vorausgehenden Abschnitt dargelegt wurde, lassen sich die Postulate 
der Relativitiit und der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in die 
eine Forderung der Invarianz aller N aturgesetze gegeniiber der Lorentz­
Gruppe zusammenfassen Unter Lorentz-Gruppe wollen wir von nun 
an die Gesamtheit aller 0010 linearen Transformationen verstehen, welche 
die Identitii.t (II) befriedigen. Jede derartige Transformation kann aus 
Drehungen des Koordinatensystems (zu den en eventuell auch noch 
Spiegelungen hinzutreten konnen) und aus der speziellen Lorentz­
Transformation vom Typus (I) zusammengesetzt werden. 53) Mathe­
matisch gesprochen ist also die spezielle Relativitiitstheorie die In­
variantentheorie der Lorentz-Gruppe. 

Fur ihre Entwicklung sind die Arbeiten MinkowskisM) grund­
legend geworden. Durch konsequente Ausnutzung von zwei Umstii.n­
den gelang es ihm, die Theorie in eine au.BerordentIich elegante mathe­
matische Form zu bringen. 

1. Fiihrl man statt der gewohnlichen Zeit t die imaginiire Grope 
u = ict ein, so verhalten sich in der Lorentz Gruppe, also auch in den 
gegeniiber dieser Gruppe invarianten Naturgesetzen, Raum und Zeitkoor­
dinaten formal vollig gleich. In der Tat geht dann die fiir die Lorents­
Gruppe charakteristische Invariante 

x! + y2 + Z2 _ c2t! 

68) Sobald man von den Transformationen der Koordinaten selbst zu denen 
ihrer Differentiale iibergeht, entspricht den Verschiebungen des Koordinaten­
ur~prunges keine Transformation mehr (vgl. die folgende Nr.). 'Ober die Ein 
schrl!.nkung der in der Lorentz·Gruppe zulassigen Transformationen, welche 'von 
~en Realitii.tsverhli.ltnissen gefordert wird, und iiber die Umkehr der Zeit "gl. Nr. 22. 

64) H. Minkowski: 1. Das Relativilatsprinzip. Vortrag gehalten in der math. 
Gesellsch. zu Gottingen am 5. Nov. 1907. abgedruckt im Jahresber. d. Deutsch. 
Math. Ver. 24 (1915), p. 372 und in den Ann. d. Phys. 47 (1915), p.927. 2. Die 
Grundgleichungen fur die elektromagnetischen V organge in bewegten Korpern, 
<Gott. Nachr. 1908, p.53 und Math. Ann. 68 (1910), p. 4i2. auch separat, Leipzig 
1911. 3. Raum und Zeit, Vortrag gehalten auf der Natnrforscherversammlung 
in Roln arb 21. Sept. 1908, abgedruckt in der Phys. Ztschr. 10 (1909), p 104, 
,auch in dt'r Sammlung, Das Reiativitatsprinzip, Leipzig 1913. 1m folgenaen 
zitiert als Minkowski I. II und m. 

Als VorUi.ufer Minkowskis muB Poincare (Rend. Pal. 1. c. Anm. 11) genannt 
werden. der bereita die imaginare Roordinate ,,= ict gelegentlich einfiihrt und 
(lfters schon diejenigen GroJ3en zuaammenfa6t und als Koordinaten eines Punk­
tes im R4 deutet, die man heute a18 Komponenten eines Vektors bezeichnet 
Auch der invariante Abstand spielt in seinen tJberlegungen eine Rolle. 
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iiber in 
(18) 

V 19, W. Pauli jr. Relativitatstheorie. 

Es ist deshalb zweckmii,8ig, nicht von vornherein Raum und Zeit ZI1 

trennen, sondern die vierdimensionale Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit an 
sich zu betrachten, die wir mit Minkowski kurz Welt nennen wollen. 

2. Da der Ausdruck (18) gegeniiber Lorentz-Transformationen in­
variant und au8erdem eine quadratisehe Form der Koordinaten ist, liegt 
es nahe, ihn aIs Quadrat der Entfernung des Weltpunktes P(x, y, E, u) 
vom Koordinatenursprung zu definieren in Analogie zum entsprechen­
den Entfernungsquadrat Xl + y9 + all im gewohnlichen Raum. Dadurck 
wit-d in der Welt eine Geometrie (Metrik) festgelegt, die eine weitgekende 
VerwandtsChaft mit der Euklidischen Geometrie hat. Eine volle Identitiit 
beider Geometrien ist wegen des imaginiiren Charakters der einen 
Koordinate nicht vorhanden, der zum Beispiel zur Folge hat, daB zwei 
Weltpunkte mit dem Abstand Nun nicht notwendig zusarumenfallen 
miisseD; in Nr. 22 werden diese Verhii,ltnisse naher erlautert. Unge­
achtet dieser Unterschiede in den geometrischen Verhaltnissen konnen 
jedoch die Lorentz-Transformationen in Analogie zu den Drehungen 
des Koordinatensystems im Rs als orthogonale lineare Transformatio­
nen del' Weltkoordinaten und als (imaginare) Drehungen der Welt­
achsen angesehen werden. Und ebenso wie der gewohnliehe Vektor­
und Tensorkalkiil aufgefaBt werden kann als Invariantentheorie der 
orthogonalen linearen Koordinatentransformationen des Rs, nimmt die 
Invariantentheorie der Lorentz-Gruppe die Form eines vierdimensio­
nalen Vektor- und Tensorkalkiils an. 55) Zusammenfassend konnen wir 
also das aweite fiir die Minlwwskische Darstellung der Theorie wesent­
Hehe Moment so formulieren: Infolge des Umstandes, dafJ die Lorenta­
Gruppe eine quadratische Form der vier Weltkoordinaten invariant liifJt, 
kann die Invar-iantentheorie dieser Gruppe geometrisch eingekleidet werden 
und erscheint dann als naturgemiifJe Verallgemeinernng des gewoknlichen 
Vektor- und Tensorkalkuls fur eine vierdimensionale Mannig(altigkeit. 

8. Ubergang zu allgemeineren Transformationsgruppen. Urn 
hier gleich auch die flir die allgemeine Relativitatstheorie notigen 
mathematischen Hilfsmittel entwickeln zu konnen, wollen wir schon 
hier einige formale Ergebnisse derselben vorwegnehmen. 

Es ist dort nieht mehr moglich, den Abstand zweier in endlicher 
Entfernung voneinander befindlicher Weltpunkte in so einfacher Weise 

55) Die entscheidenden Ansatze fiir denselben finden sich in den zitierten 
Arbeiten Minkowskis. Eine systematische Darstellung wurde zuerst von Sotnmer­
feld gegeben: A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 749 und 33 (1910), p. 649. 
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zu definieren, wie es durch die Relation (18) geschehen ist. Doch 
laBt sich auch hier das Quadrat des Abstandes ds zweier unendlich 
benachbarter Punkte darstellen alB quadratische 1!'orm der Koordinaten­
differentiale. Wir bezeichnen die Koordinaten statt mit x, y, z) U mit 
xl, X2, x3, x'\ kurz mit x', die Koeffizienten dieser Form entsprechend 
mit gik und lassen mit Einstein die Summenzeichell fort, indem wir 
ein fur allemal festsetzen, daB uber jeden Index, der zweimal Yor­
kommt, zu summieren ist, wobei er die Werte 1, 2, 3, 4 durchlauft. 
Danll konnen wlr schl'eiben 

(19) ds! = gik dx' dxi (gjk = gH)' 

Die Sum men auf der rechten Seite sind so auszufiihren, daB i und 
lc unabhangig voneiuander je die Werte 1, 2, 3, 4 durchlaufen. Die 
Kombiuationen ik, in welchen i 4= lc ist, kommen deshalb insgesamt 
je zweimal, die Kombinationell i i nUr einmal in (19) vor. Dies hat 
zum Beispiel die Konsequenz, daB bei Differentiation der quadratischen 
Form 

nach ui sich ergibt 

(20) dJ 2 k 
du,i= gik u , 

was auch 1m Einklang ist mit dem Eulerschen Satz 

.dJ 2J 
u'dui = . 

1m Linienelement (19) werden die gik iill allgemeinen beliebige 
Funktionen der Koordinaten sein konnen. Dementsprechend hat es 
die allgemeine Relati vitatstheorie, nachdem die GroBen gik explisik 
eingefiihrt sind, mit der Invariantentheorie der Gruppe aller Punkt­
transformationen 

zu tun. 
Wir geben noch mit teilweiser Ergallzung des bisher Gesagten 

die folgellde Zusammenstellung der fur die Physik wichtigsten Trans­
formationsgrnppen, indem wir dem Erlanger Programm von F. Klein 56 .. ) 

folgen. Jede der angefdhrten Gruppen el1thiilt die yorangehenden als 
Untergruppen (B' ausgenommen). 

66a) F. Klein, Pl'ogramm zum Eintritt in die philosophische Fakultat, Er­
langen 1872; wiederabgedruckt in den Math. Ann. 43 (1893), p. 63. V gl. auch 
Kleins Vortrag: Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentz-Gruppe, Jahres­
ber. d. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 281 und PhYB. Ztschr. 12 (1911), p. 17. 
Siehe auch die Bemerkungen in F. Kleins Gesammelten mathematischen Ab­
handlungen, 1. Band, Berlin 19:!1, p. 666-067. 
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A. Die Gruppe der orthogonalen linearen Transformationen (Lorentz­
Gruppe), welche das Quadrat der Distanz 

s' = Xl 2 + XII + XSI + XI. J 

invariant lii.1\t. Dabei konnen die inhomogenen Transformationen naeh 
Belieben mitgezahlt werden oder nieht. Definiert man die Lorentz­
Gruppe jedoch als die Gruppe der linearen Transformationen der Ko­
ordinaten€lilferentiale, welche das infinitesimale Abstandsquadrat 

€ls! = €lx t S + €lX'll + €lX32 + €lx,,2 

invariant lassen, so besteht sie nur aus 006 homogenen Transform a­
tionen. Fur manehe Anwendungen sind jedoch gerade die Verschie­
bungen des Koordinatenursprunges wichtig. AuBerdem hat man noch zu 
unterscheiden zwischen den eigentliehen orthogonalen Transformationen 
mit der Funktionaldeterminante + 1, welche sich stetig in die iden­
tische Transformation uberfuhren lassen, und der umfassenderen Gruppe, 
die auch die gemischt orthogonal en Transformationen mit der Funk­
tionaldeterminante - 1 enthalt, welche mit einer Umklappung ver­
bunden sind. 

B. Die affine Gruppe, die aIle linearen Transformationen enthiilt. 
B'. Die Gruppe del' konformen Abbildungen, welche die Gleichung 

Xli + X,! + X,! + X'" = 0 

des Lichtkegels in sich uberfuhrt, so daB 

x/' + X'I 2 + X,'2 + X4'2 = Q(xt ! + x!! + xs! + x,') 
wird, wo f! eine beliebige Funktion der Koordinaten ist. fiber ihre 
Anwendbarkeit auf die Maxu'ellschen Gleiehungen und ihre Rolle in 
der Nor€lswomschen Gravitationstheorie vgl. Nr. 28 und 65 d). 

C. Die projektive Gruppe der linear gebrochenen Transformatio­
nen. Auf diese beziehen sich hauptsachlich die alteren Untersuchun­
gen der Mathematiker iiber nichteuklidiscbe Geometrie. Fur die Phy­
sik ist sie bisher von geringerer Wichtigkeit (vgl. jedoch Nr. 18). 

D. Die Gruppe aller Punkttransformationen, der die invariante 
Differentialform (19) adjungiert ist. Ihre Invariantentheorie ist die 
Tensorrechnung der allgemeinen Relativitatstheorie. 

E. Uber die noch umfassendere Gruppe von Weyl siehe Abschn. V, 
Nr.65. 

9. Tensorrechnung bei afftnen Koordinatentransformationen.56) 

Um den Ubelstand zu vermeiden, daB ein und dieselben Formeln in 

66) AuBer der in Nr. 'Z zitierten Literatur kommt hier in Betracht: H. Graftmann, 
Ausdehnungslehre von 1862, Berlin; M. tJ. Laue, Das Relativitatsprinzip, Braun­
schweig, 1. Aufi.1911, 3. Aufi.1919; H. Weyl,Raum-Zeit-Materie, Berlin,1.Aufl.1918, 
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der speziellen und in der allgemeinen Relativitatstheorie in verschie­
dener Weise geschrieben werden, wollen wir gleich die affine Gruppe 
unseren Betrachtungen zugrunde legen und uns nicht auf orlhogonale 
Transformationen beschrii.nken. Geometrisch bedeutet dies, daB wir 
auch schiefwinklige (nicht aber krummlinige) Koordinatensysteme zu­
lassen. Die gil; sind Konstante, haben aber nicht immer die Normal­
werle gu. = ~l' wie in den orlhogonalen Systemen. Dabei ist das 
GroJSensystem ~ik definiert durch 

(21) ~l' = {O fiir ~ += k 
1 " ,=k. 

Der Tensorkalkiil kann nun in verschiedener Weise begrilndet 
werden. Entweder man deutet die Tensorkomponenten als Projek­
tionen gewisser geometrischer Gebilde, o del' man charakterisierl sie 
rein algebraisch durch ihr Verhalten bei Koordinatentransformationen. 
Minkowski faBt bloJS den Vierervektor geometrisch auf, wahrend er 
zu dem von ihm zuerst eingefiihrten Begriffe des Fliichentensors (oder 
wie er sagt, des Vektors II. Art) auf rein algebraischem Wege ga­
langt. Durch Sommerfelds Arbeiten 55 a) wurde jedoch die geometrische 
Methode die herrschende und blieb sie, bis die Lorentz-Gruppe durch 
allgemeinere Transformationsgruppen ersetzt wurde. In der fi1r den 
Tensorkalkiil der allgemeinen Punkttransformationsgruppe grundlegen­
den Abhandlung von Ricci und Levi-Civita 56), an die Einstein 56) an­
kniipfte, findet sich nii.mlich auBer einem Ansatz fur die Interpretation 
der kontra- und kovarianten Vektorkomponenten keine geometrische 
Betrachtung. Erst durch spatere Arbeiten von Hessenberg, Levi-Civita 
und Weyl57) wurde das geometrische Moment wieder mehr betont. 

2. Auf!. 1919, 3. Auf!. 1920; G. Ricci u. T. Levi-Oivita, Meth. de calcul dHferentiel 
absolu et leurs application, Math. Ann. 64 (1901), p. 136; A. Einstein. Die for­
male Grundlage der allgemeinen Relativita.tstheorie, Berl. Ber. 1914, p. 1030 und: 
Die Grundlage der allgemeinen Relativitll.tstheorie, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 769. 
auch separat als Broschiire, Leipzig 1918. Eine abweichende Terminologie ver­
wenden G. N. Lewis, Proc. Am. Acad. 48 (1910), p. 186 und E. B. Wilson und G. N. 
Lewis, Proc. Am. Acad. 48 (1912), p. 387, vgl. auch den Bericht von G. N. Lewis, 
Jahrb. f. Rad. u. El. 7 (1910), p. 321. Ferner: H. Kafka, Ann. d. Phys. 68 (1919), 
p. 1; H. Lang, Diss. Miinchen 1919 und Ann. d. Phys. 61 (1920), p. 32. fiber die rezi­
proken Vektorsysteme vgl. man auch C. Runge, Vektoranalysis, Leipzig 1919, 
dessen Darlegung sich aber auf den Rs beschrinkt. Man vgl. zu den folgenden 
Darlegungen dieses AbBchnittes auch R. WeiteenbOck, Art. III E 7 dieser Enzykl., 
zweiter Teil, Abschn. C. - EB sei noch bcmerkt, daB die hier dargelegte Tensor­
rechnung bei affinen KoordinatentranBformationen nur der Terminologie nach 
von der in der Algebra iiblichen Invariantentheorie der Formen verschieden ist. 

66 a) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 1. c. 
67) Vgl. Literaturangabe in Nr. 10, 14 u. 16, Anm. 68a.), 66), 66), 67) u. 77). 
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Voll zur Geltung kommt es auch in der Dissertation von Lang.56) 

Die rein algebraische Darstellung hat den Vorzug der Einfachheit 
und Ubersichtlichkeit, die geometrische den der Anschaulichkeit. Wir 
folgen hier zunachst der ersteren, um dann fur spezielle FaIle der 
hier entwickelten Begriffe und Siitze auch geometrische Interprets.­
tionen zu geben. 

Die GroBen aWm ... rli ... , in denen die Indizes unabhii.ngig vonein­
ander die Werle 1, 2, 3, 4 annehmen konnen, heiBen Tensorkompo­
nenten, und zwar in den Indizes iklm ... kovariante, in den Indizes 
r st . .. kontravariante Komponenten, wenn sie sich bei der affinen 
Koordinatentransformation 
(22) 
mit der U mkehrung 
(23) rJf=ii,/3;", 

(worin die Koeffizienten ii,,1 die Bedingungen 

(24) "riii,{ = a{a-/, = 6/, 
erfiil.len), wie folgt transformieren: 

(25) a'. r.t"·=a (lu't"'ii,'allii,L ara' 57&) ,.l:lm .. • ,Ill,.... • .I: I'" (l U'" • 

Hierin ist der allgemeinen Vorschrift gemiiB fiber die doppelt VOl'­
kommenden Indizes zu summieren. (Uber die Verallgemeinerung die­
ser Definition idr beliebige Koordinatentransformationen siehe Nr. U.) 
Die Zahl der Indizes der Komponenten eines Tensors heiSt sein Bang. 
Die Tensoren 1. Rl1nges heiSen auch Vektoren. Das einf'achste Bei­
spiel fiir solche sind die (kontravarianten) Kool'dinaten x, eines Punk­
tes. Auch die durch (21) definierten GroBen 6,.1: bilden zufoIge (24) 
die Komponenten eines Tensors, und zwar im Index i kovariante und 
im Index k kontravariante. Dieser Tensor 6/, hat iiberdies die Eigen­
tiimlichkeit, daB seine Komponenten in allen Koordinatensystemen die 
gleichen Werte annehmen. 

Durch Addition zweier Tensoren erhlilt man einen neuen Tensor 
gleichen Ranges, durch Multiplikation einen Tensor bOheren Ranges, 
z. B. 

a,b" = Cik, a,b" = c,". 
Durch Verjiingung, d. h. Summation iiber korrespondierende Indizes 

67 a) Wir hielten es fiir richtiger, die Benennungen "kontravariant" unci 
"kovaria.nt" entsprechend der historisch alteren Bezeichnung "kogred ient" und 
"kontragredient" zu vertauschen, so daB dann die Grllilen, die sich 80 wie die 
Koordinaten tra.nsformieren, kovariant genannt wiirden. Doch fiigen wir uns· 
hier der jetzt allgemein iiblichen, von Ricci u. LeW-Oivita herriihrenden, auch 
von Einstein und Weyl (1. c. Anm. 56) angewandten Bezeichnung. 
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der oberen und unteren Reihe, erhiilt man einen Tensor niedrigeren 
Ranges. So z. B. aus dem Tensor 2. Ranges t/, die Invariante t = tl 
(wobei unserer Vorschrift entsprechend das Summenzeichen wegge­
lassen ist). Man kann auch Multiplikation und Verjiingung kombi­
nieren. Man bilde z. B. zuerst durch Multiplikation aus at und bi 

den Tensor 

und dann durch Verjiingung die Invariante 

s = s/. 
Diese erhiilt man aber auch direkt aus den Vektoren at und bi mittels 
der Operation s = a.b'. 

Ebenso erhalt man aus dem Tensor 2. Ranges aile und dem Vektor x 
den Vektor 

und die Invariante J = aikrta!'. 

Die hier angewandte Regel laSt auch eine Umkehrung zu: 1st a;rt 
bei beliebigcm Vektor xi eine Invariante, so sind die a; kovariante 
Komponenten eines Vektorsj ist aic = alei und ailex;x" bei beliebigem 
Vektor Xi eine Invariante, so sind die aile kontravariante Komponen­
ten eines Tensors 2. Ranges usf. Die Verallgemeinerung dieser Siitze 
ftlr Tensoren beliebigen Ranges erhellt unmittelbar. 

Ein Tensor heiBt in den Indizes i und k symmetrisch bzw. schief­
symmetrisch, wenn seine Komponenten bei Vertauschung der Indizes 
i und k sich nicht ii.ndern, bzw. bloB ihr Vorzeichen wechseln (z. B. 
ail: = aw bzw. ail: = - al: i )' Wie leicht zu verifizieren ist, sind diese 
Relationen vom zuiallig gewahlten Koordinatensystem unabhii.ngig. 
Dabei ist aber wesentlich, daB die beiden Indizes i und k derselben 
Indexreihe (entweder beide der oberen oder beide der unteren) an­
gehOren. 

Die in (19) eingefiihrten GroBen gil: bilden ebenfalls einen Ten­
sor, wie aus der Invarianz von gikXia,Jc58) folgt. Er ist sowohl fur 
die Geometrie als auch fiir die Physik von der grotiten Bedeutung 
und heiBt der metrische Fundamentaltensor. Man kann aus den gilt 
auf folgende Weise neue Tensorkomponenten gewinnen. Man bilde 
zuerst die Determinante 9 der gic 

(26) 9 = Ig;,. i, 

68) Im Giiltigkeitsbereich der affinen Gruppe bra.nchen die beiden Pnnkte, 
deren Entfernnngsqua.drat durr.h gilt fJ:ifJ:le bestimmt ist, nicht ala unendlich be­
nachbart angenommen werden, vgl. die folgende Nr. 
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und dividiere daun die zu einem bestimmten Glied gik konjugierte 
Unterdeterminante durch g. Man erhalt auf diese Weise 10 GroBen 
9'" (t k = gk~, welche die Relationen 

(27) 

erfiillen. 

(2680) 

g. ",.tee = lJ.k aaY , 

(Es sei auch gleich die Beziehung 

Ig'kl = ~ 
9 

angemerkt.) Wir behaupten, daB sie kontravariante Tensorkomponen­
ten 2. Ranges sind. Beweis: Aus den kontravarianten Komponenten 
ak eines Vektors erhalt man durch Multiplikation mit gu und Ver­
jiingung kovariante Komponenten: 

(28) 

Da die Umkehrung dieses Gleichungssystems 

(2880) a' = glkak 

lautet und die Komponenten ak ganz beliebig sein konnen, folgt nach 
dem friiher erwiihnten Satz der Tensorcharakter der Dik. 

Wir bezeichnen die GroBen a, und at als kovariante und kontra­
variante Komponenten desselben Vektors. Analog definierl man an 
Tensoren hOheren Ranges das Herauf- und Heruntersetzen der Indizes 
und betrachtet die betreft'enden GroBensysteme als zum gleichen Ten­
sor gehorig, z. B. 

(28b) a = g. gar' = g. ar aik = nir",.t'a = gira k ik Ir i. .r k' .'1:J r. r . 

Durch das Herauf- und Heruntersetzen von Indizes wild die Richtig­
keit einer Relation zwischen Tensoren nicht gestort, nur mu.8 beim 
Verjiingen stets iiber korrespondierende Indizes der oberen und der 
unteren Reihe summiert werden, z. B. 

(29) 
J = alb' = aib" 

Hiermit sind die Regeln der Tensoralgebra erschOpft. Die Ten­
soranalysis, d. h. die V orschriften, wie man durch Differentiation von 
Tensoren nach den Koordinaten neue Tensoren ableitet, folgt fiir die 
affine Gruppe so fort aus der Tensoralgebra durch die Bemerkung, daB 

sich die Operation iJ ~ formal in jeder Hinsicht wie die kovarianten 

Komponenten eines Vektors verbalt. Die naturgemii.Be Ordnung und 
geometrische Deutung dieser Operationen kann erst bei der Be­
sprechung des Tensorkalkiils der allgemeinen Transformationsgruppe 
gegeben werden. 
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10. Die geometrische Bedeutung der kontra- und kovarianten 
Komponenten eines Vektors.58a) Den Vektor konnen wir geometrisch 
darstellen ais Strecke und nennen ihn deshalb auch Linientensor. 
Seine kontravarianten Komponenten sind dann durch deren Parallel­
projektionen auf die Koordinatenachsen gegeben. Wenn wir den An­
fangspunkt des Vektors in den Koordinatenursprung legen, so sind 
sie zugleich identisch mit den Koordinaten des Endpunktes, und diese 
transformieren sich in der Tat beim Ubergang zu einem neuen Ko­
ordinatensystem nach der vorigen Nr. genau so, wie es von den 
kontravarianten Komponenten eines Vektors definitionsgema6 verlangt 
wird. Analog wie im Rs lii.6t sich ferner die Sum me zweier Vek­
toren als Diagonale des Parallelogramms darstellen. 

Wir mussen nun Entfernungen und Winkel einfuhren und gehen 
zu diesem Zweck von einem Cartesischen (orthogonalen) System 
(Xli Xi' Xs, X,) aus. In diesem ist das Langenquadrat eines V ektors ~ 
mit den Komponenten Xi gegeben durch 

(30) ~2 =.:s X,i 59) , 
i 

und zwei Vektoren hei6en aufeinander senkrecht stehend, wenn 

(31) 

verschwindet. 1m allgemeinen heiSt (~t)) das skalare Produkt der 
V ektoren ~,t). Die Invarianz dieser Definition gegenuber orthogonalen 
Transformationen foIgt aus der Invarianz von (30) mittels der Relation 

(l~ + 1't))2 = 12~2 + 2ll'Cn) + 1'2t)2. 

Do. diese Form in lund I' definit ist 59), folgt auch noch 
(n)2 - ~2t)2 < 0, 

(worin uberdies das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ~ und t) par­
allel sind: ~ = at)). Wir konnen also durch 

(32) cos(~ t))=~ , ~ 
den von zwei Richtungen eingeschlossenen Winkel definieren. Die 
geometrische Bedeutung des skalaren Produktes ist dieselbe wie im 
gewohnlichen Raum: es ist gleich dem Produkt aus der Orthogonal­
projektion des V ektors ~ auf die Richtung von t) und der Lange von t). 

68a) In den Darlegungen dieser Nr. Bchlie.8en wir uns an G. Hessenberg au 
[Math. Ann. 78 (1917), p. 187]. 

59) Wir nehmen hier an, daB in (30) aHe Quadrate daB positive Zeichen 
haben und die Koordinaten reeH sind. Auf die abweichenden Verhaltnisse in 
der wirklichen Raum-Zeitwelt kommen wir in Nr. 22 zuriick. 
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Man erkennt das sofort, wcun man das ol'thogonale Koordinaten­
system spezieIl so wahlt, daB eine Koordinatenachse die Richtung 
von ~ hat, was immer moglich ist. 

Um nun auch die Ausdrilcke filr Lange und skalares Produkt in 
einem beliebigen schiefwinkligen Koordinatensystem zu finden, cha­
rakterisieren wir zunachst ein solches System durch seine vier Achsen­
vektoren ek k = 1, 2, 3, 4, deren kontravariante Komponenten in die­
sem System 

(33) 

e1 = (1, 0, 0, 0) 

eJ = (0, 1,0,0) 

es = (0, 0, 1, 0) 

e, = (0, 0, 0, 1) 

lauten. Ihre Langen sind im aIlgemeinen von 1 verschieden. Es wird 
also zwar die Lange eines Vektors selbst mit einem fur aIle Koordi­
natensysteme gleichen MaBstab gemessen, die Projektionen auf die 
Achsen dagegen mit MaBstiiben, die sogar fur die Achsen desselben 
Koordinatensystems im aIlgemeinen verschieden sind. Es kann daun 
jeder V ektor ~ in der Form geschrieben werden 

(34) ~ = :Jfek • 

Filr Entfernung und skalares Produkt folgt daraus sofort 

(35) ~i = (:hi)· (:Jfek) = (eiek)af:Jf = Uik afaf, 

(36) (~~) = (:tei ) (y"ek) = (ejek):ty" = Ui/,:ty" 
mit 
(37) 

Wir haben also zugleich die geometrische Bedeutung der GroBen Ujk 

ermittelt. 
Nun filhren wir das zum Vektorquadrupel ek reziproke Vektor­

quadrupel ek* ein. Es ist definierl durch die Relationen 

(38) (eje/) = dl, 
d. h. die Vektoren ei* stehen auf den von je drei Vektoren ei gebildeten 
Raumen senkrecht, und ihre Langen sind auBerdem geeignet normiert. 
Bezeichnen wir nun mit Xi die Parallelprojektionen von ~ auf die re­
ziproken Achsen gem essen mit den zugehOrigen EinheitsmaBstaben, 
so gilt 

(39) ~ =xA*' 

Um den Zusammenhang zwischen den Xi und den Xi zu finden, mul­
tiplizieren wir nun die GIeichung 

(39 a) 
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skalar mit e,. Mit Rucksicht auf (37) und (38) erhalten wir 

(40) x. = gj/cx/', 
das heiat: Die Parallelprojektionen des Vektors ~ auf die resiproken 
Achsen, gemessen mit den resiproken EinheitsmafJstiiben sind seine ko­
varianten Komponenten. 60) Multiplizieren wir andererseits (39a) shlar 
mit e.*, so folgt 

also wegen Xi = g;"x,,:· 
(41) g'" = (e,*e,,*). 
Indem man die Ausdrucke (34) und (39) fur ~ einerseits einzeln qua­
driert, andererseits miteinander multipliziert, erhiilt man noch 
(35 a) ~2 = gnx'x/' = rPx;x" = Xix' 
und ebenso ergibt sich fiir das skalare Produkt aus 

~ = x"e" = x"e,,*, ~ = ?Ie" = y"e,,*: 
(36 a) (~~) = guXiy" = !jkx,y" = X;,!!, = XiYi. 

Es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Achsenvektoren e, 
bei einer Koordinatentransformation verhalten. Sind e/ die Achsen­
vektoren des neuen (gestrichenen) Koordinatensystems, dann gilt fiir 
einen beliebigen V ektor ~ 

~ = x'ie;' = x/'e". 
Mit Riicksicht auf (22) und (23) folgt daraus 

(42) 
und 
(43) 

Die a/ sind also die Komponenten der ncuen Achsenvekto,.en im alien 
System, die ct"i die der alien Achsenvektoren im neuen System. Mau be­
statigt iiberdies die aus (25) folgenden Transformationsformeln fur 
den Fundamentaltensor Ui" auf Grund von (37) und (42). 

60) Bei Ricci und Levi-Civita sowie bei Lang, 1. c. Anm. 56), werden die 
kovarianten Vektorkomponenten als 01·thogonalprojektionen auf die urspriinglichen 
Achsen gedeutet. Dann mua aber noch ein Faktor hinzugefiigt werden, der die 
Einfachheit und Symmetrie der Formeln stort. Aus (39) folgt namJich durch 
skalare Multiplika.tion mit t;: Xi = Ce,!). Die Orthogonalprojektion von! auf ti 
ist a.lso gleich 

(Ober i ist hierin nicht zu summieren.) Es sei noch bemerkt, daB im Carle­
sis chen System, in dem die gil< die Werle iil annehmen, der Unterschied zwi­
schen kontra- und kovarianten Komponenten verschwindet und auch die Achsen­
vektoren e. dieses Koordinatensystems mit ihrem reziproken Vektorquadrupel 
identisch werden. 
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11. Flii.ohen- und Raumtensoren. Vierdimensionales Volumen. 
Nach del' Strecke ist das naehsthohere geometrische Gebilde die 
]'lache, dementsprechend folgt auf den Linientensor der FIachentensor. 
Zu diesem gelangt man auf folgendem Weg. Zwei Vektoren ~, ~ 
spannen ein zweidimensionales Parallelepiped auf. Dessen aehsen­
paraIlele Projektionen auf die sechs zweidimensionalen Koordinaten­
ebenen, gemessen in den seehs Parallelepipedell der Achsenvektoren eil 
sind gegeben durch 
(44) ~ik = Xiyk - X<'!I. 
Sie bilden also die kontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Ranges, 
und zwar eines sehiefsymmetrischen: es bestehen die Relationen 
(45) ;ik = _ ;.l:i. 
LiiBt man die reziproken Achsen und die aus den e,* gebildeten Ein­
heitsfl.achen an die Stelle der oben verwendeten treten, so erhiilt man 
die kovarianten Komponenten 

(44110) ;jk = XtYk - X"Yi' 

Man nennt nun jeden schiefsymmetrisehen Tensor 2. Ranges, d. h. 
jeden Tensor 2. Ranges, dessen Komponenten die Relationen (45) er­
flillen, einen Fliichentensor. Zwal' lii6t sich nicht jeder solche Tensor 
in der Form (44) darstellen, - denn die ~ik dieser speziellen Form er­
ffillen die Identitii.t 

~ ~~+~~+~~=O 
- wohl aber als die Summe zweier einfacher Flii.chentensoren der 
It'orm (44). Die Invariante 
(47) J = t~ikSik 

stellt den Inhalt des ParaIlelogramms dar. Sind allgemeiner ~I: und 
flil. zwei Flii.chentensoren del' speziellen Form (44), so gibt die In­
variante 
(48) J - 1.1: ik 

- ":aSik"1 

das Produkt aus der Orthogonalprojektion des Parallelepipedes ~ik 

auf 'YJil: und der GroBe von 'lJik an. Die analogen Invarianten fur all­
gemeine Flachentensoren sind die Summe von Produkten derartiger 
FliichengroJ.\en.60a) fiber die invariantentheoretische Bedeutung der 
linken Seite von (46) beim allgemeinen Fl.ii.ehentensor siehe Nr. 12. 

60110) Wir mochten in diesem Zusammenhang auf die Pliickerschen Linien­
koordinaten hinweisen. Sind Q)l ••• Q), und '!It .•. '!" die homogenen Koordinaten 

zweier Punkte einer Geraden des dreidimensionalen Raumes (so da8 Q)l ••• its 
Q), Q), 

und ~- . " 'Us daren gewllhnliche Koordinaten sind), so li8t sich die Gera.de 
'!I. Y. 
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11. FIachen- und Raumtensoren. Vierdimensionales Volumen. 579 

Der Raumtensor wird dargestellt durch ein dreidimensionales 
Raumstiick, welches von drei Vektoren !, ~,3 aufgespannt wird. Seine 
Komponenten sind gegeben durch die Determinanten 

(49) 

! ~i '1'/ ~i 

;ikl = ;k 'YJk bk , 

;' 'YJ' b' 

~; 'YJ. ~; 
;jkI = ;k 'YJk bk 

;, 'YJ, bl I 
Sie erfullen die Symmetriebedingungen, daB sie beirn Vertauschen 
zweier Indizes das V orzeichen wechseln. Die Zahl der unabhiingigen 
Komponenten ist 4. Zurn Unterschied vom Fliichentensor ist (49) 
schon der allgerneinste Raurntensor, d. h. jeder Tensor 3. R,anges, 
dessen Kornponenten die erwahnten Syrnmetriebedingungen erfullen, 
laBt sich in der Form (49) darstellen. 

Vier VektOl'en !(l), ~(2l, ~(3), ~(4) spannen ein vierdimensionales 
V olumelement auf. 1m cartesischen System ist des sen GroBe einfach 
gleich der Determinante der 4x4 Komponenten der Vektoren ~. Nach 
(34) und (39) driickt sich diese durch die Komponenten im schief­
winkligen System wie folgt aus: 

(50) S = I !ilk I . Ie; j = J iHk I ·1 e,* I, 
wie man durch Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinan­
ten findet. 1 e; 1 und I e,*! bedeuten darin die Determinanten der 4x4 
Komponenten der Vektoren ei bzw. e;* im cartesischen System. Man 
erhalt ihren Wert durch Quadrieren und nochmalige Anwendung des 

definieren durch die sechs Gr1jf3en Pi k = Xi Yk - XkYi, deren Verhiiltnisse von der spe­
ziellen Wa.hl der zwei Punkte auf der Geraden unabhli.ngig sind. Diese GroBen 
P'k geniigen der Rela.tion (46). Die formale Analogie zum Flilchentensor in der 
vierdimensionalen Welt ist eine vollkommene. 

1st femer ~;k zunachst ein spezieller Flachentensor vom Typus (44110), so 
wird durch dxi = SiA: Xk einem jeden Vektor Xi eine infinitesimale Verschiebung 
zugeordnet. Da dxi in der Ebene des Flachentensors Sik liegt und auf' Xk seuk­
recht steht, hat man es mit einer infinitesimalen Drehung des R4 vom Betrag 
und Umlaufssinn von S,k zu tun. 1st ~ik ein Flachentensor von allgemeiner Art, 
so entsteht die betreffende Verschiebung durch Addition zweier zueinander ortho­
gonaler Drehungen und kann als Schraubung bezeichnet werden. Minkowski 
selbst (III, 1. c. Anm. 54) heht die Analogie des Flachentensors zur Kraftschraube 
hervor. Die entsprechende Analogie im dreidimensionalen Raum findet eine 
weitgehende Anwendung auf die Mechanik in der Schraubentheorie von Sir 
Robert Ball (A Treatise on the Theory of Screws, Cambl'idge 1900). V gl. auch 
den zugehOrigen Aufsatz von F. Klein, Ztschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 237 und 
Math. Ann. 62 (1906), p. 419. 

Es sei auch bemerkt, da£\ die selbstandige Bedeutung del' Flachentensoren 
gegeniiber den VektOl'en in mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten Bchon von 
H. Graf3mann, 1. c. Anm. 56), erkannt und naher ausgefiihrt wurde. 
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580 V 19. W. Pauli jr. Relativitatstheorie. 

Multiplikationssatzes der Determinanten mit Riieksicht auf (37), (41) 
und (26a) zu 

I e,IJ = I (e,ei)l = Igul = gj I e,*II= I (e,*ei*) 1= ilkl =.!.. 
Also ergibt sieh endlieh fur das invariante V olumen : 9 

V I w.I:,r;: (j) 1 (61) ~ = x ,. yg = I xkl'-' 

Da sich das vierfache Integral yg 
j dx1 dxl dxs dx', 

welches wir der Kiirze wegen einfaeh jdx schreiben wollen, beim 
tThergang zu einem neuen Koordinatensystem wie die Determinante 
I ~i I transformiert, ist das Volumen eines beliebigen Gebietes nach 
(61) gegeben durch 
(62) 

1st das Integral 

A=jVgdx. 

jfJJdx 

eine Invariante, so nennen wir mit Weyl6!) fJJ eine skalare Dichte. 
Eine solehe entsteht aus einem gewohnlichen Skalar dureh Multipli-

kation mit Yo. 
Analoges gilt von der Vektordichte mit den Komponenten Wi, 

die dureh die Bedingung definiert ist, daB die (iiber ein unendlich 
kleines Gebiet erstreckten) Integrale 

jWidx 

einen Vektor bilden. Allgemein sprechen wir in einem analogen Sinn 
von einer Tensordiehte. Man erh81t sie ebenfalls aus gewohnlichen 
Tensoren durch Multiplikation mit Yo. 

Bei der in N r. 9 beaprochenen Systematik der Tensoren wurde 
auf die Symmetriebeziehungen der Komponenten keine Riickaieht ge­
nommen. Wir haben jedoch geseheu, daB z. B. die achiefsymmetri­
schen von den symmetriachen Tensoren 2. Rangea in geometrischer 
Hinsicht vollstaDdig versehieden sind. Bei der Tenaoranalyais wird diese 
Verschiedenheit von neuem hervortreten (a. Nr. 19 u. 20). Es empfiehlt 
aich infolgedeasen nach dem Vorgang von Weyl61) und in Anlehnung 
an die Terminologie in GrafJmanns Ausdehnungslehre neben der friiher 
verwendetfln auch eine neue Systematik der Tenaoren einzufdhren. 
Man bilde wie in (44) und (49) die GroBenreihe ~i, go.l:, gw, •.. Die 
Tensoren 1. Stufe (Linientensoren) I., 2., 3., ... Ranges entstehen 
dann aus den linearen, quadratischen, kubischen, ... Formen der einer. 

61) H. Weyl, Ztschr. f. Math. 2 (1918), p. 884; Raum - Zeit - Materie, 
8. Aufi., Berlin 1920, p. 92 if. 

62) R. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufi., Berlin 1918, p. 46-51. 
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12. Duale ErgJtnzung zu Flichen- und Raumtensoren. 581 

V erschiebung ~i 1:' I:i I:k 1:/1:kl:1 a,s', ai.l:S s, a'.l:IS S s, ••• 

Ebenso bei den Tensoren 2. Stufe (Flichentensoren): 
b 1:1l: b i:ntlm 
iiS, iklm S S , ••• 

Damit die Koeffizienten durch die Formen eindeutig bestimmt sind, 
mussen sie gewissen Normierungsbedingungen genugen. Die an, am ... 
z. B. mussen bei Vertauschung zweier beliebiger Indizes unverindert 
bleiben, die biJ: miissen schiefsymmetrisch sein, endlich muB fur die 
Komponenten bik1m des Fliiehentensors 2. Ranges gelten: 5 

(63 a) bik1m = - bkilm = - bikml = b,m":, 
(53 b) biklm + bUmk + bimkl = 0, 
letz'teres folgt aus den Relationen (46). Ein derartiger Fliehentensor 
2. Ranges ist der Krummungstensor (s. Nr. 16). Die Zahl der unab­
hingigen Komponenten eines solchen Tensors reduziert sich im n-di­

mensionalen Raum auf Gruna von (53a) und (53b) auf ,,1(,,;; 1). Die 

hier dargelegte Systematik umfaBt bei weitem nieht alIe GraBen, die 
unter die in Nr. 9 formulierte Definition des Tensors fallen. Doeh 
spielen nur diejenigen Tensoren, die sich ihr einordnen lassen, in den 
physikalischen Anwendungen eine Rolle. 

12. DuBle Erginzung zu Flichen- und Raumtensoren. In einer 
vierdimeDsionalen Mannigfaltigkeit kann jedem Flii.ehenstuck 
(54) gil: = :t?/ - a!''11 
ein normales zugeordnet werden von der Eigensehaft, daB aIle Ge­
raden des letzteren auf allen Geraden des ersteren senkrecht stehen. 
Wir nennen es zu gi.l: dual, wenn es auBerdem dieselbe Gro.8e hat. Es 
ist zunachst bestimmt durch 

~*i.l: = X*'Y*k _ X*"y*i, 

worin die Vektoren X*i, y*i auf :If, 11 normal sind: 

x,*:If = 0, X,*yi = 0, y,*xi = 0, 11,*11 = o. 
Eine einfache Rechnung zeigt dann, daB die Komponenten ~*'" aus 
den Komponenten von ~i1: einfach durch eine gerade Permutation 

hervorgehen, wobei aber noch ein Faktor Vu bzw. ~ hinzuzufugen ist: 

1:*1<1 = _1 I: I:*!' = _1 I: 1:*34. _ ~I: 
S Yo SIS' S Yo S811 S - Yo Sill, 

1:* IS _ -.!.. I: 1:*81 _ 1 I: 1:*11 1 I: 
S - Yo Sw S - Vg SUI S = yg S8'· 

(54 a) 

Analog durch Vertauschung von ~'.I: und ~*'1:: 

eu.* = Yo en, ~tl = VU ~1I1, es,* = Yu Sll, 
SI'* =Yos1<l, ~31* = Yusl', ~1I* =YU~M. 

(54 b) 
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582 V 19. W. Pauli jt'. Relativitlttstheorie. 

Dureh die gleiehen Relationen ordnet man dem Flaehentensor ~u aueh 
dann den dualen zu, wenn dieser nicht von der speziellen Form (44) 
ist. Durch skalare Multiplikation des Fliiehentensors ~k mit seinem 
dualen Tensor ~*ik nach (48) erhalt man eine Invariante VOll beson­
ders einfaehem Bau: 

(46110) 

In genau entspreehender Weise laBt sich einem Raumtensor ~iil 

ein dualer V ektor ~*' zuordnen. Es ist dies diejenige Strecke, die auf 
allen Geraden des Raumstiickes senkrecht steht und deren Lange 
gleich ist dem V olutninhalt desselben. Es ergiht sieh wieder fur 
irgendeine gerade Permutation iklm: 

(55) 

13. Ubergang BUr aligemeinen Geometrie Riemanns. Wir gehen 
nun duu iiber, die Invariantentheorie der Gruppe aller Punkttransforma­
tionen zu besprechen. Hierzu ist erforderlich, zunii.chst auf die MaJ3-
bestimmung und die Siitze der allgemeinen Riemannschen Geometrie 
einzugehen. Die iiJteren Geometrien von Bolgai und Lobatschewskg, 
welche das Euklidische Parallelenaxiom aufgegeben haben, behalten alIe 
das Axiom der freien Beweglichkeit starrer Punktsysteme (Kongruenz­
axiom) bei und gelangen deshalb bloB zu den speziellen FaIlen der 
Rii.ume konst&nter Kriimmung. Auch von der projektiven Geometrie 
ausgehend kommt man zu keiner allgemeineren Metrik. Die Moglich­
keit einer solchen wurde zuerst von Riemann 63) ins Auge gefaJ3t. 
Die Modifikation des Begriffes vom starren KOI-per in der speziellen 
und allgemeinen Relativitii.tstheorie hat es mit sich gebracht, daB man 
heute die so lange als evident angesehenen Kongruenzaxiome aufgeben 
und demnach die allgemeine Riemannsche Geometrie den Betrach­
tungen iiber Raum und Zeit zugrunde legen muB. 

Wir nehmen an, daB sich eine gewisse endliche Umgebung eines 
jeden Punktes der Mannigfaltigkeit, die wir betraehten wollen (wir 
wollen der Kiirze wegen bisweilen einfach von "Raum't sprechen) ein­
eindeutig und stetig durch Koordinaten Xl, Xl, ... x" kennzeichnen 
laBt. Von der gansen Mannigfaltigkeit braucht dies keineswegs vor-

68) B. Biemann, fiber die Hypothesen, welche der Geometde zugrunde 
Hegen. Habilitationsvortrag, gehalten im Jahr 1864.. AUB dem Nachla.J3 Bie­
lIIann8 herausgegeben von Dedekind in den Gott. Nachr. 13 (1868), p. 183. [Rie­
manns GeB. Werke, p. 254..] Neuerdings separat a18 BroBchiire erschienen, her­
ausgegeben von H. Weyl, Berlin 1920. 
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18. Axiomatik der Riemannschen Geometrie. 583 

ausgesetzt zu werden. Die Zahl n der Dimensionen der Mannigfaltig­
keit lassen wir zunachst beliebig. Der Grundbegri:ff der Metrik ist 
dann die Lange seiner gegebenen Kurve 

xc = XC(t), (k = 1,2, ... n) 

wo t einen beliebigen Parameter bedeutet. Erst nachdem sie irgend­
wie physikalisch definierl ist, konnen die Ergebnisse der mathemo,ti­
schen Untersuchung auf die in der Wirklichkeit vorhandene Mannig­
faltigkeit angewendet werden. 1m Ra mussen wir uns jedenfalls den 
starren MaBstab durch einen beliebig biegso,men Ma8faden ersetzt denken. 

Es handelt sich nun darllm, uber die Funktion set) plausible An­
nahmen zu machen. Indem solche Annahmen blo8 fiber den Differen-

tialquotienten :: gemacht werden, kennzeichnet sich die Riemannsche 

Geometrie ala N ahegeometrie, im Gegensatz zur Euklidischen Ferngeo­
metrie. Als erstes Axiom stellen wir folgendes auf . 

.Axiom I. Der Differentialquotient :: in einem bestimmten Ktw1Jen-

pun1ct soll blop abhangen von den Differential.quotienten ~~ in cliesem 
Punkt, nicht von clen hOheren Differentialquotienten und f)om sonstigen 
Verlauf cler Kunm. 

Do, die Bogenlange s von der Wahl des Parameters t unabhangig 

ist, folgt daraus, da8 :: eine homogene Funktion ersten Grades der 

Gro8en ~~ sein muS. Als Abst&nd zweier Punkte wird man die 

Bogenlange der kiirzesten sie verbindenden Linie bezeichnen. Eine 
solche Linie hei8t auf einer zweiten senkrecht stehend, wenn die Di­
stanz von irgendeinem Punkt P der Linie 1 vom Schnittpunkt 8 
beider Linien kleiner ist als die Distanz von P von irgendeinem an­
deren Punkte Q der Linie.2. Gemi8 dem Axiom I. kommt as dabei 
auf die Lage des Punktes P auf del' Linie 1 nicht an, sondern nur 

auf die Differentialquotienten (~~t und (~~~\ in 8. Man kann dB­

her auch sagen, die Richtung 1 ist orthogonal zur Richtung.2. 1m 
allgemeinen wird daraus nicht folgen, da8 auch 2 orthogonal auf 1 

ist. Wir wollen jedoch die Art der Funktion :: durch ein zweites 

Axiom festlegen: 

.Axiom II. :: soU die Quadratwurzel aus einer quaclratischen Form 

cl d:e" '. ds -V d:ei d~ er Tt sean. dt = gil: dt Tt, 

wofUr wir kUrzer sckreiben konnen: 

(19) dss = gu clx' dxll. 
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584 V 19. W. Pauli jr. Relativita.tstheorie. 

Dies ist die in Nr. 8 angeschriebene GIeichung. Das Axiom II. kann 
als Pythagoreischer Lehrsatz fiir unendlich benachbarte Punkte be­
zeichnet werden. Gerade diese Einschriinkung seines Giiltigkeitsbe­
reiches charakterisiert den Ubergang von der Fern- zur Nahegeometrie. 
Infolge des Axioms II. ist die Orthogonalitiit zweier Richtungen eine 
reziproke Beziehung. Umgekehrt, wenn dies immer eine reziproke 
Beziehung ist, muB das Linienelement von der Form (19) sein.") Man 
kann deshalb das Axiom II. auch dUl'ch das folgende ersetzen: 

Axiom II'. Wenn die Bichtung 1 in P orthogonal ist aUf der 
Bichtung 2, so ist auch 2 orthogonal auf 1. 

Legt man das Axiom II zugrunde, so kommt man fiir n = 2 
auf die Gauj3sche Geometrie auf beliebig gekriimmten Flii.chen zuriick. 
Sowie man sich jede derartige F1iiche in einem euklidischen ~ denken 
kann, kann auch jeder Riemannsche Raum B" in einem euklidischen 

B .. (,,+l) eingebettet werden e'l(n:- 1) entspricht dabei del' Zahl der 
I 

Komponenten g,,,). Doeh lassen sich alIe fiir die RelativitatBtheorie 
wichtigen geometrischen Siitze auch herleiten, ohne daB von dieser 
Moglichkeit Gebrauch gemacht wird. Der Winkel (1, 2) zwischen 
zwei Richtungen d3f und Jaf in einem Punkt P kann genau so defi­
niert werden wie im eukIidischen Raum, nur miiBten die geraden 
Strecken durch unendlich kleine kiirzeste Linien ersetzt werden. Man 
findet analog zu (32) 

(56) 

Durch Bestimmung des Linienelementes in n(n: 1) unabhii.ngigen Rich­

tungen (d. h. in n(n:- 1) Richtungen, fiir welche die n(n: 12 reihige 

Determinante der zugehOrigen GroBen dx'daf nicht verschwindet) 
konnen die gill in jedem Punkt ermittelt werden. 

Bei einer beliebigen Punkttransformation 

(57) x'; = X"(Xl .•• x") (i = 1,2, ... n) 

transformieren sich die Differentiale dxk homogen linear 

(58) 

(59) 

dx'; = a,/daf, 
. ox'; as-

k - ox'" 
mit den entsprechenden inversen Relationen, 

64) D. Hilbert, Grnndlagen der Physik, 2. Mitt., Gott. Nachr. 1917, p. 58. 
W. Blaschke, Leipz. Ber., math.-phys. Kl. 68 (1916), p. 50. 
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U. Begriff der Parallelverschiebung ewes VektolS. 585 

(60) dXi = ""ldx", 
-,t oxk 

(61) a. = ox" 
genau Wle lD (22) die Koordinaten. Dies ist der Zusammenhang der 
allgemeinen Transformationsgruppe mit der affinen Gruppe. We sent­
lich ist jedoch der Umstand, daB die a1: nicht beliebige Funktionen 
der Koordinaten sein konnen, sondem den Integrabilitatsbedingungen 

(62) oat oat 
ow = oxk' 

die man auch durch die inversen Bedingungen 
oa: oat 

(63) OX'I = ax" 
ersetzen kann, genugen mussen. An einem bestimmten Punkt Pe 
konnen die al jedoch beliebige Werte annehmen. Solange es sich 
also um Relationen zwischen Tensoren in einem und demselben Punkt, 
also nicht um Differentiation und Integration eines Tensorfeldes han­
delt, konnen alle Tensoroperationen der affinen Gruppe unmittelbar 
ubertragen werden. Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken: 
In der Tensoralgebra ist der Riemannsche Haum in dem ins Auge 
gefaBten Punkt Po ersetzbar durch den "Tangentialraum", den man 
erhii.lt, indem man den gn iiberall dieselben konstanten Werte g,,,(Po) 
erteilt, welche sie im Riemannschen Raume bloB im Punkt Po an­
nehmen. Die Form ds' ist ihrer Bedeutung nach invariant, die gn 
biiden die kovarianten Komponenten eines Tensors zweiten Ranges. 
Auch die Regein fiir den 'Ubergang zu den kontravarianten Kompo­
nenten gil: und fiir die Bildung des Volumelementes dE konnen aus 
der Tensoralgebra iibernommen werden. 

14. Begriff der Parallelverschiebung eines Vektors. Fiir die 
geometrische Begriindung des Tensorkalkiils im Riemannschen Raum 
hat sich der Begriff der Parallelverschiebung eines Vektors immer 
mehr als fundamental erwiesen. Zuerst aufgestellt von Levi-Civita 66) 
auf Grund des Einlagerns des Riemannschen Raumes R" in einen 
euklidischen Raum R,,(,,+l) (vgl. vorige Nr.) , wurde er hernach von 

~2-

Weyl88) direkt hergeleitet. Spater hat ihn Weyl auch fiir Mannig­
faltigkeiten, in denen das Linienelement noch gar nicht definiert ist, 
axiomatisch festgelegt (vgl. Abschn. V).67) 

65) T. Levi-Civita, Notione di parallelismo etc., Rend. Pal. 42 (1917), p.ns. 
66) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufi., Berlin 1918, p. 97-101. 
67) H. Weyl, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 384; Raum-Zeit-Materie, 3. AufI.., 

Berlin 1920, p. 100-102. 
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Wir betrachten wieder die Kurve 

:If = :If(t) 

und in jedem Punkt P derselben die Gesamtheit aller von ihm aus­
gehenden Vektoren. Es handelt sich dann darum, von allen Abbil-

dungen ;1 = r(~k, t) 

der Vektorgesamtheit von Po (to) auf die Vektorgesamtheit von pet) 
eine spezielle Gruppe in invarianter Weise herauszuheben und als Par­
allelverschiebungen oder Translationen zu kennzeichnen. Es ist nun 
nicht moglich einfach zu postulieren, daB zwei parallele Vektoren in 
Punkten von endlichem Abstand dieselben Komponenten haben sollen. 
Denn wenn das in einem Koordinatensystem der Fall ist, wird es 
in einem anderen im allgemeinen nicht zutrefi'en. Die betrefi'ende 
Eigenschaft del' Translationen muB vielmehr so formulierl werden: 

1. Es gibt in jedem Punkt P ein solches Koordinatensystem, daB 
die Anderung der Komponenten eines Vektors bei infinitesimaler Trans­
lation Hings aller von P ausgehenden Kurven verschwindet, d. h. daB 

in P ds' 
dt = 0 

ist. 
Indem das Wegtrausformieren der infinitesimalen Anderung der 

Vektorkomponenten fur alle von P ausgehenden Kurven gleichzeitig 
verlangt wird, werden erst die Paralle1verschiebungen tangs verschie­
denen Kurven miteinander verkniipft. Eine einfache Betrachtung zeigt, 

An·· ds' daB die derung dt der Vektorkomponenten infolge der Forderung 1 

in einem beliebigen Koordinatensystem 

164) ds' = _ r' dx' ~r 
\ dt rr dt 

betrii.gt, wo die r~. bloB von den Koordinaten, nicht von den dd~' ab­

hangen. Sie erfullen die Symmetriebedingung 

(65) r:., = r!r' 
Umgekehrt zeigt man, daB die Forderung 1 erfullt ist, wenn (64) 
und (65) zu Recht bestehen. Gegeniiber linearen Koordinatentrans­
formationen verhalten sich die r~. wie die Komponenten eines Ten­
sors, nicht abel' gegeniiber der allgemeinen Transformationsgruppe. 
Letzteres ergibt sich schon daraus, daB die r~. immer zum Verschwin­
den gebracht werden konnen, wahrend die Komponenten eines Ten­
sors in jedem Koordinatensystem siimtlich verschwinden, wenn es in 
einem System der Fall ist, da sie sich homogen linear transformieren. 
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14. Begriff der Parallelverschiebung eines Vektors. 587 

Wir definieren gleich noch die Gro1\enreihe r"rs durch 
k i 'k (66) r:,rs = gikrr.' rr. = 9' rk,rs' 

Die Definition del' Parallelverschiebung wird vervollstandigt durch 
die zweite Forderung. 

2. Die Translation ist eine kongruente Abbildung, das hei.St sie 
laBt die Lange del' Vektoren unverandert: 

(67) 

Dadurch werden die geodatischenKomponenten mit dem metrischen 
Fundamentaltensor verkniipft. DaB auch die Winkel bei der Parallel- 6 

verschiebung unveranderl bleiben, ist eine einfache Folge del' Forde­
rung 2. Da die Relationen (64) und (67) bei beliebigen ~j geIten 
mussen, ergibt sich sofort 

(68) og;,. r + r 
oill = i,rs r,i., 

(69) .. ~ (Ogir + og,. _ Og,..) - r 
2 OX" ox'· OXi - i,r.· 

Die GroBeu r~. folgen dann aus (66). Christoffel, in dessen Arbeit 68) 
die duroh (69) und (66) definierten GroBen zum erstenmal in del' Lite-

ratur gedruckt vorkommen, schrieb [ris] und r/} an Stelle von r: r. 

und r;.. Sie werden auch vielfach Christoffelsche Dreiindizessymbole 
genannt. Weyl69) bezeichnet sie a1s Komponenten des affinen Zusammen­
hangs, da die infinitesimale Translation gemaB (64) eine affine Abbildung 
del' Vektoren ist. Hier sollen sie einfach die geodiitischen Komponenten 
des betreft'enden Bezugssystems genannt werden. Ein Koordinatensystem, 
in welchem sie im Punkt P verschwinden, heiBt selbst in P geodatisch. 

Aus del' Iuvarianz von ;;'1]' bei beliebigem 'l]i ergibt sich ferner 
mit Rucksicht auf (64) die Transformationsformel fur die kovarianten 
Komponenten ;i zu: 

(70) ds, rr dx' t r dx' tr at = i. dt Sr = r,i. Tt S ; 

endlich folgt aus 

die Identitat 

(71) ogik ir n.l: nkr i aX- + 9 1. ,:. + iJ rr. = o. 
68) E. B. Christoffel, Crelles J. 70 (1869), p.46. Vgl. auch R. Lipschitz, 

Crelles J. 70 (1869), p. 71. Die betrefienden Entwicklungen von Riemann wur­
den 1861 in einer Pariser Preisarbeit niedergelegt und erst 1876 in der eraten 
Ausgabe von Riemanns gesammelten Werken verofi'entlicht (vgl. Ges. "\Verke, 
1. Aufi., p. 370). 

69) H. Weyl, Raum-Zeit-1vfaterie, 3. Aufi., Berlin 1920, p. 101. 
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Wir marken noeh die aus (26) und (27) dureh Differentiation folgen­
den Gleichungen an: 

(72) drfk = - gir!/'agr" agile = - 9irg",agr', 

(72 a) ogik __ gir",., ogr. Ogik oif' 
ow - y ow' 01£1 = - girg", oa;l , 

und 
(73) 

( ) og ik og,k ogik 
73a ow = gg 01£1 = - gg", 0:x;1 • 

Aus (69) erhiUt man noeh durch Verjiingung 

(74) r': =nI"r. =~nI',ogr.=~oyg =ologyg ir :! r,u 2:! orei vi orei o:x;' 
und sodann aus (71): 

(75) _1 oygl" + nI" P = 0 Yi oz/' :! r, . 
16. Geodittische Linien. Die Richtung der Kurve a!' = :!f(t) in 

irgendeinem ihrer Punkte P ist eharakterisiert durch den Vektor ui 

(76) u' = !~, (8 = Bogenlange) 

der die Richtung der Tangents an die Kurve in P und die Lange 1 
hat. In der Tat ist 

(77) 

Die geodii.tische Linie ist nun eine Kurve, die ihre Richtung seets bei­
behiilt.10) Dies solI besagen: Konstruiert man in irgendeinem Punkt Po 
der geodatischen Linie den zugehOrigen Richtungsvektor u', so erhiilt. 
man die Richtungsvektoren in den anderen Punktsn dureh Parallel­
verschieben von ui lii.ngs der geodatischen Linie. Naeh (64) und (70) 
drfickt sich das analytisch aus durch die einander vollig aquivalenten 
Relationen 

(78) 
und 

(79) 

letztere kann man auch sehreiben: 

(80) d'rei . dzT da;' 
dB' + r:..Tsds =0. 

70) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufi., Berlin 1918, p. 102. 
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Dies sind die Differentialgleichungen der geodatischen Linie. Aus 
(80) folgt riickwarts wegen der Invarianz der Linge eines Vektors 
bei der Parallelverschiebung 

(77a) 
dxi dxk 

gUt di Ts = const., 

d. h. (80) gilt nut' fiir einen solchen Kurvenparameter s, der bis auf 
einen konstanten Faktor gleich der Bogenliinge ist. 

Die geodiitischen Linien konnen auch durch ein Variationsprinzip 
charakterisiert werden. Sie sind namlich zugleich die in Nr. 13 er­
wiilinten kfi,rsesten Linien, oder genauer gesagt die "Extremalen"70a), 
fUr welche die Variation der Kurvenlange verschwindet (letztere braucht 
nicht notwendig ein Minimum zu sein). Seien.A und B die festen 
Anfangs- und Endpunkte, s die Bogenlii.nge, 1 ein beliebiger Para­
meter; dann iet also zu zeigen, daB fiir die geodatischen Linien 

B B 

(81) J fdS = J j-'Vgu ~X; ~~k dl = 0 
.A .... 

wird. Die gil sind dabei gegebene Funktionen der Koordinaten Xi, 

variiert werden die Funktionen xi = xi(l). 
An der Relation (81) wollen wir nun eine aus der Mechanik be­

kannte Umformung 70b) vornehmen. Zu diesem Zwecke wahlen wir 
den Parameter 1 speziell so, daB er auf der Extremalen mit der 
Bogenlange s zusammenfiillt und stets deneelben Werlebereich durch­
lauft. In den resultierenden Differentialgleichungen kann dann .t durch 
s ersetzt werden. Setzen wir .nun 

1 dXi dxk 
(82) L = '2guli aT' 

so wird 

und da die Wurzel ffir die Erlremale gleich 1 wird, bnn statt (81) 
einfach geschrieben werden 

B B 

(83) fJLd.t = JfLdl = O. 
.A .... 

70 a) V gl. A. Kneser, Art. II 8 dieser Eney kl., p. 697 u. 600. 
70b) Es handelt sich dort um den 'Obergang von der Jacobischen Form des 

Prinzips der kleinsten Wirkung zum Ham.1tonschen Prinzip. Vgl. A. VoP, Art. 
IV 1 dieser EncykJ., p. 96. 
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Damit ist die vollstandige Analogie mit dem Hamiltonsehen Prinzip 
del' Meehanik hergestellt, wenn L als Lagrangesche Funktion aufge-

faBt wird. Schreiben wir also fiir den Moment noeh !If statt ~~; = ~:i I 
so lauten die aus (83) resultierenden Differentialgleichungen 

(84) .!:...... () L _ () L _ 0 70C) 
ds(}x; (}xi -' 

Da nach (20) ~~ = 9ik ~ ist, ergibt dies in der Tat 

d (dXk) 1 og dx" dx" 
ds g'kds =:2 o~;' as ds' 

was mit (78) iibereinstimmt. (In einer Mannigfaltigkeit, in welchel' 
die Form ds i nicht definit ist, versagt die hier gegebene Ableitung 
fiir diejenigen Kurven, allf denen durchweg ds = 0 ist. fiber die 
Ausnahmsstellung diesel' "Nulllinien" vgl. Nr. 22.) 

16. Raumkriimmung. Del' Begriff del' Raumkriimmung wurde 
zuerst von Riemann 71) aufgestellt, und zwar als eine Verallgemeine­
rung des GaufJschen FlachenkriimmungsmaBes fiir n-dimensionale Man­
nigfaltigkeiten (siehe dariiber Nr. 17). Seine zugehorigen analytischen 
Entwieklungen blieben abel' bis zur Publikation del' Pariser Preis­
arbeit 72) unbekannt; hier finden sie sich sowohl nach del' Elimina­
tionsmethode, als aueh nach der Variationsmethode fertig ausgefiihrt. 
Vorher waren jedoch ChristoffeP3) und Lipschits14') bereits zu den glei­
chen Ergebnissen gelangt, indem sie die Bedingung dafiir aufstellten, 
daB eine vorgegebene quadratische Form 

(J};k li'unktionen del' x) 
in die Form 

transformiert werden kann. Dies ist seinerseits wieder ein spezieller 
Fall des gleichfalls von Christoffel in Angriff genommenen Aquivalenz-

70c) Wilhrend in der gewohnlichen Mechanik die Lagrangeschen Gleichungen 
entstehen, wenn man rur die Raumkoordinaten aIle moglichen Punkttransforma­
tionen zuHitlt, zeigt das Obige, daB dieselbe Form el'halten bleibt, wenn auch 
die Zeit beliebig mittransformiert wird; die unabhangige Variable ist jetzt natiir­
Hch nicht t, sondern s. Vgl. T. Levi-Civita, l'enseignement mathem. 21 (1920), p.5. 

71) B. Riemann, Habilitationsvortrag 1. c. Anm. 63). 
72) 1. c. Anm. 68). 
73) E. B. Christoffel, Crelles J. 1. c. Anm. 68). 
74) R. Lipschitz, CrelJes J. 70 (1869), p. 71; 71 (1870), p.244 u. 288 und 

72 (1870), p. 1, ferner ebenda 82 (1877), p. 316. Letztere Arbeit ist bereits nach 
der Veroffentlichung vpn Riemanns Preisarbeit erachienen. 
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problems der quadratischen Differentialformen, der Frage, wann zwei 

Formen gik drt d:d' und g'ik dx'; dx'A: 

ineinander transformiert werden konnen. Dieses allgemeine lquivalenz­
problem ist jedoch bisher fiir die Physik nicht von Bedeutung ge­
worden. Auf einem zwar rein formal en, aber verglichen mit Ohristoffels 
weitlaufigen Rechnungen sehr kurzen Weg haben Ricci und Levi­
Civita 75), deren Darstellung sich Einstein 76) angeschlossen hat, den 
Kriimmungstensor abgeleitet. Endlich fan den Hessenberg 77) und Levi­
Civita 78) im Anschlu6 an den Begriff der Parallelverschiebung eines 
Vektors eine anschauliche geometrische Deutung ffir denselben. 

Es war in Nr. 14: immer nur die Redevon der Parallelverschie­
bung eines Vektors lange einer gegebenen Kurve, niemals von der 
Parallelverschiebung vom Punkt P nach P' schlechtweg. Diese ist 
in der Tat bl06 bei euklidischer Geometrie vom Zwischenweg unab. 
hii.ngig. Verschiebt man dagegen im allgemeinen Fall einen Vektor 
~i langs einer geschlossenen Kurve parallel, so erhalt man am Ende 
einen vom Ausgangsvektor ~i verschiedenen Vektor ~*i. Durch Be­
niitzung dieses Sachverhaltes kann man den Kriimmungstensor deti­
nieren. Es sei namlich eine zweiparametrige Kurvenschar 

:d' = :d'(u, v) 

gegeben. Nun verschieben wir den beliebigen Vektol' ~h yom Punkt 
Poo(u, v) iiber PI0(U+~U,v), Pll(U+~U, v+~1)) P01(U,V+~1)) 
wieder zuriick nach P 00 (u, v), abwechselnd auf Kurven mit konstantem 
v und K urven mit konstantem u. Die Dift'erenz ~*h - ~h = l:!i~" moB 
offensichtlich von der Ordnung ~u ~v sein, do. sie Null wird, sobald 

eine der GroBen ~u oder ~v verschwindet. Der lim A A~: , auf den 
A"-+O ... U ... lI 
.1.0-+0 

es hier allein ankommt, kann mit Hilfe von (,94) ohne weiteres er­
mittelt werden und ergibt sich zu 

(85) 
worin 

(86) 

YOIl 

or~. or~ .. Rh - OJ ... + p. ra rn r 
ijk - Oxk - oxi "" ij - ja 

70) G. Ricci und T. Levi-Oivita, Math. Ann. 1. c. Anm. 66). 
76) A. Eimtein, Ann. d. Phys. 1. c. Anm. 1)6). 
77} G. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), p. 187, 1. c. Anm. 68a}. 
78} T. Levi-Oivita, Rend. Pal., 1. c. Anm. 66). Vgl. auch die DarstelllUlg 

Weyl in der 1. und 3. Auti. von Raum-Zeit-Materie. 
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Wegen des Vektorcbarakters der linken Seite von (85) ~ es ist zu 
beachten, daB in ~~h die Differenz von zwei Vektoren im selben Punkt 
gebildet wird - folgt, daB auch die rechte Seite Vektorcbarakter bat. 
Demnach sind die GroBen Bijl: die Komponenten eines Tensors. Es 
iet der Kriimmungstensor, der nach seinen Entdeckern auch der Bie­
mann-Christoffelsche Tensor heiBt. Der Sinn der Formel (85) wird 
noch etwas 8llschaulicher, wenn man von den Differentialquotienten 

zu den Differentialen iibergeht. Schreibt man dxi fiir axi du und 
du 

hflf fur a;: dv, und fiihrt unter Ausnutzung der Antisymmetrie von 

5 Bijk in j und k den Flachenvektor 

dt1j l: = dxitJ'xk - dxk6x j 

ein, so nimmt sie die Gestalt an 

(87) ~~h = tB~ik~idO'jl: 18.) 

Durch die gleiche Uberlegung, die zu (86) flihrt, erhalt man fur die 
lnderung der kovarianten Komponenten bei der Parallelverschiebung 
langs des genannten geschlossenen Weges aus (70): 

(88) 
mit 

(89) 

Es ist ferner leicht zu zeigen, daB 

~~"=g,,,.~~" 

ist; infolgedessen sind auch BAljk die zu BiJI: kovarianten Kompo­
nenten: 
(91) BMil; = g4aB~Jk' 

Aus (89) folgt, daB die BMil; die Symmetriebedingrngen 

(92) B"'il: = - BAlk; = - B'fljl; = BjkW R"iJl' + BlI ;k; + Bu;; = 0 

erfiillen, nach Nr. 14: ist also der Kriimmungstensor als Fliichentensor 
5 2. Ranges anzosprechen. Das Bestehen der Relationen (92) kann Buch, 

wie Hessenberg 19) gezeigt hat, direkt aus der Definition (87) des Kriim-

78110) Bei einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit itihrt das hier bespro­
chene Verfahren zum bekannten Zusammenhang des GauJlschen Krummungs­
maBes mit dem ExzeD bzw. Defekt der Winkelsumme eines geodl!.tischen Drei­
eckes, den bereits GauJl dargelegt hat. 

79) G. Hessenberg, 1. c. Anm. 77). 
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mungstensors gefolgert werden. Da Riemann an Stelle von RAiJ,Jhijk) 
schreibt, werden diese GroBen manchmal auch Vierindizessymbole ge­
nannt. 1m euklidischen Raum verschwinden sie, denn sie verschwinden 
zunachst sicher in den Koordinatensystemen, in welchen die gil: kon­
stant sind, und aus ihrem Tensorcharakter foJgt dann, daB sie in jedem 
Koordinatensystem verschwinden. Dieses VeJschwinden ist also eine 
notwendige Bedingung dafiir, da8 die Form gll,da1daJ in die Form 
~(dX'i? transformiert werden kann. 

Aus dem Fliichentensor 2. Ranges R~Jk erhiilt man durch Verjiin-
gung einen Linientensor 2. Ranges Bik: 5 

(93) BiC = H:d = rr fJ BaifJk = rr fJ B iakfJ· 

Die Symmetrie desselben folgt aus 

rr fJ B a,jn = rr fJ B{Jkai = gafJ BdfJi . 

Seine Komponenten sind nach (86) gegeben durch: 

ar~a ar:c 
(94) Bn = a:d< - au;« + rfar:fJ - T:cIl.!fJ· 

Durch abermalige Verjiingung ergibt sich aus ibm die Kriimmungs­
invariante 
(95) 

Es mage noch bemerkt werden, daB bei Herglots 80) und in den neueren 
Arbeiten von WeyZSi) die Kriimmungstensoren definitionsgemiiB das 
entgegengesetzte V orzeichen haben wie hier und bei den anderen 
Autoren. 

17. Riemanns Normalkoordinaten und ihre Anwendungen. Fiir 
viele Zwecke erweist sich die Einfiihrung des folgenden, von Riemann 
in seinem Habilitationsvortrag erwiihnten Koordinatensystems ala niitz­
lich. Es sei ein beliebiges Koordinatensystem a1 gegeben. Man ziehe 
nun von irgendeinem Punkt Po aus alle geodatischen Lillien. Ihre Rich­
tungen sind charackterisiert durch die Tangentialvektoren in Po mit 

den Komponenten (tltl~o' In einer gewissen Umgebung von Po wird 

es nur eine geodiitische Linie geben, welche dUTch einen gegebenen 
Punkt P und durch Po geht. 1st s die geodiitische Bogenliinge P Po, 
so kann also der Punkt P in eineindeutiger Weise charakterisierl 
werden durch die Werte 

(96) 11 = Itl:r.k) . s. 
\ tlB 0 

79&) Sie tritt zuerst bei B. LipsMits, CreUes J. 72 (1870), 1. c. Anm. 74) auf. 
80) V gl. nachste Nr. Anm. 82). 
IH) H. Weyl, 1. c. Anm. 67). 
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Diese if sind die Riemannschen N ormalkoordinaten. Offensichtlich 
tangiert das Koordinatensystem der y das Koordinatensystem der x in 
Po, so dall dort die gik und iiberhaupt die Komponenten eines belie­
bigen Tensors in beiden Systemen iibereinstimmen. Wir kennzeichnen 
sie durch eine iibel'geschriebene 0, z. B. !lik' Einer beliebigen Trans­
formation des x-Systems entspricht eine affine Transformation des y­
Systems. Wir lassen nun das x-System ganz auBer Betracht und 
fragen nach del' Gestalt des Liniellelementes im Normalsystem. Zu­
nachst miissen in Po nach (80) die r:, verschwinden, da aIle von Po 
ausgehenden geodatischen Linien lineare Gleichungen haben. 

(97) f/. = 0, 
d. h. das Normalsystem ist in po geodatisch. 1m beliebigen Punkt 
P sind nicht die Gleichungen aZIer von ihm ausgehenden geodatischen 
Linien lineal', sondern bloB die der einen geodiitischen Linie, welche 
auch durch Po geM. Dies wird ausgedriickt durch 

(98) r;,(y) . yry' = 0, 
worin r:,(y) die Wede der geodatischen Komponenten im Punkt mit 
den Koordinaten y bedeuten. Diese Gleichung muB fiir aile y geIten. 
Sind umgekehrt die Relationen (97) und (98) fiir ein vorgegebenes 
Koordinatensystem erfiillt, so ist dieses ein N ormalsystem. Man kann 
beweisen 81&), daB infolge diesel' Relationen das Linienelement ds2 die 
Form haben muB: 

(99) ds! = gikdyidy" + ~Phijk(Y) (yhdyi - yidyh) 0/dy" - y"dyi). 
(hi) Uk} 

In del' Summe mu6 man die Indexpaare (hi) und (jk) unabhiingig 

voneinander aile (;) moglichen Kombinationen durchlaufen lassen. 

Aus (99) kann auch riickwiirts auf (97) und (98) geschloBsen werden, 
so da6 diese Form des Linienelementes die notwendige und hinrei­
chende Bedingung dafiir bildet, daB das Koordinatensystem der yk ein 
Normalsystem jst. Die PhHk sind regullil'e Funktionen der y und ver­
halten sich gegeniiber linearen Transfol'mationen der y wie die Kom-

5 ponenten eines Flachentensors 2. Ranges, konnen auch stets so be­
stimmt werden81b), daB sie dessen Symmetriebedingungen erfiiilen (vgl. 
Nr. 11). Der Kriimmungstensor im Nullpunkt hiingt in iiberaus ein­
facher Weise mit den Weden der P,liik daselbst zusammen: E 3 ist 

(100) 

81a) Vgl. dazu die Erlauterungen "Von H. Webm' in Riemanns Ges. Werken, 
2. Aufi., p. 405 Bowie F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537. 

81 b) H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289. 
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Die RAiik messen also in dieser Darstellung direkt die Abweichung 
der Geometrie von der euklidischen. Riemann bemerkt weiter, daB 
fiir den Fall einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit - ihr Linien­
element sei gegeben durch 

ds2 = Ylldu2 + 2Yadudv + I'H dv2 -

die einzige unabhiillgige Kompollellte R12l2 des Kriimmungstensors ge­
maB del' Formel 

(101) 

das G auf3sche KriimmullgsmaB K del' Flache bestimmt. Dies wird 
durch direkten Vergleich von (89) mit den Gauf3schen Formeln fiir 
K gezeigt. Sind u, v speziell N ormalkoordinaten der Fliiche, so daB 
das Lillienelement die Form 

(102) ds! = fa du2 + 2Y12dudv + Y22dv2 + n(u, v) (udv - vdu)2 

annimmt, so kann das GaufJsche KriimmungsmaB in Po wegen (100), 
(101) auch geschrieben werden 

(103) 
o 3:7't 
K= - 0 0 02: 

(11 I'n - 1'12 

Das V orzeichen von Kist historisch begriindet durch das Verhaltnis 
del' Flache zum euklidischen Rs, in dem sie eingebettet ist, und hat 
nichts zu tun mit den MaBverhaltnissen del' Flache selbst. Es scbiene 
im Hinblick auf die Entwicklung (99) des Linienelementes natiirlicher 
das Vorzeicben entgegengesetzt zu wahlen, z. B. die Kriimmung der 
Kugel negativ zu nennen. 

Mit Hilfe del' Normalkoordinaten kanll nun der Begriff del' Kriim­
mung des R .. auf den der Flachenkriimmung zuriickgefiihrt werden. 
Auf diese Weise ist Riemann iiberhaupt zuerst zu jenem Begriff ge­
langt. Es seien zunaehst zwei Riehtungen gegeben, welebe durch die 
V ektoren ~i und 1'/ charakterisiert seien. Die Lange dieser Vektoren 
ist gleichgiiltig. Sie bestimmen das lineare Richtungsbiischel 

~iU+'YJiV 
und die Fliichenrichtung 

~ik = b;k- ~k1ji. 

Llings jeder Richtung des Biischels konstruiereu wir die von po aus­
gehende geodatische Linie. Die Gesamtheit dieser geodatischell Linien 
bildet eine Fliiche, auf deren KriimmungsmaB es uns ankommt. Das 
Linienelement der Fliicbe ergibt sieb, il1dem man in (99) die Substi­
tutionen macht: 

Es wird von del' Form (102), worin die Gl'oBen -Ii. und n die Werte 
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3nnehmen: 

1'11 = gik;i~k = ~;i, fa = HU(;ifJk + ~kfJi) = ;.fJi, hi = gil: fJifJ" = fJ.fJ i, 

n = ~Phi ·k~'·i;jk. 
(hi) Uk) J 

Fiir das KriimmungsmaB erhlilt man daraus mit Riicksicht auf (100) 
und (103) sofon 

(104) 
~ RbijkShi~jk 

(hi) Uk) 

~(ghjgik - gUgiJWisjk 
(hi) fJ,,) 

(Der Index 0 ist fortgelassen worden.) 

Mit den Normalkoordinaten hat dieses Resultat nichts mehr zu tun, 
es wird einfach jeder Fllichenrichtung (die GrofJe von ~i" heht sich 
ofl'ensichtlich weg) ain invariantes GaufJsches KriimmungsmaB zuge­
ordnet, welches nach Riemann das KriimmungsmaB des Raumes Rn 
in der betrefl'enden Fl3.chenrichtung heiBt (nachdem man ihm noch 
das entgegengesetzte Vorzeichen gegeben hat). Dabei tritt auch klar 
zutage, daB die Gri:iBen RhiJI: die Komponenten eines Flachentensors 

5 2. Ranges bilden. 
1m .AnschluB an die von Riemann herriihrende Formel (104) hat 

Rerglotfl8'J) gezeigt, wie man auch den verjiingten Kriimmungstensor 
und die Kriimmungsinvariante geometrisch interpretieren kann. Seine 
Ergebnisse sind diese: Es seien n orthogonale Richtungen gegeben, 

welche (:) Flachenrichtungen bestimmen. 1st K(rs) die Raumkriim­

mung in der durch den rten und sten Vektor bestimmten Flachenrich­
tung, so wird zunachst die Kriimmungsinvariante R gleich der dop­
pelten Summe: 

(105) R = 2~K(rs), 
(r,) 

die iiber aile Indexkombinationen (rs) zu erstrecken ist. Sie ist un­
abhangig von der Wahl der n Richtungen 1, 2, ... n und kann als 
die mittlere Kriimmung des Rn in dem betrefl'enden Punkt bezeichnet 
werden. 1st durch den Vektor ;i eine weitere Richtung 0 bestimmt, 
so bestimmt die Summe 

(106) ~ R Nk £.J K(Or) sin2 (0, r) = ~, 
(0 r) SiS 

welche sich gleichfalls von der Wahl der n Ausgangsrichtungen als 

82) G. Her-glotz, Zur Einsteinschen Gravitationstheorie, Leipzig Ber., ma.tb.­
phys. Kl., 68 (1916), p. 199. Die Deutung der Kriimmungsinvariante findet sich 
Bchon vor Herglotz bei H. A. Lorentz, Amst. Vers!' 24 (1916), p. 1389. 
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unabhangig erweist, den verjiingten Kriimmungstensor. Hiermit ist 
auch der geometrische Beweis filr den Tensorcharakter von Bu: und 
die Invarianz von R, die beide friiher bloB arithmetisch begriindet 
wurden, naehgeliefert. Lii.Bt man insbesondere eine der n orthogonalen 
Ausgangsrichtungen, etwa 1, mit der Richtung 0 zusammenfallen, so 
wird .. 

(107) B~:::ik = ~ K(l to). 
r=!I 

Aus (105) und (107) folgt endlich fiir das mittlere KriimmungsmaB 
des auf der Richtung 1, welche durch den V ektor ~i charakterisiert 
ist, senkrecht stehenden R .. _l der Ausdruck 

(108) 

worin 
(109) Gi~ = B'k - t g."R 
gesetzt ist. Dieser Tensor spielt in der allgemeinen Relativititstheorie 
eine wichtige Rolle. 

Es moge hier noch ein einfaches Theorem von YermeiZ 8') er­
wihnt werden, welches auf der Entwicklung (99) des Linienelementes 
beruht. Das V olumen V.. einer Kugel mit dem Radius ,. im eukli­
dischen B.. hat den einfachen Wert 

V .. = a",. .. , 
wo 0 .. ein Zahlenfaktor ist, auf dessen Wert es hier nicht ankommt. 
In einem beliebigen Riemannschen Raum wird V" eine komplizierte 
Funktion von,.. Denkt man sie sich in eine Potenzreihe nach ,. ent­
wickelt und behii.lt nur das auf 0,,"" nii.chstfolgende Glied bei, so er­
gibt sich 

(110) { R rt } V =Or" 1+--+··· 
." 6 n+ 2 ' 

wo B die Kriimmungsinvariante im K ugelmittelpunkt ist. Durch 
Differentiieren erhiUt man daraus die Formel ffir die Oberflii.che 0" 
der Kugel: 

(111) 0" = nO",,"-l{ 1 + : ~ + .. -}-
Man bnn diese Relationen zu einer neuen geometrischen Definition 
der Kriimmungsinvariante benutzen: 

(112) R = lim ( V" _ 1) 6(n + 2) - lim ( 0" _ 1) 6 n • 
r-+O O"r" rt r-+O nO"r" 1 rl 

83) H. Vermeil, Notiz liber das mittlere KrummungsmaB einer n-f'ach ausge­
dehnten Riemannachen Malluigfaltigkeit. G6U. Nachr., math.-phys. Kl., 1917, p. 334. 
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Die Einfiihrung del' Normalkoordinaten fiihrt die Frage nach den 
Invarianten gegenuber beliebigen Transformationenauf die Frage nach 
den Invarianten bei linearen Transformationen zuruck.M) So kann be­
wiesen werden, da8 R (abgesehen von einem belanglosen, konstanten 
Faktor) die einzige Invanante ist, welche bl08 die g", selbst sowie 
deren erste und zweite Differentialquotienten enth81t und in den letz­
teren linear ist.Ma) Und alIe Linientensoren zweiten Ranges, welche 
diese Eigenschaften haben, sind in der Form 

H2 (113) C;Rik + cSBg;k + cag", (C;, c2 , ca Konstante) 

enthalten.Ma) 

18. Die SpeziaJ.fiiJ.1.e der euklidischen Geometrie und der kon­
stanten Kriimmung. DaB im euklidischen Raum der Krummungstensor 
RAiik verschwindet, ist ohne weiteres einzusehen (vgl. Nr. 16). Doch 
hat bereits Riemann in seinem Habilitationsvortrag darauf hingewiesen, 
da8 sich dieser Satz umkehren la8t: Verschwindet der Krummungs­
tensor, so ist del' Raum euklidisch, d. h. es kann dann stets ein Koor­
dinatensystem gefunden werden, in welchem die g"" Konstante sind. 
-Einen allerdings sehr umstitndlichen Beweis fUr diese Behauptung hat 
zuerst Lipschits85) gegeben. Am durchsichtigsten und anschaulichsten 
ist der Gedankengang, den Weyl8B). angedeutet hat. 1m allgemeinen 
Fall ist das Ergebnis der Parallel verschiebung eines Vektors wesent. 
lich abhangig von dem Weg, auf welchem sie erfolgt. Dies wird nur 
dann nicht zutrefi'en, wenn sich die Vektorkomponenten nicht bloB 
als Funktionen von s, sondern auch als Funktionen der Koordinaten 
x" so bestimmen lassen, daB uberall und fiir alIe Kurvenrichtungen 
(64) befriedigt ist. Das heiBt aber, die ei mussen die Differential­
gleichungen 

(114) ()~i = _ r j I:r 
ex' r.~ 

befriedigen. Stellt man nun ihre Integrabilititsbedingungen auf, so 
zeigt sich, daB sie gleichlautend werden mit BAlik = O. Verschwindet 
also der Kriimmungstensor, so liWt sich das Gleichungssystem (114) 
stets losen, die Richtungsiibertragung ist vom Zwischenweg unabhiingig, 
man kann auch sagen, sie ist integrabel. Jetzt braucht man nur noch 

84,) V gl. die allgemeinen Anga.ben bei E. Noetker, Invarianten beliebiger 
Dift'erentiaJa.usdriicke, G6tt. Nachr., math.-phys. Kl., 1918, p. 87 und die Ans­
fiihrungen bei H. Vermeil, I. c. Anm. 81 b). 

8h) Vgl. H. Vermeil, 1. c. Anm. 83) und H. Weyl, Raum-Zeit-Ma.terie, 
4. Au1l. 1921, Anhang. 

80) B. Lipschitz, CreUes J. 70 (1869), p. 71, I. c. ADm. '14.). 
86) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 111. 
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statt des gegebenen Koordinatensystems K mit den Achsenvektoren 
ek ein neues Koordinatensystem K' mit den Achsenvektoren e/ von 

folgender Eigenschaft einzufuhren. Die e/ im beliebigen Punkt PI 
sollen zu den e; im beliebigen zweiten Punkt Ps parallel sein. Ihre 
Komponenten -a/ im System K (vgl. Nr. 10) mussen deshalb nach 
(114) die Gleiehungen 

(115) 

befriedigen. Eine solche Koordinatenwahl wird dadureh moglich, daB 
zufolge von (115) die Integrabilitatsbedingungen (63) von selbst er­
fullt sind. In del' Tat ist 

in i und l symmetrisch. Es gibt nun in jedem Punkt n Vektoren, 
nli.mlich die n Achsenvektoren e;', deren Komponenten in K' bei jeder 
infinitesimalen Translation konstant bleiben. Da ein beliebiger Vektor 
~ sich aus den eo' linear zusammensetzen liiBt und die infinitesimale 
Translation nach Nr. 14: affin ist, werden auch die Komponenten von 
~ in K' bei rlerselben nicht geandert. Das ist aber nul' moglich, wenn 
die geodatischen Komponenten von K' uberall verschwinden, d. h. die 
g'ik Konstante sind. Man bestatigt dies aucb leieht dnrch direkte Be-

rechnung von ~~!:. Hiermit ist der Beweis vollendet. 

Eine umfassendere Klasse von Riemannschen Raumen sind die­
jenigen, deren KriimmungsmaB sowohl von der Fliiehenrichtung als 
such vom On unabhangig ist, welche also nach (104) charakterisiert 
sind dureh die Relation 

(116) Rhijk + a.(ghjgik - ghkgij) = 0, 
wo a. eine (positive oder negative) Konstante bedeutet. Dureh Vel'­
jungung folgt damus noch 

(117) Rik + (n - 1)«.gik = 0 
und 
(118) R = - n (n - 1) «.. 

Fiir spiitere Anwendungen merken wir auch noch den Ausdruck fiir 
den durch (109) definierten Tensor Gik an: 

en -l)(n - 2) 
(119) Gik = 2 agik• 

Fiir «.=0 kommt man auf den Fall verschwindender Kriimmung zuriick. 
Ein Beispiel fiir einen Raum konstanter Krilmmung ist eine n­

dimensionale Kugel, die wir uns in einem euklidischen R,,+1 einge­
oettet denken konnen. Wenn man bloB auf ihre inneren MaBvel'halt-
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nisse achtet, spricht 
Wir haben dann 
(120) 

(121) 

man besser von einem spharischen Raum B". 

ds! = ~(dW)! + (dX"+l)' 
i 

~(z')' + (X"+1)2 = a'. 
i 

Die Indizes in den Sum men laufen immer von 1 bis n. Filmen wir 
zuniichst aIs Koordinaten auf der Kugel die :If (in 1, ... n) ein, was 
der Parallelprojektion auf die .A.quatorebene x"+1 = 0 entspricht, so 
ergibt sich durch Elimination von Xn+l aus (120) mittels (121): 

(122) ds' = ~(d:If)' + ~dX;: (12 = f(Xi)i). 
Der lquatOi' x"+ 1 = 0 ist eine singulare Linie des Koordinatensystems, 
und zu jedem Wertesystem fiir die Koordinaten gehOren lwei Punkte 
des spharischen Raumes R". Man kann auch die Kugelpunkte vom 
Zentrum aus auf die Ebene xn+ 1 = - a projizieren, was der Koor­
dinatentransformation 

(123) 

entspricht. Lassen wir im Endresultat die Akzente wieder fort, so 
nimmt das Linienelement die Gestalt an: 

(124) ds'= (at:1',)1 {(a' + r2)f(d:If)2- (xid:t)t}. 

Das Koordinatensystem umfa6t iiberhaupt nur die eine Halbkugel, der 
lquator riickt ins Unendliche (r = (0). 

Ebenso erhalt man durch stereographische Projektion: 

(125) Xi - ~x" - 1" , 
l' a-x"+l 1 
7---~=--f1T' 

1 + 4a t 

~(d:If)' 

ds' = _(I 1" )i1 
1+ .la' 

(126) 

wobei im Endresultat die Akzente gleichfa.lls weggelassen wurden. 
Singular wird dieses Koordinatensystem bl06 im Pol X,,+l = a, dort 
wird niimlich r = 00. 

Eine vierte Form des Linienelementes erhiilt man durch Einfiih­
rung der Normalkooi'dinaten, was durch die Substitution von 
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in (122) bewirkt wird. Es ergibt sich 

(128) ds' = :: sins : ~(dX·)2 + ~12 (1 - ;: sinl~) (y'dy')2. 

Wegen 
(129) 

(in der Summe der linken Seite ist jede Kombination (ik) bloB ein­
mal zu zahlen) kann dies auch ge~chrieben werden 

(12880) ds2 = ~(dy;)' - i. (1 _ a: sin'!L) ~(yidyk - ifdyi)l. 
~ ~ a (Ik) 

Die yi sind also in der Tat N ormalkoordinaten. Man bnn diese Aus­
driicke auch auf dem Umweg iiber Polarkoordinaten ableiten. Dem 
Ursprung des Systems der'!l entspricht der Pol xn+ 1 = aj bei " = a1t 

wird es singular, weil allen Werten von yi, welche die Bedingung 
~ = a1t erfiillen, derselbe Punkt namlich der Pol xn + 1 = - a entspricht. 
Man erhalt bereits aIle Kugelpunkte, wenn man ~ an die beschran­
ken de Bedingung ~ < a1t kniipft. 

Aus (1280.) folgt zunachst mit RUcksicht auf (99) und (100), 
daB im Punkt yi = 0 das KriimmungsmaB des Raumes von der Fliichen­
rich tung unabhangig ist, daB also dort eine Relation von der Form 
(116) gilt. Der Koeffizient a nimmt wegen 

~ (1 _ at sin2 !L) = ~ 
~I ~I a ('=0 Sal 

nach (100) den Wert an: 

(130) 
1 

a= al' 

DaB die Relationen (116) mit demselben Wert von a in allen Punkten 
des spharischen Raumes gelten, foIgt aus der Existenz einer Bewegungs­
gruppe G n ( .. + 1), welche gestattet, einen vorgegebenen Punkt und ein -,-
zugehoriges "n- Beinll gleichzeitig in irgendeinen anderen Punkt und 
ein andel'es n-Bein iiberzufiihren und zwar, was wesentlich ist, in der 
Weise, daB die Langen aller Kurven bei der Bewegung unverandert 
bleiben. Bezeichnen wir namlich mit S den Ubergang (135) vom 
System Xl, ... x"+1 des euklidischen R"+l zum Normalkoordinaten-

system im spharischen R .. mit T die n(n: 1) parametrige Gruppe der 

orthogonalen Transformationen des erstgenannten Systems, so ist 

G"("+1) = S-lTS 
l! 

die gesuchte Bewegungsgruppe. Sie zeigt, daB das Linienelement in 
allen N ormalkoordinatensystemen dieselbe Form hat, wo auch immer 
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im sphiirischen Raum R" ihr NuUpunkt liegen mag. Daraus folgt so­
gleich die Allgemeingiiltigkeit der Relationen (116) und (130) im 
spharischen Raum. Man kann das natiirlich auch durch direkte Rech­
nung bestatigen. 

Die Konstanz des Kriimmungsma.6es ist offenbar immer dann 
vorhanden, wenn der R" folgende Eigenschaft hat: In einer gewissen 
(endlichen) Umgebung eines jeden Punktes des R" liiBt sich ein Ko­
ordinatensystem so bestimmen, daS das Linienelement dort eine der 
vier aquivalenten Formen (120), (122), (124) und (128) annimmt; 
ft braucht nicht notwendig positiv zu sein. Ist ft negativ, so hat man 
in den betreffenden Formeln iiberall a' durch - all zu erseuen, und 
es gilt daun 

(130a) 1 
ft=--· at 

Riemann hat nUll in seinem Habilitationsvortrag darauf hingewiesen, 
und Lipschits88) hat zuerst bewiesen, daB auch umgekehrl aus der 
Giiltigkeit von (116) immer die genannte Eigenschaft des R" foIgt. 
Vermeil ll9) gab mittels Potenzreihenausatzes filr das Linienelement in 
den Normalkoordinaten einen einfacheren Beweis des ailgemeinen 
Saues, daS bei gegebenem Kriimmongstensor auch schon die Form 
des Linienelementes in Normalkoordinaten eindeutig bestimmt ist. 
Dies wurde gleichfalls schon von Riemann angedeutet. In der Physik 
hat dieser Umkehrsatz bisher keine Anwendung gefunden. 

Fiir kosmologische Fragen (vgl. Abschn. IV) von Bedeutung ist 
jedoch folgender U mstand. Durch die Form des Linienelementes sind 
die Zusammenhangsverha1tnisse des R. im GroBen keineswegs eindeutig 
bestimmt. Dies ist derjenige Punkt, wo die projektive Auffassung 
die differentialgeometrische zu erganzen hat. Erstere gestattet fiir 
die Raume konstanter Kriimmung ohne weiteres die Frage nach 
dem Zusammenhang des ganse'n Raumes zu beantworten. So ergeben 
sich, wie zuerst Klein90) gezeigt hat, fUr die Raume mit konstanter 
positiver Kriimmung zwei Moglichkeiten. Entweder entsprechen im 
Koordinatensystem der Darstellung (122) jedem Werlesystem der Koor­
dinaten zwei oder nur ein Raumpunkt. 1m ersteren Fall heiSt del' 
Raum sphii.risch, im zweiten in Anlehnung an die projektive Auf­
raBsung elliptisch. Beide Arten von Raumen sind, obwohl unbegrenzt, 

88) R. Lipschit" Crelles J. 1. c. Anm. 74). 
89) H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289, 1. c. Anm. 81 b). 
90) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 673; 6 (1872), p. 112 und insbeson­

dere Math. Ann. 37 (1890), p. 644, wo das Problem in seiner ganzen Allgemein­
heit gell:lst wird. Ferner Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultat 
in Erlangen 1872, wiederabgedruckt in den Math. Ann. 48 (1893), p. 63. 
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dennoch endlich im Riemannschen Sinn. Das Gesamtvolumen des 
elliptischen Raumes ist offen bar halb so groB wie das Gesamtvolumen 
des sphiirischen Raumes gleicher Kriimmung. Gleiches gilt vom Ver­
Mltnis der gesamten Langen der (gescblossenen) geodatischen Linien 
in heiden Raumen. Bei den Raumen mit konstanter negativer Kriim­
mung ist die Zahl der Moglicbkeiten viel groBer. Besonders bemer­
kenswert ist die Cliffordsche FHiche, welche die Moglichkeit einer 
endlichen Mannigfaltigkeit mit der K1'urnmung Null zeigt. Die ganze 
Frage nach den Zusammenhangsverhaltnissen der Mannigfaltigkeiten 
konstanter Kriimmung im GroBen wurde von Killing als Problem der 
Clifford-Kleinschen Raumformen bezeichnet. H3 

19. Die Integralsatze von GauJ.\ und Stokes im vierdimensionalen 
Riemannschen Raum. Die Komplikation der Tensoranalysis der all­
gemeinen Tl'ansformationsgruppe gegeniiber der der affinen Gruppe 
riihl't daber, daB es jetzt nicht mehr gestattet ist, die Komponenten 
von zwei Tensoren, welche an verschiedene Punkte gekniipft sind, ein­
fach zu addieren. Um aus Tensoren durch Differentiation neue Ten­
soren abzuleiten, muB man deshalb im allgemeinen den in Nr. 14: ent­
wickelten Begriff der Parallelverschiebung zu Hilfe nehmen. Die be­
treffenden RegeIn wurden zuerst rein formal von Christoffel91) abge­
leitet und spater von Ricci und Levi-Civita56a) in ein System gebracht. 
Vereinfachungen und geometrische Interpretationen brachten die Ar­
beiten von W pyl92), Hessenberg 93) und Lang56&). 

Bei gewissen Operationen, die zunachst betrachtet werden sollen 
und sich auf Tensoren ersten R.anges im Sinne der Nr. ] 1 beziehen, 
gehen jedoch die geodatischen Komponenten in das SchluBresultat 
nicht ein. Es ist deshalb eine naturgemaBe Forderung, bei ihrer Her­
leitung den Begriff der Parallelverschiebung nicht zu benutzen. Zu­
niichst bnn aus einem Skalar tp durch Differentiation ein Vektor 
grad tp abgeleitet werden, wie unmittelbar aus der Invarianz von 

dtp = ;;dxi 

folgt. Dabei ist zu beachten, daB die ;; kovariante Komponente sind: 

(131) d Of/J 
gra ,tp = ox" 

Um weitere Relationen zu finden, mussen wir die Integl'alsatze von 

91) 1. c. Anm. 68). 
66 a) 1. c. Anm. 56). 
92) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl. 1918, p. 103-107. 
93) L c. Anm. 77). 
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GaufJ und Stokes auf unseren Fall anwenden, wobei wir uns aber auf 
vierdimensionale Mannigfaltigkeiten beschranken wollen. Die betref· 
fende Verallgemeinerung des GaufJschen und Stokesschen Satzes fiir 
Raume beliebiger Dimension findet sich in allgemeinster Wflise bei 
Poincare9h) und Goursat9Sb). Fiir den Fall der speziellen Relativitat.s­
theorie (euklidische Geometrie und orthogonale Koordinaten) wurden 
die Formeln auch von Sommerfeld55&) entwickelt. 

Es seien 
(132) 

die Komponenten eines Linien-, FUichen- und Raumtensors, 

(133) dt, d6ik, dSikI, d~ 

die eines Kurven-, Flachen, Raum- und Weltelementes, mit den abso­
luten Betragen 
(133a) ds, d6, dS, Id~l. 

Die Komponenten (133) driicken sich durch die Koordinaten so 
aus: Die ds' sind direkt gleich den Koordinatendifferentialen 

(134 a) ds; = dx'; 

sind ferner dxi, 6xi resp. dxi, 6x', bx' die Komponenten zweier bzw. 
dreier Linienelemente in unabhiingigenRichtungen auf dem Flii.chen­
bzw. Raumelement, so ist 

(134b) 'k I dx', 6x'1 do' = 
dxk, 6Xk 

dxi, 6 Xi, bXi 

(134c) dsm = dx\ 6x\ bxk 
dxi, 6:t, bxi 

Setzt man diese Ausdriicke in irgendein Flachen- bzw. Raumintegral 

jfJ!(x)d6ik bzw. jfJ!(x)dSiki ein, so entspricht dies derjenigen Schreib­

weise der mehrfachen Integrale, die Klein 94) gelegentlich eiDgefiihrt 
und die GrafJmannsche genannt hat. Sie ist die naturgemaBe, da sie 
so fort das Verhalten mehrfacher Integrale bei Koordinatentransfor­
mationen abzulesen gestattet, und Klein 94) zieht sie deshalb der ge­
wohnlichen Schreibweise vOr. Jedoch hat die letztere den Vorzug 

93a) H. Poincare, Acta Math. 9 (1887), p. 321. 
93b) E. Goursat, Liouvilles J. (6) 4 (1908), p.33l. 
55a) A. Sommerfeld, I. c. Anm. 56). Die Divel'genz des Flaahentensors wird 

dorl in anderer Weise hergeleitet, als es hier geschieht. 
94) F. Klein, tIber die Integralform der Erhaltungssiitze uew., Gott. N achr., 

math.-phys. Kl., 1918, p. 894. 
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groBerer Einfaehheit, obzwar sie wieder den Naehteil mit sieh bringt, 
das Verhalten des Integranden gegeniiber Koordinatentransformationen 
nieht unmittelbar in Evidenz zu setzen. Man gelangt zu ihr, wenn 
man die unabhangigen Riehtungen d, 8 (d, 8, b) bei den einzelnen 
Komponenten des Flaehen (Raum-)elementes parallel den zugehOrigen 
Koordinaten annimmt. Dann wird namlieh 

d6ik = daf8af, dSiki = dx i 8afbx', 

wofiir man noch einfacher sehreibt 

(135) daik = dafdx", d&kl = dxidzkdx'. 

Es ist aber wohl zu beachten, daB sieh diese Ausdrueke bei Koordi­
natentransformationen wie die Komponenten eines Fliichen- bzw. 
Raumtensors verhalten. 

Wir konnen nun aus den Tensoren (132) und (133) zweierlei 
Arlen von Invarianten bilden. 

1. Die Orthogonalprojektionen von {, F, A auf ds, d(J, dS multi­
pliziert mit dem Betrag der letzteren Tensoren: 

(136a) {,ds = f.dxi 

(l36b) F(Jd6 = F;):d6ik 

(136e) AsdS = .AWdSiki• 

2. Die Orthogonalprojektion des Vektors { auf die N ormalriehtung 
zu d S, des Flii.ehentensors F auf die zu d 6 normale Flaehenriehtung, 
des Raumtensors A auf die zu s normale Raumriehtung, immer mul­
tipliziert mit dem Betrag der letzteren Tensoren. Man findet den 
Wert dieser Ausdrucke mit Hilfe der dualen Erganzungen zu ds, d (I, 
dS (nach Nr.12 (54b), (55) zu: 

(137a) {,.dS = fdS;* =~Vg/idSklm = ~fidSklm 
(/kIm) (;klm) 

(137b) F.Vd6 = Fikd6~ = ~VgFikdo!i1l = ~~ikd(llm 
(i.!:/m) (;klm) 

(137 e) A"ds = Aiklds:t,=~ygAikldsm =~~ikldsm. 
(iklm) (Him) 

Die Summen ~ sind darin iiber gerade Permutation en zu erstrecken, 
(iklm) 

und f, ~,Sl sind die zu f, F, A gehOrigen Tensordichten (Nr. 11). 
Die Verallgemeinerung der Integralsii.tze von Gaufj und Stokes 

liiBt sich nun so formulieren. Wir integrieren (136a) liber eine ge­
schlossene Kurve, (136 b) und (137 b) iiber eine gesehlossene Flache 
und (137a) iiber ein gesehlossenes Raumstliek. [Die analogen Sii.tze 
fiir (136e) und (137 e) lassen wir beiseite, da sie in der Physik bisher 
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keine Anwendung gefunden haben.] Diese Integrale lassen sich in 
Integrale fiber das von ihnen eingeschlossene Fliichen-, Raum- bzw. 
Weltgebiet verwandeln: 

(138a) Jf.ds = JRotNf· dtl = fRotH'" d~~ 

(138b) JFadtl jRot"F. dS jRotwF. dSW 

(139 a) 

(139b) 

j'f"dS -JDivf· dE jCJ)iUfdx 

JFNdtl jDiv"F. dS j ~~iUiF. dfJk'm 
(t~'m) 

D8bei ist gesetzt: 

Rot f 0(" ofi 
(1408) Ik = o~ - aiik 
(140 b) 

und 

R t F- of/A: + of,l. + oFu 
o 1101 - 0:&1 ollf' 0:&; 

(1418) 

(141 b) 

. of" 
CJ)tU f = oa;O 

CJ)iu iF = °o~.I: 

( Div f = _1 oVif') 
Vi 0:&' 

(DivtF=~ oViFiA:). 
Vi ollf' 

Das Wichtige dabei ist, daB die Invarianz der Ausgangsintegrale 
auch die Invarianz der Endintegrale nach sich zieht. Diese kann aber 
nur dann vorhanden sein, wenn schon der Integrand an jeder Stelle 
invariant ist, da das lntegrationsgebiet beliebig klein gewahlt werden 
kann. Daraus folgt nun weiter, daB Rot uf und Rot wF die kovari­
anten Komponenten eines Fliichen- bzw. Raumtensors, CJ)it) F eine ska­
lare Dichte und CJ)iu' F die kontravarianten Komponenten einer Vektor­
dichte sind. Diese Eigenschaften der Operationen Rot und CJ)iu konnen 
in die Regel zusammengefaBt werden: 

1. Die Operation Rot erhOht die Stufe des Tensors (vgl. Nr. 11), 
die Operation CJ)iu erniedrigt sie. 

2. Bei der Operation Rot werden die kovarianten Komponenten 
des Tensors, bei der Operation ~iu die kontravarianten Komponenten 
der Tensordichte differenziert. Wir fiigen noch hinzu: 

3. Die Operationen Rot und ~iu entsprechen einander dual. Es 
folgt dies aus den Relationen (137). In der Tat ist z. B. 
(142) Rotu:,F = CJ)itJ m F*, 
wie man leicht nachrechnet. 

Wie in der gewohnlichen Vektorrechnung konnen die Operationen 
Grad, Rot, ~itJ miteinander kombiuiert werden. Es ergiht sich 

(143) Rot Grad rp = CJ)iu ~iu F = Rot Rot f = o. 

76 



20. Herleit. v. innr. Differentialoperat. mit Benutz. d. geod. Komponenten. 601 

Wendet man hintereinander die Operation Div und Grad auf einen 
Skalar rp an, sO gelangt man zur Verallgemeinerung der Laplaceschen 
Operation d. Man bezeichnet sie nach einem V orschlag von Cauchy 
mit O. In die Invariantentheorie n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten 
wurde sie bereits von Beltrami 94a) eingefiihrtj ihre erste Anwendung 
im Fall der speziellen Relativitatstheorie kommt bei Poincare vor. Es 
ist dabei zu beachten, daB man nach der Grad-Bildung zufolge (14la) 
zu den kontravarianten Komponenten der Vektordichte ubergehen mu6: 

(144) 0 rp = Div Grad rp = -~ ~ (yg g'lc 0'P.) . Yo ox4 ox, 
Fiir konstante gil< wird daraus 

Ie o'lP 
(144 a) 0 cp =!I oX'o:x:k' 
In diesem Spezialfall kann man auch mittels der Operation 0 aus 
einem Vektor f. einen neuen Vektor ableiten. Es gilt dann namlich 
wie in der gewohnlichen Vektorrechnung 

(145) Div,Rotf= Grad,Divf- Dr.. 

Diese Relation lii.Bt jedoch fiir nicht konstante gn keine Verallgemei­
nerung zu. 

Es sei noch bemerkt, daB sich hier die in Nr. 11 aus geo­
metrischen Griinden eingefiihrte Systematik der Tensoren auch rech­
nerisch aufs beste bewahrt. Die Tensoren 1. Ranges sind vor denen 
hOheren Ranges analytisch dadurch ausgezeichuet, daB sich aus ihnen 
ohne Zuhilfenahme der geodatischen Komponenten des Bezugssystems 
durch Differentiation neue Tensoren bilden lassen. 

20. Herleitung von inva.rianten Di1ferentia.loperationen mit Be­
nutznng der geodatischen Komponenten. Wir kommen nun zur 
zweiten Gruppe von Differentialoperationen, bei welcher der Begriff 
der Parallelverschiebung eine wesentliche Rolle spielt. .Fur die phy­
sikalischen Anwendungen sind nur zwei von diesen Operationen von 
Bedeutung, niimlich diejenigen, welche den Operationen 

und 

oal 

aile = ox4 

ot~ t, = o:r. (Div des Tensors zweiten Ranges) 

der affinen Gruppe entsprechen. Um ihren Ausdruck in der all­
gemeinen Transformationsgruppe zu finden, machen wir folgende Kon­
struktion. Es sei zunachst in jedem Punkt der Kurve a!' = x!c(t) ein 

940.) E. Beltrami, Sullo. teorica generale dei parametri differenziale, Me­
morie Ace. di Bologna (2) 8 (1869), p. 1'149. 

77 



608 V 19. TV. Pauli jr. Relativitatstheorie. 

Vektor mit den Komponenten ai gegeben. 1st P ein beliebig heraus­
gegriffener Kurvenpunkt, so konstruieren wir durch Parallelverschie­
bung des Vektors at( P) Hings del' Kurve erne zweite Vektorgesamtheit 
iJf(P'), P' beliebig, wobei also in P a' und ai iibereinstimmt: 

Nunmehr kann durch 
ii(P) = ai(P). 

Ai = lim ai(P') - i,i,i(P') 
P'--+-p .dt 

in invarianter Weise ein Vektor definierl werden, da im 
Differenz zweier Vektoren im selben Punkt gebildet ist. 
und (70) folgt sofort 
(146 a) Ai _ dai + ri rdx" 

- at "le a at 

(146 b) 

Zahler die 
Aus (64) 

und 

Wird an Stelle von t die Bogenlange s und an Stelle von ai del' 

Tangentialvektor ui = ~:i gesetzt, so erhalt man auf diese Weise den 

Vektor del' "Beschleunigung", dessen Komponenten J3i mit den linken 
Seiten von (80) iibereinstimmen: 

(147) 
. d'xi . dxf dx' 
B·=~+r'--. ds! rs ds ds 

1st ai nicht nur langs einer Kurve, sonderll als Vektorfeld gegeben, 

. aai oa ax" d d h (146) . d . d R' ht dxk 
so 1St dt = oxk at' un urc Wlr Je er lC ung at em 

Vektor 

zugeordnet. Damus folgt, daB 

(148 a) 

(148 b) 

.:l ~ 

Ai-a' -~ 
- le at 

die Komponenten eines Tensors bilden. Er ist die gesuchte Ver­

allgemeinerung des Tensors ::1- del' affinen Gruppe. 

Ein Vektol'feld ai, fur welches der zugehOrige Tensor au in einem 
Punkt P verschwindet, heiBt in diesem Punkt station';ir. Nach Nr. 16 
und 18 gibt es im euklidischen Raum und nur in diesem Vektor­
felder, die in allen Punkten eines endlichen Gebietes stationar sind. 

Da das GroBensystem aik weder symmetrisch lloch schiefsymme­
trisch ist, haben wir es hier nicht mit einem Tensor im geometrischen 
Sinne del' Nr. 11, sondeI'll bloB mit einem Tensor im weiterell Sinne 
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der Nr. 9 zu tun. Wir konnen aik spalten in einen schiefsymmetri-

schen Teil 

und einen 

(148c) 

Mit Hilfe der stationaren Vektorfelder konnen wir nun nach dem 
Vorgang von Weyl95) die Divergenz eines Tensors 2. Ranges Tik ab­
leiten. Es sei ~i ein in P stationares Vektorfeld, so da6 in diesem Punkt 

und 

~=_r·~r 
Oxk rk 

06; rr 1: 
oxk = i kSr 

ist. Dann bilden wir nach (14la) die Divergenz des Vektors 

r = Tik;k = Tki~k. 

Setzen wir die angeschriebenen Werte fiir die Ableitungen der ;i ein, 
so kommt 

(149) i)i\J f = :~ = ~i\J i% . '5' = ~i\J i%. ;; 
mit 

(150a) 

(J50b) 

(T'\ .... a- _ a'll _ a- 'rr _ a'll _ ~ CUr. a-,., 
,lUI., i~ - ax'< ~r is - ax'< 2 oxi ~ • 

~i\J i% = o'iik + %rs ri 
oxk rl' 

st ist dabei die zu T gehOrige Tensordichte, und aus del' Invarianz 
von (149) folgt, daB (150a) und (150b) die ko- bzw. kontravarianten 
Komponenten einer Vektordichte bilden. 

1m euklidischen Raum kann die Divergenz eines Tensors zweiten 
Ranges auch noch andel'S interpretiert werden. Sind ri und t zwei 
Einheitsvektoren, so moge T(rs) = Tikri Sk die Komponente des Tensors 
nach diesen zwei Richtungen heiBen. 1st ri in P belie big vorgegeben, 
so kann man im euklidischen Raum diesel' Richtung in jedem Punkt 
P' eine parallele Richtung 'j'i in eindeutiger und invarianter Weise 
zuordnen. Das Vektorfeld ri ist ofl'enbar ii.berall stational' uud kaun 
in (149) fiir ;i genommen werden, so daB gilt 

~i\J (%r) = ~i\J;:. %. 
Setzt man nun in (la9a) f = (%r), so folgt so fort 

(151) J T(;n)dS = J~i\J;% dx = J~i\J ;:stdE, 

(151 a) ~i\J r % = lim J~(r.)dS , 
8+0 dlJ 

95) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 3. Aufi., 1920, p. 104. 
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eine Formel, die von Lang96) abgeleitet wurde. Man kann fiir vor­
liegenden Zweck jeden nichteuklidischen Raum durch einen euklidi­
schen Tangentialraum ersetzen, da die zweiten Differentialquotienten 
der gi,. in das Schlu.6resultat (150) nicht eingehen und die ersten Ah­
leitungen der gi,. durch geeignete Wahl der Koordinaten in heiden 
Raumen immer zur trbereinstimmung gebracht werden konnen. Des­
wegen kann das Ergebnis des Grenziiberganges in (15la), der Vektor­
charakter von i>ju /t, allgemeine Giiltigkeit beanspruchen, obwohl das 
Integral der rechten Seite nur im euklidischen Raume einen Sinn hat. 

Der Vollstandigkeit halber sei hier Boch die folgende allgemeine 
Formel angefiihrt, die in del' Physik jedoch keine weitere Rolle spielt. 
Aus dem Tensor aikl"·r,t... folgt durch Differentiation der Tensor 
bOheren Ranges 

aU/ ... r./"· + ri aekl... + rk ai'll... + 
(152) p,r./"· Oxp e p r.t .. · e p r,/ ... I Oalkt ... 

+ ... -rea,kl... -r'laW... _ ..• 
p r 'l,t... p , r'lt ... 

Die durch (152) dargestellte Operation, die sich schon bei Ohristoffel 
7 findet, nennen Ricci und Levi-Civita kovariante Differentiation. 

Man hat sie friiher wie folgt benutzt, um die Divergenz des 
Tensors 2. Ranges abzuleiten. Man bildete zuerst gema..6 (152) den 
Tensor T/" durch Differentiation von Tile und verjiingte dann: 

DiviT= Tt'· 
Es moge noch erwahnt werden, wie Ricci und Levi-Civita66b) zu 

dem Ausdruck fur den Kriimmungstensor gelangt sind. Man gehe 
aus vom beliehigen Vektor a. und bilde zuerst nach (148b) aiJ:' dann 
nach (152) au.,' Auf der rechten Seite stehen dann sowohl Glieder, 
welche nur die a. selbst, als auch Glieder, welche die ersten und 
zweiten Ableitungen der a. enthalten. Letztere heben sich aber fort, 
wenn man die Differenz a ik" - ail,k bildet, und es bleibt einfach stehen 

aik" - ail,k = R".k,aA• 

Damit ist dann der Tensorcharakter des Gro.6ensystems R\kl bewiesen. 
Diese Methode verschafft abel' keine Einsicht in seine natiirliche geo­
metrische Bedeutung. 

21. Aftl.ntensoren und freie Vektoren. Obwohl die allgemeine 
Relativitatstheorie es nur mit Gleichungen zu tun hat, die gegeniiber 
beliebigen Transformationen der Koordinaten kovariant sind, spielen 
dennoch in ibr auch Gro.6ensysteme eine Rolle, die sich nur gegeniiber 

96) Lang, Diss. Miinchen, 1. c. Anm.1I6). 
56 b) Ricci und T. Levi-Oivita, 1. c. Anm. 56), vgl. auch die Darstellung bei 

Einstein, Ann. d. Phys. 49, 1. c. Anm. 56). 
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linearen (affinen) Koordinatentransformationen wie Tensoren verhalten. 
Wir nennen sie Atfintensoren. Solche Affintensoren sind z. B. die 
geodatischen Komponenten. Insbesondere kommen aber auch Affin­
tensoren Us" vor, deren zugehOrige Tensordichten lljk = urVi in 
jedem Bezugssystem den Gleichungen 

(153) ~~I: = 0 

geniigen. Es ist kIar, daB sich die Us" bei allgemeinen Koordinaten­
transformationen nicht linear-homogen transformieren konnen. Man 
kann jedoch aus den V/' durch Integration ein GroBensystem Jk ab­
leiten, das sich gegeniiber einer viel allgemeineren Gruppe von Trans­
formationen als der affinen wie ein Vektor verhalt. 

U ill dies zu zeigen, stellen wir zuerst eine vorbereitende Hilfs­
betrachtung an. Es sei ein Vierervektor sk mit der zugehorigen Vektor­
dichte 11: gegeben, dessen Div liberall verschwindet. 

W (154) ox!: = O. 

Es habe ferner 11: nur innerhalb einer "Weltrohre" von Null ver­
schiedene Werte oder nehme jedenfalls nach auBen so rasch ab, daB 
die tiber auBerhalb der Weltrohre gelegene Gebiete erstreckten Inte­
grale, die im folgenden vorkommen, verschwinden, wenn man das 
Integrationsgebiet hinreichend weit entfernt. Wir betrachten ferner 
nur solche Koordinatensysteme, in den en die Raume konstanter Zeit 
x' = const. die Weltrohre nur in einfach zusammenhangenden Be­
reichen schneiden; Nun benutzen wir den Umstand, daB nach (139a) 
und (154), das Integral js"dS stets verschwindet, wenn es liber ein 
geschlossenes Raumstiick integriert wird. Ais Integrationsgebiet wahlen 
wir zuerst zwei Querschnitte x' = con st., die wir uns durch auBerhalb 
der Weltrohre gelegene Raumteile verbunden denken. Dann folgt 
mit Riicksicht auf (137 a), daB das Integral 

(155) 

fiir beide Querschnitte den gleichen Wert hat, d. h. von X4 unab­
hiingig ist. Nun fahren wir ein zweites Koordinatensystem K' ein, 
das innerhalb der Weltrohre nur del' Bedingung zu geniigen hat, daB 
die Raume X'4 = const. die Weltrohre in einfach·zusammenhiingenden 
Bereichen schneidet, auBerhalb der Weltrohre aber konstante 9 ik ha­
ben soll. lndem wir nun als Integrationsgebiet einen Querschnitt 
x" = con st. und einen Querschnitt x'" = const. nehmen, die wir immer 
so wahlen konnen, daB sie sich gegenseitig nicht schneiden, ergibt sich 

j14dxldx2dxs = jPdx'ldx'2dx'S, 
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d. h. das Integral Jist gegenliber allen hier zugelassellen Kool'dinaten­
transformationen invariant. 

Auf diesen Fall kann man nun den des Integrals libel' die Kom­
ponenten eines Affintensors zuriickfuhren. Man multipliziere dies en 
.Affintensor mit einem Vektor p", dessen Komponenten innerhalb del' 
Weltrohre konstant sind, 

Uk = U/li . 

Uk verhiilt sich gegeniiber allen linearen Transformationen wie ein 
Vektor. In allen Koordinatensystemen K', die aus dem urspriinglichen 
System K durch eine solcbe Transformation hervorgehen, sind die 
Komponenten p'j ebenfalls innerhalb del' Weltrohre konstant, und es 
gilt deshalb in ihnen auch die Gleichung 

OUk 
'OXk = O. 

Nach (155) ist deshalb das Integral 

J = JU4 dx1dx2dx3 

gegeniiber linearen Transformationen invariant und hat auch fiir 
jeden Querschnitt denselben Wert. Da abel' 

J = JkP\ 
worm 
(156) 

und der Vektor pk ganz beliebig war, haben die GroBen J. Vektor­
charakter gegeniiber linearen Transformationen.97) 

Wir zeigen nun nach dem Vorgang von Einstein 98), daB sie 
diesen Vektorcharakter auch behalten, wenn man vom Koordinaten­
system K zu il'gendeinem Koordinatensystem Ie iibergeht, welches 
auBerhalb der Weltrohre mit K iibereinstimmt. Zu diesem Zweck 
braucben wir nul' ein Koordinatensystem zu konstruieren, welches auf 
einem Querschnitt x"! = c1 mit K, auf einem anderen Quel'schnitt 
X"4 = C2 mit K' iibereinstimmt. Da schon bewiesen ist, daB fur zwei 
verschiedene Querschnitte X4 = const. desselben Kool'dinatensystems 
die J" die gleichen Wede haben, ist hiermit auch gezeigt, daB die 
Jk in K und K' dieselben Werte haben. Sie sind von del' Koordinaten­
wahl innerhalb del' TVeltroht'e iiberhaupt nicld abhiingig. Es ist inter­
essant, daB man ausgehend von dem Affil1tenBor U/, del' sich nul' 

97) Es wurde dies zuerst bewiesen von F'. Klein, Uber die Integralform del' 
Erhaltungesatze uew., Gott. Nachr., math.-phys. Kl, 1918, p. 394, wo die freien 
Vektoren ausfiibrlich bebandelt werden. Die hier gegebene Ableitung riihrt Yon 
H. WeyZ her, Raum-·Zeit-l\faterie, 3. Auf! 1920, p. 234. 

98) A. Einsteil/, Berl. Bel'. 1918, p. 448. 
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bei lineal'en Koordinatentransformationen !covariant verMlt, durch 
Integration zu einem GroBensystem Jk gelangt, das sich gegenuber 
einer viel allgemeineren Transformationsgruppe wie ein Vektor verhlilt. 
Der Vektor J" unterscheidet sich von den gewohnlichen Vektoren da­
durch, da6 e1' nicht an einen bestimmten Punkt gebunden ist. Wir 
nennen ihn im AnschluB an die Terminologie der Mechanik mit Klein 
einen {reien Vektor. 

22. Realitii.tsverhii.ltnisse. Es wurde in diesem Abschnitt stets 
so gerechnet, als ob die Form ds! definit ware. In del' wirklichen 
Raum-Zeitwelt ist das jedoch keineswegs del' Fall, vielmehr hat ds2 

in del' Normalform drei positive und ein negatives Zeichen. Formal 
bleiben a.lle bisherigen Ergebnisse auch fur diesen Fall bestehen, da 
man durch Einfiihrung einer imaginaren Koordinate den einen Fall 
auf den anderen zuriickfiihren kann (vgl. Nr. 7). Geometrisch muss en 
die Formeln jedoch etwas anders gedeutet werden. 

Bleibt man zunachst im Giiltigkeitsbereich del' speziellen Rela­
tivitatstheorie und fiihrt als vierte Koordinate x4, = ct ein, so laBt 
sich bei gegebenem Anfangspunkt des Koordinatensystems die Welt 
in gegeniiber Lorentz-Transformationen invarianter Weise in zwei Teile 
zerfallen, die charakterisiert sind durch 

(A) XIS + XII + x/ - x/ < 0 (Vor- und Nachkegel) 
und 
(B) 
Getrennt werden sie durch den Kegelmantel 

(0) X2+X2+XiI_X2-0 1 23 4, - , 

auf dem die Weltlinien der Lichtstrahlen verlaufen. 
Lii.Bt man den Anfangspunkt eines Vektors mit dem Ursprung 0 

des Koordinatensystems zusammenfallen, so heiSt del' Vektor raum­
artig, falls sein Endpunkt in das Weltstiick (B), zeitartig, falls er in 
das Weltstiick ( A), und ein Null vektor (Vektor vom Betrag N ull) falls 
er auf den Kegel (0) lalIt. Die Lorentz-Transformation stellt sich 
wegen des veranderten V orzeichens del' vierten Dimension eigentlich 
nicht dar als Drehung des Koordinatensystem!l, gondern als Ubergang 
von einem System konjugierter Durchmesser des Hyperboloids 

X 2+X2+X2 rp2-1 1 2 3 - '~4, -

zu einem anderen. (Diese Interpretation del' Lorentz-Transformation 
sowie auch die iibrigen hier gebrauchten Bezeichnungen kommen zuerst 
bei Minkowski vor.) Durch eine einfache geometrische Betrachtung oder 
auch durch eine einfache Anwendung der Formel (I) fiir die Lorentz­
Transformation kann gezeigt werden, daB durch geeignete Koordinaten-
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wahl fUr die Punkte des Weltstiickes (A) stets raumliche, fUr die 
Punkte des Weltstiickes (B) stets zeitliche Koinzidenz (Gleichzeitig­
keit) mit dem Ursprung erzielt werden bnn. Und was im wesent­
lichen das gleiche ist: Durch geeignete Koordinatenwahl konnen stets 
die zeitliche Komponente eines raumartigen oder aIle raumlichen 
Komponenten eines zeitartigen Vektors zum Verschwinden gebracht 
werden. Nach den Ergebnissen der Nr. 6 konnen uberdies nur die 
Weltpunkte (A) mit dem Ursprung kausal verknupft sein. Fiir die 
durch das Linienelement 

asl = (axl )! + (ax!)' + (axS)' - (ax')t 

bestimmte Geometrie, die hier besprochen wurde, moge mit Klein und 
Hilbert der Terminus pseuaoeuklidisch eingefiihrt werden. 

Ganz analoge Unterschiede zwischen der Geometrie des positiv 
definiten und des indefiniten Linienelementes geIten im Fall der all­
gemeinen Riemannschen Geometrie. Man konstroiere aIle yom Punkt 
Po ausgehenden geodii.tischen Linien, welche in Po den Bedingungen 
genugen: 

(A) 
oder 

(B) 
oder 

(C) 

(I = Kurvenparameter). Sie idllen gewisse WeUstiicke bzw. den diese 
trennenden Kegelmantel (0) stetig aus. Die entsprechenden Richtongen 
(Vektoren) in Po hei6en wieder zeitartig, raumartig bzw. Nullrich­
tungen (Nullvektoren). 

Diese Einteilung der Raum-Zeitwelt hat, wie Hilbert 99) betont 
hat, eine Einschrankung der zulii.ssigen Punkttransformationen zur 
Folge. Es miissen namlich in zulli.ssigen Koordinatensystemen die 
drei ersten Koordinatenachsen stets raumartige, die vierte stets zeit­
artige Richtung haben. Dies ist erfullt, wenn erstens die aus as! 
durch Nullsetzen von ax' entstehende quadratische Form positiv definit 
ist, wofiir die Bedingungen lauten: 

g11 > 0, 
g11 g12 gJS 

gil g2t gn 

gSl gS2 gss 

99) D. Hilbert, Gmndla.gen d. Phys" 2. Mitt, Gatt. Nacbr., math.-pbys. Kl., 
1917, p. 63. 
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und wenn zweitens gilt 

Diese Ungleichungen diirfen durch zulassigeKoordinatentransformationen 
nicht verletzt werden. Da. die Determinante 9 der gu, zufolge dieser 
Ungleichungen stets negativ ist, muB in den fiir den definiten Fall 
entwickelten Tensorformeln stets vi durch V - 9 ersetzt werden.99a) 

Nach (B) kann die Bogenlinge einer Weltlinie auch imaginli.r 
werden, und zwar ist dies immer der Fall hei der Weltlinie eines 
materiellen Korpers. Es ist deshalb in diesem FaIle praktisch, statt 
dcr Bogenlange s die Eigenseit or einzufuhren, die bestimmt ist durch 

(157) s = icor. 
Sie gibt die Zeit an, die eine auf dieser Weltlinie bewegte Uhr an­
zeigt. Denn in einem Koordinatensystem, in welchem die Uhr mo­
mentan ruht, wird aor = at. Auch fuhren wir statt 

den Vektor 

(158) 

ein, fur welchen 

d,zi 
u'=Ts 

. d,zi 
u'=­a.,; 

(159) giJ:UiUTt = uiu· = - c' 
gilt. 

Unter den geodatischen Linien spielen die geodatischen NuUiniefa, 
die auf dem Kegelmant.el (C) liegen, eine Ausnahmerolle. Fur sie gilt 
namlich zwar das Variationsprinzip (83) und die Differentialgleichungen 
(80), aber nicht das Variationsprinzip (81). Denn eratens konnen die 
Koordinaten hier nicht alsl!"unktionen der Bogenlange dargestellt werden, 
weil diese verschwindet, so daB auch in (80) ein anderer Kurvenparameter, 
der nur bis auf eine willkiirliche multiplikative Konstante bestimmt 
ist, etehen muB. Und zweitens kann wegen des Verschwindens der 

Vg.k ~ ~~, die bei der Ableitung von (83) aus (81) in den Nenner 

9980) Mankowski (1. c. Anm. 65), Abh. II) und Klein (Phys. Ztachr., I. c. 
Anm. 6680) stellen an die zulassigen Punkttransformationen noch eine weitere 

iJ •• 
einschriinkende Bedingung: Es sollstets 0:' > 0, Vertauschung von Vergangen-

heit und Zukunft also ausgeschlossen sein, damit man es mit einer wirkIich 
kontinuierlichen Grllppe zu tlln hat. Es folgt jedoch aUB der Kovarianz gegen­
liber dieser engeren Gruppe schon rein formal bereits die Kovarianz gegeniiber 
der Umkehr der Zeit, sorem die Gleichungen nicht ganz kiinstliche Irrationali­
titen enthalten (liber diesen letzteren Punkt vgl. Abschn. V). Au6erdem scheint 
die Kovarianz aller Naturgesetze gegeniiber der Umkehr der Zeit nach uneerer 
heutigen Auftassung auch aus physikalischen Griinden geboten. Wir werden 
deshalb die hier erwil.hnie Einschrankung nicht annehmen. 
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kommt, der Schluf.\ von (81) auf (83) nicht mehr gezogen werden. 
Man muS die geodatischen N ullinien vielmehr so definieren: Die geo­
diitischen Nullinien sind vor den anderen auf dem durch (0) be­
stimmten Kegel liegenden KUl'ven dadurch ausgezeichnet, daB ein 
Kurvenparameter A. existiert, fiir welchen die Differentialgleichungen 

dZxi . da{ dx" 
lilt + r~. K dT = 0 

und somit auch das Variationsprinzip (83) befriedigt sind. Fiir die 
geodatischen Linien, welche keine Nullinien sind, bleiben dagegen die 
Entwicklungen der Nr. 15 bestehen. 

Auch das Ergebnis von Vermeil betreffend den Zusammenhang 
des Volumens einer Kugel im Riemannschen Raum mit der Kriim­
mungsinvariante (Nr. 17) laBt sich nicht unmittelbar auf den inde­
finiten Fall iibertragen, weil hier der Kugel das unendlich ausgedehnte 
Hyperboloid entspricht. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB gewohnlich in der speziellen 
Relativitatstheorie die Normalform des Linienelementes definitions­
gemiiB mit drei positiven und einem negativen Vorzeichen angenom­
men wird, wahrend in der allgemeinen Relativitatstheorie drei nega­
tive und ein positives Vorzeichen angenommen werden. Hier soll 
einheitlich an der ersten Beseichnungsart festgehalten werden. 

23. InJlnitesimale Koordinatentransformation und Variations­
sitze. 1st eine GroBe invariant gegenuber Koordinatentrsnsforma­
tionen iiberhaupt, so ist sie insbesondere such invariant gegenuber 
in/initesimaZen Koordinatentransformationen. Der Nutzen, den die Be­
trachtung der letzteren gewiihrt, riihrt daher, daB aus der Invarianz 
einer GroBe ihnen gegeniiber gewisse Differentialgleichungen herge­
leitet werden konnen, denen die GroBe genugen muB. Wir definieren 
nun eine solche- infinitesimale Koordinatentransformation durch 
(160) Xi = Xi + f~i(X), 
WO E eine unendlich kleine GroBe ist. Die ~i konnen in ganz be­
liebiger Weise von den Koordinaten abhangen. AIle Differenzen zwi­
schen gestrichenen und ungestrichenen Funktionen hat man sich im 
folgenden nach Potenzen von E entwickelt zu denken. Dabei kommt 
es uns schlieBlich aUein auf das Glied erster Ordnung an, welches 
die Variation der betreffenden Funktion heiBt. Urn die Variation 
irgendeines Tensors beim Ubergang vom ungestrichenen zum gestrichenen 
Koordinatensystem zu erhalten, hat man in die allgemeine Transfor­
mationsformel (25) die Werte 

(161) 
. ox; . os; - k oxk ~ i O~k «,:= ox'< = 6'k'+ f oxk; (ti = o?iji = Uk - f ox' 
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23. Infinitesimale Koordinatentransformation und Variationssiitze. 617 

ernzusetzen. Letztere folgen aus ;;i ::: = ~ai und sind natiirlich nur 

bis auf GroBen hoherer Ordnung in E richtig. Wir merken noch den 
Wert fUr die Transformationsdeterminante an: 

(162) I oXi I o~, lox" I O~i ox" = 1 + E Oil;/' ox; = 1 - E OX" 

Auf diese Weise erhiilt llian fiir die Variation des Vektors 
. o~,i Mt 

(163) ~a' = E ox" ar, oai = - E ox' ar 

und fUr die des Tensors zweiten Ranges: 

oaik = E (O~i ark + o~k air) 
o:x:r o:rt' 

(164) ~ i (O~; r o~r i) 
u ak = E Oilt ak - ox" ar , 

(of O~r) 
oaik = - E fix' ark + ox" air . 

Entsprechende Formeln geIten insbesondere fUr die Variation von gn' 
Es sei noch angemerkt, daB aus (72) fUr ein beliebiges symmetrisches 
System tjk von Zahlen 
(165) 

folgt (Hierin ist wie 
aus (73): 
(73b) 

tikogik = - tikogik 

Ublich tiTc = rfag"~taa gesetzt.) Ebenso folgt , 

In (163) und (164) handelt es sich immer um die Varation 

(166) ~ at = ai(X) - ai(x), '" a aile = aik(x) - ai"(x), ... usw. 

Wesentlich hiervon verschieden ist die Variation 
(167) o*ai = ii/eX) - ai(x), .. , o*aik = aik(X) - (~ik(X), .•. usw. 

Sie hii.ngt mit jener offenbar zusammen durch die symbolische Relation 

(168) o 0*=0 - E - tr oxr \> , 

woraus sich unmittelbar die Ausdriicke 0* ai, o*ai , usw. ergeben. Aus 
(164) und (167) folgt die wichtige Formel 

~J~iko*g. dx= Ef[- (.:Vo~' - ~ og,.~ ~r8l:iJ dx 
2·k • ox" 2 ox, S 

oder nach (150 a): 

(169) ~ J ~ikO*gikdx = E [J i>iu; ~ . ;'dx - f~~ (~ik ~~ dx J. 
SchliefHich b~trachten wir noch die Variation des Integrals 

J .{SJJ3(x)dx. 
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Es ist 

hJ =.f W(x)dx - 1 mJ(x)dx =1 iJ.s(x) I ~~ I dx - f mJ(x)dx, 
X X X X 

also mit Riicksicht auf (162) und wegen mJ (x) = mJ (x) + E ~~ £': 

(170) 8 1 mJdx = 18*mJdx + E fo~cm;') dx. 

Bierin ist 8*~ = W(x) - ~(x). Wenn;i an del' Grenze des In­
tegrationsgebietes verschwindet, liefert der zweite Term der reehten 

Seite von (170) keinen Beitrag zu 8JmJdx, da er nach (139a) in 

ein Integral fiber die Grenze verwandelt werden kann. 1st nun J eine 
1nvariante, also W eine skalare Dickie, so mufJ die Variation (170) 
fur beliebige ;i verscltwinden. Indem man zuerst den allgemeinen Aus­
druck fiir hmJ bei irgendeiner Variation der Feldtensoren, aus denen 
sich W aufbaut, aufstellt und dann die letztere Variation speziell nach 
(164) durch eine infinitesimale Anderung des Koordinatensystems er­
zeugt, erhii.lt man aus (170) gewisse Identitii.ten. Dabei kann in ge­
wissen Fallen noch ;i als an der Grenze des Integrationsgebietes ver­
schwindend angenommen werden, was die Rechnungen vereinfacht. 
Dies wird durch die folgenden Beispiele erlii.utert, die mit Rucksicht 
auf die spateren physikalischen Anwendungen durchgerechnet werden. 

a) Aus dem Vektor fIJi werde durch Rot der Flachentensor 

(171) F = o<P,,- _ o<p, 
ik ox' ox" 

und aus diesem die Invariante 

(172) 

abgeleitet. 1st 53 die zu L gehOrige skalare Diehts 

2 = LV g, 

so kann aus der Integralinvariante 

f2dx 

eine fUr die ponderomotorische Kraft der Elektrodynamik wiehtige 
Transformation abgeleitet werden. Wir beschriinken uns dabei auf 
solehe Variationen der Felder und Koordinaten, die an der Grenze 
des Integrationsgebietes verschwinden. Zuniichst seien ({Ii und gik als 
unabhangige Variable betrachtet. Bei einer Variation derselben (von 
der genannten Art) wird zuniichst nach einfaeher Reehnung mit Riiek­
sicht auf (165): 

ss 



23. Infinitesimale Koordinatentra.nsformation und Variationssittze. 619 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(173) Sik =.-:! \Sik = FriF,kgrl 
- t Fr.P·gik · V-g 

Durch partielle Integration folgt dann: 

(174) ~.r2dx = fl2,i~tpi- Sik~gik)dx, 
mit 

(175) 

woraus noch folgt: 

(175a) iJii 
~=O. ux' 

Nun erzeugen wir speziell die Variationen ~tp. und ~gik durch eine 
infinitesimale Koordinatentransformation, was infolge des Verschwin­
dens derselben an der Gebietsgrenze nach (170) erzielt wird, wenn 
man in (174) fiir ~rpi und ~gikJ d*tpi und ~*gik substituiert. Mit 
Riicksicht auf (163), (168) erhiilt man zunachst: 

fi~*tpi = - c (,k ~:} ;i + ,ktpi :!) 
und nach partieller Integration wegen (169) und (175a): 

o - J(2"~*tpi - Sik~*g;k) = - 2cJCFikfk + Si)il>i@5);idx. 

Da der letzte Ausdruck fiir beliebige ;i verschwinden mull, folgt 

F"J = - i)iu,S 
oder ausgeschrieben 

(176) Fik,k = - (~~ - ~ ~:;:- sr.) . 
Diese Identitiit werden wir in Nr. 30 und 54 beniitzen. 

b) Durch die Untersuchungen von Lorentz 100), Hilbert 101), Ein­
stein 102), Weyl10S) und Klein 1M) fiber das Hamiltonsche Prinzip in 

100) H. A. Lorentz, Amst. Versl. 23 (1915), p. 1073; 24 (1916), p. 1389 u. 
1759; 26 (1916), p. 468 u. 1380. 

101) D. Hilbert, Grundlagen d. Physik, 1. Mitt., Gott. Nachr., math.-phys. 
Kl., 1915, p. 396. 

102) A. Einstein, Berl. Ber. 1916, p. 1115 (auch abgedruckt in der Samm­
lung, Lorentz, Einstein, Minkowski "Das Relativitatsprinzip", 3. Auil., Leipzig 1920). 

103) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 117; Raum-Zeit-Materie, 1. Auf!.. 
1918, 3. Auil. 1920. 

104) F. Klein, Zu Hilberts erater Note uber die Grundlagen der Physik, 
Gott. Nachr., math.-phys. Kl., 1917, p. 469; nber die Diiferentialgesetze von Im­
puIs und Energie in der Einsteinschen Gravitationstheorie, ebenda 1918, p.235. 
- Die von Klein gegeniiber Hilbert erzielte Veremfachung wird dadurch ermog­
licht, daB er auch solche Variationen der Koordinaten beniitzt, die am Rand 
des Integrationsgebietes nicht verschwinden (wie es iibrigens in der klassischen 
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der allgemeinen Relativitatstheorie, deren pbysikalische Bedeutung im 
Abschnitt IV besprochen werden soIl, gemnnt die Variation der zur 
Kriimmungsinvariante R geborigen Integralinvariante 

Jmdx 
ein besonderes Interesse. 

Man zerlegt zunachst diese Invariante Jmdx m ein Voluminte­

graI, welches nur die ersten Ableitungen der gil enthilt und ein Ober­
flichenintegral: 

Jmdx = - J@Jdx + J( .. . ), (177) 
Oberlliche 

worm 
(178) @J=V gG, G=gi/'(r;.r:r-T;kr',..). 

Gist oft'ensichtlich nur gegeniiber linearen Transformat.ionen eine In­

variante ( Affinskalar). Das Integral .f W dx ist aber nach (177) 
darflber hinausgehend invariant gegeniiber allen Transformationen, 
welche sich nur auf das Innere des Integrationsgebietes erstrecken 
und die Randwerle der Koordinaten sowie der gil und ihrer Ablei­
tungen unverii.nderl lassen. Diese beiden Invarianzeigenschaften des 

J"@Jdx werden nun dazu benutzt, um einige fiir die Theorie wichtige 
mathematische Identitaten nachzuweisen. Der UmstBnd, daa im Inte­
grand des zu variierenden Integrals die zweiten Ableitungen der gik 
nun nicht mehr auftreten, wirkt dabei sehr vereinfachend, obzwar er 
fiir die Moglichkeit, das im folgenden eingeschlagene Verfahren an­
zuwenden, nicht grundsatzlich erforderlich ist. 

Wir erhalten zunii.chst bei einer beliebigen Variation des gil:­
Feldes, wenn wir zur Abkiirzung g/,' = ~~"t setzen: 

- .f6@dX = - j(;;1: 6g'" + :g~k 6g/') dx 

f( ° oGJ oGJ) 6 itd J. ° (oGJ 6 II:) d 
= oaP og~k - ogil: 9 X - o:x;" og~.t 9 x. 

Die Ausreehnung zeigt nun 105), daB 

° oGJ oQJ ,;--
oaf' arfa" - ag;7, = @Ju = y - 9 Gil: 

8 wird, wo G'k der in (109) definierle Tensor ist. A180 ergibt sieb 

(179) -fd@Jdx=f@JilI:~gikdX - r ~ (oGJ 6,JI:) dx J ~x" Off,," Y • 

Mechanik Beit Lagrange vielfach geschieht). Hierdolch werden ma.nche Bezie­
hungen iibersichtlicher. Ein il.hnliches, wenn Bouch nicht so systema.tisch durch­
gefiihrtes Rechenverfa.hren findet sich schon bei LO'I'ents (1. c. Anm. 100). 
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Da das letztere Integral offensichtlich aIs Oberftachenintegral ge­
schrieben werden kann, gilt nach (177) auch 

(180) ~ Jffidx = JeM'I:~!Pdx+.[c .. . ). 
Oberftll.che 

Wir erzeugen jetzt speziell die Variation der gj/: durch eine Va­
l·iation d* des Koordinatensystems. Dann ergibt sich aus (179) zu­
folge (169) und (170): 

(181) d* f eMdx = 2 Ej·i)iUjeM. ;'dx + 

E f"o~ U);. d*gTl - 2eM/;i + eM;l:) dx. 

Nun spezialisieren wir weiter die infinitesimale Koordinatentransfor­

mation so, daB sie JeMdx invariant liiBt. 

1. Die ~. sollen am Rand verschwinden. Dann folgt: 

(182a) 

(182b) 

Hiitten wir bloB diese Identitiit ableiten wollen, so hiitte sich die 
Rechnung sehr abkiirzen lassen. Herglotz 81&) hat darauf aufmerksam 7 

gemacht, daB sich als einfache Konsequenz dieser Identitiit ein inter­
essanter Satz ergibt, der schon fruher auf anderem Wege von Schur 105a) 

bewiesen worden war. 1st analog zu (116) 

R"iil: = - «(U"ig", - giiUU)' 
wobei aber « zuniichst noch eine Funktion der Koordinaten sein bnn, 
so folgt durch Substitution von (119) in (182a) fiir n> 2 sofon 

Oct ox' = 0, ex = konst. 

Das heiBt: 1st das KriimmungsmafJ eines Riemannschen Raumes R,. 
(n > 2) in jedem seiner Punkte von der Fliichenrichtung unabkiingig, 
so ist es auch vom Ort unabhiingig. 

2. Die ~j sollen konstant sein. Wir konnten sogar die ~i aIlge­
meiner als lineare Funktionen der Koordinaten ansetzen, jedoch sind 
die weiteren Identitiiten, die daraus resultieren, fur uns nicht von 
Wichtigkeit. Da nunmehr das erste Integral in (181) zufolge (182) 
fortgelassen werden kann, mnB fur konstante ;i das zweite Integral 

105) Wegen ihrer Durchfiihrung vgl. man H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 
1. AuH. 1918, p. 191, 3. Auf!. 1920, p. 205, 206, sowie auch A. PalaUni, Rend. 
Pal. 43 (1919), p. 203. 

82a) G. Herglotz, 1. c. Anm. 82). 
105 a) F. Schur, Ma.th. Ann. 27 (1886), p. 537. 
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ebenfalls identisch verschwinden. Dies iet aber nur moglich, wenn 
filr diesen Fall der Integrand identisch verschwindet, da das Integra.­
tionsgebiet beliebig klein angenommen werden bun. Da nun nach 
(164), (168) bei konstanten ~i h*g'"' = - g{'~i zu setzen ist, nimmt 
der Integrand die Form an: 

~, o~ (- :g~' gt' - 2fM/' + (MIl,i) . 

Setzen wir also noch 

(183) U/ = ! (:;. gt' - fMlll) , 
so folgt: 

Sa (184) ()(ut +~) = 0 
()r) -. 

Die Auswertung des Ausdruckes (183) flir Ul aus dem Wert (178) 
von fM liefert 

(185) U.k = ~ {r 0(r"0) -r" oVt'0") -fMll"} 
• 2 aT o:l:' r. o:l:' i , 

wofiir man im Fall"V 9 = const. auch schreiben kann 

(185 a) U.k =,/ ~gUk UJ: = r" rr n<Z' _ ~ GIl.i 106) • r ; , i r. ai:f 2 •• 

Wir haben es hier offenbar mit einem Affintensor zu tun, wie er 
in Nr.21 betr&chtet wurde. Uber seine physikalische Bedeutung vgl. 
Abschnitt IV, Nr. 57 und 61. 

ID. Weiterer Ausbau der speziellen Relativititstheorie. 

a) Kinematik. 

24. Vierdimensionale Darstellung der Lorentz-Transformation. 
Die im Abschnitt I besprochenen kinematischen Folgerungen der 
Relativitatstheorie lassen sich viel iibersichtlicher darstellen, wenn man 
die vierdimensionale Raum-Zeitwelt den Betrachtungen zugrunde 
legt. Man kann zwei verschiedene Darstellungen nebeneinander ver­
wenden. Erstens die imaginii.re: 

x1=x, x2=y, xS=z, x4=ict, 
und zweitens die reeile 

x1=x, xZ=y, xS=z, :J!=ct. 
Die erste ist die historisch altere, schon von Poincare101) verwendete, 
die zweite wird von Minkowski in seinem V ortrag "Raum und Zeit" 
benutzt. Die spezielle T~orentz-Transformation (I), bei der Xl und XS 

106) fiber die Durchfiihrung der Rechnung vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 
49 (1916), p. 806, Gl. (00) im Fall y' 9 = konst.; W. Pauli jr., Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 20, im allgemeinen Fall. 

107) H. Poincare, Rend. Pal. 1. c. Anm. 11), p. 168. 
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unverii.ndert bleiben, ist in vollstandiger Analogie zur Drehung des 
Koordinatensystems im Its gegeben durch die Formeln 

X'l = Xl cos cp + x4 sin cp X'l = Xl ch t/J -- x4 8h t/J 

(186) bzw. x' = - xlsh t/J + af ch t/J 

x', = -- Xl sin cp + x4 cos cp t (cp = it/J). 

Erstere finden sich zuerst explizite bei MinkoUJski II, Gl. (1); (er 
schreibt it/J an Stelle von cp). Da fur X'l = 0, X = vt sein muD, sind 
cp und t/J bestimmt durch 

(187) 

tg cp = i{J, th t/J = {J, 

woraus foIgt 
I 

cos cp = ,/ .. , 
r 1 - f1" 

. iP 
SIDCP=,~ 

r 1-P' 

1 
ch t/J = -vt=7fi' 

I-P~ 

sht/J=~ . 
VI-P' 

L, 

------~~--~~------------------------------~ 
Fig. 2. 

1m imaginaren Koordinatensystem ist die spezielle Lorentz-Transfor­
mation eine Drehung, im reellen ein Ubergang zu einem anderen Paar 
von konjugierten Durchmessern der invarianten Hyperbel 

(xt)! -- (x')9 = 1. 

In jenem gibt es keinen Unterschied zwischen kovarianten und kontra­
varianten Komponenten eines Vektors. In diesem ist a, = - a', all­
gemein zieht bei einem beliebigen Tensor das Hinauf- oder Hinnnter­
setzen eines Index 4 einen Vorzeichenwechsel nach sich. 

Die Lorentz-Kontraktion wird durch den rechten Teil der oben­
stehenden ~'igur 2, in der Xl = x als Abszisse und xl. = ict als Or­
dinate aufgetragen ist, unmittelbar in Evidenz gesetzt. Sie ist so ge­
zeichnet, als 0 b x' reell ware. 
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LI und L2 sind die Weltlinien des im System K' ruhenden Sta­
bes; ihr Abstand 10 ist gleich seiner Ruhlange. 1m bewegten System 
Kist all! Lange I des Stabes die auf einer zur xl-Achse parallelen 
Geraden durch Ll und Ls abgeschnittene Strecke PQ auszusprechen. 
Offen bar ist 

(188) l = ~ 
cos ffJ' 

w.as nach (187) mit (7) iibereinstimmt. 108) In analoger Weise ver­
anschaulicht der linke Teil der Figur 2 die Einsteinsche Zeitdilatation. 
Ais Uhr, die im System K' ruhend angenommen w.erde, fungiere 
irgendein periodischer V organg. Die Weltpunkte des Ablaufs der 
Perioden liegen auf einer zur x'4-Achse parallelen Geraden. Ihr Ab-

B 

Q ) 
A 

}'!g,3. 

stand 't ist die normal gemessene Periodendauer. (Die Zeiteinheit ist 
hier der Einfachheit halber so angenommen, daB die Lichtgeschwin­
digkeit gleich eins wird.) Die in K gemessene Periodendauer t ist 
dann gegeben durch die Projektionen der Strecken 't auf die x'-Achse. 
Foiglich wird 

(189) 
t 

't=-­
cos ffJ' 

was infolge von (187) mit (8) identisch ist. 
Eine einfache Verallgemeinerung dieser Betrachtung fiihrt zu 

einer Veranschaulichung des Uhrenparadoxons (vgl. Nr. 5).109) In Fi­
gur 3 sind LI und L j die WeJtlinien del' Uhren U1 und Us, von 
denen in Nr. ;) die Rede war. 

Die Zeit ~, welche die Uhr U2 im Weltpunkt Q (der vom Sy­
stem K betrachtet mit P riiumlich zusammenfiillt) anzeigt, iet bis 

108) Die analoge Figur fiir das reeile Koordinatensystem findet sich in 
Minkowskis Vortrag "Raum und Zeit". 

109) Man vgl. hierzu Anm. 4) zu Minkowskis Vortrag "Raum und Zeit" in 
der Sammlung, Das Relativitii.tsprinzip, Leipzig 1913, Bowie ]If. v. Laue, Phys. 
Ztschr. 13 (1912), p. l1S 
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auf den Faktor + gleich der Linge s des gebrochenen Linienzuges L. 

Verallgemeinernd wird man fi1r beliebig bewegte Uhren, wenn die 
Beschleunigung nicht allzu stark ist, annehmen diirien, daB die Zeit 1:, 

die sie anzeigen, gleich ist 

(157 a) t" = j·Y1 - fJ1dt = ,BC ' 

wo s wieder die Liinge der zugehOrigen Weltlinie bedeutet. 1: ist 
offenbar die durch (157) definierle Eigenseit der betreffenden Uhr, das 
ist also die Zeit, wie sie von einem jeweils mit der Uhr mitbewegten 
Beobachter konstatiert wird. Von zwei Uhren, die vom Weltpunkt A 
zum Weltpunkt B bewegt werden, gibt also die gleichf"ormig bewegte 
die kleinste Zeit an (vgl. Fig. 3). 

20. Daa Additionstheorem der Geschwindigkeiten. Die Transfor­
mationsformeln der Geschwindigkeit beim Obergang zu einem bewegten 
Koordinatensystem K' lassen sich einfach and ilbersichtlich schreiben, 
wenn man statt des dreidimensionalen VektorB U den in (US8), (159) 
definierten vierdimensionalen Vektor u' einfiihrl, dessen Komponenten 
in UDserem Fall die Werle baben: 

(190) (U1 ul US) = U , IC " -V u l ' U = 11 u l ' 
1- ci 1--ct 

Die Transformationsformeln beim Ubergang zum System K'lau­
ten dann nach (186) und (187): 

(191) 

u1 +i.!.u4 

U'1 = '/1~ til ' 
V c' 

'v -i-u1 +u' 
u', = __ c-===---VI ". , 

c· 
u'll = ull , u's = us, 

aus denen man leicht die Formeln (10) bis (12) der Nr. 6 gewinnt, 
insbesondere ist (11 a) identiscb mit der Transformationsformel fiir u'. 
Die entsprechenden Formeln fiir reelle Koordinaten ergeben sich aus 
der Vorschrift vom Anfang der Nr. 24. 

Eine andere Deutung fur die Zusammensetzung der Geschwindig­
keiten, die zaerst Sornmerfeld llO) gegeben bat, folgt aus der Bemer­
kung, daB sicb die Winkel CPu CPs bei zwei aufeinanderfolgenden Dre-

110) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 826. 
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hungen einfach addieren, wenn man zunachst das Additionstheol'em 
zweier gkichgeriihteter Geschwindigkeiten ins Ange faBt. Dieses er­
gibt sich dann aus (187) als eine Folge des Additionstheorems der 
Tangensfunktion: 

tgcp = tg(cp + cp) = tg9'l + tg9', . 
1 9 1 - tg 9'1 tg 9't 

Analoge Deutungen lassen sich fiir den allgemeineren Fall der Zu­
sammensetzung beliebig gegeneinander geneigter Geschwindigkeiten 
aufstellen, insbesondere laBt sich die Formel (l1a), die den Betrag 
der resultierenden Geschwindigkeit angibt und die Ungiiltigkeit des 
kommutativen Gesetzes fiir die Geschwindigkeitsrichtungen durch die 
sphI.rische Geometrie auf einer Kugel vom Radius i veranschauliehen.llO) 

V. Varicak 111) weist auf die Analogie der Zusammensetzung der Ge­
schwindigkeiten in der Relativitii.tstheorie mit der Streckenaddition in 
der BoZyai-Lobatschefskyschen Ebene hin. 

26. Transformation der Beschleunigung. Hyperbelbewegung. 
Ahnlich wie bei der Gesehwindigkeit fiihrt man in der Relativitats­
theorie statt des dreidimensionalen Vektors it den dureh (147) deft­
nierten, jetzt fdr das Linienelement der speziellen Relativitatstheorie 
zu spezialisierenden vierdimensionalen Vektor B mit den Komponenten 

du' dtxi 
(147 a) e = (h = (h! 

em. In ,del' speziellen Relativitatstheorie ist 
du,; i duo 

u''(l;' = u d1:" 

so daB aus U-ifi = _c2 durch Differentiation foIgt: 

(192) du' 
U.BI= u'-d = O. 

• • 1: 

111) Auch die Lorentz·Transformation Bowie die relativistischen Formeln 
far Dopplereffekt, Aberration und Refiexion am bewegten Spiegel werden von 
VariCak mit der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie in fonnalen Zusammen­
hang gebracht. Man vgl. die Noten: V. Varicak, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 93, 
287, 686; Belgra,der Akademieber. 88 (1911); das zusammenfassende Referat im 
Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 21 (1912), p. 103; sowie Agramer Akademieber. 
(19a), p.46; (1916), p.86 und 101; (1916), p.79; (1918), p. 1; (1919), p. 100. 

Der in Rede stehende Zusammenbang mit der Bolyai-Lobatsche{skyschen 
Geometrie lil.1lt sich (wa.s von Varicak nicht bemerkt wird) kurz so charakteri­
sieren: Deutet man dxt, dx', dzs, dx' als homogene Koordinaten in einem 
projektiven dreidimensionalen Raum, so bedeutet die Invarianz der Gleichung 
(dX1)1 + (dxl)' + (dxll)'- (dx')' = 0 die Einfiihrung einer Oayleyschen Matlbe­
stimmung und zwar unter Zugrundelegung eines reellen Kegelschnitts. Das 
weitere folgt auf Grund der bekannteu uberlegungen von Klein [Ma.th. Ann. 4 
(1871), p. 112] von selbst. 
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Der Zusammenhang von B mit dem Vektor it des dreidimensionalen 
Raumes ist gegeben durch 

J (Bl BX IJS) . 1 + (u Ii) 1 
" = U (1 _ Pi) U 7- (1 _ P')' , 

I D4 • (un) 1 
.IF = .·c (1- PI)!' 

(193) 

Von besonderem Interesse sind die Transformationsformeln der 
Beschleunigung aus einem momentan mit der Materie mitbewegten 
System K' auf ein System K, relativ zu dem sich die Materie mit 
der Geschwindigkeit U bewegt. Legen wir die x-Achse in die Ge­
schwindigkeitsrichtung, so wird in diesem Fall 

(B'l B'2 H3) =" B'4 = 0 " U , , 

Bl=~+.lB4 B2 ug B;)=~. 
1 - pi i' = 1 _ pI , 1 _ pI 

Aus den Transformationsformeln fiir die Komponenten von B: 
B'l iRE'1 

Bl = B2 = B'2, BS = B'3, B = --="== VI - pI' 4 VI - p! ' 
die man aus den zu (186) inversen Relationen erhiilt, folgt dann weiter 

(194) i,., = it.,'(l - [:32)'1., U" = ",'(I - [:3!), Uz = u,'(l - [:32). 

Diese Relationen finden sich schon in der eraten Arbeit Einsteins.1U) 

Ais gleichrdrmig beschleunigt wird man in der relativistischen 
Kinemat ik naturgemiiB eine solche Bewegung bezeichnen, rur die in 
dem jeweils mit der Materie bzw. dem Massenpunkt mitbewegten Sy­
stem K' die Beschleunigung stets denselben Wert b hat. Das System 
K' ist fur jeden Augenblick ein anderes; fur ein und dasselbe Gali­
leische System Kist die Beschleunigung einer solchen Bewegung 
zeitlich nicht konstant. So liegen die Verhiiltnisse bei der geradlini­
gen gleichformig beschleunigten Bewegung. Da del' allgemeinere Fall 
auf diesen durch eine Lorentz-Transformation zuriickgefiihrt werden 
kann, konnen wir uns auf ibn beschriinken. Aus (194) gewinnt man 
dann leicht durch Integration 

c4 
(x - xo)! - c2(t - to)! = bi = konst. = at 

und wenn man noch den Koordinaten- und Zeitanfangspunkt so wiihlt,. 

daB fiir t = 0, X = 0, X = ~! 

wi-rd, nimmt die Gleichung der Bahn die Form an 
c' (195a) x2 - cit! = 1)1 = konst. = a2• 

112) Eine sehr einfache, elementare Ableitung derselben findet sich bei 
A. Sommerfeld, Atombau und Spektra.llinien, Brannschweig, 1. Auf!. 1919, p. 321} 
u. 321, 2. Aufl. 1920, p. 317 u. 318. 
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Die Geschwindigkeit wachst nicht unbegrenzt, sondern nahen sich 
asymptotischder Lichtgeschwindigkeit. Die zugehOrige Weltlinie ist 
aine Hyperbel, weshalb die gleichformig beschleunigte Bewegung der 
Relativitlitstheorie auch Hyperbelbewegung genannt wird, im Gegen­
satz zur "Parabelbewegung" der aIten Mechanik. 1m imaginaren Ko­
ordinatensystem ist die Weltlinie ein Kreis mit dem Radius a: 

(195b) (Xl)! + (af)! = a!. 

Durch die imaginare Bogenlange s der Weltlinie driicken sich die 
Koordinaten xl, af so aus: 

(196a) xl=acos~, x'=asin~ 
a a' 

bzw. im reeIlen Koordinatensystem 

(196b) Xl = a ch ct , X' = ash ct . 
a a 

Daraus geht hervor, daB der Vektor B die Richtung des Radius 

und den Betrag cl = b hat. Da man in der x, ict-Ebene zu einer 
a 

beliebigen Bahnkurve in jedem ihrer Punkte einen Kriimmungskreis 
konstruieren kann, gibt es zu jeder Bewegung eines Massenpunktes in 
jedem Augenblick eine oskulierende Hyperbelbewegung. 

Die Hyperbelbewegung ist zuerst von Minkowski llS) als beson­
ders einfache Bewegung erkannt und hemach von Bom lU) und Sommer­
feld 115) genauer diskutiert worden. nber ihre dynamische und elektro­
dynamische Bedeutung vgl. Nr. 37, 32 y). 

b) Elektrodynamik. 

27. Invarianz der Ladung. Viererstrom. In der Lorentsschen 
Elektronentheorie genilgen Dichte ~ und Geschwindigkeit u einer 
elektrischen Ladung der Kontinuitlitsgleichung 

(A) ~~- + div ~u = 0. 110..) 

Es liegt nahe, diese Gleichung als vierdimensionale Div zu schreiben: 
os; 

(197) oxl = 0 (Divs = 0), 

worin die GroBen Si definiert sind durch 

(198) 

113) H. Minkowski, III, I. c. Anm. 54). 
114) M. Born, Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 1. 

115) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 33 (1910). p. 670, 1. c. Anm. 55). 
115 a) H. A. Lore'fltz, Art. V 14 dieser EncykI. Nr. 2, Gl. (II). 
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27. Invarianz der Ladung. Viereratrom. 629 

Wir miisseD nun verlangen, da8 (A) und somit auch (197) ffir jedes 
Galileische Bezugssystem geIten soll, und damus kann man schlieBen, 
daB die ~ die Komponenten eines Vierervektors sind. Man nennt ibn 
den Viererstrom. Er findet sich im wesentlichen schon bei Poincare, 
Zwar bleibt in den Transformationsformeln fiir die GroBeD, ~, die aus 
der Invarianz von (197) entnommen werden konnen, zunachst ein 
Faktor unbestimmt, der noch irgendwie von der in die Lorentz-Trans­
formation eingehenden Geschwindigkeit abhangen konntej man kann 
aber durch eine Betrachtnng, die zu der in Nr.o beim Faktor " der 
Transformationsformeln fur die Koordinaten verwendeten vollig ana­
log ist, zeigen, daB er gleich Eins sein muB. Der Vektorcharakter 
von ~ liefert auBer den mehrfach erwahnten Transformationsformeln 
fiir die Geschwindigkeit folgende Transformationsformel filr die La­
dungsdichte: 

(199) 

Ihre physikalische Bedeutung erhellt, wenn man das Koordinaten­
system K' speziell so wahlt, daB die Ladungsdichte in K' ruht. Dann 
ist u'" =u = 1J und indem wir filr diesen Fall noch (lo statt (l' schrei­
ben, ergibt sich 

(199110) 
1/ u' 

(lo = (l V 1 - c" "0 (l=--=' 11 u' 
i-­c· 

Umgekehrt folgt (199) mit Riicksicht auf das A.dditionstheorem der 
Geschwindigkeiten aus (199110) zurfick. Nun gilt aber wagen der 
Lorentz-Kontraktion fur ein materielles Volumelement elV nach (7110): 

elV = elVa -V 1 - ;!', 
also wird 
(200110) (ldV = (lodVo, 
dlloS heiBt 
(200 b) de = deo' 
Die in einem bestimmten materiellen Volumelement enthaltene Ladung 
ist eine Invariante. DaB der Betrag der Gesamtladung eines Teilchens 
sich nicht andert, wenn man ihm eine Bewegung erteilt, folgt natiir­
lich direkt aus (A.) und bnn erfahrungsgemaB als weitgehend ge­
sichert bezeichnet werden, da sonst die elektrische Neutralitat eines 
Atoms durch bloBe .Anderung der Bewegung der in ihm enthaltenen 
Elektronen aufgehoben werden konnte. Die Relation (200b) besagt 
dariiber hinausgehend, daS die Ladung eines jaden materiellen Volum­
elementes invariant bleibt. 
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630 V 19. W. Pauli jr. Relativitil.tatheorie. 

Sommmfeld 118) geht umgekehrt aus von (200 a) und schlieBt 
damus in folgel1der Weise auf den Vektorcharakter von s. Das vom 
rii.umlichen Volumelement dV wahrend der Zeit dt ilberstrichene 
vierdimensionale V olumen 

dV· d:x4 (:x4 = ict) 
ist als solches eine Invariante. Das gleiche gilt nach Voraussetzung 
(200a) vom Produkt ipdV. 

Der gleichfalls invariante Quotient ~:, dieser GroBen liefert aber mit 

den Vektorkomponenten dxl, ... dx' multipJiziert, das in (198) ange­
gebene System der GroBen t, welches folglich ebenfalls einen Vierer­
vektor bildet. 

Mit Hilfe des Vektors ui laBt sich zufolge (190), (199a) If ein­
fach schreiben: 

1 
(201) t = -(>oui 

C , 

und die Kontinuitiitsgleichung wird 

(197 a) o(~~~') = O. 

fiber den Beweis fiir den Vektorcharakter von taus den Max­
wellschen Gleichungen siehe die folgende Nummer, iiber die Deutung, 
welche der Erhaltungssatz (197) in der Theorie von Weyl erfahrt, 
vgl. Abschn. V, Nr. 61) d). 

28. Die Xovarianz der Grundgleiohungen der Elektronentheorie. 
In Nr. 1 wurde bereits hervorgehoben, daB die Nichtkovarianz der 
Lorentsschen Grundgleichungen fur das elektromagnetische Feld gegen­
iiber der Galilei-Transformation eiDer der Hauptantriebe zur Begriin­
dung der Relativitatstheorie geworden ist. In seiner Arbeit von 
1904 117) war £orents sehr nahe daran, die Kovarianz dieser Glei­
chungen gegenuber der Gruppe der Relativititstheorie zu beweisen. 
V ollstandig erbracht wurde der Beweis von Poincare118) und Ein­
stein119) unabhangig voneinander. Die vierdimensionale Formulierung 
riihrt von Minkowski1'lO) her, der hierzu den Begriff des Flichenten­
sors, wie wir heute sagen, zuerst aufgestellt hat. 

Urn die Feldgleichungen in vierdimensional-invarianter Weise 
darzustellen, wird man zuerst diejenigen vier Gleichungen zusammen-

116) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 752, 1. c. Anm. 56). 
117) H. A. Lorentz, 1. c. Anm. 10). 
118) H. Poincare, 1. c. Anm. 11). 
119) A. Einstein, 1. c. Anm. 12). 
120) H. Minkowski, 1,1. c. Anm. 64). 
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28. Die Kovarianz der Grundgleichnngen der Elektronentheorie. 631 

fassen, welche die Ladungsdichte nicht enthalten, das sind die Glei­
chungen 

(B) 

Setzt man 

(202) 

1 
rot & + c.p = 0 120..), 

div.p = O. 

{ (F'l1 F4'J' F4S) = i~, (Fu, }~1I F 12) = .p 
bzw. im reellen System (Fi/: = - Fki), 

so kann man (B) schreiben 

(203) 

[vgl. (140b)]. 

(RotF= 0) 

Aus der Invarianz von (203) gegeniiber Lorentz-Transformationen 
folgt dann, daB das GroBensystem F:k einen Fliichentensor bildet. Der 
in den Transformationsformeln zunachst unbestimmt bleibende Faktor 
wird wieder in der bereits mehrfach erwiihnten Weise eliminiert. 
Fiihrt man statt F:k den durch (461) definierten dualen Tensor F*I/: ein: 

(202 a) (F*4l, F*4!, F*4.S) = -~, (F*2S, F*st, F*U) = - i~, 

so kann nach (142), (141h) das Gleichungssystem (203) auch ge­
schrieben werden 

(203 a) (Div F":· = 0). 

Es ist jedoch bekannt, daB im gewohnlichen Raum ~ ein polarer 
(eigentlicher), .p ein axialer Vektor (Flachentensor) ist und nicht 
umgekehrt. Wir halten deshalb den Fliichentensor (202) fiir die natur­
gemiifJe Darstellung des elektromagnetischen Feldes, den zu ihm dualen 
Fliichentensor (202a) fiir eine kiinstliche Bildung. Bei Minkowski 121) 

finden sich beide Schreibweisen der Feldgleichungen. Die erstere, die 
in vielen Fallen, insbesondere in der allgemeinen Relativitatstheorie, 
iibersichtlicher und bequemer ist, geriet jedoch spater in Vergessen­
heit, insbesondere wird sie von Sommerfeld12!) nicht erwahnt. Erst 
im Jahr 1916 hat Einstein 123) wieder die Aufmerksamkeit auf sie 
gelenkt. 

Aus dem Tensorcharakter von File folgen die Transformations­
formeln fiir die Feldstarken beim Ubergang zu einem bewegten Be­
zugssystem. Es moge hier die Geschwindigkeit 11 der Lorentz-Trans-

120a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl. Gl. (IV), (V). 
121) H. Minkowski, I, 1. c. Anm. 54). 
122) A. Sommerfeld, 1. c. Anm. 55). 
123) A. Einstein, Eine neue formale Deutung der lIfaxwellschen Gleichun­

gen, Berl. Ber. (1916), p. 184. 

101 



632 V 19. W. Pauli jr. Relativitll.tBtheorie. 

formation beliebig gegen die x-Achse des Koordinatensystems orien­
tiert sein. Dann ergibt sich 

(204) 
(~-~ [Ui)) 

.p '= c ~ • 
.L RI 1-­

cl 

Die Aufspaltung des Feldes in elektrisches und magnetisches hat 
also nur relative Bedeutung. 1st z. B. im System K bloB ein elektri­
sches Feid vorhanden, so ist in einem relativ zu K bewegten System 
K' auch ein magnetischesFeld vorhanden. Diese Bemerkung beseitigt 
gewisse Hii.rten der Auffassung der Vorginge bei der Induktion durch 
Bewegung eines Magneten einerseits, durch Bewegung des Leiters, in 
dem der Strom induziert wird, andrerseits.l2a) 

Auch die elektromagnetischen Potentiale: skalares Potential fJ!, 
V ektorpotential ~ der Lorentlschen Theorie gestatten eine einfache 
vierdimensionale Deutung. Wie zuerst Minkowski 5h) bemerkt hat, 
lassen sie sich zu einem Vektor der vierdimensionalen Welt, dem 
Viererpotential, zusammenfassen: 

(205) (lPu 1P2' fJ!s) =~, IP, = ilP' 
Die Ausdriicke 1 . 

(i = rot 52I, ~ = - grad IP - c52I 11') 
fiir die Feldstarken !auten dann 

(206) 

[vgl. (1408)]. 
Das Viererpotential ist eine mathematische Hilfsgro.6e, die sich 

in vielen Fallen als niitzlieh erweist, unmittelbare physikalische Be­
deutung hat es in der Lorent.eschen Theorie keine. Das erste System 
(203) der Feldgleiehungen ist eine Folge von (206) und umgekehrt, 
wenn (203) gilt, kann das Vektorfeld lPi immer so bestimmt werden, 
da.6 (206) befriedigt ist. Durch diese Relation ist aber fJ!, nicht ein­
deutig bestimmtj iet vielmehr IP. eine Losung von (206) bei gegebenem 

Fu , so wirddurch fJ!. + ~: (tfJ beliebige skalare Funktion der Raum­

Zeit-Koordinaten) (206) gleichfalls befriedigt. Zur eindeutigen Defi-

120.) A. Einstein,!. c. Anm. 12). 

54a) H. MinkOlC8ki, I, 1. c. Anm. 64). 
124) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 4:, Gl. (IX), (X). 

102 
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nition von rp, wird deshalb in der Lorentzschen Theorie die Bedingung 

div ~ + ~ ~ = OU6) 
C ot 

hinzugefiigt, welche sich vierdimensional iibersichtlich in der Form 

(207) ~:: = 0 (Div rp = 0) 

schreiben laBt. Eine vierdimensionale Deutung des Herlzschen Vek­
tors .8 ist bisher nicht gegeben worden. 

In analoger Weise wie (B) lii.,Bt sich das zweite System 
l' U • 

(0) rot.\) - c ~ = Q c dlV ~ = Q 

der Lorentzschen Gleichungen 1~5a), welches die Ladungsdichte enthiilt, 
behandeln. Aus (198) und (202) folgt soforl 

of''' . --=s' ox" (208) (Div F=s) 

[vgl. (141 b)]. Definiert mau die Ladungsdichte durch (0), 80 folgt 
unmittelbar der Vektorcharakter des GroBensystems tt, der friiher 
schon auf andere Weise begriindet wurde. Driickt man in (208) die 
Feldstiirken gema,B (206) durch das Vektorpotential aus, so kommt 
(vgl. 145): Div; Rot fIJ = Grad; Div fIJ - 0 fIJ; = s. 
und infolge (207) 
(209) o fIJi = - Si" 

Die Kovarianz der elektromagnetischen Feldgleichu.ngen gegen­
fiber der Lorentz-Gruppe legt die Frage nahe, ob es noch umfassen­
dere Gruppen gibt, bei denen diese Kovarianz stattfindet. Diese Fraga­
wird durch Cunningham und Bateman 126) beantwortet. Die aUgemeinste 
derartige Gruppe ist die der konformen Abbildungen (Nr. 8, B'), welche 
die Gleichung des Lichtkegels S9 = 0 

in sich iiberfiihrt. Neben den Transformationen der Lorentz-Gruppe­
enthii.lt sie noch Transformationen durch reziproke Radien an einer 
vierdimensionalen Kugel bzw. einem Hyperboloid im reellen Koordi­
natensystem. Durch die Theorie von Weyl erscheint Batemans 
Theorem in einem neuen Licht (vgl. dariiber Abschn. V). Einen ein­
fachen Beweis dafiir, daB die Lorentz-Gruppe verkniipft mit der 
Gruppe der gewohnlichen Ahnlichkeitstransformationen die einzige-

126) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 4, Gl. (2). 
126 a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 2, Gl. (I}, (la) und (IV). 
126) E. Cunningham, Proc. London math. Soc. 8 (1910), p. 77; H. Bateman, 

Proc. London math. Soc. 8 (1910), p. 223. 
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lineare Gruppe ist, gegeniiber der die Lorent.fschen Di1ferentialgleiehun­
gen kovariant sind, giht Ph. Frank.1!7) 

29. Ponderomotorische Kraft nnd Dynamik des Elektrons. Schon 
in seiner eraten Arbeit hat Einstein gezeigt, daB die Relativitii.tstheorie 
es ermoglicht, iiber die Bewegungsgesetze einer beliebig ra.sch sich be­
wegenden Punktladung im elektromagnetischen Feld vollig bestimmte 
Aussagen zu machen, wenn diese fur unendlich kleine Geschwindig­
keiten derselben bekannt sind. Unter Punktladung ist hier irgendeine 
Ladong verstanden, deren Dimensionen so klein sind, daB das ii.uBere 
Feld in dem Gebiet, du die Ladung erftillt, als homogen angesehen 
werden kann. Die "Punktladungl' braucht also nicht ein Elektron zu 
sein. 1st ~ die Feldstiirke des auBeren elektrischen Feldes, e, m La­
dung und Masse unserer "Punktladung" in einem Koordinatensystem 
X, in dem die Punktladung in dem betrefi'enden Augenblick ruht, so 
.gilt in dies em System: 

(210) 

Mit Hilfe der Formeln (197) und (207) lii.Bt sich daraus sofort das 
Bewegungsgesetz in einem System K abIeiten, relativ zu welchem 
sich die Ladung (und das System K') mit der Geschwindigkeit U in 
der positiven :&-Richtung bewegt. Es ergibt sich 

m d!:r; {1} 
--,,-o--;;i (ltI = e~", = e ~ + clu4)] 

(211) (1 - PI) '" 
mo d!y { 1 } m. dis { 1 } 

Vi-pldtt =6 ~+-;[U4)] ~'Vi-pldtt =6 ~+-;[U4)] " 

Zunii.chst sieht man, daB auf der rechten Seite genau die Lorentzsche 
Kraftll8) steht. Wiihrend sie in den iilteren DarsteUungen als neues 
Axiom eingefiihrt wird, ist sie hier cine Folge des Relativitiitsprinzips. 
Hierzu ist allerdings zu bemerken, daB in dieser Aussage, was Glieder 

von zweiter und hOherer Ordnung in ~ anlangt, kein physikalisches c 
Gesetz, sondem eine Definition der Kraft enthalten ist. In der Tat 
scheint es zunachst willkiirlich zu sein, was man auf die linken und 
was man auf die rechten Seiten der Gleichungen (211) bringt. Man 

konnte z. B. auch mit (1 - PI)! bzw. mit (1 - p')t hel'iibermulti­
plizieren und dann die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke als 
Komponenten der Kraft bezeichnen. Einstein hat anfangs e~' auch 
1m bewegten System K als Kraft bezeichnet. In der relativistischen 

127) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 36 (1911), p.699. 
128) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. S, Gl. (VI). 
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Mechanik wird jedoch gezeigt, daB die oben formulierte von Planck U9) 

herriihrende Definition der Kraft, namlich den Lorentssehen Ausdruck 

(212) 

bei einer beliebig bewegten Ladung als Kraft zu bezeichnen, die 
zweckmaBigste, ja einzig naturgemaBe ist. Es zeigt sich namlich, daB 
nur bei dieser Kraftdefinition die Kraft sieh als zeitliehe Indernng 
eines Impulses auffassen laBt, der in abgeschlossenen System en kon­
stant bleibt (vgl. Nr. 37). Aus (212) und (207) folgen fiir die Kraft 
die Transformationsformeln 

(213) ~'" = ~;, ~,,= ~;Y1- fJ i , ~. =~: Y1- fJ i , 

wobei angenommen ist, daB im Koordinatensystem K' die Materie, 
auf welche die Kraft wirkt, im betreft'enden Moment ruht. 

In der alteren Literatur hat man vielfach auf Grund von (211) 

1»0 1 als longitudinale, 1»0 t als transversale Masse bezeiehnet; 
(1 - (Jf) (1 -- (Jf) 
es ist jedoch zweckmaBiger, (211) in der Form 

(214) :t (mf) = ~, 
zu schreiben, wobei jetzt durchweg 

(215) 

als Masse erscheint.111O) Dieser Ausdruek fiir die Abhiingigkeit der 
Masse von der Geschwindigkeit wurde speziell fur die Masse des 
Elektrons zum erstenmal von Iments 131) abgeleitet, unter der An­
nahme, daB aueh die Elektronen bei der Bewegung die "Lorentz-Kon­
traktion" erleiden. Die Theorie des starren Elektrons von Abraham. 
hatte eine kompliziertere Formel fur die Massenveriinderlichkeit er­
geben.1S2) Es bedeutete einen Fortschritt, daB die Relativitiitstheorie 
das Lorentzsche Gesetz der Massenveranderlichkeit ohne eine beson­
dere Annahme iiber Gestalt und Ladungsverteilung des Elektrons be-

129) M. Planck, Verhandl. d. deutschen phys. Ges. 4 (1906), p. 136. 
130) Dieses Ergebnis ist bereits in den Entwicklungen von Planck [1. c. 

Anm. 129)] implizite enthalten und wurde hernach insbesondere von O. Tolman, 
Phil. Mag. 21 (1911), p. 296 betont. 

131) H. A. Lorentz, Amst. Proc., 1. c. Anm. 10). 
132) Siehe dariiber H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 21, Gl. (77), 

(78). Das (deformierbare) Elektron konstanten Volumens von Buckerer sei seines 
historischen Interesses noch erwiihnt: A. H. Bucherer, Mathematische Einleitung 
in die Elektronentheorie 1904, p. 68. Siehe auch M. Abraham, Theorie d. Elek­
trizitli.t, 2, 3. Aufi., Leipzig 1914, p. 188. 
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grilnden konnte. Anch braucht ilber die N atur der Masse nichts vor­
ausgesetzt zn werden, vielmehr gilt (215), wie hier fiir elektromague­
tische Krifte gezeigt wurde und wie in der relativistischen Mechanik 
idr beliebige Krli.fte veraUgemeinert wird (vgl. Nr. 37), fiir jede pon­
derable Masse. Die alte Auffassung, man konne durch Ablenkungs­
versuche an Kathodenstrahlen die konstante "wahre" von der "schein­
baren" elektromagnetischen Masse unterscheiden IS3), lii,St sich also 
nicht aufreehterhalten. 

Die Formel (215) filr die Msssenver.inderlichkeit oder richtiger 
das Bewegungsgesetz (211) bietet die Moglichkeit, die Relativitatstheorie 
durch Versuche iiber die Ablenkung von raschen Kathodenstrahlen oder 
p-Strahlen in elektrischen und magnetischen Feldern zu priifen. Die 
alteren Messungen von Kaufmann 1M) schienen fiir die Abrakamsche For­
mel zu sprechen, doch hat Kaufmann die Genauigkeit seiner Messungen 
iiberschii.tzt. Durch die Versuche von Bucherer lS5), Hupka lS8) und Rat­
nowski1S7) neigte sich die Entscheidung bereits mehr der relativistischen 
Formel zu, nnd die neueren Messungen von Neumann U8) [mit einer 
Erganzung von Schafer lS9)] sowie von Guye und Lavanchy 140) sprechen 
eindeutig fiir die letztere. Die Theorie der Spektren gibt uns jedoch 
heute in der Feinstruktur der Wasserstofflinien ein viel genaueres 
Mittel, die Art der Abhiingigkeit der Masse des Elektrons von seiner 
Geschwindigkeit zu finden Ul), nnd fiihrte zu einer voUen Bestiitigung 

183) Siehe z. B. H. A. Lorentz. Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 60. 
134) W. Kaufmann, GlItt. Nachr .• math.-nat. KI. 1901, p. 148; 1902, p. 291; 

1903. p. 90. Ann. d. Phys. 19 (1906), p. 487 und 20 (1906), p. 639. 
136) .4.. H. Bucherer, Verh. d. deutschen phys. Ges. 6 (1908). p. 688. Phys. 

Zt&chT. 9 (1908). p. 766. Ann. d. Phys. 28 (1909). p. 613 uud 29 (1909). p. 1063. 
Siehe auch die &DschlieBenden Versuche von K. Wolz, Ann. d. Phys. 80 (1909), 
p. 878; Bowie die Diskussion zwischen Bucherer und Bestelmeyer: A. BeBtelmeyer, 
Ann. d. Phys. 80 (1909), p. 166; A. H. Bucherer, Ann. d. Phys. 30 (1909), p.974; 
A. Bestelmeyer, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 231. 

136) E. Hupka, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 169; vgl. dazu auch die Dis­
kussion von W. Heil, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 619. 

137) S. Ratnowsky, Dissertation Genf 1911. 
138) G. Neumann, Breslauer Dissertation 1914. AU8zug in den Ann. d. Phys. 

4:6 (1914), p. 629; Referat von C. Schafer iiber diese Neumannschen Veranche in 
Verh. d. deutschen phys. Gea. 16 (1913), p.935; Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1117. 

139) C. Schafer, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 934. 
140) (Jh. E. Guye u. (Jh. Lavanchy, Arch. de Geneve 41 (1916), p. 286, 

863, 4:41. 
141) K. Glit8cher, Dissertation Munchen 1917, Auszug in den Ann. d. Phys. 

51! (1017), p. 608. VgI. auch A. SommerfeZd, Atombau und Spektra.llinien, Braun­
sohweig, 1. Anft. 1919, p. S73ff., 2. Anft. 1920, p. 370, der auf W. Lenz als eraten 
Urheber dieser Prilfnng der Massenveritnderlichkeit hinweist. 

106 



29. Ponderomotorische Kraft und Dynamik des Elektrons. 637 

der relativistischflD Formel, die deshalb jetzt als empirisch vollstii.ndig 
gesichert betrachtet werden kann. Die Massenveriinderlichkeit bei 
anderen Massen als dem Elektron experimentell zu konstatieren, ist 
bisher wegen der Kleinheit der Effekte nicht gelungen, nicht einmal 
bei den schnellen a-Strahlen. 9 

Die Gleichung (211) laBt sich in eine vierdimensional invariante 
Form bringen, wenn man von der Kraft auf die Gesamtladung zur Kraft 

(215) 

auf die Volumeneinheit (Kraftdichte) iibergeht. Dieser Ausdruck legt 
niimlich nahe, das Produkt des Fliichentensors Fi/, mit dem Vierer­
strom-Vektor i' zu bilden 
(216) {; = FikS'. 

Der resultierende Vektor {; hat die Komponenten 

(217) (fdds) = f, f" = iQ (~ :) 

Die Kraft auf die Volumeneinheit (Kraftdichte) liefert die drei riium­
lichen Komponenten eines Viet'ervektors, dessen zeiaiche Komponente 
die (durch c dividierte) pro Zeit- und Volumeneinheit geleistete Arbeit 
(Leistungsdichte) ist. Dieser wichtige Umstand wurde im wesentlichen 
schon von Poincare1la) erkannt und hernach von Minkowski5h) klar 
formuliert. Aus (201) und (216) geht hervor, daB der Vierervektor {; 
der elektromagnetischen Kraftdichte auf dem Geschwindigkeitsvektor 
ui senkrecht steM: 
(218) {; ui = O. 

Nun kann auch das Bewegungsgesetz (214) in vierdimensional 
invarianter Schreibweise formuliert werden, und zwar kann dies auf 
zweierlei Weise geschehen. Einmal konnen wir den Vierervektor K; 
mit den Komponenten 

(219) (Kl' K 2 , Ks) = Vt!e pI' K, = i (~-~) 
einfiihren. DaB diese GroBen tatsiichlich einen Vierervektor bilden, 
folgt aus den Transformationsformeln (213) fiir die Kraft. Man neunt 

~I Je ~_ die Minkowskische Kraft im Gegensat.z zur Newtonschen Kraft 
,.t-pl 
~. Die Bewegungsgleichungen lauten dann einfach 

(220) 

11 a) H. Poincare, 1. c. Anm. 11). 
64&) H. Minkou:ski, I, 1. c. Anm. 64). 
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Zweitens kann man die Bewegllngsgleichungen auf die V oillmenein­

heit beziehen. Bedeutet 1'0 die Ruhmassendichte ;:, so wird 
alx' . au, 0 

(221) I'o(fil=f', I'O(k='" 

Es muS jedoch bemerkt werden, daS der physikalische Sinn dieser 
letzteren Gleichungen, wenn sie auf das Elektron angewandt werden, 
nicht ganz durchsichtig ist (vgl. Abschn. V, Nr. 63), wenigstens '80-

lange, man auch hier dem Vektol' " die durch (216) angegebene Be­
deutung beilegtj sie gelten dann zllnachst nur, wenn das Eigenfeld 
des betreftenden Teilchens auf der rechten Seite nicht miteinbezogen 
wi~ 

Fur i = 4 liefern die Gleichungen (220), (221) den Energiesatz, 
der eine Folge der Bewegungsgleichungen ist. In der Tat sind die 
4 Gleichungen (219) bzw. (221) nicht unabhangig voneinander, denn 
durch skalare Multiplikation mit u' erhalt man nach (192) und (218) 
die Identitat 0 = O. 

fiber die Verallgemeinerung der Definition des Kraftvektors und 
der Bewegungsgleichungen siehe Nr. 37. 

30. Impuls und Energie des elektromagnetischen Feldes. Diffe­
rential- und Integralform der Erhaltungssii.tze. In der Elektrodynamik 
wird gezeigt, da8 sich die Lorentssche Kraftdichte f darstellen laSt 
als Resultierende der durch die Maxwellschen Spannungen erzeugten 
Fliichenkrafte und der (negativ genommenen) zeitlichen .Anderung der 
Impulsdichte des Ithers.l(2) Jene sind definierl durch 

Tit = (~i~k - t~21Y'k) + (,p'.\)k - t,p2IYjk), (i, k = 1, 2, 3) 

diese durch g = c~ tE, tE = c[~,p] 1(2) 

und es gilt dann 
(D) t = div T- g. 
Es zeigt sich nun, daS sich diese Vektorgleichung mit der (skalaren) 
Energiegleichung 

(E) o(;~ + div 6 = - (fu), W = H~2 + .\)2)143) 

zu einer vierdimensionalen Vektorgleichung zusammenfassen lii.8t. Man 
bilde zuniichst aus dem Flii.chentensor Fu den symmetrischen Tensor 
2. Ranges 

(222) S,k = H~rFkr - ~~F*kI-) = ~rFkr - tFr,Fra. ~t 

142) H. A. Lorene" Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7. 
143) H. A. Lorentl, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 6. 
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30. Impuls und Energie des elektroma.gnetischen Feldes uew. 639 

Es sel gleich hier bemerkt, daB sein Skalar verschwindet 

(223) S/ = O. 
Seine Komponenten sind 

I

S/' = - Tn fiir i, k = 1, 2, 3 

(224) (S/, S,4, Sa4! _ (814~8,~ 834) = : <S = icg 

S4 - S« - 8 - - W. 

Die raumlichen Komponenten des Tensors 8 sind also (im wesent­
lichen) gleich den Maxwellschen Spannungskomponenten, die raum­
lich-zeitlichen gleich dem Poyntingschen Vektor und der Impulsdichte, 
die zeitliche gleich der Energiedichte. Die Gleichungen (D) und (E) 
lassen sich dann, wie zuerst von MinkowskP44) bemerkt wurde, durch 
Einfiihnmg des durch (216) definierten Vierervektors r zusammen­
fassen in das Gleichungssystem: 
(225) f. - (j Sl 

i - -- ext (f= - Div S). 

.Filr i = 1, 2, 3 stellt es den Impulssatz, fiir i = 4 den Energie­
satz dar. Man pfiegt es deshalb a1s Impu1s-Energiesatz und den Ten­
sor 8 als lmpuls-Energietensor des elektromagnetischen Feldes zu be­
zeichnen. 

Es zeigt sich ferner, daB sich die Ableitung der Gleichung (C), 
(D) aus den Feldgleichungen (A), (B) durch die vierdimensionale 
Schreibweise erheblich vereinfacht: Die Formel (176) ist identisch mit 
(225), wenn man 'Pi mit dem Viererpotential, Fit mit dem Flichen­
tensor der Feldstiirken und s' mit dem Viererstrom identifiziert. Man 
braucht deshalb nur die in Nr. 23 unter a) gegebene Ableitung fiir 
den Fall konstanter gu zu spezialisieren, wobei sie sich noch erheb­
lich vereinfacht, urn (225) zu erhalten. Doch ist auch die direkte 
Rechnung leicht auszufiihren. 

Nicht nur in formaler, sondern auch in physikalischer Hinsicht 
bringt die relativistische Deutung des Impuls-Energiesatzes neue Ge­
sichtspuukte. Wenn in jedem Koordinatensystem der Energiesatz 
[4. Komponente von (225)] gilt, folgt der Impulssatz von seJbst. 
Beide Siitze gehen vollstandig gleichwertig in die Beschreibung der 
Naturvorgange ein. Entsprechend der Deutung des Vektors <S in (E) 
als Energiestrom sind konsequenterweise die GroBen Tile als Kompo­
nenten des Impulsstromes anzusprechen. Da der Impuls selbst schon 
ein Vektor ist, bilden sie (im gewohnlichen Raum) einen Tensor, im 
Gegensatz zum Vektor <S der Energiestromung. Die Maxwellschen 

144) H. Minkowski, II, I. c. Anm. 64). 
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Spannungen, die fruher als reine Recheng1'oJ3en betrachtet wurden 1(5), 
erhalten hierdurch eine greifbare physikalische Deutung. Sie riihrt von 
Planck 11,6) her. CUber die Verallgemeinerung dieser Deutung und der 
Gleichungen (225) flir nicht elektromagnetischen Impuls vgl. Nr.42.) 
An den Stellen, wo ponderomotorische Krafte auf die Materie wirken, 
wird nach (225) elektromagnetischer Impuls aus mechanischem erzeugt 
oder in solchen verwandelt, und Analoges gilt von del' Energie. (Uber 
die Versuche, jeden Impuls und jede Energie als elektromagnetisch 
aufzufassen, vgl. Abschn. V.) An allen anderen Stellen strom en jedoch 
der Impule und die Energie des elektromagnetischen Feldes wie eine 
im allgemeinen kompressible, im Spezialfall stationarer Felder sogar 
inkompressible Fliissigkeit mit unzerstorbarer Substanzmenge. 

Der Tensor Sill bezieht sich auf die Impuls- und Energiedichte, 
und es fragt sich, wie sich Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines 
Systems beim Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem ver­
halten. Indem wir die Besprechung des allgemeinen Falles der Nr.42 
vorbehalten, moge hier nur der Fall behandelt werden, wo Impuls und 
Energie rein elektromagnetisch sind, wo also die Kraftdichte r. und 
die elektrische Ladungsdichte iibe1'all verschwinden, so daJ3 hier nach 
(225) 

(225 a) oS!. 0 
oa;'k = (Div S = 0) 

gilt. Dies trifft zu fur das Feld einer beliebig gestalteten Lichtwelle, 
die frei durch den Raum hineilt. Sie moge einen endlichen Raum e1'­
fUllen, damit auch ihre Gesamtenergie und ihr Gesamtimpuls endlich 
sind. In der Welt entspricht ihm eine Rohre von endlichem Quer­
schnitt. Es sind hier also genau diejenigen Verhaltnisse vorhanden, 
die in Nr. 21 vorausgesetzt wurden, und aus den dortigen Entwick­
lungen foIgt, daB aus den GroBen S/' durch Integration iiber das V 0-

lumen die Komponenten eines Vierervektors hervorgehen: 

(226) 

Nach (224) hangen Sle in einfachster Weise mit dem Gesamtimpuls 

146) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7, p. 163. 
146) M. Planck, Verh. d. deutschen phys. Ges. 6 (1908), p. 728; Phys. Ztschr. 

9 (1908), p. 828. 
Akzeptiert man diese Deutung, so dart' man sich aUerdings nicht an dem 

paradoxen Umstand stoLlen, daLl eine Impulsstromung auch dann vorhandeo sein 
kann, wenn die Impulsdichte liberal! verschwindet (wie es z. B. im rein elektro­
statischen Feld der Fall ist). Bei der Energiestromung besteht keine derartige 
Moglichkeit. 
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30. Impuls und Energie de~ elektromagnetiachen Feldes usw. 641 

G und der Gesamtenergie E des Systems (der Lichtwelle) zusammen: 

(227) (Jl1 JI , J;) = c@J, J, = iE. 

Wir konnen also sagen: Gesamtenergie und Gesamtimpuls bilden in 
unserem Fall einen Vierervektor. Daraus folgen nach (186), (187) 80-

fort die Transformationsformeln 

(22R) I G> G~~~~, G;~ G" G:~ G" 

E,=E-vG",. 
Vl-pl 

Wir bemerken noch, daa der Vektor J,. nicht raumartig sein kann. 
Ware dem 80, 80 gabe es namlich ein Koordinatensystem, in welchem 
G =F 0, aber E = 0 ware. Dies ist aber unmoglich, da E nur ver­
schwinden kann, wenn ilberhaupt kein Feld vorhanden iat. Man hat 
also 

(229) IJI <0, E Gs.- . -c 

G kann also nur ein Nullvektor oder zeitartig sein. Ein Beispiel fiir 
die erste Moglichkeit ist ein seitlich begrenzter ebener Wellenzug von 

endlicher Lange. Denn fiir diesen ist bekanntlich G = E. Da man 
c 

diese Beziehung J,J' = 0 schreiben kann, muS sie fiir jedes Bezugs­
system giiltig sein. 1st a der in K gemessene Winkel zwischen Strahl­
richtung und Geschwindigkeit des Systems K' relativ zu K, so folgt 
ferner aus (228) die Einsteinsche Transformationsformel fur die Energie 
einer endlichen ebenen WeUe 147): 

{:J28 a) E' = 1 - P COB IX E. 
Vl-pl 

1st dagegen J zeitartig, so giht es stets ein Koordinatensystem Ko, 
in welchem der Gesamtimpuls verschwindet. 1st Eo der Wert der 
Gesamtenergie in diesem System, so folgt aus (228) fiir ein System 
K, relativ zu dem sich Ko mit der Geschwindigkeit tl hewegt: 

!.E 
E c' 0 tJ 

E = }ll ~ p2' , @J = Y'l p~ = C! E. (228b) 

Ein Beispiel dafiir ist die Kugelwelle von endlicher Breite oder ein 
System von zwei entgegengesetzt gerichteten, sonst vollkommen gleichen 
ebenen Wellenziigen. Wegen der Verallgemeinerung dieser Relationen 
fur nicht elektromagnetischen Impuls (bzw. Energie) siehe Nr. 42. 

147) A. Ein$tein, 1. c. Anm. 12), § 8. 
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31. Das invariante Wirkungsprinzip der Elektrodynamik. Nach­
dem bereits Poincare148) sich von der Invarianz des Schwarzschildschen 

10 Wirkungsintegrals 149) gegenliber der Lorentzgruppe liberzeugt hat, hat 
Born 150) die vierdimensionale Vektorschreibweise auf das Wirkungs­
prinzip angewandt und dasselbe auf diese Weise sehr libersichtlich 
gestaltet. 

Schwarzschild 149) bildet zuerst durch Integration liber den drei­
dimensionalen Raum die Lagrangesche Funktion 

~ J(fd2 - ~2)dV + Jd cP - ~ (~u) }dV 
und erhii.lt hiernach durch Integration liber die Zeit die Wirkungs­
funktion. NaturgemaB wird man die Integration liber Raum und Zeit 
in ein vierfaches Integral vereinen.uR) Bezeichnen wir mit L die In­
variante 
(230) L = t F:kFik = fd2 - ~2, 

so lii.Bt sich die (doppelte) Wirkungsfunktion einfach schreiben 

(231) W = JcL - 2CPisl)d2J. 

Das in Frage kommende Wirkungsprinzip besagt nun, daB die Variation 
von W unter gewissen Bedingungen verschwindet: 

(232) oW = O. 
Diese Bedingungen sind: 

1. Das Integral W werde liber ein bestimmtes WeltsUick integriert, 
unabhangige Variable seien die Komponenten CPi des Viererpotentials, 
die an der Grenze des Integrationsgebietes vorgegebene Werte haben 
sollen. Der Viererstrom sl, d. h. die Weltlinien der elE'ktrischen La­
dungen und ihr Betrag werde nicht variiert. Nach Nr. 23, (174), 
(175) ist dann 

I f(OFik .) (233) OW= 2J I ox" -8' acp, 

und (232) liefert das zweite System der Maxwellschen Gleichungen 
(208). Das erste System ist schon durch die Existenz des Vierer­
potentials erfiillt und wurde von vornherein vorausgesetzt. 

2. Das Feld cpi ist eine bestimmte Funktion der Weltkoordinaten 
und wird nicht variiert; dagegen sollen die Weltlinien der Materie 
variiert werden. Das Integral liber L liefel't daun keinen Beitrag zur 
Variation, das zweite muB erst umgeformt werden. 1st de das Ladungs-

148) H. Poincare, Rend. Pal., 1. c. Anm. 11). 
149) K. Schwarzschild, Witt. Nachr., math.-naturw. Kl., 1903, p. 126. Siehe 

auch R. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 9. 
160) M. Born, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 671. 
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31. DaB invariante Wirkungsprinzip der Elektrodynamik. 643-

element, welches einem bestimmten Substanzelement zugeordnet iet, 
und .,; die Eigenzeit der zugehOrigen Weltlinie (von einem irgendwie 
fixierten Nullpunkt an gerechnet), so kann man nach der Bedeutung 
(201) von t schreiben 

ff10d~ = icfdefd.,;, f fIJ,td~ = ifdef fIJi ~~; d.,;. 

Wir integrieren fiber den Weltzylinder, der erhalten wird, wenn man 
auf jeder Weltlinie der Substanz die gleiche Lange abtragt. Anfangs­
und Endpunkte der Weltlinien sollen nicht variiert werden. Dann 
ergibt sich durch partielle Integration zunachst 

~-<tW = i rdef(dqJ; <tXi _ oqJ~ <txt dx«) d-r: - J I d'f oX' d'f 

oder auch 
= -if'defFnuk<txidT:, 

(234) 

Born verfiihrt so, daB er der Variation der Substanz-W eltlinien noch 
die Nebenbedingung 

(235) <t Jds = 0 

hinzufiigt. Nach Nr. 16 ist fur eine Weltlinie mit stets zeitartiger 
Richtung, wie sie hier vorliegt, bei fixen Endpunkten und konstanten gik~ 

(236) <t fdT: = ~,,-r~; <lx'd-r:, 

also folgt aus (232) diesmal 
du-

11-0 d'C' = fa, 

wo ""0 ein konstanter Lagrangescher Multiplikator ist. Diese Rela­
tionen stimmen mit (221) fiberein, wenn man ""0 ala Ruhmassendichte 
deutet. Wie in Nr. 29 ist hier vom Eigenfeld des betreffenden Teil­
chens abgesehen. 

Weyp51) dagegen legt der Variation die Nebenbedingung (235) 
nicht auf, fiigt aber zur Wirkungsfunktion noch ein Glied 

2fiLocjd~ = 2 icfdm . c~rdT: 
hinzu: 

(2313) Wl = 2fiLoC2d~ + W, <lWl = O. 

Zufolge (234) und (236) folgt daraus ebenfalls (221). 

151} H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl., § 32, p. 215. 
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32. Anwendungen auf spemelle l'iiJIe. IX) Die Integration der 
Potentialgleichungen. Bekanntlich werden die Differentialg1eichungen 
(207) und (209), wenn s' als Funktion von Ort und Zeit gegeben ist, 
integriert durch 

j q r dVQ J(q.!.) r dVQ 
Q,I_~ C Q,I~ . 

(237) CPP,I = 4n; '~P, 1 = 4nr c 152). 
PQ PQ 

In diesen Ausdriicken fiir die Potentiale wird die Symmetrie der 
Differentialgleichungen in Ranm und Zeit nicht voll ausgenutzt. Dies 
-geschieht dagegen bei einem von HergZots 15S) schon vor Aufstellung 
der Relativitii.tstheorie gefundenen Verfahren, welches von der parti-
kularen Losung 1 

Rh 
der Gleichungen (209) ausgeht, in der jetzt PQ zwei Weltpunkte 
und R ihren vierdimensionalen Abstand bedeuten. Durch Multiplika­
tion mit einer passenden Funktion s( Q) und Integration iiber eine den 
Strahl tp ••• 00 positiv umfahrende Schleife in der komplexen tQ-Ebene 
erhii.lt HergZots daraus den iiblichen Ausdruck fiir das Potential. Der 
V orteil dieses Verfahrens besteht darin, daB man bei der Berechnung 
der Feldstii.rke erst differenzieren und herna.ch erst die komplexe 
Integration ausfiihren bnn, wodurch die Rechnung iibersichtlicher 
wird. Unter dem EinfluB der Relativitii.tstheorie hat Rpii.ter Sommer­
relaY") das Herglotssche Verfahren modi:fiziert und ergii.nzt. 

Fiir Punktladungen geht (237) iiber in das Wiechertsche Elemen-
targesetz e 2: 
(238) 41CCPp,1 = f' _e(Utp) I ' 41C~p,1 = --(:tp ) .155) 

p C \1_-; f'P-c- t~ 

f'p 
tp bedeutet den von dem Ort der Ladung zur Zeit t - - zum Auf-c 
punkt gezogenen Vektor. Es gestattet nach Minkowski 156) eine ein­
fache vierdimensional-vektorielle Deutung. Es sei 

(239) ~~ = ~i(~) 

152) H. A, LoI'entz, Art. V 14. dieser Encykl., Nr. 0, Gl. (Xl), (XII). Von der 
seit Ritz [I. c. Anm. 21)] vielfach diskutierten Mllglichkeit der Lllsung durch 

vorauseilende PotentiaIe (in· den Formeln t + ~ statt t - ~) ist hier abgesehen. 

158) G. HerglDtz, Glltt. Nachr., math.-naturw. KI., 1904, p. 549 
154) A. Sommerfeld, Ann. d. Pkys. 88 (1910), I. c. Anm. 55), § 7, p. GSa if. 
165) H. A. Lorentz, Art. V 14 dies6r Encykl., Nr. 17, Gl. (70). 
156) H. Min1wtoslci, ill, I. c. Anm. 54). 
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die Weltlinie der Ladung als Funktion ihrer Eigenzeit, P wie oben 
der Auf-Weltpunkt. Durch diesen lege man einen "Nullkegel" in die 
V ergangenheit. Er 8chneidet die Weltlinie der Ladung in einem be­
stimmten Punkt Q, und zwar in einem einzigen Punkt, wenn die 
Richtung der Weltlinie stets zeitartig ist. Sind Xi die Koordillaten 
des A.ufpunktes P und 
(240) Xi = xi - ~~, 

so wird also durch die Forderung 

(241) XiX' = 0 

der Punkt Q, und somit auch der zugehorige Wert von '" als em­
deutige Funktion der xi bestimmt: 

(242) "'Q = {(Xi). 

Die Ausdriicke (238) fiir die Potentiale lassen sich nun auf Grund 
von (205) und (190) sofort zusammenfassen zu 

( eu· 
238a) 4,,'1'; = - (urX:')' 

Die Berechnung der Feldstiirken wird dUl'ch Einfiihrung der Eigen­
zeit erheblich vereinfacht. Aus (241) findet man zunachst fiir die 
Ableitungen der Funktion (242) nach den Koordinaten a! von P: 

Xi (~ki - tt' :~) = 0, 

(243) 

Die weitere Rechnung ist ganz elemental' und ergiht fiir die Feld­
starken: 

(244) 4"F,k = - (Xr:'")" {c'J + (Xr ~;)} (tt,Xk - urX.) 

+ e (dU; X dUk X) 
(Xrur)! (f:; k - (f; i' 

Setzt man in den Aufpunkt eine zweite Ladung emit dem Geschwin­
digkeitsvektor W, so ergibt sieh aus (216) die von der ersten auf die 
zweite Ladung ausgeiihte Kraft ~: Fiir den durch (219) definierten 
Vierervektor Ki der Minkowskischen Kraft folgt 

4 K - 4 - Ti' -k ee [{ a + (X dUr )} ( -k) " s- lle.l.'iku = (Xr U/)3 C r(f:; uku 

(245) 
- (X r) (duk -k)] X. 

rtt dr U "". 
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Sommerfeld leitet Bowohl das Wiecherlsche Elementargesetz (238a) 
als auch die Ausdrficke (244), (246) durch komplexe Integration 
mittels des oben erwithnten Verfahrens abo (246) ist in tTberein­
stimmung mit der von Schwarsschil(157) angegebenen "elementaren 
elektrodynamischen Kraft". 

fJ) Das Feld der gleickfOrmig bewegten Punktladung. Da die Elek­
tronentheorie mit der Relativitittstheorie im Einklang ist, kann letztere, 
was die Ermittlung des elektromagnetischen FeIdes bei gegebener 
Elektronenbewegung anlangt, zu keinen anderen Ergebnissen fiihren 
als denen, welche bereits die vorrelativistische Lorenlssche Theorie 
erhalten hatte. Die Regeln fiir die Transformation der Feldstirken 
ersparen einem aber oft, auf die Di1ferentialgleichungen oder auf die 
allgemeine Formel (244) zuriickzugreifen, wenn das Feld fur ein be­
stimmtes Koordinatensystem bekannt ist. Handelt es sich z. B. darum, 
das Feld einer im System X gleichiormig bewegten Punktladung zu 
finden, so ermittle man zuerst das Feld im System X', in welchem 
die Ladung ruht: 

rr;.' e, 
\\l.. ="'7j't. r 

Aus (207) folgt dann sofort 

~ = ~B x', ~ =~. y' , ~ •... 
% ,. , r VI-p' 

e [t': ] 
.t) = r'B Vi -/11 . 

Bezeicbnet t = (x, 11, s) den Vektor, dessenEndpunkt der Aufpunkt, 
dessen Anfangspunkt der mit jenem in K gemessen gleickseitige Ort 
der Ladung ist, so wird 

1 t'~(JI" p.,y,s), r'~ Vl"~. +y'+s' 

(246) ~ = ~_t_ c; = ~ Jt cJ .1&8) 
r's JI'l=-ps' 'Ir' ,ts Vl- pi 

Die elektrische Feldstiirke ist also aucb bier radial gericbtet, die 
magnetische stebt senkrecht auf' dem Radiusvektor und auf der Be­
wegungsrichtung. Der Flache gleicher absoluter GroBe der elektri­
schen Feldstli.rke ist im bewegten System nicht die Kugel, sondern 

157) K. Schwarlschild, Gatt. Na.chr., math.-phys. KI. 1903, p. 132; vgl. auch 
H. A. Lorentl, Art. V 14 dieler Encykl., Nr. 25. 

168) Diese Ableitung findet sich zuerat bei Poincare, Rend. Pal., l. c. 
Anm. 11), § 6. 
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das Heaviside-Ellipsoid, welches schon 1889 von Heaviside 169) in die 
Elektrodynamik eingefiihrt wurde. Es erweist sich einfach als das 
Gebilde, in welches die Kugel durch eine Lorentz-Transformation iiber­
gefiihrt wird. 

Das Feld (246) kann auch durch Spezialisieren aus der all­
gemeinen Formel (244) gewonnen werden. Man flihre den Vektor X' 
ein, der von der in unserem Fall geraden Weltlinie der Ladung aus­
geht, auf ik,. normal stekt und im Auf-Weltpunkt endet. 1m Ruh­
system K' sind seine Komponenten (t',O). Man findet leicht 

also 

X;' == Xi + c~ u.· (Xru'"), X;'X'i=c I x'it = c~ (Xrur), 

IX'I=-! (Xrur) 

(246 a) 4n~1: = cl ~'II (u,X; - uiX,'). 

f) Das Feld der Hyperb&bewegung. Nach der gleichformigen Be­
wegung ist der einfachste Fall die "gleichiormig" bescbleunigte, das 
ist in der Relativitatstheorie die Hyperbelbewegung (s. Nr.26). Das 
Feld einer Punktladung, welche eine Hyperbelbewegung beschreibt, 
wurde zum erstenmal von Born 160) ermittelt. Bommerfel,dlll) bedient 
sich bei dessen Berechnung der Integration in der komplexen Ebene. 
Eine elementare Darstellung gibt anch Laue.161) Legt man den Ur­
sprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Hyperbel nnd 
laSt die xlx'-Ebene mit der Ebene der Hyperbel zusammenfallen, so 
ist der Punkt 

;1 = a cos :' ;~ = a sin :' ;1 = ~s = 0 

der Weltlinie (196a) der Ladnng, welcher durch (241) dem Aufpnnkt 
xl, ... x' zugeordnet ist, bestimmt durch 

Rt+ at 
(247) cos (f/J - cp) = 2h ' 
Hierin ist gesetzt 

8 
f/J=-' a 

(248) R == yx,xi, Xl = ~ COS cP, x' = ~ sin cpo 

Die Komponenten des Viererpotentials werden 

(249) __ 6_ sin.." _ _ 0 ___ 6_ cos"" . 
CPl- b(l sin (1f'-rp)' CPs-"'s- , rp,- bf sin(1f'-rp) 

159) V gl. H.A.Lorents, Art.V14 dieserEncyld., Nr.llb, daselbstiLltereLiteratur. 
160) M. Born, 1. C. Anm. 114). 
161) A. Sommerfeld,!. c. Anm. 115). 
162) M. v. Laue, DaB RelativitiLtsprinzip, 1. Aufi., Braunschweig 1911, 

p. 108, § lSd). 
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In dem Koordinatensystem, in welehem die Ladung zur Zeit 

t -: gerade ruht, verschwindet 'Pl im Zeitmoment t. 1m System, in 

welchem der Aufpunkt mit dem Mittelpunkt der Hyperbel gleichzeitig 
ist, ergibt sich filr die Feldstii.rken 

(i =_ . ill 0'1/' =_ill[acoB('I/'-91)-ll] 
'" 4S11 BlDl ('I/' - (1) Oll 4sae' sin' ('I/' - (1) 

Il a'[B'+ a'- 211'] 
s reB' + al)! - hlll']'/.' 

(250) (i _ _ ie . 0'1/' _ iey _ 
,- 4s11Binl('I/'-91) 03:(1) - 4sall t sinS ('I/'-91)-

2e alll 
= -;- [(BI + at)! - 4ate!]'/. 

(worin jetzt 'Y statt X(I) geschrieben ist). 

~=O. 

Die Hyperbelbewegung ist also auch dadurch ausgezeichnet, daB sie 
nicht mit Bildung einer Wellenzone und entsprechender Ausstrahlung 

85 verkniipft ist. (Dagegen ist Ausstrahlung vorhanden, wenn zwei ge­
radlinig-gleichf6rmige Bewegungen durch ein Stuck Hyperbelbewegung 
in einander iibergefuhrt werden.) 

Es liegt nahe, zur Berechnung des Feldes del' Hyperbelbewegung 
ein mit der Ladung mitbewegtes, also nicht Galileisches Bezugssystem 
einzufuhren. Ala x-Koordinate bnn in demselben die oben mit q be­
zeichnete GroBe, als Zeit am besten der Winkel 'P eingef'dhrt werden, 
der bis auf einen Faktor mit der Eigenzeit der bewegten Ladung 
iibereinstimmt. Das Linienelement in diesem Koordinatensystem wird 

(251) ds' = (d~l)1 + (d;!)! + (a;S)! + (;l)l(d;')' 
(~(l) = q, ~(2) = X(2), ~(S) = t1f.fiJ, ~(') = 'P)' 

Die Feldgleichungen in diesen Koordinaten konnen mit Hille del' 
in Abschnitt II aufgestellten Hilfsmittel sofort hingeschrieben werden. 
Das Problem wird dann statisch, aber nicht eindimensional, die Rech­
nungen vereinfachen sich nicht wesentlich. Es ist historisch inter­
essant, daB schon Born16S) das Problem durch Einfiihruog eines mit­
bewegten Systems behandelt hat. Der von ihm verwendete Zeitpara­
meter ist ein anderer als der oben benutzte, die Diiferentialgleichungen 
erhielt er durch Zuruckgreifen auf das von ihm bereits friiher in in­
varianter Weise formulierte Variationsprinzip (N r. 31). 

6) lnvariane der Lichtphase. Re{leX'ion am bewegten Spiegel. 
Strahlungsdruck. In Nr. 6 wurden die relativistischen Formeln fUr 

168) M. Born,!' c. Anm. 114). 
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Dopplereft'ekt und Aberration aus der Invarianz der Lichtphase her­
geleitet. Die Begriindung fur die letztere ergibt sich unmittelbar aus 
den Transformationsformeln fur die Feldstarken. Da die Phase einer 
ebenen Welle iiberdies eine lineare Funktion der Raum-Zeitkoordinaten 
ist, kann sie als skalares Produkt aus dem Koordinatenvektor und aus 
einem Wellen-Vierervektor l, geschrieben werden 

(252) - vt + (ft) = l,af. 
! ist der dreidimensionale Ausbreitungsvektor, dessen Richtung mit 
der der Wellennormale iibereinstimmt und des Ben Betrag gleich der 
reziproken Wellenlii.nge (Wellenzahl) ist. 1st speziell die Wellennor­
male parallel der xy-Ebene, so wird 

( tI " 'eV). (252 a) l, = c cos a, c sin a, 0, 

1m Vakuum ist l. ein Nullvektor. Die Transformationsformeln. 
(15), (16) der Nr. 6 folgen unmittelbar. Auf Grund von (204) lassen 
sie sich leicht durch die Transformationsformeln fiir die Amplitude 
A erganzen. Es ergibt sich 

(253) A' = A 1- fJ cos IX .1M) 
yl fJl 

Nimmt man noch die Transformation des V olumens V eines seitlich 
begrenzten, endlichen Wellenzuges hinzu: 

(254) V'= V yt=-pt , 
1 - fJ cos IX 

so folgt fUr die Gesamtenergie E = t A I V desselben wieder die For­
mel (229a).1M) Der Vergleich mit (15) lehrt, daB sich Energie und 
Amplitude genau so transformieren wie die Frequenz, das Volumen 
dagegen umgekehrt: 

(255) 
E' E A' A 

V'.,,' = V.". 

Die erste dieser Relationen hebt EinsteinlM) als besonders bemerkens-· 
wert hervor; das Wiensche Verschiebungsgesetz ist damit verknilpft. 

In engem Zusammenhange mit den Transformationsformeln filr 
Frequenz und Richtung einer ebenen Welle beim Ubergang zu einem 
bewegten Bezugssystem stehen die Gesetze der Reflexion am bewegten 
Spiegel (der als vollkommen leitend und eben vorausgesetzt werden 
moge). Diese Gesetze lassen sich namlich oft'ensichtlich durch Ein­
fdhrung eines mit dem Spiegel mitbewegten Koordinatensystems K' 
auf die fiir einen ruhenden Spiegel giiltigen zuriickfuhren.186) Die 

164) A. Eimtein, 1. c. Anm. 12), § 8. 
166) A. Einstein, 1. c. Anm. 12), § 7. 
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Relativitatstheorie kann auch hier nur in del' Form der Herleitung, 
nicht im Ergebnis etwas Neues bringen.16G) Die Formeln der iHteren 
Theorie sind hier sogar exake richtig, da aIle vorkommenden GraBen 
mit den Ma.8stiben und Uhren desselben Systems gem essen werden, 
Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation das Ergebnis somit nieht be­
ein:8.ussen konnen. 

Seien "u", die in K gemessenen Winkel der N ormale der ein­
falIenden und re:8.ektierten Welle mit der Riehtung der Gesehwindig­
keit des Spiegels, a;, ",' die entspreehenden Winkel in K', Vu VJ die 
Frequenzen der einfallenden und re:8.ektierten Welle in K, v/ = v.' = v' 
die ent&preehenden Frequenzen in K'. Bewegt sich der Spiegel 
parallel seiner eigenen Ebene, so wird (/.J' = 2:1t - ai" und aus (15), 
(16) folgt daraus auch ", = 2:1t -"u v. = VI' D. h. das Re:8.exions­
gesetz unterscheidet sich in diesem Fall nicht von dem des ruhenden 
Spiegels. Damus ergibt sich weiter, daB es immer nur auf die Ge­
schwindigkeitskomponente in der Richtung der Spiegelnormale an­
kommt. Wir konnen deshalb annehmen, daB der Spiegel sich normal 
zu seiner eigenen Ebene bewegtj seine Geschwindigkeit v sei positiv 
gezihlt in der Richtung der Normale nach innen, "11"2 sowie a/, ",' 
sind jetzt EinfalIs- und Re:8.exionswinkel und es gilt 

Aus (15), (16) folgt daDn 

(255) v.(1 - fJ cos "I) = vl (1 - fJ cos "t) 
(256) v, sin ". = VI sin "I 
(257) t " - at 1 + P t a1 

g-g-=I-P g"2' 
Ferner 

woraus sich ergibt 

(257 a) 
und 

cosa1 -p cosas-p 
I-pcosa1 = - l-pcosat ' 

.{2(8) 1- 2p cos a1 + P' 
v2 = VI l-pl . 

Eine sehr elegante Methode, um diese Formeln abzuleiten, gibt 
Bateman.l6T) Urn in K' die Phase der re:8.ektierten aus der der ein-

168) Vgl. die vor Aufstellung der Relativititstheorie erschienenen, ausfiihr­
lichen Diskussionen der Reflexionsgesetze am bewegten Spiegel bei W. Hicks, 
Phil. Mag. 3 (1902), p.9; M. Abraham, Boltzmann-Festschrift 1904, p.85; Ann. 
d. Phys 14 (1904), p.236; Theorie der Elektrizitiit (2), 1. Aufl.., Leipzig 1905, 
p. 843, § 40; ferner auch E. Kohl, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 28. 

187) H. Bateman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 890. 
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fallenden Welle zu erhalten, hat man einfach x' durch - x' zu arsetzen. 
Dies ist zugleich der fibergang zum Spiegelbild. Um die entsprechende 
Transformstion in K zu erhalten, hat man zuerst durch aine imBginare 
Drehung um den Winkel + tp, der bestimmt ist durch (187), zu K' 
iiberzugehen, dann die x-Achse umzuklappen und dann durch Drehung 
um - tp wieder zu K iibel'zugehen. Diese Operationen sind aber aquiva­
lent mit einer Drehung um 2 tp und nachfolgender Umklappung der x-Achse. 

Setzt man also .u 
tg2tp = C 

so wird nach (187): 
(259) U=~ 

c· + Vi' 

() 1 + {JI . () . I - {J~ 
cos .. tp = 1- {J" sm .. tp = •. ~ 

und die Transformationen 

(260) 
I
x - - :x;- Ut - - cl + "I x + 2c'" t - V US - cl - "I c' - v! , 

I-­
c' 

U 
t--:x; 

1- c' cl + v' it· 
t = V U' = cl - Vi t - c' - ,,' 

1--
cl 

vermitteln den "Obergang zwischen Gegenstand (x, t) und Bild (x, t) 
im bewegten Spiegel. Ein Punkt des bewagten Spiegels, fiir den 
x = fJt ist, wird in sich selbst transformiert (x = x, t == t), bewegt 
sich der Gegenstand mit derselben Geschwindigkeit wie der Spiegel 
(x = fJt + a), so gilt das gleiche vom Bild (x = vt + a), wie es sein 
muS. Das Bild eines in K ruhenden Punktes bewegt sich mit der 
Geschwindigkeit U, die man auch aus dem Additionstheol'em der Ge­
sehwindigkeiten durch Zusammensetzen von v mit v erhalt. Die Phase 
der am bewegten Spiegel reHektierlen Welle geht aus der der ein­
fallenden unmittelbar durch die Substitution (260) herTor, und die 
Relationen (257), (257 a), (258) konnen, wenn man noch wegen der 
Umklappung der x-Achse iiberall ,,- "2 statt "I einfuhrt, vollig 
analog zu (16a), (16) und (15) geschrieben werden: 

(257') 

(257'a) 

t n - ". VI + ~- t "1 
g-2-= -u gT 

1--
c 

U 
COl "1 --

cos (" - ".) = u c 
1 - -COS" C 1 
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U 

(258') 
1 - -casal c 

'VI = 'VI V U' 
1-­

c' 
Varicak 11l) interpretiert diese Formeln durch die BoZyai-Lobatschtwsky­
Bche Geometrie. 

Die Relationen (255) gestatten Bofort, auch die Anderung der­
Amplitude bei Reflexion am bewegten Spiegel anzugeben.188a) 

(261) .A, = .AI A = A . 1 - 2{J COB a l + {JI. 
"2 "1 ' » 1 1 - {J' 

Die Differenz der pro Zeit- und Fliicheneinheit austretenden Energie 

~ A21 (c cos at - v) 
und der eintretenden 

t Al' (- C COB «t + v) 
muB gleich sein der pro Zeiteinheit vom Strahlungsdruck p geleisteten 
Arbeit pV.188a) Daraus bestimmt sich p in fibereinstimmung mit dem 
Ergebnis der vorrelativistischen Theorie zu: 

1262) _ A 2 (cos «t - (t)' - A '1 I' _ ' \ p- 1 1-{J'-- 1 cos a -po 

Der Lichtdruck ist eine Invariante. In Nr. 45 wird gezeigt, daB dies: 
von jedem Druck gilt. 

E) Das Strahlungs{eld eines bewegten Dipols. Das Feld des Herts­
schen Resonators ist in (243) als Spezialfall enthalten. Handelt es 
sich ilberdies nur urn das Feld in dar Wellenzone (groBe Entfemung), 
so k8Jl.u nicht nur Xi vom Mittelpunkt des Dipols gezahlt werden, son­
dern auch fiir fli statt des Geschwingkeitsvektors der Einzelladungen 
der des Doppelmittelpunktes genom men werden. Bedeuteten U, U 
Geschwindigkeit des Dipols, Beschleunigung der schwingendp" ~a-

dung 11M' Zeit t - ~, r den von der retardierten, m = r - r" I c e 
den von der gleich,eitigen Lage des Dipols zum Aufpunkt gezogenen 

V ektor, tl den Einheitsvektor -.!.., Bll den entsprechenden Vektor 
r 

ffil = m = tl _.E.., "" den Winkel zwischen U und t, so erhiilt man r c 
mit Riicksicht a.uf (241): 

j{ li = be'r(1~{JcoB4i)S : {(rl U)Bll ~- U(ffil t1)) 

(263) = beelr (1 _ {J1COB4t)S • [t1[ffil uJ] 

lot> = be.'·(l ~ {J cos4t)8 {(t, v) [b:,1 + [6tt ]} = [tl~]. 
----

168) V. Varicak, 1. c. Anm. 111). 
168a) A. Einstein, 1. c. Anm. 12). § 7. 
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Die Relativitatstheorie gestattet ohoe weiteres diese zuerst von 
Heaviside 169) und daun genauer von Abraham 170) abgeleiteten Ausdriicke 
aus den Hertzschen Formeln fiir das Feld des ruhenden Dipols abo 
zuleiten. Das einfachste Verfahren besteht durin, daB man sich zu­
niicbst nach dem Vorgang von Poincare17l) davon iiberzeugt, daB auch 
im bewegten System ~ und ~ aufeinander und auf tl senkrecht stehen 
und den gleichen Betrag haben. Man kann namlich diesen Sachvel'halt 
durch die invarianten Vektorgleichungen 

FikXk = 0, F*ikX" = ° 
ausdriicken. Sodann braucht man nul' noch die Energiedichte aus 
der Transformationsformel fiir den Tensor So'" zu berechnen. 

Mit del' vom bewegten Dipol ausgestrahlten Impuls- und Energie­
menge beschliftigt sich vom Standpunkt der Relativitiitstheorie 
M. v. Laue.172) Die GIeichungen (228 b) miissen hier zu recht be­
stehen, da die Existenz des Wellenfeldes vom Vorhandensein del' elek­
trischen Ladungen unabhlingig ist. Mit Riicksicht auf die Zeitdilatation 
folgt daraus fiir die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie 

(lE dE' 
-Tt = - -([t" 

1m Ruhsystem ist abel' 
dE' e' .,. 

---=--tl " at' 6nc' , 

und die Transformationsformeln (193) fill' die Beschleunigung er­
geben daraus sofort 

aE_ e' {l\' lV+iI,tl_ e! 1 f'2 (tiD)'} 
(264) \ - Tt - 6 n c3 (1- P2)3 + (1 - Pi) t f - 6 n c S (1 _ Pi) ~ 1 tl + 1 _ pi 

d@ tl dE 
-Tt=-CiTt· 

in Ubereinstimmung mit der Abrahamschen Berecbnung aus dem 
Feld (263). Die ausgestrahlte Energie setzt sich additiv zusammen 
aus den Anteilen, die von del' longitudinalen und del' transversalen 
Komponente von U allein hervorgebracht wiirden. 

Betrachtet man den Vorgang vom System K' aus, so erhellt, daB 
die Geschwindigkeit des Dipols durch die Ausstrahlung nicht geandert 

169) O. Heaviside, Nature 67 (1902), P 6; vgl. auch H. A. Lorentz, Art. V 14 
dieser Encykl., Nr. U, p. 180 und die dort zitierte Literatur. 

170) M. Abraham, Ann. d. Phys.14 (1904), p. 236; Theorie del' Elektrizitll.t 
2, 1. Aufl. (1905), § 13-15. 

171) H. Poincare, Rend. Pal., l. c. Anm. 11), § 5. 
172) M. v. Laue, Verh. d. deutschen phys. Ges. 10 (1908), p. 888; Ann. d. 

Phys. 28 (1909), p. 436. 
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wird (in K' gleich Null bleibt). Infolge der Tragbeit der Energie 
ist jedoch der Satz von der Erhalttmg des Impulses trotz der Im­
pulsausstrahlung (264) nieht verletzt (vgl. Nr.41). 

t) Die Reaktionskraft der Strahlung. Wenn in dem betretfenden 
Moment " = 0 ist, so ist die GroBe der Reaktionskraft der Strahlung 
bestimmt durch ~=~"17S) 6neS U. 

Hieraus haben unabhangig voneinander Laue174) und .Abraham 175) 
durch eine Lorentz-Transformation den Ausdruck fiir die Reaktions­
kraft auf eine bewegte Ladung abgeleitet. Hierzu geniigt es nach 
(219) einen Vektor Ki zu finden, dessen 3 raumliche Komponenten 
flir " = 0 mit obigem Ausdruck fiir ~ iibereinstimmen uud dessen 
zeitliche Komponente in diesem Fall verschwindet. Zu diesem Zweck 
mache man den Ausatz 

(265) 

und bestimme a aus der Bedingung KiUi = O. Mit Rilcksicht auf 
(159) und (192) findet man 

(266) 

und filr st ergibt sich: 

(265 ) til e! 1 { •• +. 3(bO) + b [( ")+ 3(bUI)]} 
a oR = 6nes l-{P tl tl e(l-pl) el(l-pl) "U el(1-pl)' 

.Abraham 176) bringt auch den Nachweis, daB das Zeitintegral von ~, 
erstreckt ilber die Dauer der Ausstrahlung, gleich dem ausgestrahlten 
Impuls, und ebenso das Zeitintegral von (,,~) gleich der ausgestrahl­
ten Energie ist. Bei der Hyperbelbewegung verschwindet ~, wie es 
sein muB, cia bier bine Ausstrahlung erfolgt (s. oben unter r). 

H6 33. Minkowskis phii.nomenologische Elektrodynamik bewegter 
XBrper. Durch die Feldgleichungen (203) und (208) der Elektronen­
theorie sind alle Fragen der Elektrodynamik bewegter Korper prin­
zipiell beantwortet. Wegen unserer noch unvollstandigen Kenntnis 
des Aufbaues der Materie ist es jedoch berechtigt, die Frage zu stellen, 
was das Relativitatsprinzip iiber die (makroskopischen) Vorgange in 
bewegten Korpern auszusagen gestattet, wenn man die V organge in 
ruhenden Korpern als durch die Erfahrung gegeben annimmt. Diese 

173) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 20, p. 190, Gl. (74). 
174) M. fl. Laue, 1. c. Anm 172). 
176) M. Abraham, Theorie d. Elektrizitii.t 2, 2. Auf!.. (1908), p. 387. 
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Frage hat Minkowski176) beantwortet, indem ~r zeigte, daB ans den 
Maxwellschen Gleichungen 

1 o~ 
(F) rot ~ + c at = 0, div!B = 0 

(G) 

(H) 

t w 1 o~ t)c d' C'I"I 
ro 4> - cat = '" IV N.J = Q 

il = E~, !B = p.~, 3 = (1~ 
fUr rnhende Korper und dem Relativitat8prinzip die Gleichungen fUr 
bewtlgte Korper eindeutig folgen. Analog wie bei der vierdimensio­
nalen Formuliernng der Gleichungen der Elektronentheorie faBt man 

zuerst die Gleichungen, welche Ladungsdichte und Strom nicht ent­
halten, zusammen und dann die fibrigen. Dies gibt AniaB zur Ein­
fiihrung der beiden Flachentensoren 

(267) (F41' F'2' F43) = i(i, (FIS' FSlI F tt) = !B 

(268) (H'lI II..2' H,s) = iil, (H2s, H811 ~,) = .\) 

und des Vierervektors 

(269) (Jl, J', JS) = 3, J4 = ip 

mit den zugehOrigen Transformationsformeln 

(267 a) 

(268 a) 

{ 

jll';, ~ 11'", 

I !B;, = !B'll 
\ 
( 

I i);, = )D'I' 

) 

loP;, = .\)'" 

(i' = (~+ ~ [b18])"-

"- 111 --/JI 

(18 - -~ [b~]) 
!B' = C .1. 

.1. Vl pi 

)D' = (~+ ~[b{J]).1. 
.1. VI fJI 

({J - .!.. [b ~]) 
C;' c.l. 
'It'"-= VI-fJ i · 

1 
(> -- (b3) 

(269 ) 3' = 31!-fJ(I C'!<' C'!< ' C 
a "Vl PI'.\5"- = .\5"-, Q = Vl _ fJ! . 

Wenn in K' die Materie ruht, ist U die Geschwindigkeit der Ma­
terie in K (im Gegensatz zurGeschwindigkeit U der Elektronen) 

und p = ~. Die Gleichungen (F), (G) bleiben auch fUr bewegte 

176) H. Minkowski, II, I. c. Anm. 54; siehe a,ueh die Ableitung von A. Ein­
stein und J. Laub, Ann. d. Phys. 26 (1908), p.532, in der vom Tensorkalkiil 
kein Gebrauch gemacht wird. 
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Korper bestehen und ~chreiben sich 

(270) ()FjJ, + (jFkl + ()F" _ 0 
()x' ex; ()xk -

( 
of*ik ) 

resp. cxk = 0 . 

eHik . 
(271) (jJF = J'. 

Streng geIten sie nur fiir gleicbformig bewegte Korper und wegen 
der Additivitat der Felder auch bei V orhandensein von mehreren 
:Korpern, die sich mit verschiede:ne:n Geschwindigkeiten gleichrormig 
bewegen und durch Vakuumzwischenraume getrennt sind. Die An­
paherung, mit der die Gleichungen (270), (271) geIten, wird aUge­
mein urn so groSer sein, je kleiner die Beschleunigung der Materie ist. 

fiber die pbysikalische Bedeutung der in ihnen vorkommenden 
GroBen ist ~u sagen, daS @, ~ bzw. m, Sj im Vakuum die Kraft auf 
einen in K ruhenden elektrischen bzw. magnetischen Einheitspol sind; 
in ponderablen Korpern haben sie keine unmittelbar anschauliche Be­
deutung. Ferner ist 3, Q auch im System K als Strom und Ladungs­
dichte zu bezeichnen. Die Berechtigung hierzu ergiht sich im Nicht-

leiter, wo 3' = 0 ist, direkt aus (269a), denn hier wird Q =--:(:::" 
VI-P' 

also de = Qd V invariant, und 3 = Q -" stimmt mit dem Konvektions· c 
strom iiberein. Ferner befriedigt Ji allgemein die Kontilluitatsgleichung 

'OJi 

(272) '0 xi = O. 

Deshalb iet 3 allgemein Leitungs- + Konvektionsstrom und Q die 
Ladungsdichte. 

Es ist ferner von V orteil, statt @, Sj die in K gemesseftm Krafte 
@*, ~* auf einen mit der Materie mitbewegten eJektrischen bzw. magne­
tischen Einheitspol ernzufiibren. Nach (213) und (267 a), (268a) ist 

1 1 
(273) ~*=@+c[tJlB], Sj*=~-c[\)1)]. 

1m Gegensatz zu @, ~ haben diese Vektoren auch im Innern del' POll­

derablen Korper eine unmittelbare physikalische Bedeutung. Auch die 
Feldgleichungen (270), (271) nehmen durch Einfiihrung von @*, ~* 
an Stelle von @, ~ eine einfache und anschauliche Form an. 1st ~ 
ein beliebiger Vektor, so moge die Operation ~ definiert werden durch 

:tf ~n dd = J'~" dd 177), 

wobei iiber eine mit del' Materie mitbewegte Flii.che zu integrieren 
ist. Dann wird . () 2( 

~ = 3t" + b div ~ - rot [bm] m) 

177) V gL H. A. Lorentz, Art. V 13 dieser EncykL, Nl'. 4, p. 78, Gl. (12), (13). 
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33. Minkowskis phinomenologische Elekirodynamik bewegter KlSrper. 607 

und die Feldgleichnngen lassen sich schreibeIi 

(274) 

1 . I roti*=-c~' 1 . 
rott;* = ci) + 3" divi) = Q. 

3, bedeutet den Leitungsstrom: 

(275) 3 = Q'!' + 3,. c 

Die Gleichungen (274) gestatten auch ohne wei teres den Ubergang 
zur Integralform.1'l8) Aus den Transformationsformeln (269a) foigt, 
da8 die Trennung des Stromes in Leitungs- und KontJektionsstrom nicht 
vom Beeugssystem unabhiingig ist. Auch wenn in K' keine Ladungs­
dichte und blofJ Leitungsstrom vorhanden ist, tritt in K eine Ladungs­
dichte una somit auch Konvektionsstrom auf.l18a) Die betreftenden 
Transformationsformeln erhilt man aus (269a) umi (275): 

(276) t:!t., ~II t:!t.' t:!t. 
"'111= VI ps' "'1 ... ="'1 ... ' 

(277) 
, (: 3,) Q' + (: 3~) 

Q =QV1-Pll_Vl_PI' Q= VI-P! 

(fiber die elektronentheoretische Begrilndung dafilr siehe die fol­
gende Nr.) 

Die Gleichungen (F), (G) bzw. (274) bilden nur ein inhaltsloses 
Schema, solange nicht die Verkniipfungsgleichungen, die den Zusam­
menhang zwischen Iit*, t;* und i>, ~ angeben, hinzugefiigt werden. 
Man findet sie, indem man die bisner noch nicht verwendeten Glei­
chungen (H) heranzieht. Aus (267 a), (268 a), (273) folgt soforl: 

I i>+ ~ [U-l,}]=E{Iit+~[U~]} =EIit*, 
(278) 

~ - ~ [ulit] = p;{ ~ - ~ [ui:>]} = p;S)*. 

178) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 13, Nr.6 und Art. V 14, Nr. 33. Die dort 
verwendeten GrijJ3en i',~' sind mit unseren G:*,~. identisch, undo die Gleichungen 
(III' a), (IV' a) 1. c. stimmen mit (274) iiberein. Die Gleichungen (Ill"), (IV") sind 
zwar ebenfalls gleichl&utend mit (F), (G), doch ist der ZU8ammenhang zwischen 
~ und ()' bei Lorentz ein anderer als der darch die zweite Beziehung (273) ge­
gebene. Dagegen iss seine GrOBe i mit der unseren identi~ch [vg1. (106) 1. c. 
mit der ersten GI. (273)]. Siehe auch MinkowBkis eigenen Vergleich seiner For­
meIn mit denen von LOTente [H. MinkowBki, II, 1. c. Anm. 64), § 9]. 

178a) H. A. Lorents, Alte und neue Fragen der Physik, Phys. ZtBchr. 11 
(1910), p. 1234; insbesondere p. 1242. M. 'II. Laue, Das Relativitatsprinzip, 
1. Aufi., Braunschweig 1911, p. 119. 
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658 V 19. W. Pauli jr. Relativitat&theorie. 

Nach i) und ~ aufgelast geben diese Gleichungen bei Elimination von 

<i* ~*. [[b ] b (Il )} ,. i) = 2(l-p,)Ii+(Ep.-l) -e~ -E-e -eli 
l-Ep.P' , 

"(l-Pl)~-(EP.-l){[: IJ-I': (: ~)} 
~= . 

l-IlP.PI 

(278 a) 

und bei Elimination von <i, () mittels (273): 

i) = Il {Ii·-~ (fli*)} - +[Il~*] 
l_pl 

" {~. - : (:~.)} + ! [Il \i*] 
~ = 1-p' . 

(278b) 

Fur unmagnetisierbare Karper (I' = 1) stimmen diese Gleichungen in 
den Gliedern erster Ordnung mit dem von Lorentg angegebenen Zu­
sammenhang von ~, ~ mit seinen Gra8en <i', ~', die unserm <i*, ~* 
entsprechen, uberein. nB) 

Analog wie (278) aus den zwei ersten Relationen (H), geht die 
Differentialform des Okmschen Gesetzes fiir bewegte Karper aus der 
letzten Gleichung (H) hervor. Nach (276), (267 a), (273) ergibt sich 

(279) 3/11 = t1 Vl - fJ' <i*II' 31 ... = Vl a pi <i* ... , 
was man auch schreiben bnn 

(279 a) 3 =~{(i*-~(.!..(i*)}. 
I Vl pi C C 

Die Transformationsformel (277) fur die Ladungsdichte kann jetzt 
Buch geschrieben werden 

ll'+a(:i') ll'+a(:i*) 
(277 a) ~ = - yr=::pt = V1- pi 

Fur die Gleichungen (278), (279) hat Minkowski such eine vier­
dimensionru-invariante Schreibweise sngegeben: 

! IIu,tf=EFutf, 

(280) Ffttf=1' ~tf oder 

Fi1; v, + F", v. + Fu v" = I' (H;k VI + ~,Vi + II,i vl)180) 

179) H. A. Lorentz, Arl. V 14 dieBer EDcykl., Nr, 40, p.227, GI. (XXXIV"). 
F11r uDmagnetisierbare Kllrper ist nach Lorents 

!8 = ~ =~' + ~ [lui), c 
vgl. 1. c. (XXX'), lowie Nr. 42. 

180) H. We,', Raum-Zeit-Materie, 1. Aua. 1918, p. 16S, Gl. (46). 
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und 
(281) Jj + (Vk,p) Vi = - (J Fill 'If. 
Hierbei bedeuten vk die Komponenten der Vierergeschwindigkeit der 
Materie. Urn die Richtigkeit dieser Gleichungen darzutun, braucht 
offenbar bloB der Nachweis erbracht zu werd~n, daB sie fiir das mit 
der Materie mitbewegte Koordinatensystem K' in die Beziehungen 
(H) iibergehen; von letzterem kann man sich unmittelbar iiberzeugen. 

Jede der drei Relationen (280), (282) stellt ein System von vier 
Gleichungen dar. Die vierte Gleichung ist jedoch eine Folge der 
iibrigen, denn wenn mail (280), (281) skalar mit vi multipliziert, so 
verschwinden beide Seiten identisch. 

Die Gren$bedingungen ergeben sich durch Lorentz-Transformation 
aus den Grenzbedingungen fiir ruhende Korper. An den Grenzflacben 
bewegter Karper miissen die Tangentialkomponenten von ~* und ~*, 
sowie die Normalkomponenten von jB stetig sein. Dabei ist jedoch 
angenommen, daB tl stetig ist. Bei einem an das Vakuum grenzen­
den Karper gelten die gleichen Bedingungen, wenn man in dem Aus­
drock (273) filr ~*, ~*, tl auf beiden Seiten der Geschwindigkeit des 
Korpers gleichsetzt. Es gilt auch fiir die Flachendichte Cl) der elek­
trischen Ladung ild - il,.z = 4%Cl). Diese Bedingungen folgen auch 
direkt aus (274), wenn man verlangt, daB die zeitlichen Anderungen 
der FeldgroBen fiir einen mit der Materie mitbewegten Punkt, die 

man durch Anwendung des Operators ;t + (\:l grad) erhiilt, stets end­

lich bleiben miissen.181) 

Ebenso wie die Minkowskischen Feld- und Verkniipfungsglei­
chungen aus den entsprechenden Gesetzen fiir ruhende Korper durch 
eine Lorentz-Transformation hervorgehen, fiihrt nach Ph. Frank l82) 

eine Galilei -Transformation zu den Gleichungen der Bertzschen 
Theorie.183) 

34:. Elektronentheoretische Ableitungen. Da die Feldgleichungen 
der Elektronentheorie gegeniiber der Lorentz-Gruppe kovariant sind 
und fiir ruhende Korper durch Mittelwertsbildung die Maxwellschen 
Gleichungen ergeben, miissen sie fiir bewegte Karper notwendig auf 

181) Die Grenzbedingungen in der Min1cowskischen Elektrodynamik weI'den 
diskutiert bei A. Einstein und J. Laub, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 445 und 
M. v. Laue, DaB RelativitatBprinzip, 1. Auf!.. 1911, p. 128 und 129. 

If(2) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 27 (1908), p.897. 
183) E. Henschke, Berl. Dissert. 1912; Ann. d. Phys. 40 (1913), p.887 und 

1. Ishiwara, Jahrbuch f. Rad.n. Elektr. 9 (1912), p. 560; Ann. d. Phys. 42 (191S), 
p. 986 leiten die Feldgleichungen aus einer Verallgemeinernng des Variations­
prinzips (232) her. 
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die Minkowskischen Feldgleichungen flihren. BornI8.J.) konllte dies nach 
hinterlassenen Aufzeichnungen von Minkowski in del' Tat zeigen, indem 
er die Bewegung del' Elektronen als eine v&riierte Bewegung del' 
Materia auffa6te. Aus del' ersten Variation ergibt sich die elektrische 
Polarisation, aus del' zweiten ein weiterer Anteil derselben sowie die 
Magnetisierung. 

Es blieb ferner aufzukliiren, wieso Lorentz l85) auf Grund del' Elek­
tl'onentheorie zu Gleichnngen gelangt iet, welche von den Minkowslci­
schen' verschieden sind. Fiir unmngnetisierbare Korper konnte bereits 
Ph. Frank186) nachweisen, daB dies aD del' Nichtberiicksichtigung von 
Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation lag. Die naturgema6e Dber­
tragung des Lorentsschen Gedankenganges ins Vierdimensionale und 
zwar fiir beliebig beschaffene bewegte Karpel' gibt Diillenbach 181). Del' 
1'ensor F,k wird de:tiniert als del' Mittelwert des mikroskopischen 
Feldtensors Fw del' Stromvektor J' als del' Mittelwert des Anteiles 

~ f}o ul + ~ f}o u~ del' Leitungselektronen und del' konvektiven La­

dungen. Die Mittelwerte sind zu eretrecken libel' "physi-kalisch un­
endlich kleine" Weltgebiete. Nach (208) handelt es sich nun wesent­
lich darum, den Mittelwert des Stromvektors f}o u~ del' Polarisations­
elektlronen zu :tinden. Durch eine del' Lorentzschen vollig analoge 
Betrachtung, wobei nul' an die Stelle del' Raumgebiete iiberall Welt­
gebiete treten, ergibt sich 

--. oMik 
(282) Qou; = aXk' 

wobei Mik zuniichst definiert ist durch 

Mik = f}o af Uk. 

])a abel' del' Mittelwert von 

(I Xi t£k + 0 xk ui = (I .a... af ~,k 
~o ,0 ~o dt: 

verschwindet, kann man setzen 
. 1 --;-------;-.--

(283) M'k= '2Qoex'uk -xku')p. 

Definiert man dann Hik durch 

(284) Hik = F'k - Mik, 

so folgt (271) aus (208) durch MitteIwertsbiidung. 1st die Geschwm-

184) Minkowski-Born, Math. Ann. 118 (1910), p. 626; auch sepa.rat, Leipzig 
1910; siehe dazu auch .A. D. Fokke1', Phil. Mag. 39 (1920), p. 404. 

185) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Kap. IV. 
186) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 27 (1908). p. 1069. 
187) W. Diillenbach, Dissel't. Zurich 1918; Ann. d. Phys. 58 (1919), p.523. 
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digkeit der Polarisationselektronen relativ zum Molekiilschwerpunkt 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, 80 bangt der Fliichentensor Mu 
mit der in iiblicher Weise definierten elektrischen Polarisation 

und del' Magnetisierung 

~­~=N~et 

llR = N-} ~e[t, u] 

(zeitliche Mittelwerte, N = Zahl der Molekiile pro Volumeneinheit, 
u = Elektronengeschwindigkeit, ~ erstreckt fiber aUe Elektronen eines 
Molekiils) in einfacher Weise zusammen: 

(M41 M4! M48) = - i$ 
" l~' 

V 1- c~ 
(285) 

(MiS, MDl, M12) = IDl 
1/1_~ V c! 

(v = Geschwindigkeit del' Materie). 
Die Definition (284) von Hik wird dann 

(267), (268): 
(284 a) 
Aus (285) folgen die Transformationsformeln: 

(285a) 

($ -~[\)mJ) 
~;I=~III ~~= R J. 

1- cl -

mit Riicksicht auf 

1st einim System K' elektrisch unpolarisiertes Teilchen magnetisiert, so 
ist es in K auch elektrisch polarisiert; ist ein in K' unmagnetiscltes Teil­
chen elektr·isch polarisiert, so ist es in K auch magnetisclt.187a) Aus diesem 
Grunde ist es nicht sachgemii8, Magnetisierungselektronen von (elektri­
schen) Polarisationselektronen zu unterscheiden, und wir haben deshalb 
oben beiden denselben Namen Polarisationselektronen gegeben, wobei 
an elektrische und magnetische Polarisation zu denken ist. Man kann 
sich von den Formeln (285a) natiirlich auch ohne Beniitzung des 
Tensorkalkfils auf Grund der Definition von ~ und IDl Rechenschafl 
geben. 1st die Bu bstanz IIpeziell 80 beschaffen, daB im mitbewegten 

System K' ~' = (E -1) ~', llR' = (,." -1).p', 

187&) H. A. Lorentz, 1. c. Anm. 178a). 
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so folgen wegen der Kovarianz dieser Beziehungen gegeniiber Lorentz­
Transformationen unmittelbar die Tensorrelationen 

f .M;itf = - (6 -1) Fcjovk 

(286) l M'kVj + Mu v• + Muvjo= (1'-1) {Hi.ttll+ H.tl v, + Huv,t} , 

die mit Hilfe von (284) in (280) iibergehen. Man kann (286) auch 
schreiben 1 

~ - c[uIDl] = (E - 1) (i* 

(286 a) 
IDl + ! [u~] = (I' - 1)~*. 

Es bleibt noch iihrig, die Transformationsformeln fiir Ladungs­
dichte und Leitungsstrom theoretisch zu begriinden. Sind N~, N:"', 
u~, u:'" die Anzahl der positiven bzw. negativen Teilchen pro V 0-

lumeneinheit und ihre Geschwindigkeiten, so gilt definitionsgemaB 

(!' = c~ N~ - c:'" N:'" 

3,' = c~ N~ u~ - c:'" N:'" u:'" und im System K: 

(! = c+N+ - c_N_, 
31 = e+N+(u+ - u) - e_N_(u_ - u). 

Durch intermediare Einfiihrung der Koordinatensysteme K~ und K~, 
in denen positive bzw. negative Teilchen ruhen, findet man nun aus 
dem Additionstheoren der Geschwindigkeiten die Beziehungen 

,1 + (-:' u') 
JV=N y , 

1- (1' 

(l1--U) =(1_~I)U~ (u-u) =U =y-t=Ji u: 

II 1 + (:2 u} ~ ~ 1 + (:2 ur 
(wobei die Indizes + und - weggelassen wurden, weil die Formeln 
fur beide Indizes vollkommen gleichlautend sind). Hieraus und aus 
der Invarianz der Ladung (e = e') folgt dann sogleich (276) und (277). 
Insbesondere iet also eine elektronentheoretieche Erklirung fiir das merk­
wurdige Auftreten von Ladung in bewegten, stromdurchflossenen Lei­
tern gewonnen.187b) 

35. Impuls-Energietensor und ponderomotorisohe Kraft der 
phii.nomenologischen Elektrodyna.mik. Joulesche Wirme. Das Re­
lativititsprinzip gestattet, aus den Ausdrucken fur den Impuls-Ener­
gierensor und die ponderomotorische Kraft bei ruhenden Korpem ei,,­
deut·ig auf die in bewegten Korpem zu schlieBen. Fiir die ersteren 
wurden jedoch von verschiedenen Autoren verschiedene Ansatze ge-

187b) H. A. J.orentz, 1. c. Ann. 1873.). 
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macht, und die Frage, welcher von ihnen vorzuziehen ist, bnn Jloch 
nicht ale endgiiltig geklarl geIten. Es mogen zuerst diejenigen Er­
gebnisse der Relativitittstheorie besprochen werden, die von der spe­
ziellen Wahl des Ansatzes fUr den Energietensor unabhiingig sind. 

Energiedichte W, Energiestrom ~, Impulsdichte g und die Span­
nungskomponenten Ti" (i, k = 1, 2, 3) wird man wie fur die Felder 
im Vakuum zu einen Tensor Sik zusammenfassen: 

1 
Silt = - Tn fur i, k = 1, 2, 3 

(287) (814,1 S", 83,) = icg, (8'11 S", 84,S) = ~ S 
S,4.=- W. 

Uber die Symmetrieverhaltnisse dieses Tensors iet zunachst noch nichts 
ausgesagt. Die Gleichungen 

(288) f = div T-9 
(289) °o~ + div @) + Q + A = 0 

geben die ponderomotoriscbe Kraft und den Energiesatz ahnlich wie 
in (D), (E), Nr. 30. In letzterem bedeutet Q die pro Zeit- und Vo­
lumeneinheit entwickelte Joulesche Wiirme, A die pro Zeit- und V 0-

lumeneinheit geleistete Arbeit 
(289 a) A = (ftl). 

1m Koordinatensystem K', in welchem die Materie im betreffenden 
Augenblick gerade ruht, verschwindet A. NaturgemaB wird man (288), 
(289) zur vierdimensionalen Vektorgleichung 

as" 
(290) t; = - ox~ 
zusammenfassen. Die Komponenten f; haben dann die Bedeutung: 

(291) (fll (II fa) = f, f, = ~ (Q + A). 

Daraus folgt, daa r, hier nicht auf Vi senkrecht steht, vielmehr ist 

(292) r. Vi = - _Q_. 
i Vl-~I 

Da die rechte Seite von (292) ebenso wie die linke invariant seUl 
muB, folgt die Transformationsformel 
(293) Q = Q' y17"i -_-p=-!. 

Sie gilt wegen der Invarianz des vierdimensionalen Volumens auch 
fur die gesamte bei einem bestimmten Vorgang entwickelte Warme 
in Ubereinstimmung mit der relativistischen Thermodynamik (vgl. 
Nr. 46) und erscheint hier als eine Konsequenz der Forderung, daa 
die Kraftdichte in der durch (288) angegebenen Weise ausSpannungs-

133 



664 V ~9. W. Pauli Jr. Relativitii.tstheorie. 

tensor und Impulsdichte abgeleitet werden bnn, im Verein mit dem 
Tensorcharakter von 8'lr:' 

Die Tatsaehe, da8 "Vi von Null verschieden ist, tiihrt zu einem 
eigentflmlichen Dilemma. Die Bewegungsgleiehungen kannen nii.mlich 
nul' dann die Form (221) haben: 

d"i 
P-o(ji= ~, 

wenn if. v') = 0 ist, da die linke Seite, skalaI' mit Vi multipliziert, 
identisch verschwindet. Man stebt also VOl' der Alternative, entweder 
die Gleichungen (290) fur die Viererkraft oder die Bewegungsglei­
chungen (221) fallen zu lassen. Minkowski 188) besehritt den erstge­
nann ten Weg. Er fiihrt jedoeh zu einer von (293) verschiedenen 
Transformationsformel fur die JouZesehe Wii.rme und somit zu einem 
Widerspruch mit den Forderungen der relativistisehen Thermodynamik. 
Die riehtige, von Abraham189) herriihrende Formulierung ist folgende: 
In der allgemeinen relatiyistischen Dynamik wird gezeigt, daB jeder 
Energie trii.ge Masse zugeschrieben werden muB (siehe Nr.4:1 u. 42) 
Wird also Warme entwiekelt, so bleibt die Ruhmassendichta nicht 
konstant und die Bewegungsgleichungen mussen geschrieben werden 

d 
(294) err (fLov;) =~. 

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (292) durch skalare Multiplikation 
mit v, 
(295) 

also 

(295 a) 

d/Lo 1 f.I' 1\ + Q 1 
(h=-ctViV )= C'Yl_pt' 

im Einklang mit dem Satz von der Trii.gheit del' Energie (Nr. 4,1). 
Aus (294) ergibt sich die bemerkenswerle Tatsaehe, da8 die Ge­

schwindigkeit eines Karpel'S sich nicht immer zu andern braucht, wenn 
auf ibn eine Kraft wirkt.180) Betrachten wir z. B. ainen in K' ruhenden, 
stromdurchflossenen Leiter. Da der stationare Strom (vom System K' 
beurteilt) im ganzen auf ihn keine Kraft ausiibt, bleibt er in Ruhe. 

188) H. Minkowski, I, l. c. Anm. 64,). 
189) M . .Abraham, Rend. Pal. 28 (1909), p. 1 j vgl. auch die DiaJru8sion zwi­

schen Abraham und Nordstrom:, G. Nordstrijm, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 681; 
M • .Abraham, Phy •. ZtBchr. 10 (1909), p. 737; G. Nordstrom, Phys. ZtBchr. 11 
(1910), p. 440; M • .AbraAam, Phys. Ztachr. 11 (1910), p.627. Die NordBtrOtnBchen 
Einwitnde lassen sich nicht aufreehthalten. 

190) M. v.lAue, nas RelativitlLtaprinzip, 1. Auft., Braunschweig 1911, 1'.142. 
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DElnnocb wirkt nach (294) i~ System K eine Kraft auf ibn. Ein 
analoger Fall begegnete uns berein in Nr.32E). 

Wir kommen nun dazu, die verschiedenen Ansii.tze flir den Im­
pulsenergietensor Silt zu diskutieren. Was zunii.chst f'uhende Korper 
betrifft, 80 stimmen alle Autoren darin ilberein, daB filr hysteresefreie 
Medien Energiedichte W und Energiestrom @5 gegeben sind durch 

(296) W=t{(~i))+(~~)} und @5=c[~~]. 

Wihrend aber Maxwell und Heaviside l91) filr ,den Spannungstensor T 
(des dreidimensionalen Raumes) den Ansatz machten: 

(297) T.,,= ~ji)k - t(~i)6l + ~i~"- H~~)6/, (i,k= 1,2,3) 

akzeptiert Hertz191) den in i und k symmetrischen Ausdruck 

(298) Til< = t(~ii)k + ~k 'Ill) - t (~iJ)6/' + H.\)i~A: + ~k58,) 

-t(~~) 6/", 
der sich in anisotropen Medien (Kristallen) von (297) unterscheidet. 
Ebenso sind auch fUr die Impulsdichte g zwei Ansitze moglich. Em­
weder 
(299) 

was in homogenen, isotropen Medien nach (296) auch 

(2990.) 

geschrieben werden kann. 

(300) 

EP. !:!::. g =-0;.1 
cl 

Oder 
1 1 

g=-[~~]=I@5· 
C C 

Sind die Ausdriicke fiir W, @5, T, g in ruhenden Korpern vor­
gegeben, so sind die entsprechenden Ausdriicke fUr bewegteKorper 
eindeutig bestimmt, do. die Komponenten eines Tensors in irgend­
einem Koordinatensystem aus den Werten derselben in einem Ko­
ordinatensystem ableitbar sind. Entsprechend der vorangestellten 
Zweideutigkeit im Ansatz von Tilt und g hat man bisher fiir den 
Tensor Si" hauptsachlich die folgenden Ansatze diskutiert. 

1. Der Ansatz von Minkowski. 192) Er stiitzt sich auf die Aus­
driicke (297), t299) fiir ruhende Korper. Wie leicht nachzuweisen 
ist, wird dann 
(301) S." = E'irH"r - t Hr,FrI 6/, 

191) Wegen der Literatur vgl. man H. A. Lorentz, Art. V 18 dieser 
Encykl., Nr.2S. 

192) H. Minkowski, Abh. II, 1. c. Anm.64.). Zu den gleichen Auadr1lcken 
fUr Silo gelal)gten auch G. Nordstrom, Dillsert. Helaingfors 1908 und auf Grun<l 
eines Variationsprinzips J. Iahiwaro" Ann. d. Phys. 4.2 (1913), p. 986. 
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,"nil die Ausdrueke (296), (297), (299) bleiben auch in bewegten Xorpern 
giiltig. .Auch bleibt die im Vakunm giiltige Relation (223) 

(223) Be' = 0 
bestehen. 

Die Viererkraft ~ ergibt sich aus B,t gemiB (290). 1m Ruh­
system X' haben ihre Komponenten die Werle 

(302) (ft', (,', fa') = ()'~' + [3;m'], f.' = i (3,' ~). 

Es muB noch erwahnt werden, daB Dallenbach 19S) auf Grund einer 
allerdings nicht zwingenden elektronentheoretischen tJberlegung gleich­
falls den Minkowskischen Impulsenergietensor abgeleitet hat, nnd zwar 
:gibt er ibn in einer auch fUr beliebig inhomogene und anisotrope 
Medien gilltigen Form an. .Auf eine zweite Weise leitet er ihn aus 
einem Wirkungsprinzip ab, das ihm auch die Feldgleichungen ergibt.194) 

2. Der .Ansatz von Abraham. l95) Die Unsymmetrie des Min­
kowskischen .Ausdruckes (301) fur den Impulsenergietensor idhi"t zu 
sehr merkwilrdigen, der Erfahrung allerdings nicht direkt wider­
sprechenden Folgerungen. Z. B. treten Drehmomente auf, welche nicht 
durch eine lnderung des elektromagnetischen Drehimpulses kompen­
siert werden. Abraham 195) hat deshalb einen symmetrischen Impuls­
energietensor konstruiert, indem er fur ruhende Karper die .Ausdrucke 
(298), (300) annimmt. Dies fiihrt in homogenen, isotropen Medien auf 

1
8l = H~rHkr + H;,.Fkr) - iFr,Hr"l 

- HE#' - 1) (v.a,k + vk.Qr) 
(303) 

= F.rH"r - tFr,Hr'6/- (Ell - 1) n.v" 

= H;"F"" - iFr, Hr, 6/' - (Ell - l)v.a,k. 

Der schon bei Minkowski vorkommende "Ruhstrahlvektor" a,' ist 
dabei definiert durch 

(304) F, = F."v", H;= H;tv", S?'= VI;F, I Hiitf + Hk'f)'+ Hlivk }. 

In dem mit dar Materie mitbewegten Koordinatensystem K' haben 
die Komponenten der hier vorkommenden Vektoren die Wei"te 

{ (F;.', FI ', Fs') = ~', F: = 0; (H/, HI" H.') = i)', HI.' = 0, 
(304a) (n In' n" _ 11':::.' n' - 0 ""1 ""s, IXI,) - C-.;i , ""4 - . 

Die Identitiit der drei .Ausdriicke (303) folgt aus ihrer Ubereinstint-
mung int Ruhsystem X'. Die Relation (223) ist hier gleichfalls giiltig. 

193) W. Diillenbach, 1. c. Anm. 187). 
194) W. Diilknbach, Ann. d. Phys. 59 (1919), p.28. 
19&) M . .A.bra1aam, Rend. Pa.l. 28 (1909), I. c. Anm.1S9) und ebands. SO (1910), 

p. SlI, Theorie d. Elektrizitll.t 2, S. Aufl., Leipzig 1914, p. 298fF., f 38, 89. 
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Filr bewegte Korper geiten hier die Ausdrftcke (296), (298), (300) fUr 
W, e, TikI 9 nicht mehr, Abraham195) hat die betreft'enden Ausdrilcke 
sowie auch den flir die ponderomotorische Kraft explizite ausgerechnet. 
Die hier verwendete vierdimensional invariante Formulierung rilhrt 
von G. dmme1186) her. In der ponderomotorischen Kraft in ruhenden 
Korpem tritt beim Abrahamschen Impulsenergietensor zu (303) noch 
der Zusatzterm &,.,,-1 () e; 

-c-·- at 
binzu. Wegen der Kleinheit dieses Terms diirfte es kaum gelingen, ein 
praktisch ausflihrbares expcrimentum crucis zwischen den beiden An­
sitzen anzugeben. Es sei noch erwihnt, daB Laue l 9'l) sich den Abra­
hamschen Annahmen anschlieBt. 

Ein sehr gewichtiges Argument ffir die Symmetrie des phano­
menologischen Impulsenergietensors scheinen uns foigende, gleichfalls 
von Abraham 198) herriihrende elektronentheoretischen Erwiigungen zu 
sein. Die Viererkraft ist als Mittelwert der mikroskopischen Vierer­
kraft aufzufassen, also nach (290) auch der Impulsenergietensor ale 
Mittelwert des mikroskopischen.199) Bei der Mittelwertsbildung geht aber 
die Symmetrieeigenschaft eines Tensors nicht verloren [ebensowenig wie 
das Bestehen der Relation (223)]. 11 

3. Der Ansatz von Einstein und Laub. SOIl) Zu einem sowohl 
von dem Minkowskischen als auch von dem Abrahamschen Ansatz 
flir die ponderomotorische Kraft in ruhenden Korpem (und somit 
auch ffir den Impulsenergietensor) vollkommen verschiedenen Ergebnis 
kommen Einstein und Laub. Sie finden namlich, daB sich die be-
obachtete Kraftdichte f = [3,5B] 
auf einen ruhenden, stromdurchflossenen Leiter zusammensetzt aus 

einer Oherflachenkraft (1 - ~) [3,.\)J (.\) .. = magnetische Feldstarke 

desauBeren Feldes) und der Kraft 

f = [3,.\).], 
die als die eigentliche V olumkraft anzusprechen ist, im Gegensatz zur 
Gleichung (303), nach der die Volumkraft [3,5B] ist. Der Impuls­
energietensor, den die genaDnten Autoren angeben, ist ebenfalls dem-

196) R. Grammel, Ann. d. PhYI. 41 (1913), p. 670. 
197) M. t1. LatUl, Das Relativitll.tsprinzip, 1. Aufi., Braunschweig 1911, 

§ 22, p. 185 if. 
198) M. Abraham, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 687. 
199) Die Einwendungen, die DaUenbach [1 c. ADm. 187)] dagegen erhebt, 

8cheinen nicht atichhaltig. 
200) A. Einstein und J. Laub, Ann. d. Phys, 26 (1908), p.641. 

137 



668 V 19. W. Pauli jr. Rela.tivitll.tstheorie. 

entsprechend zu modifizieren. Die Uberlegungen von Einstein nnd 
Laub wurden jedoch von Gans 201) angefochten. IOJ) 

36. Anwendungen der Theorie. IX) Die Versucke von Rowland, 
Rontgen, Eickenwald und Wilson. Die Erklarung der genannten Ver­
suche kann die Relativitatstheorie aUB der Elektronentheorie!OS) voll­
kommen iibernehmen, soweit es sich um unmagnetisierbare Korper 

handelt und soweit GroBen hOherer Ordnung in ~ vernachlassigt 

werden konnen.21.') Die letztere Vernachlassigung moge zunachst auch 
hier beibehalten werden, dagegen sollen beliebige Werte fiir die Per­
meabilitiit ~ zugelassen werden. In der Ausdehnung der Theorie auf 
magnetisierbare Korper ist ein wesentlicher Fortschritt zu erblicken, 
den die Elektrodynamik von Minkowski hier gebracht hat. 

Der Versuch von Rowland weist nach, daB del' Konvektionsstrom 
dasselbe magnetische Feld erzeugt wie ein Leitungsstrom von del' 

Starke Q~' Seine Erklarung folgt unmittelbar aus den Feldglei-
c 

chungen (G) und den Transformationsformeln (269a) fiir den Strom 3. 
Wenn er frilher als ein Argument fiir die Existenz des Ithers heran­
gezogen wurde, so muB dem vom relativistischen Standpunkt entgegen­
gehalten werden, daB er bloB die von der Relativitatstheorie geforderte 
A bhii.ngigkeit der Zerlegung des elektromagnetischen Feldes ill einen 
elektrischen und einen magnetischen Teil vom Bezugssystem beweist. 

Rontgens JOS) Versuch Msteht in dem Nachweis, daB bei der Be­
wegung eines Dielektrikums in einem elektrischen Feld an dessen Be­
grenzung ein Flachenstrom auf tritt, der ein magnetisches Feld erzeugt. 
Eichenwald zeigte hernach, daB seine GroBe 

(305 a) i = {j 1\l31 = (j(E -1) I~I 

betrii.gt, wo ~ die Polarisation des Dielektrikums bedeutet. Bei del' 
praktischen Ausf'dhrung des Versuches rotiert das Dielektrikum zwischen 
den Platten eines Kondensators. Doch ist es jedenfalls mit weit­
gehender Nii.herung zulassig, die Theorie fiir gleichformig bewegte 
Korper auf diesen Fall zu iibertragen. Sei also ein Dielektrikum 

201) R. Gans, nber das Biot-Savarlsche Gesetz, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 806. 
202) Die Angabe von Grammel [1. c. ADm. 196)], die Ausdriicke von Ein­

stein und Laub fiir die ponderomotorische Kraft widersprachen dem Relativitats­
prinzip, ist unrichtig, da diese Ausdriicke nur fUr das Ruhsystem K' Giiltigkeit 
beansprucben. 

20S) V gl. H. A. Lorentz, Art. V 13 dieser Encykl., Nr. 17 und Art. V 14, 
Nr. 34. Daselbst altere Literatur. 

204) V gl. dazu auch A. Weber, Pbys. Ztschr. 11 (1910), p. 184. 
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paraUel den KondeIisatorplatten bewegt, ~ .. = Ci) die Flii.chendiehte del' 
(freien) Ladung auf denselben. Da ~ quellenfrei ist und im AuBenraum 
mit 4} iibereinstimmt, genilgt es, die Wirbelvon ~ zu untersuchen. 
Da wir es hier ferner mit einem stationiiren Feld zu tun haben, sind 
nach (F), (G), (i und S) wirbelfrei. Wir wollen nun Gro8en von 

bOherer Ordnung in ~ konsequent vernachlii.ssigen. Mit Riieksicht c 
darauf, daB S) und ~ selbst GroBen erster Ordnung sind, folgt dann aus 

(278 a) ~ = E~ 

~ = /LS) - (E/L -1)[: ~l 
Der Wirbel von ~ ist also bestimmt durch den Wirbel von (E /L -1) [: (iJ, 

der sich hier auf einen Fliichenwirbel i reduziert vom Betrag 

(305 b) Iii = fJ(E/L -1)1~1, 

wo I ~ I der Wert von (i im InnerI' des Dielektrikums ist, und von 
der Richtung von I). Fur /L = 1 reduziert sich dies auf den Wert 
(305a) der Elektronentheorie. Filr magnetisierbare Korper warde der 
Effekt nicht untersucht. 

Das Gegenstuck zum Versuch von EichenwaZ(l ist der von H. A. Wil­
son. 105) Zwischen den Platten eines kurzgeschlossenen Kondensators 
rotierte ein dielektrischer Zylinder in einem parallel zu den Konden­
satorplatten gerichteten Magnetfeld. Es zeigte sich eine Aufladung 
der Platten. Wir ersetzen wieder die Rotation durch eine geradlinige 
Bewegung, und zwar moge sie parallel zu den Platten, aber senkrecht 
auf dem Magnetfeld erfolgen. Nach (F) lii.Bt sich (i zunachst aus 
einem Potential t:p ableiten. Da nun die Platten kurzgeschlossen waren, 
folgt 'Pi - 'PI = 0 und somit auch (i """ 0, und i) gibt direkt die ge­
suchte Ladungsdichte CD. Die Grenzbedingungen verlangen in diesem 
Fall, daB ~ keinen Sprung erflihrt. Nach (278a) wird also 

() (Ep.-1)~H ) 306a CD = 1 ~I ..... (E/L - 1 fJH. 
- 8/L 

Fur unmagnetisierbare Korper folgt das Ergebnis der Elektronentheorie 

(306 b) CD=(E-l)fJfl. 

206) H. A. WilBon, Phil. Trans. (A) 204 (1904), p. 121. tiber einen !tlteron 
negativ verlaufenen VerBuch von Blondlot mit Luft als Dielektrikum Bowie iiber 
den Standpullkt der il.lteren Elektronentheorie vgl. II. . ..4.. Loren'::, Art. V 13 
dieser Encykl., Nr.20; Art. V 14, Nr. 40. Ober die DiRkussion des Wilsonschen 
Versuches vom Standpunkt der Relativitil.tstheorie siehe A. Einstein und J. Laub; 
1. c. Anm. 176); M. 11. Laue, Das Relativitll.tsprinzip, 1. Aufl., Brannschweig 1911;. 
p. 129f.; H Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 155. 
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H. A. und M. Wilson 20G ) ist es gelungen, den Effekt auch an einem 
magnetisierbaren Isolator, den sie sich durch EinbeUen von Stahl­
kugeln in Siegellack kunstlich herstellten, zu messen. Das Ergtlbnis 
bestitigt den relativistischen Wert (306a) fur die Ladungsdichte. 

Die altere Hertssche Theorie gibt statt (305 a) und (306 a) die 
mit der Erfahrung unvertraglichen Werte 

1 j I = P 1 ~ 1 und ro = fJ H. 

(J) Widcrsland und Induktion in bewegten Leitern. 1(7) Auf Grund 
von (279) findet man, daB fiir ein endliches bewegtes Leiterstitck 

(307) RoJ = f(~*ds), 

wo Ro den Ruhwiderstand des Leiters und J = 131 q bedeutet. Die 
durch (280) gegebene Veranderung der Leitrahigkeit wird namlich 
durch die Veranderung der Drahtlinge und des Drahtquerschnittes 
infolge der Lorentz-Kontraktion bei der Berechnung des Widerstandes 
gerade kompensiert. So stellt sich der Versuch von Trouton und 
Rankine lOB) von einem bewegten System K aus gesehen dar. Das In­
duktionsgesetz fur bewegte Leiter folgt aus der ersten Gleichung (274) zu 

(308) f(<i*d~) = d~fflJ .. df1, 
dagegen iet 

f~dVJ + :tfflJ .. do. 

Aber (308) ist auch durchaus in 'Obereinstimmung mit der Erfahruns, 
da nach (279) nicht ~, sondern ~* den Leitungsstrom bestimmt. 

r) Die Ausbreitung des Lichtes in bewegten Medien. Miifukrungs­
koeffisient. Versuch von Airy. Um die Gesetze der Lichtausbreitung 
in bewegten Medien zu finden, ist es nicht notig, auf die Feld­
gleichungen zuruckzugreifen. Vielmehr mussen sie sich direkt aus 
den Gesetzen fur rllhende Korper durch Lorentz-Transformation er­
geben. Wir betrachten zuniichst ein nicht absorbierendes Medium. 
Die invariante Lichtphase ist wieder durch (252) gegeben, wobei jetzt 
lidie Komponenten hat: 

(309) l ( 'II 'II. 0 i'll) 
i = W cos «, If. SID «, , c' 

wenn die s-Achse senkrecht zur Korpergeschwindigkeit und zur 

206) H. A. u. M. Wilson, Proc. Roy. Soc. (A), 89 (1913), p. 99. 
207) Man vgl. hierzu ]Jf. Abraha,,,, Theorie d. Elektrizitil.t 2, 3. Aufl., Leipzig 

(1914.), P 388; M. 11. Laue, DaB Relativitiitsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig (11111), 
1>' 126f.; H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Auti., Berlin (1918), § 22. 

208) .F. T. Trouton und A. O. Rankine, l. c. Anm. 16). 
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Wellennormale gelegt wird. 1m mithewegten System K' ist speziell 

(310) 
I C 

W =-. 
n 

Daraus folgen die Transformationsformeln 

(3th) 

(all b) 

+ v , 
1 -; coa a 

I W 
V=V ---===-VI- pi 

11 I ~ cos a' + PIc 11. 11'. I 

- cos a = v "IV - SIn a = -, SIll a 
W ,tv W 

VI-Pi 
..; cos a' + Pic 

1 w -cos a=-----, 
W V ., 1+ ---;cosa 

IV 

...!, ain a'V1 - pi 
1. w -sm ct= .---­
w + V , 

1 -, cos a 
W 

t sin a' v1=(fi 
g a = , Ptv' 

COSa +­c 

(3llc) w=c 1+pncosa' 
V(n cos «' + P)!+ n ' ain l «'(1- P~ 

Die Relation (3tla) gibt den Dopplerefi'ekt, (311 b) die Aberration, 
(3llc) den Mittdhrungskoeffizient. Sie stimmen in Gliedem e~ter 
Ordnung mit den Ausdrucken der iilteren Theorie uberein. Letztere gibt 

(3lld) w = : + v(t- Jj) cos a'. 

(Uber den EinfluB der Ahhii.ngigkeit des Brechungsindex von der 
Wcllenlange siehe Nr. 6.) Das Brechungsgesetz an bewegten Grenz­
fHichen m8t sich ebenfalls durch Lorentz-Transformation aus dem ilir 
ruhende Grenzfliichen gewinnen, fuhrt aber zu verwickelten Formeln. 

Es ist hier auch das experimentelle Ergebnis vo~ Airyt08) zu be­
sprechen, wonach der Aberratiouswinkel sich nicht andert, wenn man 
das Femrohr mit Wasser fullt. Die altere Theorie 109) muBte, um ihn 
zu erkliiren, ziemlich umstindliche Betrachtungen anstellen, da sie den 
Vorgang von einem Bezugssystem aus beschreiben mu1\te, relativ zu 
dem sich derBeobachter (die Erde) bewegt. Betrachtet man ihn je­
doch von einem mitbewegten System aus, so ist das Airysche Resultat 
vom relativistiscben Standpunkt aus selbstverstandlich. Richtet man 
nli.mlich das Fernrohr auf den scheinbaren Ort des Fixsterns, so fallen 
die von diesem entsandten Licbtwellen senkrecht auf dieses auf. Fullt 
man es nun mit Wasser, so muss en sich dann auch die Lichtwellen 

208) G. B. Airy, Proc. Roy. Soc. 20 (1871). p.36; III (1878). ll. 121; Phil. 
Mag. 408 (1872), p. 310. 

209) Vgl. H . .4.. Lorentz, Arch. neerl. 21 (1887). p. 103 [Gel. Abh. XIV, 
p. 3401], daselbst altere Literatur. 
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im Wasser senkrecht zur GrenzfHi.che ausbreiten. Der Airysche Ver­
such vom mitbewegten System (Erde) aus gesehen, zeigt also vom 
relativistischen Standpunkt aus nur die triviale Tatsache, daB beirn 
EinfallswinkelO (senkrechte Inzidenz) auch der Brechungswinkel 0 iat. 

Man bemerkt, da6 die Relationen (311 b, c) dem Additionstheorem 
der Geschwindigkeiten nicht entsprechen. Blo6 fiir a = 0 ergibt sich 
Ubereinstimmung mit demselben (vgl. Nr. 6a). Laue 210) fiihrt dies 
auf die Verschiedenheit der Richtung des Strahles und der Wellen­
norrnale zuriick. Definiert man die Strahlgeschwindigkeit der Rich­
tung und GroBe nach durch 

(212) lUI = :,. 
(@5 = Poyntingscher Vektor, W = Energiedichte), 

so sollen die Transformationsformeln fiir die Komponenten von lUI 

dem Additionstheorem der Geschwindigkeit streng genii gen. .A us der 
Rechnung von Scheye m ) geht hervor, daB dies in der Tat der Fall 
ist, wenn man den Minkowskischen unsymmetrischen Impuls· Energie­
tensor zugrunde legt. Aus dem Energiesatz folgt iiberdies in diesem 
Fall, daB die Phasengeschwindigkeit w gleich wird der Komponente 
der StrahlgeschwindigkeH in der Richtung der Wellennormale. Legt 
man jedoch den Abrahamschen Tensor (304) zugrunde, so werden 
die Verhliltnisse komplizierter und das Additionstheorem der Ge-

11 schwindigkeiten gilt auch nicht fiir die Strahlgescbwindigkeit. 
Die Verallgemeinerung fiir absorbierende (leitende) Medien bietet 

prinzipiell nichts Neues. Es mag nur erwiihnt werden, daB nach 
(277 a) eine im bewegten Leiter fortschreitende Lichtwelle mit einer 
periodisch verlinderlichen Ladungsdichte verbuuden ist. 

d') Signalgeschwindigkeit und Phasengeschwindigkeit in dispergieren­
den Medien. In dispergierenden Medien kommt der Fall vor, daB die 
Phasengeschwindigkeit einer Lichtwelle ~ c ist. Dies scheint der 
Forderung der Relativitatstheorie zu widersprechen, daB keine Wirkung 
sich mit tJberlichtgeschwindigkeit ausbreiten kann (vgl. Nr. 6). Diese 
Schwierigkeit wurde durch eine Untersuchung von Sommerfeld lU) be­
seitigt, in der auf Grund der Elektronentheorie nachgewiesen wird, 
da8 der Wellenkopf sich immer mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit 
c ausbreitet, die Moglichkeit, mit Uberlichtgeschwindigkeit Signate zu 
geben allo in Wirklichkeit nicht vorliegt. Vervollstandigt wurde 

210) M. v. Laue, Das Relativitatsprinzip, 1. AuB. (1911), p. 134. 
211) A.8cheye, Uber die Fortpflanzung del Lichtes in einem bewegten Di­

elektrikum, Ann. d Phys. 80 (19011), P 805. 

2t2~ A. Sotnmer(eld, Heinr.-Weber-Festschrift; Phys. Ztlchr. 8 (1907), p. 84,1; 
Ann. d. Phys. U (1914), p 177. 
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dieses Ergebnis noch durch Brillouin US), der zeigte, da8 abgesehen 
vom Absorptionsgebiet der Hauptteil des Signals sich mit der 
Gruppengeschwindigkeit ansbreitet. 

(I) Mecha.nik und a.llgemeine Dynamik. 
37. Die Bewegungsgleichungen. Impuls und kinetische Energie. 

Die relativistische Mechanik 21S &) geht von der Annahme aus, daB in 
einem Koordinatensystem K', in welchem ein Massenpunkt im be­
treffenden Zeitmoment ruht, die Bewegungsgleichungen 

d't' . 
(313) mo dt't = ~ 

der aIten Mechanik zu Recht bestehen. Das Relativitatsprinzip ge­
stattet dann in eindeutiger Weise auf die Bewegungsgesetze in irgend­
einem anderen Koordinatensystem K zn schlie6en, indem man einfach 
auf (313) eine Lorentz-Transformation ausiibt. Damit ist aber noch 
nicht bestimmt, was man als Kraft im System K definieren solI, da 
in den drei Bewegungsgleichungen ain gemeinsamer Faktor, der in 
beliebiger Weise von der Geschwindigkeit abhangen kann, zunachst 
willkiirlich bleibt. Hier gibt es zwei wesentlich verschiedene Wege, 
urn diese Unbestimmtheit zu beseitigen. 

Entweder man macht eine Anleihe bei der Elektrodynamik. Ak­
zeptiert man namlich den Lorentzschen Ausdruck filr die pondero­
motorische Kraft fiir beliebig schnell bewegte Ladungen, so ist damit 
auch ein Transformationsgesetz flir die Kraft gegebell (vgl. Nr. 29). 
DaB sich alle Krafte in derselbel1 Weise transformiereu, folgt daraus, 
daB zwei Krafte, die sich im System K' aufheben, sich auch in jedem 
anderen System K aufhebell mlissen. Die Formeln (213), (214), (215) 
lassen sich soforl fur beliebige Krafte verallgemeinem. An Stelle von 
(217) tritt der Vierervektor Kraftdichte-Leistungsdichte: 

(314) (fll h. fs) = f, f4 = i(f :), 
der auf der Vierergeschwindigkeit senkrecht steht: 

(315) huk = O. 

218) L. Brillouin, Ann. d. Phys. 44 (1914). p. 208. 
21380) Wenn im folgenden von relativistischer Mechanik die Rede iat, so 

ist damit stets die Mechanik der speziellen Relativit!i.tstheorie, a180 die Mechanik 
der TJorentzgrnppe gemeint. Gegen die Verwendung des W ortes "relativistische 
Mechnik" in dieeem Sinne lie8e sich einwenden, daB die kl80ssische Mechanik 
auch relativietiach iet, da sie ja. dem Relativitii.tapostulat geniigt. Es hat jedoch 
das Wort relativistisch bereits vielf80ch die apezifische Bedeutung "relativ gegen­
iiber der Lorentzgruppe" bekommen, wie dies ja auch im Terminus spezielle 
Relativitatstheorie aelbst der Fall iat. 
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Dann gelten wieder die Bewegungsgleichungen 
d'xi duo 

(316) flo d't' = r oder Po d't' = t;, 
in der Po die (invariante) Ruhmassendichte bedeutet. Man kann auch 
die durch (219) definierle Minkowskische Kraft 11; einflihren und die 
Bewegungsgleichungen in der Form (220) schreiben. 

Aus den Gieichungen 

1 
:t(mu)=St 

(317) und :t mc! = (sru) 

foIgt, daB der Impuls gegeben ist durch 

(318 a) ~ = mu = mo uil!) 
V1 - P' 

und die kinetische Energie durch 
m c' 

Ekin = mc! + konst = ,/ 0 + konst 
v 1 - P' . 

Man konnte daran denken, die Konstante so zu bestimmen, daB Enn 
fUr einen rukenden Massenpunkt Terschwindet. Es erweist sich jedoch 
als praktischer, die Konstante gleich Null zu setzen. Die Energie 
des ruhenden Massenpunktes wird dann moc' und allgemein 

m c2 
E=mc!=. 0 • 

VI - pi 
(318 b) 

Flir kleines fJ foIgt daraus durch Potenzentwickltmg 
E = mocll (1 + ifJS) = Eo + imov! 

ill Ubereinstimmung mit der alten Mechanik. Die Zweckma.Bigkeit 
der hier getroffenen Festsetzung wird durch die Bemerkung ersicht­
lich, daB dann die GroBen 
(319) (Jl1 J2, Ja) = c~, J4 = iE 
die Komponenten eines Vierervektors bilden. Es iet namlich 
(320) ~.= mOcuj;' 

Daraus foIgt weiter, daB fiir unsere GroBen ~, E genau die gleichen 
Traneformationsformeln gelten, wie iur Impuls und Energie eines ab­
geschlossenen, kriifteCreien, elektromagnetischen Systems (Lichtwelle), 
vgl. (228): 

(321) 

mit den entsprechenden inversen Formeln. Sie gelten auch ffir Im­
puIs und Energie eines Systems Ton kriiftefrei bewegten Massenpunkten. 

214) M. Planck, 1. c. Anm. 129). 
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38. Von der Elektrodynamik unabhii.ngige Begriindung der relat. Mechanik. 67 [) 

Die Bewegungsgleichungen sowie die Ausdrilcke ffir Impuls und 
Energie der relativistischen Mechanik gehen fur kleine Geschwindig­
keiten in die der aIten Mechanik iiber, wie das von vornherein zu 
erwarten ist. Es gilt aber noch mehr: Die Abweichungen der rela­
tivistischen Mechanik von der gewohnlichen sind von sweiter Ordnung 

in ~.. Darin miissen wir mit Laue llb) den Grund dafur erblicken, 
c 

daS die altere Elektronentheorie, die auf der gewohnlichen Mechanik 
fuSt, alie Effekte erster Ordnung richtig erklaren konnte. 

Minkowski S15) hat auch noch eine andere wichtige Darstellung 
der Bewegungsgleichungen (316) gegeben. Wir fahren den kinetischen 
Impulsenergietensor Ojk ein durch die Relation 

(322) 0u = f!-OUj"k' 

Seine raumlichen Komponenten stellen den Tensor des Impulsstromes, 
die gemischten (bis auf den Faktor ic) die Impulsdichte, die zeitliche 
die Energiedichte dar. Zufolge der Kontinuitatsbedingung 

(323) () ~O;~ = 0 

schreiben sich dann die Bewegungsgleichungen in der Form 

(324) .~~ = ft. 
Es sei hier auch hervorgehoben, daS aus den Bewegungsglei­

chungen (317) sich fUr die Bewegung eines Massenpunktes unter dem 
Ein:fl.uS einer konstanten Kraft die in Nr. 26 besprochene Hypel'bel­
bewegung ergibt. 

38. Von der Elektrodynamik unabhiingige Begriindung der 
relativistischen Kechanik. Das Unbefriedigende an del' vorstehenden 
Ableitung ist, daB sie eine Anleihe bei der Elektrodynamik notig bat. 
Es ist deshalb von Wichtigkeit, daS Lewis und Tolman l15a) noch eine 
andere Ableitung gegeben baben, die von der Elektrodynamik keinen 
Gebrauch macht. Bei ihr erscheint nicht der Kraftbegriff, sondern 
der Impulsbegriff als das primare. Es wird postuliert, da8 jedem 
bewegten Massenpunkt ein zu seiner Geschwindigkeit paralleler 
Impulsvektor und eine skalare kinetische Energie in solcher Weise 
zugeordnet werden kann, daS Erhaltungssiitee bestehen. Das heiSt, 

214&) M. v. Laue, DaB Relativitatsprinzip, 1. Aufl. 1911, p. 88. 
215) H. Minkowski, il, 1. e. Anm. 64). 
2150.) G. N. Lewis u. C. Tolman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 510. EinwenduDgen 

von N. Oampbell, Phil. Mag. 21 (1911), p. 626 gageD die SchluBweise dieser Au­
toren treffen mehr die Ausdrueksweise al8 du Wesen der Sache. Wie nil.mlieh 
P. Epstein, Ann d. Phys. 86 (1911)' p. 729 gezeigt hat, lassen aieh die SchluBBe 
von Lewis nnd Tolman vollkommen streng gestalten. 
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bei einer Wechselwirkung zwischen Mass en eines Systems, bei del' 
weder Impuls und Energie ausgestrahlt noch Wiirme entwickelt wird, 
Bollen die Summe der Impulse und Energien der einzelnen Massen 
konstant bleiben. Speziell soll dies vom elastischen StoB geIten. 
Lewis und Tolman haben nun ein Gedankenexperiment ersonnen, welches 
zeigt, daB die Form der Abbangigkeit von Impuls und kinetischer 
Energie von der Geschwindigkeit durch die Forderung der Invariant 
diesel' Erhaltungssatze gegeniiber Lorentz-Transformationen eindeutig 
bestimmt ist. 

Die beiden Beobachter A und B seien relativ zueinander in der 
x-Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegt. Sie mogen Kugeln 
gleicher Masse mit der gleichen Geschwindigkeit u in der y- bzw. 
in der entgegengesetzten Richtung einander zuwerfen, derart, daB 
der StoBdurchmesser die Richtung y hat. Dann bleiben zunachst die 
x-Komponenten der Geschwindigkeiten beidel' Kugeln erhalten. Ferner 
muB aus Symmetriegriinden der Beobachter A an seiner Kugel den 
gleichen Bewegungsvorgang sehen wie der Beobachter Bander 
anderen Kugel. Auf Grund des Additionstheorems (10) der Geschwin­
digkeiten folgt daraus fiir die Geschwindigkeitskomponenten ttl." ttly 

und ttl.,', ttl,/ del' beiden stoBenden Karper in K und K'; 
Vor dem StoB A 

ttl., = 0, ttly = u 

V (W dem StoB B 

lU¥ = V, IV = - U V1 _ v~ 
- 11 c! 

Nach dem StoB A 

lU = 0, IV = - u' ., 11 

Nach dem StoB B 

ttl., = v, IV,,= + U'V1 :: 

ttl.,' = - v, 

IV",' = 0, 

ttl.,'=-v, 

Y-v~ 1V'='n 1--
11 C' 

, 'V VI W =-u 1--
y c! 

I +' IVII = U. 

1st I ttl I der absolute Betrag der Geschwindigkeit, so kannen Wir den 

Impuls schreiben @ = m(1 w D· ttl, 

we m definitionsgemaB als Masse bezeichnet wird und nur vom ab­
soluten Betrag der Geschwindigkeit abhiingen kann. Aus der Erhaltung 
des Impulses in der x-Richtung folgt zunachst 

u = u', 
und aus der Erhaltung des Impulses in der y-Richtung 

(a) m(y'vt + u'(1- ;:)). t,Yl - ;: == m(u)· ft. 
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39. Das Hamiltonsche Prinzip der relativistischen Mechanik. 671 

Gehen wir nach Division durch u zum lim u --.. 0 fiber, so kommt, 
wenn wir fiir m (0) = mo schreiben: 

m = 11 Vi' W. z. h. w. 
1--

ct 

Es ist leicht zu sehen, daB die Relation (a) durch diesen Ansatz 
auch fUr beliebiges u erfullt wird. Hat man ferner den Impuls er­
mittelt, so folgt auch der Ausdruck (318b) fUr die kinetische Energie 
unschwer durch Lorentz-Transformation. Die Kraft wird nun definiert 
als zeitliche Anderung des Impulses, und die Transformationsgesetze 
fiir dieselbe folgen unmittelbar. Hiermit ist die Moglichkeit nach­
gewiesen, die relativistische Mechanik unabhlingig von der Elektro-
dynamik zu begriillden. 12 

Es muge noch erwahnt werden, daB die Gesetze des elastischen 
StoBes, zu denen die relativistische Mechanik ffihrt, ffir den allgemeinen 
Fall von Jiittner 216) hergeleitet und diskutiert wurden. 

39. Das Hamiltonsche Prinzip der relativistischen Mechanik. 
Wie bereits Planck 217) bemerkte, lassen sich die Bewegungsgleichungen 
(317) aus einem Variationsprinzip herleiten. Fiihrt man die Lagrange­
sche Funktion 

(325) 

eiD, so gilt niimlich 
1, 

(326) J(~L + ~6t)dt = 0, 
t. 

wie man leicht nachrechnet. Wie beim Hamiltonschen Prinzip der 
gewohnlichen Mechanik sind die Werte tOI tl und die Endpunkte des 
Integrationsweges vorgegeben. Man kann die Bewegungsgleichungen 
auch in der Hamiltonschen Form schreiben. Fiibrt mali statt der Ge­
schwindigkeitskomponenten X, ii, g die Impulse 

oL oL oL 
(327) @", =~, @, = oil' @. = os 

ain und bildet die Hamiltonsche Funktion: 

(328) H . oL + . oL + . oL L moct E 
=X~ y", 11'37- =v = kin= vX v'Y v Z US 

1-­
c· 

216) F. JI'ittner, Zt&chr. Math. Phya. 62 (19U), p. 410. 
217) M. Planck, 1. c. Anm. 129). 
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so wird namlich 

[
. oR 
x =oQJ ' .,. uew. 

s 

dQJ:c fiI 
Tt = «til' ..• uew. 

(329) 

Das Wirkungsintegral JLdt muB eine Iovariante gegenuber 
Lorentz-Transformationen sein. In der Tat ist es einfach 

(330) JLdt = - moc'fdT:, 

wo T: die Eigenzeit bedeutet. Das Wirkungsprinzip (323) schreibt sich 
dann einfach 
(331) mo~ J dT: + JKi~Xi = 0 118) 

oder sogar 
(332) ~ JdT: = 0 

wenn man noch fUr die Variationen ~gf die :Nebenbetlingung 
K,ui = 0 

hinzufiigt. Diese Formulierung des Variationsprinzips riihrt von 
Minlcowski l18) her. 

Die Bewegungsgleichungen (317) lassen auch eine Umformung 
zu, die dem Virialsatz der gewohnlichen Mechanik entspricht: 

d 
(333) L + EJda + dt (mut) = (~t). 
Bleibt t bei der Bewegung stets innerbalb endlicher Grenzen nnd 
kommt die Geschwindigkeit u der Lichtgeschwindigkeit nicht beliebig 
nahe, so f'oIgt durch Bildung des zeitlichen Mittelwerles 

(333 a) L + EJdn = (Rt). 
40. GeneraJiaierteXoordinaten. Xanonisohe Form dar Be­

wegUllgsgleiohungen. In der relativistischen Mechanik kann eine 
bloB von den Lagenkoordinaten abhingige potentielle Energie im all­
gemeinen nicht eingeflihrt werden, weil sich Wirkungen nach den 
Grundpostulaten dieser Theorie nicht mit tJberlichtgeschwindigkeit 
ausbreiten konnen. Es gibt jedoch gewisse Sonderlii.lle, wo es dennoch 
niitzlich ist, eine solche potentielle Energie einzuffthren, z. B. dann, 
wenn sich ein Massenpunkt in einem zeitlich unverii.nderlichen Kraft­
feid bewegt. Geme dieser Fall spieit in der Theorie der Feinstruktur 
der BaZmerlinien eine wesentliche Rolle. Man bnn schreiben 

(334) jt = - grad Epot, 

(335) L = - mclY 1 ~: - Epot , d fLtlt = 0 

118) An den IntegratioDigreDzen lolleD die l:rf YeJ'lchwinden. 
219) H. MinkowBki, Ii, AnhaDg, 1. c. ADm. M). 
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4:1. Die Tragheit der Energie. 679 

(336) H(CfJ", ... , x ... ) = Ekin + Epot = x~~ + ... - L 

(337) \
. oH 
:Q1

x 
oQ1",' o~· 

7:t=-~, 

womit die GIeichungen auf eine kanonische Form gebracht sind. Man 
kann auch generalisierte Koordinaten ql ... q, einfiihren. Die kano­
nisch konjugierten Impulse sind dann gegeben dutch 

(338) 

oL 
Pk = Oqk' 

und es wird 

R(p, q) = 2qk ~~ - L 
uqk 

dq:, oH dPk oIl 
de = OPk' Iff = - Cqk • 

Ferner gilt genau wie in der gewohnlichen Mechanik die partielle 
Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi. Die vorstehenden Formeln 
geIten ihrer Herleitung nach nur in einem, durch das Problem aus­
gezeichnElten Koordinatensystem. 

41. Die Trii.gheit der Energie. Der einfache Zusammenhang (318 b) 
zwischen kinetischer Energie und Masse legt bereits die Vermutung 

nahe, daB einfach einerjeden Energie E eine Masse m = ~ zukommt.220) 
e 

Die Triigheit eines Korpers miiBte dann beirn Erhitzen desselben zu­
nehmen, ferner miiBte die Strahlung Tragheit zwischen den absorbie­
renden und emittierenden Korpem iibertragen. Was zunachst den zwei­
ten U mstand betrifft, so lii.8t er sich durch folgende Betrachtung veri­
fizieren. Ein in K' ruhender Korper emittiere die Strahlungsenergie 
E,', und zwar derart, daB im ganzen kein Impuls ausgestrahlt wird, 
der Korper also in K' in Ruhe bleibt. In einem relativ zu K' mit 
der Geschwindigkeit v bewegten Koordinatensystem K wird dann nach 
(228) ein Impuls 

220) A. Einstein, Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 639 (auch in der Sammlung 
"Relativititsprinzip"). Hier wird der Satz von der Trigheit der Energie zum ersten­
ma.l ausgesprochen; vgl. auch Ann. d. Phys. 20 (1906). p. 621. - G. N. LewiB, Phil. 
Mag. 16 (1908), p. 105, geht umgekebrt von der Forderung E = me' aUI und 

leitet daraus vermittels der Gleichung u :t (m u) = dd~ die Abhll.ngigkeit der 

Masse von der Geschwindigkeit a.b: 
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ausgestrahlt. Da sich die Geschwindigkeit b des Korpers nieht andert, 
ist dies nur moglich, wenn seine Ruhmasse mo um 

E' 6.m = -~-o e! 

abnimmt. Durch eine ahnliche Impulsbilanz beim unelastischen Stoa 
kann man zeigen, daB auch der Warmenergie Tragheit zugescbrieben 
werden mua. Dies wird auch durch folgende Betrachtung nahegelegt. 
Fur den Gesamtimpuls und die Gesamtenergie eines Systems von Massen­
punkten gelten, wie bereits erwahnt, dieselben Transformationsformeln 
(321) wie filr einen einselnen Massenpunkt. 1st das Koordinatensystem 
Ko so gewahlt, daa dort der Gesamtimpuls @ verschwindet, so gilt 
1m System K wieder 

@=! Eo 
e!)I1_p" 

Das System verhalt slch also wie ein einzelner Massenpunkt mit der 

Ruhmasse mo = E: .191) Offen bar ist ein ideales Gas ein solches Sy­
e 

stem von Massenpunkten. Eo wird hier .Emoc' + U, wo U die Wanne-
energie bedeutet. Ihre Triigheit ist dadurch also erwiesen. 

Einen noch allgemeineren Fall behandelt H. A. lArents.1tlI) Wir 
betrachten ein beliebiges, abgeschlossenes physikalisches System, be­
stehend aus Massen, gespannten Federn, Lichtstrahlen usw. In einem 
Koordinatensystem Ko ruhe das System, d. h. es habe dort keinen 
Gesamtimpuls. In irgendeinem anderen Koordinatensystem K werden 
wir dann dem System diejenige Geschwindigkeit U zusprechen, mit 
der sich Ko relativ zu K bewegt. Es jst eine auBerst plausible physi­
kalische Annahme, daB der Impuls @1 des Systems in K gegeben sein 
wird durch ttl mo 

1!!I1=mu= U -V US 
1-­

e' 

wie beim Massenpunkt.tU) Dann gilt flir @ die Transformationsformel 
~_ -mv 

@' = ~l @' @ 
x. V1 _ pi' lI. = lI.' 

221) A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 371. 
222) H. A. Lorentz, Das Relativitatsprinzip, 3 Haarlemer Vorlrage vgl. auch 

H. A. Lorentz, Over de ma.sl& der energie, Amst. Versl. 20 (1911), p.87. 
223) Nimmt man an, daB das System bloB der Einwirkung elektromagne­

tischer KrAfte ausgesetzt ist, so HiBt sich diese Annahme umgehen. V gl. A. Ein­
stein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p. UO. - Ein abgegrenzter, ebener Lichtwellen­
zug bildet insofem einen Ausnahmefall, als sein Impuls in keinem Koordinaten­
systom verschwindet (vgl. Nr. 30). Da in der angegebenen Formel in diesem Fall 
U = e zu setzen ist, muB man ihm die Ruhmasse Null zuordnen (vgl. H. A. Lo­
rentz, 1. c. Anm. 222). 
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41. Die Tragheit der Encrgie. 681 

Nun lassen wir unser System 1 mit einem System 2, das nnr ans 
Strahlnng bestehe, in Wechselwirlmng treten. Sind A<Ml und A<M2 
die Impulsandernngen AElI AE, die Energieanderungen der beiden 
Systeme, so mu8 geIten 

A@1+A@2=O, A@l'+A@I'=O, AE1+6.E!=O 

und da wegen (228) 

folgt daraus sofort 
(339) 

Diese Uberlegung zeigt, 
Art die Energien sind. 

Am= AE1 • 
c· 

daB es gar nicht darauf ankommt, welcher 

Es kann somit als erwiesen betrachtet werden, da8 das Relativi­
tatsprinzip im Verein mit den Satzen der Erhaltung von Impuls und 
Energie zum fundamentalen Prinzip von der Tragheit aller Energie 
fiihrt. Wir konnen dieses Prinzip mit Einstein als das wichtigste Er­
gebnis der speziellen Relativitatstheorie bezeichnen. Eine quantitative 
experimentelle Prii{nng ist bisher noch nicht moglich gewesen. Schon 
in seiner ersten Publikation iiber diesen Gegenstand hat Einstein 114.) 
auf die Moglichkeit einer Priifung der Theorie bei radioaktiven Pro­
zessen hinge wiesen. Doch sind die zu erwartenden Defekte in den 
Atomgewichten der radioaktiven ElementelJ5) zu gering, um empirisch 
festgestellt werden zu konnen. Die Moglichkeit, die Abweichungen 
der (auf H = 1 bezogenen) Atomgewichte der Elemente von der Ganz­
zahligkeit, soweit sie nicht durch Isotopie bedingt sind, durch die 
Wechselwirkungsenergie der Kernbestandteile und ihre Trii.gheit zu 
erkliiren, auf die znerst Langevin!!·) hingewiesen hat, wurde neuer­
dings vielfach diskutiert.!I'l) Vielleicht wird sich der Satz der Trag-­
heit der Energie in Zukunft durch Beobachtungen iiber die Stabilitit 
der Kerne priifen lassen. Anzeichen fiir eine qualitative Ubereinstim­
mung sind vorhanden.!IV) 

224) A. Einstein, Ann. d. PhYB. 18, 1. c. Anm. 220). 
226) M. Planck, Berl. Ber. 1907, p. 642; Ann. d. Phys.76 (1908), p. 1; A. Ein­

stein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4. (1907), p. 4.4.3. 
226) P. Langevin, J. de Phys. t6) 3 (1913), p. 658. Langevin wollte damaJa 

aUe Abweichungen der Atomgewichte von der Ganzzahligkeit auf die Trll.gheit 
der inneren Energie dar Atomkerne zunickfiihren. Die Notwendigkeit, dabei auch 
eventuellen Isotopien zu beriicksichtigen, wie sie heute durch die .Astonschen 
Versuche als in den meisten Fillen tatBlI.chlich vorhanden naehgewiesen sind, 
wurde bald darauf von R. Swinne, Ph,S. ZtBchr. 14. (1918), p. 14.6 betont. 

227) W.D.Harkinsu. E.D. Wilson,Ztschr. f. anorg.Chem. 95 ~1916), p. 1 u. 20; 
W. Lenz, Miinch. Ber.1918, p. 35; Naturw. 8 (1920), p; 181; O. Stern u. M. Vollmer, 
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i2. Allgemeine Dynamik. Die Verhiltnisse werden noah einfacher 
und iibersiehtlicher, wenn man von Totalenergie und Tot&limpuls zu 
Energiedichte und Impulsdichte iibergeht. In Nr. 30, Gl. (22&) haben 
wir gesehen, daB sich die elektromagnetische Viererkraft aus der Di­
vergenz eines Spannungstensors S/, herleiten liSt. Dies fdhrt natur­
gemiiB auf die Verallgemeinerung, daB dies fur jede Art von Kriiften 
geIten miisse. N aeh dem heutigen Stand unserer Kenntnisse konnen 
wir dies beweisen, denn wir wissen, daB sich alle (elastischen, chemi­
schen usw.) Kriifte auf elektromagnetisehe zuruckffihren lassen (von 
der Gravitation sehen wir hier ab ).111&) Davon machen indessen die 
Kriete, welche die Elektronen und H-Kerne bei ihrer Bewegung Buf 
sieh selbst ausiiben, eine Ausnahme (vgl. Abschn. V). Man wird des­
halb so vorgehen: Man zerlege im Ausdruck (222) fiir den Impuls­
Energietensor den Feldtensor FiJ: in seine von den einzelnen geladenen 
Teilchen herriihrenden Teile. Der Tensor S/, zerfii.llt dann in zwei 
Teile, von denen der eine aus Produkten von Feldtensorkomponenten 
versehiedener Teilchen, der andere aus den Produkten der Feldten­
sorkomponenten, die von je einem und demselben Teilchen stammen, 
besteht. Nur ersteren, der die Wechselwirkung zwischen den Teil­
chen beschreibt, behalte man bei. Bildet man nun die Divergenz, so 
erhiiIt man bloB die Krafte, welche die Teilchen wechselseitig attf­
einander ausiiben. Man kann dann schreiben: 

dUf oS/, 
fLo d-r =- aiIf' 

o(fJ/' + s/') = 0 
o:i' . 

und nach (322), (324) 

Die Materie laBt sieh also charakterisieren durch einen Impulsenergie­
tensor T,", dessen Divergenz versehwindet: 
(340) Til, = 8il, + Si/:, 

(341) !~t = O. 

Wie in (224) stellen die raumlichen Komponenten von Tn die 
Spannungen dar, die man auch als Komponenten des Impulsstromes 
deuten kann, wihrend die iibrigen Komponenten, die Impulsdichte g, 
Energiestrom S und Energiediehte W bestimmen: 

(342) Ti4 = ieg, T'i= f S, T« = W. 

Ann. d. Phys. 69 (1919), p. 226; A. Smekal, Naturw.8 (1920), p. 206; Wien. Ber. 
1920, math.-nat. Kl. 

227 a) Inwiefem die hier besprochene Dynamik durch die Quantentheorie 
modifiziert werden wird, lli.St sich zurzeit noch nicht sagen. 
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42. Allgemeine Dynamik. 683 

Wir haben den Impulsenergietensor hier dargestellt als Summe aus 
einem mechanischen und elektromagnetischen. Uber die Versuche, den 
mechanischen Teil gleichfalls auf einen elektromagnetischen zuriick­
zufiihren, vgl. Abschn. V. Fiir die folgenden rein phanomenologischen 
Betrachtungen kommt es auf die Nat«r des Impulsenergietensors nicht 
an, sondem blo8 auf seine Existens. In historischer Hinsicht mu8 
bemerkt werden, da8 die Existenz eines derartigen Tensors fur die 
mechanische (elastische) Energie zum erstenmal von Abraham 118) .aus­
gesprochen und von Laueil8) endgiiltig formuliert wurde. Die Sym­
metrie des Impulsenergietensors ist durch seine Zuriickfiihrung auf den 
mechanischen und elektromagnetischen Tensor gewahrleistet; friiher 
hat man sie auch durch ein besonderes Postulat eingefiihrt. Es lliSt 
sich aus ihr eine wichtige Folgerung herleiten. Aus TH• = T'i folgt 
namlich nach (342): 

(343) 

Es ist dies der zuerst von Planck S19) ausgesproehene Satz vom Impuls 
des Energiestromes, demzufolge jeder Energiestrom mit Impuls ver­
bunden ist. Man kann dies en Satz als eine erweiterte Fassung des 
Prinzips von der Tragheit der Energie bezeichnen. Wahrend sieh dieses 
nur auf die gesamte Energie bezieht, sagt jener auch etwas iiber die 
Lokalisati9fl von Impuls und Energie aus. 

Ebenso wie in Nr.30 schlie8t man aus (341), da8 Gesamtenergie 
und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems einen Vierervektor 
bilden: 
(227) (Ju J" Js)= c&, J, = iE. 

Auch geIteD wieder die Formeln (228). Die Tragheit einer jedeD 
Energieform, also insbesondere auch der potentiellen Energie, folgt aus 
ihnen unmittelbar. Wir bemerken nochmals, daB wir die additive Kon­
stante der Energie so festgesetzt haben, daB die Energie eines ruhen­
den Elektrons gleich mocl wird. Nur dann gilt allgemein E = mcl. 

Aus (341) folgt auch in der bekannten Weise 230) die Erhaltung 
des Drehimpulses 

(344) 2 ![tg] dV. 

Fiir die Giiltigkeit des Satzes von der Erhaltung des Drehimpulses 

228) M. Abraham, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 739; M. 'D. Laue, Das Relativi­
tatsprinzip, 1. Aufl.., Braunschweig 1911, und Ann. d. Phys. 86 (1911), p. 624; 
vgI. auch W. Schottky, Berl. Diss. 1912. 

229) M. Planck, Phys. Ztschr. 9 (1908). p. 828. 
280) V gl. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7. 
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684 V 19. W. Pauli jr. RelativitatBtheorie. 

ist die Symmetrie der riiumlichen Komponenten von Tn wesentlich. 
Fordert man diese Symmetrie fur jedes Bezugssystem, so folgt· daraus 
aber auch die Symmetrie der gelllischten Komponenten, die den Satz 
vom lmpuls des Energiestroms bedingt. ISOa) 

43. Transformation von Energie und Bewegungsgrole eines 
Systems bei Vorhandensein von ii.uleren Krii.ften. Die Formeln (228) 
geiten nur, wenn unter E und @ alle in Betracht kommenden Energie­
und lmpulsarten inbegriffen sind. Steht ein Gas unter einem auSeren 
Druck oder haben wir es mit einem System von ruhenden elektrischen 
Ladungen zu tun, so muSten wir auch die elastische Energie der Hullet 

resp. der geladenen Materie berucksichtigen. Es ware dies sehr un­
bequem. Wir wollen deshalb folgendes allgemeine Problem IOsen. Die 
Energiearten, die wir aUein berucksichtigen wollen, mogen eine Kraft. 
f; hervorbringen, so daB gilt 

oS." ._ I' 

0:1/-- 10 (345) 

wenn Silo der den genannten Energiearten entsprechende Tensor ist .. 
Es ist gefragt nsch den Transfol'mationsformeln fUr Totalenergie und 
Totalimpuls. 1m Koordinatensystem X' ruhe das System, d. h. es sei 
hier der Gesamtimpuls Null (@' = 0), femer seien hier aIle Zustands­
groBen von der Zeit unabhangig. 

Man bnn nun zwei Methoden befolgen. Entweder man transfor-· 
miert erst die Energie- und lmpulsdichte auf das bewegte System,. 
was nach den Transformationsformeln fur die Komponenten eines sym­
metrischen Tensors leicht geschehen kann, und integriert daun liber­
das Volumen. In dieser Weise geht Laue,sl) vor. Es ergibt sich 

I @",= Y1 ~ ~! ;1 [E' + fS~",dV'J, @y= ;, f S~"dV', ... 
E = 1 [E' + vtfS' dV'J-' V1 ~I c' U 

(346) 

Sind speziell die Spannungen ein raumlich konstanter, skalarer Druck p,. 
so kommt 1 

(
@"'= ./OIiiC~ (E' + p'V'), @,,= @.= 0 

(346 a) r 1 - ~ I 

E = 1 (E' + !!.-p'V') 111- ~' c' , 
----

230a) 1m Zusammenhang mit dem Drehimpnlssatz mage damnf hingewiesen 
werden, da.B P. Epstein, Ann. d. Phys. 36, I c. Anm.2158o) daB Drehmoment als 
Flichentensor Ns" = :e;K" - :ekK; (Ki = Minkow8kische Viererkraft) in die 
Theorie einfiihrt. 

281) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 86 (1911), p.624 und Da.s RelativitatBprinzip, 
1. Aufl. 1911, p. 87, Gl. (102), p. 168, Gl. (XXVll). 
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wie zuerst Planck!S') in seiner grundlegenden Arbeit uber die Dyna­
mik bewegter Systeme gefunden hat. 

Zweitens kann man eine Betrachtung anstellen ahnlich derjenigen 
in Nr.21 bei der HerleituDg des Vektorcharakters von Jk • Nur ist 
wesentlich zu berucksichtigen, daB hier das Integral uber den Quer­
schnitt x'4. = konst. nicht ohne wei teres ersetzt werden kann durch 
das Integral uber den Querschnitt x' = konst. Vielmehr unterscheiden 
sich die beiden Integrale um das Integral 

- Jr.d~, 
welches uber das zwischen den beiden Querstucken befindliche Welt­
stuck zu erstrecken ist. Legt man die x-Achse in die Richtung der 
Relativgeschwindigkeit von K gegen K', so folgt leicht 

Ir.d~ = {J If: x' dV', 
und nach einigen Zwischenrechnungen findet man 

@= 1 ~[E'+If'x'dV'J 
II Y1 pi CS II , 

(347) @ = ~If 'x'dY', w =.,. 
" c l

" , • 

E = 1 [E' + (Jl/f ' x' d V'] . Y1- pi .:11 

Diese Formeln ruhren von Einstein lSD) her. Man kann sie durch par­
tielle Integration in die Laueschen iiberfiihren. 

4:4:. Anwendung auf spezielle Fille. Versuch von Tl'Outon-Noble. 
Eine einfache Ubedegung zeigt, daB nach den Transformationsformeln 
der relativistischen Mechank ein bewegter starrer Korper nicht dann 
im Gleichgewicht ist, wenn das resultierende Drehmoment der auf ihn 
ausgeubten Krii.fte verschwindet. Betrachten wir zum Beispiel einen 
Stah, der sich im Koordinatensystem K mit der Geschwindigkeit u in 
der Richtung der x-Achee bewegt. lSi). 1m mitbewegten System K' 
mogen an den beiden Enden entgegengesetzt gleiche Krafte in der 
Richtung desStahes wirken. Der in K' gemessene Winkel zwischen 
Stab und Relativgeschwindigkeit U (x'-Achse) Ton K' gegen K sei «. 
Sind x', y' die Koordinatendifferenzen der beiden Stabenden in K', x, 'Y 
die entsprechenden Werte in K, so ist 

$!",' = I ~' I cos «, it,,' = I~' I sin « 

282) M. Planck, 1. c. Anm. 226~. vgl. auch A. Einstein, J ahrb. f. Rad .•. 
El. 4 (1907), p. 411. 

283) A. Einstein, Ann. d. Phys, 23 (1907), p. 371 und allgemeiner im Jahrb. 
f. R&d. u. El 4 (1907), p. 446 u.447. 

234) P. Epstein, Ann. d. Phys. 36 (1911), p.779. 
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und nach (216) 
R", = oR.:, st, = ~; Yl - fJI, 

im Gegensatz zu X = ~ Yl p, 1/ = 1/'. 

In K hat also die Kraft nicht die Stabrichtung. Es wirkt ein Dreh­
moment 

(348) m.= (l-fJ")x'~; -1/'St; = - fJlx'st,' = - fJBlol~'lsin« cos «. 
Es ist nun die Frage, wieso trotz Vorhandensein dieses Drehmomen­

tes keine Drehung eintritt. Man wird zunachst bemerken, daB die elasti­
schen Krii.fte, die in K' den au6eren Kraften St das Gleichgewicht 
halten, sich genau so transformieren wie diese. Es enstiert also im Sy­
stem K ein Drehmoment der elastischen Krii.fte, welches das au6ere 
Drehmoment m aufhebt. Der tiefere Grund dafiir, daB die elastischen 
Krii.tie hier nicht die Richtung des Stabes haben, ist der, da6 sie sich 
nicht ausscblielllich als Divergenz eines Spannungstensors darstellen 
lassen, sondem daB noch ein Term, der Ton der zeitlichen Anderung 
der Impulsdichte herriihrt, hinzukommt (vgl. Nr. 4:2). Da6 sich dadurch 
das Drehmoment auch quantitativ richtig ergibt, zeigt folgende "Ober­
legUDg. Das von den elaBtischen Kriften herriihrende Drehmoment m 
ist gleich der negativen zeitlichen loderung des gesamten elastischen 
Drehimpulses 2, also nach (344) 

(344 a) 112 d fi 91 =- - =- - [tg]dY. dt de • 

Man leitet dies genau analog ab, wie es von H. A. Lormtg I34,a) bei 
elektromagnetischen Kraften geschehen ist. Da in K' alIe Zustands­
groBen von der Zeit unabhii.ngig sind, folgert man leicht·I 4,a) 
(344 b) m = - [u@J]. 

Die Bestimmung deB Drehmomentes ist hierdurch auf die des elasti-
schen Gesamtimpulses @J == ~ rSdV 

o· J ~ 

zuriickgefiihrt. Nun ist in unserem Fall der Energiestrom stets der 
Stabrichtung parallel, und das nber den Stabquerschnitt erstreckte 

Integral fS"dl1 = fi SI dl1 ist nach dem Energiesatz gleich der Ar-
beit (stu). Also wird III. _ ~(ft ) 

~-o' AU t, 

wo t der Vektor mit den Komponenten X, 1/ ist. In (344 b) eingesetzt, 
gibt das 

I m I = :. (Rn) I Lut] I = fJ1R",'1/' = fJ'lo I Sf' I sin« cos«, 

was tatsiicblich das Drehmoment (378) gerade aufhebt. 

234 a) H. A. Lorent:, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7 u. 21 a). 
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Eine analoge 'Uberlegung lii..6t sich liber den Fall des rechtwink­
ligen Bebels anstellen, fur den die Existenz des Drehmomentes von 
Lewis und Tolman 2S5) bemerkt und von Laue'S') auf Grund des Satzes 
vom Impuis des Energiestromes geklii.rt wurde. 

Denkt man sich die au8eren Krafte, die auf den oben betrach­
teten Stab wirken, dadurch hervorgebracht, daB er an den Enden 
zwei kleine kngelformige Ladungen trigt, so ist nur noch ein kleiner 
Schritt nBtig, um zur Trouton-NobZeschen Versuchsanordnung lS7) zu 
gelangen. Diese Physiker untersuchten, ob ein geladener Kondensator 
sich senkrecht zur Richtung der Erdbewegung einstellt. In einem 
Koordinatensystem, in welchem sich der Kondensator mit einer Ge­
schwindigkeit u in der Richtung der {C- Achse bewegt, libt nii.mlich 
das elektromagnetische Feld im allgemeinen ein Drehmoment auf den­
selben aus. 'lS8) Es sei "' der Winkel der Plattennormale mit der Ga­
schwindigkeit u, W' die Energiedichte, E' die elektrostatische Energie 
im mitbewegten System X', Der lmpuls im bewegten System be­
rechnet sich nach (346). Da nun das Feld in X' bloB aus einem ho­
mogenen elektrostatischen Feld zwischen den Platten besteht, welches 
auf diesen senkrecht steht, so wird 

~z' = I ~' I cos "', i,' = I~' I sin "' 

und fur S:" und S:, ergibt sich 

S:,. = w' - ~:t = W' (1- 2 cos2 "'), 

S' tJ:;'tJ:;' 2W'" , ",,=- I20Z 120, = sma cos a . 

Setzt man dies in (346) ein, so folgt 

(349) c I' 1 - {J~ c ,,1 - fll l@Jz= ~.~ (2 - 2 cos' a') = 2 ~.I E' sin' a', 

at. 2 v E'·' I If' E" , \\Y,= - CI sma: COS" =- CI sm 2". 

Ahgesehen von Gliedern hBherer Ordnung ist also der Impuls zu den 
Platten parallel. Daraus folgt nach (344 b) ein Drehmoment vom Betrag 

(350) I m I = u@,= tJ' E' sin 2a'. 

Dennoch zeigt sich keine Drehung, wie nach dem Relativitats­
prinzip von vornherein zu erwarten ist. Schon 1904 gab H. A. Lo-

236) G. N. Lewis und O. l'olman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 610. 
236) M. 'D. Laue, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 1008. 
237) F. T. lrouton u. H. R. Noble, 1. c. Anm. 6); siehe auch H . ...i. Loren", 

Art. Va dieser Encykl., Nr. 06c). 
238) V gl. fiir die folgende Ableitung M. v. Lave, Daa Relativitli.tsprinzip, 

1. Aufl.., Braunschweig 1911, p. 99. 
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rmtg S39) dafiir die richtige Erklarung, da8 die elastischen Krafte sich 
gensu in derselben Weise transformieren wie die elektromotorischen. 
Tiefer geht die Auffassung von Laue KO), wonach del' Impuls des 
elastischen Energiestromes ein Drehmoment bewirkt, welches das 
elektl'omagnetische gerade aufhebt. Laue!41) hat auch untersucht, wie 
das Drehmoment (350) im einzelnen zustande kommt. Dabei ist 

wesentlich, da8 in K neben den Kraften I R/ I = ~ senkrecht zu den 

Platten noch auf jede Platte Krii.fte senkrecht auf jeder Kante in 
Richtung der Plattenebene wirken. Sind die Platten Rechtecke mit 

ft' -"% 

fi' -". 

Fig. 4. 

den Seiten a, b, so wirkt noch senkrecht auf die Kante b die Kraft 

I as' I = ~ ~', senkrecht auf die Kante a die Kraft I ~s' I = ~ ~'. 
Sind die Kanten b senkrecht zur Geschwindigkeit u, so braucht R3' 
nicht beriicksichtigt zu werden. Die in den Systemen K' und K an­
greifenden Kriifte ~/, ~I' bzw. ~17 ~i werden durch Fig. 4 veran­
schaulicht. 

Durch Transformation del' Krafte auf das System K folgt sofort 
das Drehmoment. Das Kriiftepaar ~1 liefert die eine Halfte des Dreh­
momentes, die beiden Kraftepaare ~2 die andere. Man verifiziert auch 
leicht die Ausdriicke (347) fiir den Impuls. Es ergibt sich 

!f:x' dV' = E'(sin!a' - C081 «') 

J'fv' x'd V' = 2E' sin«' cos«' I 

woraus wieder (349) folgt. 

239) Art. V 14, Nr.64, femer Amst. Versl. 1. c. Anm. 9). 
24,0) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 524. 
241) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 370. 

158 



4:6. Hydrodynamik und Elastizitlttstheorie. 689 

Auch bei anderen Ladungsverteilungen als beim Kondensator oder 
bei zwei durch einen Stab verbundenen Punktladungen tritt ein Dreh­
moment auf, wenn sie sich gleichformig bewegen, z. B. auch bei 
einem Ellipsoid.2411) Eine Drehung kann dennoch nach dem Relati­
vitii.tsprinzip niemals eintreten. 1st jedoch im mitbewegten System X, 
das Feld kugelsymmetrisch, dann ist in X der Impuls parallel u, und 
das Drehmoment verschwindet nach (344 b). Es ist hier namlich 

fB'xydV' = 0, fS~",dV' fS'yydV' =fS:.dV', 

und aus S~'" + S~!I + S~. = W foIgt dann noch, daB jedes der drei 
letzten Integrale gleich -~ E' ist. Also ist hier nach (346) 

~ E' E' (1 + ~ U~) 
(351) @=~ 3 E= 8 c'. 

c! Vl- ~t' y'1- pI 
fiber die Anwendungen dieser Beziehungen auf das einzelne Elektron 
vgl. Abschn. V. 

45. Hydrodynamik: und Elastizitatstheorie. Die relativistische 
Elastizitii.tstheorie ist historisch aus dem Bestreben entstanden, den 
Begriff des starren Korpers auch in der Relativitatstheorie nutzbar 
zu machen. Naturgemii..6 muBte man zuerst nach einer Definition des 
starren Korpers suchen, die gegeniiber Lorentz-Transformationen in­
variant ist. Eine solche Definition wurde zuerst von Born 243) aurge­
stellt. Ein Korper soll dann als starr geIten, wenn in dem Koordi­
natensystem Xo, in dem ein bestimmtes Volumelement des Korpers 
in dem betreft'enden Augenblick ruht, das Volumelement undefor­
miert ist. Analytisch formuliert sich dies so: Wir charakterisieren 
die Stromung eines deformierbaren Mediums in der Lagrangeschen 
Weise, indem wir die Koordinaten Xl .•• X" als Funktionen der An­
fangskoordinaten ;1 ... ;3 und der Eigenzeit 7:, oder besser der Sym­
metrie halber der Koordinate ;4 = iC7: angeben: 

(352) Xk = a;k(;1, ... ;4). 
Das Weltliuienelement 

ds2 ~da;k' 

zweier benachbarter Raumzeitpunkte wird dann eine quadratische Form 
in den Dift'erentialen d~i: 

(353) ds! = A'kd;'d;k. 

Betrachten wir insbesondere diejenigen Weltpunkte, die fur einen 

242) M. Abraham, Ann. d. Phys. 10 (1908), p. 174 sowie Theorie der Elek­
trizitlLt, 2, 1. Auf!.. 1905, p. 170ff. 

243) M. Born, Ann. d. Phys. 80 (1~09), p. 1. 
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im betreffenden Moment mit dem V olumenelement mitbewegten Be­
obachter gleichzeitig sind - sie geniigen der Gleichung 

(354) d ; ox' d tk 0 "i X = u, OSk ~ = 

(u, = Vierergeschwindigkeit) -, so kann d~~ aus (353) eliminiert 
werden, und daB Linienelement ds! Bchreibt sich als quadratische Form 
der drei raumlichen Differentiale: 

s 
(355) ds~ = ~Pikd~id6k. 

i,k= 1 

Die Abweichung der P;k von ihren Anfangswerten charakterisiert die 
Deformation des V olumelementes. Fiir den starren Korper Bollen 
diese Abweichungen stets verschwinden, also 

(356) OPik = 0 
()~. 

sem. 
Eine einfache Betrachtung von Ehrenfest 2U) zeigte jedoch, daB 

ein derartiger Korper nicht in Rotation versetzt werden kann. Ware 
dies namlich moglich, so miiBte sich bei diesem Vorgange einerseits 
wegen der Lorentz-Kontraktion der Umfang der Kreise, welche die 
Punkte des Korpers beschreiben, verkleinem, andererseits miiBten ihre 
Radien, die stets auf der Geschwindigkeit senkrecht stehen, unver­
andert bleiben. Weiter haben unabhii.ngig voneinander Herglots U5 ) 

und Noether H6) bewiesen, daB ein im Bornschen Sinne starrer Korper 
nul' drei Freiheitsgrade hat im Gegensatz zu den sechs Freiheits­
graden des starren Korpers der aIten Mecbanik. Abgesehen von Aus­
nahmefallen ist die Bewegung des Korpers vollstandig bestimmt, wenn 
die Bewegung eines einzigen seiner Punkte vorgegeben ist. Dies er­
weckte bereits starke Zweifel an der Moglichkeit, in die relativistische 
Mechanik einen starren Korper einzufuhren.UT) Die endgiiltige Klii.­
rung brachte eine Arbeit von Laue t48), der durch eine ganz elemen­
tare Betrachtung bewies, daB die Zahl der kinematischen Freiheits­
grade eines Korpers nach der Relativitatstheorie keine beschrankte 
sein bnn. Da namlich keine Wirkung sich mit Uberlichtgeschwindig­
keit ausbreiten kann, hat ein AnstoB, der einem Korper gleicbzeitig 

244) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 918. 
245) G. Rerglotz, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 393. 
246) F. Noether, Ann. d. PhYB. 31 (1910), p. 919. 
247) Man vgl. dazu: JJI. Born, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 233; M. Planck, 

Phys. Ztschr. 11 (1910). p. 29.; W. v. IgnatQ'tCllky, Ann. d. PhYB. 33 (1910), p. 607; 
P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1127; M. Born, Gott. Nachl'. 1910, p. 161. 

248) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 85. 
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an n verschiedenen Stellen erteilt wird, stets zuniichst eine Bewegung 
zur Folge, der mindestens n Freiheitsgrade zukommen. 

Wenn also auch der Regriff des starren Korpers in der relativi­
stischen Mechanik keinen Platz hat, so ist es doch niitzlich und 
naturgemaB, den Begriff der starren Bewegung eines Korpers ein­
zuidhren. Man wird naturgemii.f3 diejenigen Bewegungen starr nennen, 
bei denen die Bornsche Bedingung (356) erfiillt ist. Herglotz M9) hat 
dann eine relativistische Elastizititstheorie entwickelt, die auf dem 
Gedanken bernht, daB immer dann Spannungen auftreten, wenn die 
Bornsche Bedingung (356) verletzt iat. Die Bewegungsgleichnngen 
werden aus einem Wirkungsprinzip 

(357) J fWd;1 ... d~4 = 0 

abgeleitet, wo tP eine Funktion der DeformationsgroBen .Ali ist. Sie 
ist so gewahlt, daB tP fiir den ~'all der Ruhe genau so von den PI. 
abhangt wie die Lagrangesche Funktion der gewohnlichen Elastizitiits­
theorie. Die hieraus resnltierenden Bewegungsgleichnngen ordnen sich 
dem Laueschen Schema (340), (341) ein. 

Es moge hier noch erwahnt werden, daB Laue 250) zum Unter­
schied von den absoluten such relative Spannungen einfiihrt. Aus 
(341) folgt s 

(358 a) gi = - ~ ~~k • (i = 1,2,3) 
i=l 

Da hier auf der linken Seite die lokale und nicht die substantielle 
Andernng der Impulsdichte steht, geben die raumlichen Komponenten 
von T nicht die elastischen Spannungen an. Die substantiella Ande­
rung ~i der Impulsdichte ist nun bestimmt durch 

also wird 
(358 b) 

mit 

• 
~. = 9. + ~ O:.t(SiU,t), 

1 

3 _ 

. ~oT~ 
!li = - "'-' 0';' 

1 

(359) Tn = T'k - glUi' (i, k = 1, 2, 3) 

Es ist zu beachten, daB die relativen Spannnngen Tn nicht symme-

249) G. Her-glote, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 493. 
250) M. 'I). Laue, 1. c. Anm. 228), ferner: Da.s Relativitii.taprinzip, Bra.unschweig 

1911, § 26. - In der Elektrodynamik bewegter Korper hatte schon fruher 
M. Abraham in genau analoger Weise relative Spannungen eingefiihrt [Rend. 
Pal. 28 (1909), p. 1]. 

161 



692 V 19. W. Pauli jr. Relativita.tstheorie. 

trisch sind. Die Transformationsgesetze fur dieselben lauten einfach 

(360) 

Tu=~"" 
T = T£v 

"'v V1 pI' 

T=s = ~., 

Tv s = T:=, 

Tv", = -VI fJJT:"" Tu = Y1-fJl~"" T;y = T~y. 
Zum Unterschied von den entsprechfmden Relationen ffir die abso­
luten Spannungen kommt hier die Energiedichte Wo nicht vor. 1st 
speziell 1m Ruhsystem der (dreidimensionale) Spannungstensor ein 

Skalar mn H (':k = 1 I) 3) 
.Lik = POuI , ." "" 

so gilt auch Tik = Pobl'. 

Der skalare Druck ist eine Invariante: 
(361) P=Po· 

Es folgt dies auch schon direkt aus den Transformationsformeln fiir 
Kraft und Flachengro.Be, wenn man den Druck als Kraft pro FIachen­
einheit definiert.l61) [V gL auch das in Nr. 37 d) iiber die Invarianz 
des Lichtdruckes Gesagte.] 

Eine verhaltnismii..Big einfache Form nehmen die Bewegungsglei­
ehungen bei Fliissigkeiten an, wo der dreidimensionale Spannungs­
tensor zu einem Skalar degeneriert. Mit dies em Spezialfall besehaf­
tigten sich au.Ber Herglote 2D1) Ignatowskyl5S) und Lamla!54); die Re­
sultate dieser Autoren stimmen iiberein. Bedeutet [.£0 die Ruhmassen­
diehte, p den Druck, P wie in der Hydrodynamik iihlich das Integral 

(dP und beschranken wir uns auf adiabatische Vorgange, so ist der 
1'0 

Impuls-Energietensor gegeben durch 

(36~) Tl = fLo (I + ;.) U,lu/' + pbl· 
Aus den Gleichungen 

folgt dann zunachst durch skalare Multiplikation mit u,' die Kontinui­
tatsgleichung 

(363) 01'0"" - 0 
0:Jf< -

lUi1) A. Ei'1l8tein, Jahrb. f. Rad. u. EI. 4 (1907), p. 441, § 13; A. Sommerfeld, 
Ann. d. Phys. 32 (1910), p.775. Zum erstenmal ausgeaprochen bei M. Planck, 
1. c. ADm. 220). 

252) G. Herglots, 1. C. Anm. 249). 
258) W. '1.1. Ignatowsky. Phya. ZtBchr. 12 (1911), p. 441. 
254) E. Lamla, Berl. Dias. 1911; Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 772. 
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und hernacb die Bewegungsgleichung 

(364) (1 + ~_) du; __ (0]) + u ~~). 
ELo c l dt: - ox; 'dt: c· 

1m Fall der Ruhe gibt Too den gewohnlichen Ausdruck fur die Energie­
dichte. 

Die besprochenen Uberlegungen haben nur den Wert, da8 sie 
die Moglichkeit einer widerspruchsfreien relativistischen Hydrodynamik 
und Elastizitatstheorie zeigen. In physikalischer Hinsicht bringen sie 
nichts Neues. Denn fiir Substanzen, in denen die Geschwindigkeit der 
elastischen Wellen klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist, unter­
scheiden sich die Gleichungen der relativistischen Elastizitiitstheorie 
praktisch nicht von denen der gewohnlichen. H7 

Sowohl Herglotz wie Lamla folgern aus ihren Gleichungen, daB 
es fiir die Komprcssibilitat eine untere Grenze geben muB, weil sonst 
die elastischen Wellen sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten 
wfirden. Es scheint uns jedoch, da8 das Relativitatsprinzip fiber die 
GroBe der Kohiisionskrafte gar nichts aussagen kann. Rfickt die sta­
tische Kompressibilitat in die Nahe der von Herglotz und Lamla an­
gegebenen Grenze, so werden wohl die phanomenologischen Glei­
chungen unrichtig werden. Es wird dann zu einer Dispersion der 
elastischen Wellen kommen, und die Verhaltnisse werden sich ahn­
lich gestalten wie es in Nr. 36d) fiir die Lichtwellen besprochen wurde. 

d) Thermodynamik und Statistik. 

4:6. Das Verhalten der thermodynamischen Zustandsgroien bei 
einer Lorentz-Transformation. Wie sich die thermodynamischen Zu­
standsgroBen beim Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem 
transformieren, wurde von Planck!55) in seiner grundlegenden Arbeit 
fiber die Dynamik bewegter Systeme hergeleitet. Er geht dabei aus 
von einem Variationsprinzip. Man kann aber, wie Einstein 256) gezeigt 
hat, die Transformationsformeln auch direkt herleiten; das Variations­
prinzip ergibt sich dann als Folgerung. 

Wir stellen zuerst die Relationen fiir Volumen, Druck, Energie 
und BewegungsgroBe nochmals zusammen, wobei wir annehmen, daB 
die elastischen Spannungen bloB aus einem skalaren Druck bestehen: 

(7 a) V = VoYl ~2, 

255) M. Planck, 1. c. Anm. 225). V gl. auch die Arbeit von F. Haseniihrl, 
Wien. Ber. 116 (1907), p. 1891, der unabhangig von Planck a.uf anderem Wege 
IU ahnlichen Resultaten gelangte. 

266) A. Einstein,. Jahrb. f. Rad. u. El. 4, (1907), p, 411, § 15, 16. 
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(361) P = Po, !@j_U 1 (E+ Y.) 
- Cs Vl-pt 0 Po 0 

(346 a) 
E = ,/ 1 (Eo + ": Po Yo)' f I_pt c 

Daraus foIgt noch 

(346 b) E + P V = Eo + Po VO@j= CUI (E + p V). 
V1-pl ' 

Wir miissen nun noch die entsprechenden Relationen fiir Wiirme­
menge, Temperatnr und Entropie ableiten. 1st d Q die zugefiihrte 
Wilme, dA die von auBeren Kraften am System geleistete Arbeit, 
so ist 
(365) 

J dQ = dE- dA, 
l dA = - pd V + ud@. 

Der zweite Term ist wesentlich, er verschwindet nach (346) auch 
dann nicht, wenn die Geschwindigkeit des Systems bei der Zustands­
indernng konstant bleibt, was im folgenden angenommen werden soIl. 
Man. erhiilt ul 

1 Ci 141 1 
dQ = ,,,.----;)jdEo + ,/- d(po yo) - I"" ,/- [dEo + d(Po Yo)] 

f 1 - pi J' 1-pt C r 1-pi -

+ Yl - fJ'pod Vo 

= Yi fJ'(dEo + PodVo) = Vi - fJ'dQo, 
also 
(366) Q = Qo -Vi - fJ2. 
Diese Bestimmung stimmt iiberein mit der friiher abgeleiteten Trans­
formation fUr die Joulesche Warme [vgl. (293)]. 

Erteilt man einem System eine Geschwindigkeit u, so kann dies 
als ein adiabatischer Vorgang aufgefaBt werden. Die Entropie bleibt 
dabei also unverandert, sie ist fur ein bewegtes System eben so gr08 
wie fiir ein ruhendes: daB heiBt aber, sie ist eine Invariante gegen­
iiber Lorentz-Transformationen. 
(367) 8 = 80 • 

Wird eine Warmemenge d Q unendlich langsam zugefuhrt, so ist 

dQ= Td8. 

Aus (366) und (367) folgt daraus sofort 

(368) T = ToVl- fJ2. 

Die angegebenen Relationen gestatten, zu jeder Beziehung zwi­
schen den ZustandsgroBen Po, Yo, Eo, @o, To im ruhenden System 
die entsprechende Beziehung zwischen den ZustandsgroBen im be-
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wegten System anzugeben. Insbesondere boo die Abhingigkeit der 
Zustandsgleiehung einer Substanz von ihrer Geschwindigkeit ermittelt 

werden. 
4:7. Prinzip der kleinsten Wirkung. In der alten Thermodyna­

mik kann man die Zustandsgleiehung aus dem Wirkunglprinzipl&Y) 

'. f{ d(- F + Ekin.) + cJA} dt == 0 
'1 

bestimmen, wo F die freie Energie bedeutet: 

F=E-TB. 
Unabhangige Variable sind die Lagenkoordinaten des Systems, Vo­
lumen und Temperatur. cJ A bedeutet dabei die bei der Variation 
dieser Parameter geleiatete Arbeit. Bei .lnderung der unabhingigen 
Variablen andert sich die 'zu variierende Funktion in bebnnter Weise. 

Die Wirkungsfnnktion L .... - F + :&in. 

zeriallt hier in zwei Teile, von denen der eine bloB von der Ge­
sehwindigkeit, der andere nur vom inneren Zustand (V,T) des Kor­
pers abhlingt. Auch in der relativistischen Meehanik existiert eine 
solehe Wirkungsfunktion. Sie liiBt sich jedoch nicht in dieser Weise 
in zwei Teile zerlegen. In der Tat wird ffir 

(369) L = - E + TB + (uQ}) I d aL d aL d aL 
dt ali; = ~., dt afl = ~" dt as = a" 

~7~ aL ()L 
a y = p, aT = B. 

Aus dE = (Rdt) - pdV + TdB = (udQ}) - pdV + TdB folgt nim-

lich dL = (@}du) + pdV + SdT. 

(370) sind aber gerade die aus dem Wirkungsprinzip folgenden Glei­
~hungen. Wir bemerken auch noeh, daB nach (3l8a, b) und (325) 
fur den materiellen Punkt 

L = - Ekta. + (u@) 
zu setzen ist, was als Spezialfall von (369) betrachtet werden kann. 
1m mitbewegten Koordinatensystem Ko wird L mit der (negativen) 
freien Energie identiseh Lo = - Eo + ToBo' Nach (346), (367), 
(368) gilt femer fur L die Transformationsformel 

(311) L = Yl - fJ'I Lo, 
das Wirkungsintegral f L dt ist also eine Invariante, wie as sein mu8. 

257) H. 11. Helmholts, Crelles J. 100 (1886), p. lS7 und 213 [Gas. Abh. S 
(1895), p. 225]' 
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48. Die Anwendung der relativistischen Kechanik auf die 
Statistik. 1m Raum der kanonischen Variablen Pi' gil (vgl. Nr.40) 
gilt der Liouvillesche Satz 

(372) dP1 ... dqN = dp~ ... dq}, 

da er eine unmittelbare Folge der Hamiltonschen Gleichungen ist. Er 
gilt naturlich auch in einem Raum von anderen Variablen Xl .•• X'N, 

die aus den kanonischen durch eine Substitution von der Funktional­
determinante 1 hervorgehen: 

(372 a) dXl .•• dxu = d~ ... dXgN' 

Die alIgemeinen Theoreme der Statistik haben keine andere Voraus­
setzung als den Liouvilleschen Satz, bleiben also in der auf der rela­
tivistischen Mechanik basierenden Statistik unveriindert bestehen.158) 

Wir formulieren sie so: 
1. Die Energie sei als Funktion der Variablen Xl'" Xu -

von denen im folgenden stets vorausgesetzt wird, da8 sie die Bedin­
gung (372a) befriedigen - gegeben durch 

(373) H(xu ... X'N) = E. 
Dann ist die Entropie gegeben durch 

(374) S = k log V, 
wo V das von der Energieflache H = E oder auch das von der 
Energieschale E < H < E + dE eingeschlossene Volumen bedeutet: 

(376) V J dX1 ••• dXiN oder auch V .f dX1 ••• dxu. 
H<E E<H<E+dE 

2. Die freie Energie F = E - TS ist gegeben durch 

(376) H I.F = - kT log Z 

Z fe-U'dx1 ••• dxu· 

3. GZeic1werteilungssats: Es sind die zeitlichen Mittelwerte 

(377) x, ~H = kT, fur aIle i von 1, ... 2N; x, ~H = 0 fur i +j, 
Q~ Q~ 

insbesondere fUr kanonische Variable 

(377 a) 
()H 

P/1, = kT, q.~ = kT. • Qq, 

Rier ist gegenuber der gewohnlichen Mechanik ein Unterschied vor­
handen. In dieser ist namlich EkiD. = t.!Piq" so da8 die erste Glei­
chung (377 a) einfach 8ussagt, daB die zeitlichen Mittelwerte der-

268) Von denjenigen Modifikationen dar atatistischen Theoreme, die durch 
die Quantentheorie gefordert werden, Behan wir ab. 
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jenigen Anteile der kinetischen Energie, die den einzelnen Freiheits­
graden entsprechen, untereinander gleich und gleich tkT sind. In 
der rilativistischen Mechanik gent der Zusammenkang des Gleichverlei­
lungssatees mit der mittleren Tcinetischen Energie verloren. 

4. MaxweZl-Boltemannsches Verteilungsgesete,' Die Energiefunktion 
H unseres Systems zerfalle in zwei Terre 

(378) H = HtCtlJ1 ••• 3: ... ) + H.(X1 ••• Xu), 

die von verschiedenen Variablen abhangen. Die Zahl 2n der Vari­
ablen des ersten Teiles sei viel kleiner als die Zahl 2 N der Variablen 
des zweiten Teiles. Ferner sollen beide Variablengruppen unabhangig 
voneinander aus verschiedenen kanonischen Variablen durch eine Sub­
stitution der Funktionaldeterminante 1 hervorgehen. Dann ist die 
W ahrscheinlichkei t dafur, daB die ersten Varia bIen ungeachtet der 
Werte der zweiten Variablen innerhalb des durch d3:l ..• dXh be­
zeichneten Spielraums bestimmte vorgegebene Werte Xl'" XIII an­
nehmen, gegeben durch 

H,(s) 

(379) w(3:1 •• • 3:1fI)d3:1 ••• d3:1n = Ae--k~r d3:1 •• • d3:",. 

Die von den X unabhii.ngige GroBe A ist aus der Bedingung 

(379 a) f w(3:1 ••• x .. )d3:1 ••• d3: ... = 1 

zu bestimmen. Voraussetzung des Verteilungsgesetzes (379) ist, daB 
der Wert Ht klein ist gegeniiber dem (konstanten) Wert von H. 

4:9. SpeBiaJfii.lle. «) Die Strahlung im bewegten Hohlraum. Dieser 
Fall hat ein historisches Interesse, da er aUein auf Grund der Elektro­
dynamik, auch ohne Relativitatstheorie, behandelt werden kann. Man 
kommt dann notwendig dazu, der bewegten Strahlungsenergie Impuls, 
also auch trage Masse zuzuschreiben. Es ist interessant, daB dieses 
Resultat schon vor Aufstellung der Relativitatstheorie von Hasen­
ohrl259) gefunden wurde. Seine Schliisse waren allerdings in einigen 
Punkten verbesserungsbediirftig. Eine vollstandige Losung des Pro­
blems gab zuerst K. 1). Mosengeil JOO). Planck!61) leitet seine Formeln 
fiir die Dynamik bewegter Systeme mehrfach durch Verallgemeine­
rung der Mosengtn'Zschen Ergebnisse her. 

Die Relativitiitstheorie gestattet, die Abhiingigkeit von Strahlungs­
druck, BewegungsgroBe, Energie und Entropie von der Temperatur 

259) F. HaBenahrl, Wien. Ber. 118 (1904), p. 1039; Ann. d. Phys. 15 (1904), 
p. 344 nnd 16 (1905), p. 589. 

260) K. 11. Mosengeil, Berl. Diss. 1906; Ann. d. Phys. 22 (1907), p. 867; vgl. 
anch die Da.rstellung bei M. Abraham, Theone der Elektnzitii.t, 2, 2. Aufl., p. 44,. 

261) M. Planck,!' c. Anm. 225). 
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sowie die Abhangigkeit der spektralen Verteilung von Temperatur 
und Richtung sofort anzugeben, indem sie den Fall des bewegten Hohl­
raumes auf den des ruhenden zuriickfum:t. Fiir letzteren gilt 

(380 a) Eo = aTo'Vo, Po =s taTo', So = taTosyo 
und nach (369): 

L = iaTo' Yo, 
endlich fur die Intensitiit der Strahlung im Frequenzbereich d'll und 
im Kegel d.Q,: 

(381 a) 

Nach den Formeln der Nr.46 folgt daraus zunaehst 

E=E 1+iP =aT'Y 1+t~2 
o y 1 ~I (1 _ ~~S1 

(380 b) 

_ _ 1 T' 1 S _ S _ 4, TS V 1 
P - Po - 3' a (1 _ ~')!1 - 0 - 3" a (1 _ ~I)I' 

L=Vl-pILo=! aT4V(1~~I)I' 
&=~ 1 .!-E =~aT4y __ l __ .!:. 

cl y 1 _ ~' 3 0 3 (1- ~f)' cl 

Um auch noch die spektrale Verteilung im bewegten Hohlraum zu 
ermitteln, bedienen wir uns der sus (15), (17) und (253) leicht ab­
zuleitenden Beziehungen 

, 1- ~ cos IX d' d 1 - ~ C08IX V=V V=v----,===__ yl ~I' Y1-~1 , 
, 1_~t 

dR. = -(1 R -)1 dR., 
- t' cos a 

~~, dv' dR.' = ~. dv d.Q, (1 ~ ~;~ IX) I • 

Letztere GroBe muS sich niimlich wie das Quadrat der Amplitude A 
tl'ansformieren. Es folgt daraus weiter 

~ , = ~ (1 - P COB IX)' 

• 'I (1-Pf)t ' 
also 

(381 b) 

Weiter gilt wegen 
~',dv' = fiI dv(l- PC08IX)' 

• .n:. 1 _ pi 

(382) K = ac T' 1 
4,,, (1 - ~ COB IX)' 

Diese Formel gibt die Abhiingigkeit der gesamten (iiber aIle Fre-
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quenzen integrierten) Strahlungsintensitat von der Richtung an. Man 
erhiilt sie natilrlich auch aus (381 b) durch Integration fiber dv. Die 
Gesamtenergie ergibt sich aus (382) vermoge der Beziehung 

E=VJ! KdSl. 

in Ubereinstimmung mit der ersten G1. (380 b). 
Eine Moglichkeit7 die Trli.gheit der Strahlungsenergie experimen­

tell nachzuweisen, scheint wegen des auBerst kleinen Betrages der zu 
erwartenden Effekte nicht zu bestehen. 

P) Das ideale Gas. Eine Abweichung des Verhaltens des idealen 
Gases von dem nach der alten Mechanik berechneten infolge von 
relativistischen Effekten (Massenveranderlichkeit) ist naturgemaB erst 
zu erwarten, wenn die mittlere Geschwindigkeit der MolekiiIe mit der 
Lichtgeschwindigkeit vergleichbar wird. MaBgebend dafur ist die GroBe 

(383) 

Bei normalen Temperaturen iet sie enorm groB, erst bei ca. 1 Billion 
Grad wird sie von mli.6iger GroBenordnung. Die Frage nach den von 
der relativistischen Mechanik geforderten Abweichungen des idealen 
Gases von seinem klassischen Verhalten hat deshalb nicht praktisches7 
sondem bloB theoretisches Interesse. Sie wurde von Juttner l6') be­
antwortet. Am einfachsten gelangt man durch Berechnung der freien 
Energie nach Theorem 2, Nr. ~8 zum Ziel. Da die Energie eines 
Massenpunktes durch die Impulse ausgedriickt 

E = moclV1 + -4. (p~ + P: + pn mo c 
Iautet7 foIgt 

F=-BTlogZ, 

Z- ZL V -kj'Y + ..... \1" .. +11,+11. d d d 1 lrJjr.f moct l/1 1 I-I I I) 
= =. e moe 1'I1J P, P •. 

Dabei ist angenommen, daB die vorhandene Gasmenge gleich 1 Mol 
ist; L bedeutet die Loschmidtsche Zahl filr das Mol, V das Mol­
volumen. Die Ausrecbnung ergibt 

I Z- V 3d! 2 I( .)B\ll(iO') = mo . " -" -0'-, 
(384) 

F = - BT {log V + log ( - iH\~(iO'») + konst.}. 

[H!~) bedeutet die Hankelsche Zylinderfunktion ,,'tv Art von der nteD 
Ordnung mit i = 1, 2.] 

262) F. Juttner, Ann. d. Phys. 8' (1911), p. 856. 
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Aile anderen thermodynamischen GraBen folgen aus del' freien 
Energie in hekannter Weise, z. B. 

of 0 F E=F-ToT = - P oTT 

(unabhiingige Variahle V, T). Aus der ersten Gleichung folgt 

RT 
(385) P=y' 

Die ZustandsgZeichung des ideaZen Gases bleibt in del' reZativistischm 
Mechanik uwverandert beste/ten. Es hangt dies damit zusammen, daB 
die Ahhangigkeit der freien Energie und des Zustandsintegl'als Z vom 
V olumen durch die relativistische Mechanik nicht modifiziert wird, 
was man auch a priori sofort einsehen kann. Anders ist es mit der 
Abhiingigkeit der Energie von der Temperatur. Es ergiht sich 

{ iH;(1) (ill) } 
(386) E = RT 1 - H~l) (ill) tJ • 

Fur groBes tJ kann man die HankeZsche Zylinderfunktion durch ihre 
asymptotische Darstellung 

e- a 
- iHJll(itJ) =-=­ytnll 

ersetzen. Durch logarithmisches Differenzieren folgt daraus 

_ iH;U)(iG) _ 1 + _1_ 
HJll(ia) - 211' 

was in (386) eingesetzt, giht: 

(386 a) E = RT(a + t) = Lmc2 + t RT, 

in lrbereinstimmung mit der aIten Theorie, wie es sein muB. Man 
hatte den Ausdruck (386) fUr die Energie auch aus dem MaxweZl­
schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz entnehmen konnen. Nach 
Theorem 4, Nr. ~8 unterscheidet sich dieses nur durch die Art der 
Ahhii.ngigkeit des Faktors A. von der Temperatur von dem Verteilungs­
gesetz der alten Mechanik. 

JUttnerI6S) hat auch den EinfluB der Bewegung eines idealen 
Gases auf seine thermodynamischen Eigenschaften vom Standpunkt 
der relativistischen Dynamik aus untersucht. Die entsprechenden Be­
ziehungen lassen sich auf Grund der Transformationsformeln der 
Nr. ~6 sofort anschreiben. Das ideale Gas erweist sich als noch viel 
ungiinstiger zur experimentellen Prufung des Satzes von der Triigheit 
der Energie als der mit schwarzer Strahlung erfiillte Hohlraum. 

26B) F. Juttner, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 146. 
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IV. Allgemeine Relativitiitstheorie. 

50. Historisches bis zu Einsteins Arbeit von 1916.184) Das 
Newtonsche Gro.vitationsgesetz, das eine momentan in die Feme wir­
kende Kraft fordert, ist mit der speziellen Relativitiitstheorie unver­
einbar. Diese fordert eine Ausbreitung, die hOchstens mit Licht­
geschwindigkeit erfolgt!65), und Kovarianz der Gravitationsgesetze 
gegeniiber Lorentz-Tmnsformationen. Schon Poincare!") befaBte sich 
mit del' Aufgabe, das Newtonsche Gravitationsgesetz so abzuii.ndem, 
daB diese Forderungen erfiillt sind. Es kann dies auf mehrere Weisen 
geschehen. Allen Ansatzen ist gemeinsam, daB die Kraft zweiel' 
Massenpunkte aufeinander nicht von ihren gleichseitigen, sondem von 

den um die Zeit t = ~ verschiedenen Lagen sowie von ihren Ge-
e 

schwindigkeiten (evtl. auch Beschleunigungen) abhangen. Die Ab­
weichungen vom Newtonschen Gesetz sind immer von 2.0rdnung in 

.!., bleiben also stets sehr klein und widersprechen der Erfahrung e 
nicht.l88a) Minkowski l67) und Sommcl'{eld!68) haben die Poincareschen 
Ansii.tze auf eine dem vierdimensionalen Vektorkalkiil entsprechende 
Form gebrachtj ein spezielles Gesetz diskutiert H. A. Lorents t68a). 

Gegen alle diese Betrachtungen ist einzuwenden, daB sie vom 
Elementargesetz fOr die Kraft ausgehen statt von der Poissonschen 
Ditferentialgleichung. 1st einmal die endliohe Ausbreitung einer Wir­
kung erwiesen, so darf man nur dann erwarten, auf ein{acke allge­
meingiiltige Gesetze zu kommen, wenn man sie durch kontinuierlich 
in Ort und Zeit variierende ZustandsgroBen (ein Feld) beschreibt und 
die Differentialgleichungen dieses Feldes aufsucht. Das Problem be-

264) Ober die alteren Versucbe, daa Newtonacbe Gravitationsgesetz abzu­
a.ndern, vgl. man die Artikel von J. Zetaneck, V 2, und S. Oppenheim, VI I, 22, 
insbes. Abscbn. V. Wir geben die historische Entwicklung nur in groBen Um­
rissen; wegen mancber Einzelheiten sei auch auf den Artikel von F. Kottlet', 
VI t, 22 verwiesen. 

265) Nimmt man an, da8 die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Gravitations­
wirkungen yom Bewegungszustand der Korper, von denen diese Wirkungen aua­
gehen, unabbii.ngig ist, so folgt sogar, daB sie exakt gleich der Vakuumlicht­
geschwindigkeit sein mu.6. 

266) H. Poincare, Rend. Pal., 1. c. Anm. 11). 
266&) Gellauere Diskussion bei W. de Sittet', Monthly Not. 71 (1911). p. 388. 
267) H. Minkowski, III, 1, c. Anm. 54). 
268) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 33, 1. c. Anm.60). 
26880) H. A. Loretltz, Pbys. Ztschr. 11 (1910), p.1234; sowie Du Relati­

vitatsprinzip, S Haarlemer Vortrige, p. 19. 
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stand also darin, die Poissonsche Gleichung 

AtP = 4~kf'o 

und die Bewegungsgleichung des Massenpunktes 
d!t 
(ltI = - grad t1J 

so abzuiindern, daB sie gegeniiber Lorentz-Transformationen invariant 
werden. 

Bevor dieses Problem gelOst wurde, schlug die Entwicklung je­
doch bereits einen anderen Weg ein. AIs die physikalischen Folge­
rungen der speziellen Relativitiitstheorie bis zu einem gewissen Ab­
schluB gelangt waren, machte Einstein 269) sofort den Versuch, das 
Relativitiitsprinzip auch auf anders aIs gleichformig translatorisch be­
wegte Bezugssysteme auszudehnen. Auch in anderen Systemen als den 
Galileischen (Nr. 2) soUten die allgemeinen Naturgesetze ihre Form be­
halten. Die Moglichkeit hierzu bietet das sogenannte lquivaleneprinzip. 
In der Newtonschen Theorie ist ein in einem homogenen Schwere­
feld befindliches System in mechanischer Hinsicht vollstiindig gleich­
wertig einem gleichformig beschleunigten Bezugssystem.169a) Die For­
derung, daB auch alle anderen V orgiinge sich in beiden Systemen in 
gleicher Weise abspielen sollen, bildet den Inhalt des Einsteinschen 
Aquivalenzprinzips, das einen Grundpfeiler der von ihm spiiter ent­
worfenen allgemeinen Relativitiitstheorie bildet (vgl. Nr.51). Da man 
den Ablauf der V orgiinge in einem beschleunigten System durch Rech­
nung ermitteln kann, gibt es zugieich die Moglichkeit, den Einfl.~ 

eines homogenen Schwerefeldes auf irgendeinen Vorgang zu ermitteIn. 
Dies ist die heuristische Kraft des Aquivalenzprinzips. Auf diese 
Weise leitete Einstein das Resultat ab, daB Uhren an Orten niedri­
geren Gravitationspotentials langsamer gehen als an Orten hoheren 
Gravitationspotentials, und wies bereits darauf hin, daB dies eine Ver­
schiebung der auf der Soune emittierten Spektrallinien gegeniiber den 
irdischen nach Rot zur Folge hat (vgl. N r. 53 b). Ferner ergab sich, 
daB die Lichtgeschwindigkeit im Schwerefeld veriinderlich ist, die 
Lichtstrahlen infolgedessen gekriimmt sein miissen, sowie daB jeder 
Energie E nicht nur eine triige, sondern auch eine schwere Masse 

m = ~ zugeschrieben werden miisse. In einer folgenden Arbeit zeigte 
c 

269) A. Einstein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p. 411, Kap. V. 
269a) Streng genommen ist die gleicht6rmig beschleunigte Bewegung durch 

eine Hyperbelbewegung (Nr. 26) zu ersetzen, weshalb die Transformationsformeln 
fUr die Koordinaten komplizierter werden. Siebe dariiber H. A. Lorentz, Haar­
lemer Vortrage, p. 36 und P. Ehrenfest, Amst. Proc. 16 (1918), p. 1187. 
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Einstein t70), daB die Kriimmung der Lichtstrahlen eine Verschiebung 
der am Sonnenrande gesehenen Fixsterne zur Folge hat, die einer 
Priifung durch die Erfahrung zuganglich ist. Den Betrag der Ver­
schiebung berechnete er damals zu 0,83 Bogensekunden. 

Diese Theorie des homogenen Gravitationsfeldes bedeutete eine 
Durchbrechung des Rahmens der speziellen Relativitiitstheorie. Wegen 
der Abhii.ngigkeit der Lichtgeschwindigkeit und der Ganggeschwindig­
keit einer Uhr yom Gravitationspotential ist hier die in Nr.4: einge­
fiihrte Definition del' Gleichzeitigkeit nicht mehr durchfiihrbar, und 
die Lorentz-Transformation verliert ihren Sinn. Von diesem Stand­
punkt aus kann also die spezielle Relativitiitstheorie nttr bei Abwesen­
lwit von Gravitationsfeldern richtig sein. N ach Einfuhrung des Gra­
vitationspotentials als physikalische Zustandsgro.6e wird man dann die 
Naturgesetze vielmehr als Beziehungen zwischen den ubrigen physika­
lischen GroBen und dem Gravitationspotential auffassen und ihre Ko­
varianz fordern gegeniiber einer umfassenderen Gruppe von Transfor­
mationen, bei der das Gravitationspotential in geeigneter Weise mit­
transformiert wird. Es war nun die Aufgabe, eine solche auf dem 
Aquivalenzprinzip fu8ende Theorie auch fur nicht homogene Gravita­
tionsfelder aufzustellen. Einstein und Abraham 211) versuchten, das all­
gemeine statische Gravitationsfeld zu charakterisieren durch den Wert 
der Lichtgeschwindigkeit c in jedem Raum-Zeitpunkt, die zugleich 
die Rolle des Gravitationspotentials spielt, und suchten Differential­
gleichungen zu find en, den en c geniigen mu8. Abgesehen davon, daB 
diese Theorien nur spezielle Gravitationsfelder in Betracht ziehen, 
fuhrten sie auch sonst auf Schwierigkeiten. 

Es wurde deshalb von Nordstrom 972) der Versuch gemacht, an 
der strengen Giiltigkeit des speziellen Relativitatsprinzips konsequent 
festzuhalten: In seiner Theorie ist die Lichtgeschwindigkeit konstant, 
eine Strahlenablenkung im Schwerefeld findet nicht st8tt. Sie lost H8 

das fruher skizzierte Problem, die Poissonsche Gleichung und die Be-
270) A. Einstein, Uber den Eintlu8 der Schwerkraft auf die Ausbreitung 

des Lichtes, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 898; auch in der Sammlung "Das ReI&.­
tivitatsprinzip", 3. AuH. 1920, enthalten. 

271) A. Einstein, Ann. d. Phys. 38 (1912), p.355, 443; M. Abraham, Phys. 
ZtBcbr. 13 (1912), p. 1, 4, 793; Diskussion zwischen Eimtein und Abraham, Ann. 
d. Phys. 38 (1912), 1056, 1069; 39 (1912), p. 444, 704. 

272) G. Nord$trom, Phys. Ztschr. 13 (1912), P 1126; Ann. d. Phys. 40 (1913) 
p. 856; 42 (1913), p. 533; 43 (1914), p. 1101; Finsh Vetensk. Verh. 67 (1914 u. 
1915); femer M. Behacker, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 989 i A. Einstein u. A. D. 
Fokker, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 321. Znsammenfassende Da.rstellung bei 
M. v. Laue, Jahrb. f. Rad. u. El. U (1917), p. 263, sowie das Referat liber aIle 
alteren Gravitationstheorien bei M. Abraham, Jahrb. f. Rad. u. El. 11 (1914), p.470. 

173 



704 V 19. W. Pauli Jr. Relativitiitstheorie. 

wegungsgleichung des Massenpunktes auf eine gegeniiber Lorentz­
Transformationen kovariante Form zu bringen, in logisch vollkommen 
einwandfreier Weise. Auch wird dem Impuls-Energiesatz sowie dem 
Satz von der Gleichheit der schwel'en und tragen Masse geniigt. Wenn 
sie dennoch nicht akzeptiert wird, so geschieht dies erstens deshalb, 
weil sie dem allgemeinen Relativitatsprinzip nicht geniigt (oder jeden­
falls nicht in einfacher und natiirlicher Weise geniigt, vgl. Nr. 56), 
uud zweitens, weil sie der Erfahrung widerspricht: sie liefert keine 

H8 Kriimmung der Lichtstrahlen und eine Perihelbewegung des Merkur 
mit verkehrtem V orzeichen. (Hinsichtlich der Rotverschiebung stimmt 
sie mit der Einsteinschen Theorie iiberein.) Auch Mie!7S) hat eine 
Gravitationstheorie aufgestellt, die auf dem speziellen Relativitats­
prinzip fuBt. Da sie aber dem Satz von der Gleichheit der tragen 
und schweren Masse nicht streng geniigt, hatte sie immer nur eine 
sehr geringe Wahrscheinlichkeit fiir sich. 

Einstein lieB sich jedoch in seinem Bestreben, den Naturgesetzen 
eine salcha Gestalt zu geben, daB sie gegeniiber einer moglichst um­
fassenden Gruppe von Transformationen kovariant werden, durch die 
Schwierigkeiten des Problems nicht irre machen. In einer gemeinsam mit 
Grof3mann ausgefiihrten Arbeit 274) gelang es ihm, in dieser Richtung einen 
wesentlichen Forlschritt zu erzielen. Wenn man das Quadrat des Linien­
elements auf beliebige krummlinige Raum-Zeitkoordinaten transformiert, 
so wird es eine quadratische Form der Koordinatendifferentiale mit 
10 Koeffizienten gil. (vgl. Nr. 51). Das Gravitationsfeld wird jetzt durch 
diesen Zehnerlensor der gw nicht mehr durch die skalare Lichtge­
schwindigkeit bestimmt. Zugleich wurden die Bewegungsgleichung des 
materiellen Punktes, der Impuls-Energiesatz und die elektromagne­
tischen Feldgleichungen fiir das Vakuum durch Einfiihrung del' gik 

auf die endgiiltige, allgemein kovariante Form gebracht.275) Nur die 
damals aufgestellten Differentialgleichungen der gik selbst waren nicht 
allgemein kovariant. In einer folgenden Arbeit276) suchte Einstein 

273) G. Mie, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 1, V. Kap. Gravitation; Elster­
Geitel-Festschr. 1!l15, p. 251. 

274) A. Einstein u. M. Groflrnann, Ztschr. Math. Phys. 63 (1914), p.215. 
Zusammenfassender Vortrag; A. Einstein, Zum gegenwartigen Stand des Gravi­
tationsproblems, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1249; auschlie/lende Diskussion Mie, 
Einstein, NordstriJm: Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 115, 169, 176, 375. 

275) Es ist intereasant, dan ohne Zusammenhang mit der Gravitationstheorie 
die betrej{enden fonnalen Entwickelungen sowie die Scbreibweise der elektro­
magnetischen Feldgleichungen in allgemein kovarianter Form schon vorher von 
F. Kottler, Wien. Ber. 121 (1912), p. 1659, angegeben wurden. 

276) A.Einstein, Die formale Grundlage der allgemeinen Relativitiitstheorie, 
Berl. Ber. 1914, p. 1030. 
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diese Di:lferentialgleichungen eingehender zu begriindell und glaubte 
sogar einen Beweis dafiir gefunden zu haben, daB die Gleichungen, 
welche die gil, selbst bestimmen, nicht allgemein kovariant sein konnen. 
1m Jahre 1915 erkannte er jedoch, daB die invariantentheoretischen 
Forderungen, die er fruher an seine Feldgleichungen der Gravitation 
stelite, diese gar nicht eiBdeutig festlegen. U IIi die Moglichkeiten ein­
zuschranken, kam er auf die Forderullg del' allgemeinen Kovarianz 
zuruck, die er fruher "nur schweren Herzens verlassen hatte". 1m An­
schluB an die Riemannsche Kriimmungstheorie gelang es ihm nun in 
der Tat, aucb fiir die gik selbst allgemein kovariante Gleicbungen auf­
zustellen, die allen physikalischen Anforderungen entsprechen 217) (vgl. 
Nr. 56). In eiuer weiteren Mitteilung S78) konnte e1' zeigen, daB seine 
Theorie die Perihelbewegung des Merkur quantitativ richtig erkliirt 
und eine Kriimmung der Lichtst1'ahlen im Gravitationsfeld der Sonne 
fordert, die doppelt so groB ist, wie er sie fruher auf Grund des 
Aquivalenzprinzips fur homogene Felder abgeleitet hatte. Bald darauf 
erschien Einsteins abscblieBende Arbeit "Die Grundlagen der allge­
meinen Relativitatstheorie".279) 1m folgenden sollen nun die Prinzipien 
und der weitere Ausbau dieser Theorie dargelegt werden. 

S1. Allgemeine Formulierung des Aquivalenzprinzips. Zu­
sammenhang zwischen Gravitation und Metrik. Das Aquivalenz­
prinzip wurde ursprunglich nur fiir homogene Schwerefelder aufgestellt. 
1m allgemeinen Fall laSt es sich so formulieren: Es gibt fur ein un­
endlich kleines Weltgebiet (d. h. ein so kleines Weltgebiet, daf3 die ort­
liche und zeitliche Varia#on der Schwere in ihm vernachliissigt werden 
kann) stets ein solches Koordinatensystem Ko (Xl' X2 , X3 , X4.)' in wel­
chem ein EinflufJ der Schwere weder auf die Bewegung von lJ[assen­
punkfen noch auf irgendwelche anderen physikalischcn Vorgiinge VOl'­

handen ist. Kurz gesagt, in einem unendlich kleinen Weltgebiet laSt sich 
jedes Schwerefeld wegtransformieren. Das lokale Koordinatensystem 

277) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 778, 799, 844. - Gleichzeitig wie Ein-
stein und unabhangig davon hat auch Hilbert die allgemein kovarianten Feld­
gleichungen aufgestellt [D. Hilbert, Grundlagen der Physik,!. Mitt.; Gott. Nachr. H9 

1915, math.-nat. Kl., p. 395]. Seine Darstellung diirfte jedoch aus zwei Gri.inden 
lJei den Physik ern wenig Anklang finden. Erstens wird die Existenz eines Va­
riationsprinzips als Axiom eingefiibrt und zweitens, was noch schwerwiegender 
ist, werden die Feldgleichungen nicht fUr ein beliebiges materielles System ab_ 
geleitet, sondern speziell unter Zugrundelegung der (im Abschn. V naher bespro­
cbenen) Mieschen Tbeorie der Materie. Auf die anderen Ergebnisse der Hilbert­
schen Arbeit kommen wir noch in Nr. 1)6 und 67 zuriick. 

278) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 831. 
279) A. Einstein, Ann. d. Pbys. 49 (1916), p. 769. Auch separat alB Bro­

Jchi.ire er5chienen und in der Sammlung "Das Relativitatsprinzip". 
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Ko kann man sich realisiert den ken durch einen frei schwebenden, 
hinreichend kleinen Kasten, der keinen auSeren Kraften auSer der 
Schwere unterworfen ist und dieser folgend frei ilillt. 

Es ist klar, daB dieses Wegtransformieren nur deshalb moglich ist, 
weil das Schwerefeld die fundamentale Eigenschaft hat, allen Korpern 
dieselbe Beschleunigung zu erteilen; oder, was nur ein anderer Aus­
druck daidr ist, weil die schwere und die trage Masse stets gleich sind. 
Dieee Aussage ruht nun auf eehr sicheren experimentellen Grundlagen. 
Eotvos 280) wies bei einer Untersuchung der Frage, ob die Richtung 
der Resultierenden aus Erdanziehung und Zentrifugalkraft der Erd­
rotation vom Material abhangt, nach, daB schwere und triige Masse 
mit einem Genauigkeitsgrade von tos gleich sind. 1m RiD hlick auf 
den Satz von del' Tl'agheit der Energie ist ferner eine Untersuchung 
von Southerns S81) von Interesse, in del' gezeigt wird, daS das Ver­
haltnis zwischen Masse und Gewicht bei Uranoxyd von dem entspre­
chenden Verhaltnis bei Bleioxyd hOchstens um 2-:\-0& verschieden ist. 
Aus dem Aquivalenzprinzip folgt namlich im Verein mit dem Satz 
von der Tragheit der Enel'gie, daS jeder Energieform auch ein Ge­
wicht zuzuschreiben ist. Ratte nun die beim radioaktiven Zerfall von 
Uran freiwerdende innere Energie zwar Tragheit aber kein Gewicht, so 
miiBte das genannte Verhaltnis einen Unterscbied von 261000 aufweisen. 
Eotvos SSO) fand dies bestiitigt, wobei sich die Genauigkeit noch erheb­
lich steigern lieB. 

Es ist offenbar naturgemli.B anzunehmen, daB in Ko die spezielle 
Relativitatstheorie gilt. .A.lle Satze dieser Theorie sollen also bestehen 
bleiben, nur muB an Stelle des Galileischen Koordinatensystems del' 
Nr. 2 das fur einen unendlich kleinen Bereich definierte System Ko 
treten. .A.lle Systeme Ko' die durch Lorentz-Transformationen aus­
einander hervorgehen, sind gleichberechtigt. In diesem Sinne kann 
man also sagen, da8 die Invarianz der physikalischen Gesetze gegen­
fiber Lorentz-Transformationen im Unendlichkleinen fortbesteht. Wit 
konnen nun zwei unendlich benachbarlen Punktereignissen eine be­
stimmte durch Messungen ermittelbare Zahl, ihren Abstand ds, zu­
ordnen. Hierzu brauchen wir nur das Schwerefeld wegzutransformieren 
und dann in Ko die GroBe 

(387) ds 2 = dX~ + dX: + dX: - dX! 

280) R. Eotvos, Math. u. naturw. Ber. a.us Ungam 8 (1890), p. 65; R. E6tvu8, 
D. Pekar u. E. Fekete, Abh. der XVI. allgemeinen Konferenz der intern at. Erd­
mes8ung 1909 j vgl. auch Gtitt. Nachr. 1909, geschiiftliche Mitteilungen p. 37 und 
D. Pekar, Naturw. 7 (1919), p. 327. 

281) L. SOlltherns, Proc. Roy. Soc. A 84 (1910), p. 325. 
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zu bilden.!82) Die Koordinalendifferentiale dx! ... dx. sind dabei un­
mittelbar mit dem EinheitsmafJstab und der Einheitsuhr zu bestimmen. 
Wir betrachten nun irgendein anderes Koordinatensystem K, in wel­
chern die Zuordnung der Koordinatenwerte Xl ..• x· zu den Welt­
punkten - abgesehen von der Bedingung der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit - eine ganz beliebige sei. Dann werden an jeder Raum­
zeitstelle die zugehOrigen Differentiale d Xi linear-homogene Ausdriicke 
in den dx& sein, und das Linienelement ds! geht iiber in eine quadra­
tische Form 
(388) ds2 = g,,,dx'dx&, 

deren Koeffizienten gik Funktionen der Koordinaten sind. Es ist ferner 
klar, daB beim Ubergang zu neuen Koordinaten die gik sich so trans­
formieren, daB ds2 invariant bleibt. Die VerhiUtnisse sind also vollig 
. analog zu denjenigen, die in der Geometrie nichteuklidischer, mehr­
dimensionaler Mannigfaltigkeiten auftreten (Nr.IO). Das System Ko 
im frei schwebenden Kasten iibernimmt die Rolle des geodatischen 
Systems der Nr. 16; in ihm sind die gik konstant, solange ihre 8weite11t 
Differentiale vernachlassigt werden konnen und das Linienelement hat 
bis auf GroBen 8weiter Ordnung die Form (387). Die Gesamtheit der 
Werte der gje in allen Weltpunkten wollen wir das G- Feld nennen. 

Das Bewegungsgesetz eines Massenpunktes, der keinen anderen 
Kraften als der Gravitation ausgesetzt ist, laSt sich nun einfach so 
formulieren. Die Weltlinie eines solcken Massenpunktes ist eine geo­
diitische Linie (Nr. 17), und es gilt nach (81) und (80): 

(81) bfdS = 0, 

(80) 

wo r~. durch (66) und (69) definierl ist. 1m System Ko bewegt eich 
niimlich der Massenpunkt im betreft'enden Augenblick geradlinig-gleich-

rormig, d;~ = 0, was zugleich das Gleichungssystem der geodatischen 

Linie in Ko iet. Die Aussage, die Weltlinie des Massenpunktes ist eine 
geodatische Linie, ist aber invariant, also gilt sie allgemein. (Dabei 
ist allerdings angenommen, daB im Bewegungsgesetz fiir den Massen­
punkt die zweiten Ableitungen der gilt nach den Koordinaten nicht 
auftreten.) Die Giiltigkeit dieees einfachen Satzes iet nicht verwunder-

282) Zum Unterschied von den anderen Autoren geben wir auch in dcr 
allgemeinen Relativitatstheorie dem Linienelement 3 positive und eine nega.tive 
Dimension, nicht umgekehrt. Dies ist auch beim Vergleich der im folgenden 
vorkommenden Formeln mit den iibIichen zu beriicksichtigen. 
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lich. Wir haben eben das Linienelement schon so d,efiniert, daB die 
Weltlinie eines Massenpunktes eine geodatische wird. Wir sehen also: 
Die 10 Tensorkomponenten gjk iihernehmen in der Einsteinschen Theorie 
die Rolle des skalaren Newtonschen Potentials t1.J; die aus ihren Ahlei­
tungen gehildeten Komponenten r~, hestimmen die GrofJe der Schwer7craft. 

Eine genau analoge Betrachtung laBt sich flir die Lichtstrahlen 
durchflihren. 1m System Ko sind die Lichtstrahlen gerade Linien 282 a) 
und erflillen auBerdem die Relation 

d Xi + dX; + dX: - dX! = o. 
Also sind die Weltlinien der Lichtstrahlen allgemein geodiitische Null­
linien (Nr. 22): 

(80 a) 
d'xi . d:ff dx' 
tn:+P..'dTdI=O, 

(81 a) ds2 = g,kd:tdx" = O. 

Kretschmann 283) und WeyP84.) haben iiberdies gezeigt, daB schon die 
Beobachtung der Ankunft von Lichtsignalen geniigt, urn das G-Feld 
in einem bestimmten Koordinatensystem zu ermitteln, auch ohne daB 

HIO die Bewegung von Massenpunkten herangezogen wird. 
Es gibt jedoch noch eine dritte Art, das G-Feld zu messen. Man kann 

mit Hilfe von MaBstaben (oder besser von MaBiaden) und Uhren bei einem 
bestimmten gegebenen Koordinatensystem die Abhangigkeit der GroBe 
ds des Linienelementes von den Koordinatendifferentialen dx" auf allen 
von einem beliebig herausgegriffenen Punkte ausgehenden Weltlinien 
bestimmen. Das G-Feld folgt daraus unmittelbar. Es charakterisiert 
also nicht nur das G'tavitationsfeld, sondern auch das Verhalten von MafJ­
stiihen und Uhren, die MafJverhiiltnisse (Metrik) der vierdimensionalen 
Welt, welche die Geometrie des gewohnlichen dreidimensionalen Raumes 
als Spezialfall enthalt. Diese Verschmelzung zweier vorher vollstandig 
getrennter Gebiete - Metrik und Gravitation - muB als die sch6nste 
Leistung der allgemeinen Relativitiitstheorie bezeichnet werden. Wie 
wir gesehen haben und wie auch an einfachen Beispielen erliiutert 
werden kann, ist sie eine zwingende Konsequenz des lquivalenz­
prinzips und del' Giiltigkeit der speziellen Relativitiitstheorie im Un­
en dlichkleinen. Es kann jetzt die Bewegung eines Massenpunktes 
unter dem alleinigen EinfluB eines Gravitationsfeldes auch so aufgefaBt 

28280) Dabei iet natiirlich angenommen, daB wir uns im Giiltigkeitsbereich 
der geometrischen Optik befinden. Sobald Beugung vorhanden ist, trifft dies 
nicht zu. Vgl, dazu auch Anm. 310a) unten. 

283) E. Kretsch1llann, Ann. d. Phys. 63 (1917), p. 676. 
284) H. Weyl, Raum - Zeit - Materie, 1. Auf!. (1918), p. 182; 3. Auf!. 

(1919), p. 194. 
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werden: Die Bewegung des Massenpunktes ist kriiftefrei. Sie ist des­
halb nicht geradlinig-gleichformig, weil das vierdimensionale Raum­
Zeit-Kontinuum nichteuldidisch ist und in einem solchen die gerad­
linig·gleichiormge Bewegung keinen Sinn hat und durch die Bewegung 
auf der geodatischen Linie zu ersetzen ist. Entsprechend ist das 
Galileische Tragheitsgesetz durch 

~fds=O 
zu ersetzen. Dieses hat vor jenem den groBen Vorzug, daB es all­
gemein kovariant ist. Die Gravitation ist in der Einsteittschen Theorie 
genau so eine Scheinkraft wie die Coriolis- und Zentrifugalkraft in der 
Newtonschen TheOl·ie. (Man kann die Sache allerdings mit dem gleichen 
Recht auch so aoffassen, daB in der Einsteinschen Theorie keine von 
beiden Krii.ften als Scheinkraft zu bezeichnen ist.) DaB sich erstere im 
allgemeinen nicht in endlichen Bereichen wegtransformieren laBt, diese 
aber wohl, tut nichts zur Sache. In unendlich kleinen Bereichen liiBt 
sich die Gravitation stets wegtransformieren, und das allein ist ent­
scheidend. DaB der nichteuklidische Charakter der Raum-Zeitwelt 
sich im Verhalten der MaBstabe und Uhren nur auBerst wenig, in der 
Abweichung der Bewegung der Massenpunkte von der geradlinig-gleich­
formigen, das ist in der Gravitation, sehr stark auBert, liegt an der 
GroBe der Lichtgeschwindigkeit, wie wir in Nr.53 sehen werden. 

Durch die Verschmelzung von Gravitation und Metrik findet nicht 
nur das Gravitationsproblem, sondern auch das Problem der Geometrie 
eine befriedigende Losung. Die Fragen nach der Wahrheit der geo­
metrischen Sitze und nach der tatsachlich im Raum herrschenden 
Geometrie sind sinnlos, solange sich die Geometrie nor mit Gedanken­
dingen und nicht mit den Gegenstanden der Erfahrungswelt beschii.ftigt. 
Fugt man jedoch den Satzen der Geometrie die Definition hinzu, daB 
als Lange einer (unendlich kleinen) Strecke, die mit einem starren 
Stab oder MaBfaden in bekannter Weise ermittelte Zahl geIten soIl, 
so wird die Geometrie zu einem Zweig der Physik, und die genannten 
Fragen bekommen einen bestimmten Sinn. !8b) Hier gestattet nun die 
allgemeine Relativitii.tstheorie sofort eine allgemeine Aussage zu machen: 
Da die Gravitation von der Materie bestimmt wird, mussen wir das­
!lelbe auch fur die Geometrie postulieren. Die Geometrie des Raumes 
ist nicht a priori gegeben, sondern wird erst durch die Materie bestimmt. 
(Wie dies im einzelnen geschieht, wird in Nr.56 dargelegt.) Eine 

284a) A. Einstein, fiber die Bpezielle und die allgemeine Relativitii.tstheorie, 
1. Aufl., Bra.uuschweig 1917, p. 2. 
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iihnliche Auffassung hatte schon Riemann. 285) Sie konnte jedoch da­
mals nur ein kiihnes Projekt bleiben, denn die Ermittelung des Zu­
sammenhanges zwischen Geometrie und Gravitation ist nur moglich, 
wenn die metrische ZusammengehOrigkeit von Raum und Zeit bereits 
erkannt ist. 

62. Da8 P08mIat der allgemeinen Xovarianll der NaturgesetBe. 
Dieses Postulat ist es, welches den eigentlichen Antrieb zur allgemeinen 
Relativitiitstheorie gegeben hat und welchem diese ihren N amen ver­
dankt. Es hat verschiedene Wurzeln. Erstens sind beliebig bewegte 
Bezugssysteme kinematisch voIlkommen gleichwertig, und dies Jegt die 
Vermutung nahe, daB die Gleichwertigkeit auch in dynamischer und 
physikalischer Hinsicht zutre:fi'e. A priori ist das natiirlich nicht be­
weisbar, nur der Erfolg kann lehren, ob die Vermutung richtig ist. 

Ee ist jedoch leicht einzusehen, da8 man sich nicht damit be­
gnugen kann, beZiebig bewegte Bezugssysteme einzufuhren. Wie Ein­
stein t86) am Beispiel des rotierenden Bezugssystems zeigt, konnen in 
den nicht Galileischen Systemen Zeit und riumliche Entfernungen 
nicht einfach mit der Uhr und dem starren Einheitsma8stab bestimmt 
werden; die euklidische Geometrie mu8 aufgegeben werden. Es bleibt 
also nichts iibrig, als aIle denkbaren Koordinatensysteme zuzulassen. 
Die Koordinaten sind als vollig willkiirliche Parameter aufzufassen, 
die den Weltpunkten irgendwie in eindeutiger und stetiger Weise zu­
geordnet werden (Gau,Bsches Koordinatensystem). Da8 eine solche 
Beschreibung der Welt ausreichend ist, geht aus folgender Uberlegung 
Einsteinst87) hervor. AIle physikalischen Messungen laufen auf die 
Konsta.tierung von raum-zeitlichen Koinzidenzen hinaus; au6er diesen 
Koinzidenzen illt nichts beobachtbar. Entsprechen aber in einem Gau6-
schen Koordinatensystem zwei Punktereignissen dieselben Koordinaten, 
so ist dies auch in jedem anderen GauBschen Koordinatensystem der 
Fall. Wir mfissen also das Relativitiitspostulat erweitern: Die all­
gemeinen N aturgesetze sollen auf eim solche Form gebracht werden, dafj 
sie in jed em Gaufjschen KoordiMtensystem gleicklauten, d. h. gegeniiber 

Hll beUMJigen Transformationen der Koordinaten kovariant sind. 187A) 

285) Riemann, Habilit&tioDBvorlrag, 1. c. Anm. 65). 
286) A. Einstein, Ann. d. PhYB. 411 1. c. Anm. 2711). 
287) ..4.. Eimtein, 1. c. Anm. 286) und 279). V g1. dazu auch E. Kretsch­

IIUI"", Ann. d. Phys. 48 (1915), 907 und 948. 
28780) P. Lenard, tlber Relativitatsprinzip, Ather, Gravitation, Leipzi~ 

1918; 2. Auf!.. 1920. Siehe auch die Nauheimer Diakussion, Phys. Ztschr. 21 
(1920), p. 666) erhebt Bedenken gegen die Beniitzung BO allgemeiner Koordinaten­
SYBteme und gegen die Realitil.t von GravitationBfeldem, die nach EinsteinB Theorie 
in ihnen aufireten wiirden. Ref. kann Bich diesen Bedenken nicht anBchlieBen. 
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Diese Kovarianz wird dadurch ermoglicbt, da8 die gil' in die 
physikalischen Gesetze eingefiigt werden. (Mathematisch gesprochen: 
Die allgemeinen N aturgesetze gestatten nach A.djunktion der invarianten 

quadratischen Form ds' = gic dx' dx" 

beliebige Punkttransfol'mationen.) In der Tat kann jedes Gesetz der 
speziellen Relativitatstheorie nach dem im Abschnitt II angegebenen 
Schema durch formale Einfiihrung der gik allgemein kovariant gemacht 
werden, wie in Nr. 54: noch an einzelnen Beispielen gezeigt werden 
wird. Es ist deshalb von Kretschmann S88) die Ansicht vertreten worden, 
daB das Postulat der allgemeinen Kovarianz iiberhaupt nichts fiber 
den physikalischen Inhalt der Naturgesetze aussagt, sondel'll bloB etwas 
fiber ihre mathematische FormuZierung; und Einstein '89) stimmte dieser 
Ansicht durchaus zu. Einen physikalischen Inhalt bekommt die all­
gemein kovariante Formulierung der Naturgesetze erst durch das Aqui­
valenzprinzip, welches zur Folge hat, daB die Gravitation durch die 
gik allein beschrieben wird, und daB diese nicht unabhangig von der 
Materie gegeben, sondern selbst durch Feldgleichungen bestimmt sind. 
Erst deshalb konnen die gik als physikalische ZustandsgrofJen bezeichnet 
werden. 190) Das Postulat der allgemeinen Kovarianz hat jedoch, wie 
Einstein!89) betont hat, auch noch eine andere Bedeutung. Die Dif­
ferentialgleichungen des G-Feldes selbst werden so zu bestimmen sein, 
daB sie yom Standpunkt der allgemeinen Kovariantentheorie moglichst 
einfach und durchsichtig sind. Diese heuristische Seite des Kovarianz­
postUlates hat sich aufs beste bewahrt (Nr. 56). 

Es ist versucht worden, trotz der allgemeinen Kovarianz das Ko­
ordinatensystem in gewisser Weise zu normieren. Insbesondere be­
schaftigen sich Untersuchungen von Kretschmann!88) und Mie 291) mit 
dieser Frage. Es scheinen jedoch aUe vorgeschlagenen N ormierungen 
nur in Spezialfallen moglich bzw. von praktischer Bedeutung zu sein. 
1m allgemeinen Falle und bei prinzipiellen Fragen ist die allgemeine 
Kovarianz unentbehrlich. 

53. Einfache Folgerungen aua dem Aquivalenzprinzip. a) Die 
Bewegungsgleichungen des Massenpunktes bei langsamen Geschwindig­
keiten S9t) und schwachen Gravita.tionsfeldern. Die Bewegungsgleichung 

288) E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 53, 1. c. Anm. 283). 
289) .A. Einstein, Ann. d. Phya. 66 (1918), p. 241. 
290) H. Weyl, Ranm - Zeit - Materie, 1. Autl. 1918, p. 180, 181; 3. Antl. 

1919, p. 192, 193. 
291) G. Mie, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 46. 
292) V gl. dazu .A. Ei'll8tein, Ann. d. Phys. 49, 1. c. Anm. 279), § 21. 
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(80) fur den Massenpunkt lliBt eine betriichtliche Vereinfachung zu, 
wenn die Geschu:indigkeit des Massenpunktes klein gegeniiber der Licht-

I 

geschwindigkeit ist, so daB GroBen von der Ordnung ..;. vernachllissigt 
c 

werden konnen. Es werde uberdies vorausgesetzt, daB das Gravita-
tionsfeld schwach ist. Das hei.St, die gik sollen nur liuBerst wenig von 
ihren Normal werten 

gil< = + 1 , fur i = k = 1, 2, 3, gu = - 1 

gil: = 0 fur i += k 
abweichen, so daB die Quadrate dieser Abweichungen vernachllissigt wer­
den konnen. Es wird dann 

(389) ~~~j = .-:.. c'l1, fur i = 1, 2, 3, x' = ct. 

AuBerdem sei das Feld statisch oder quasistatisch, so daB auch die 
zeitlichen Ableitungen der gil, vernachllissigt werden konnen. Dann 

kann fur ri4 gesetzt werden .r;,,, oder auch - ~ ~~~4, und die Be­
toegungsgleichungen (389) gehen in die Newtonschen tiber: 

dt:xi j} iP 
(399) at! = - o:ci1 

wenn man setzt 
1 2<1i 

(391) ~ = -"2 c2 (g44. + 1), gu = - 1 -7' 

Die zuniichst unbestimmte additive Konstante im Potential ~ ist hier 
so festgelegt, daB ~ verschwindet, wenn g" seinen Normalwert - 1 
annimmt. 

Es ist interessant, daB bei der hier angewandten Naherung in die 
Bewegungsgleichungen nur g« eingeht, obwohl die Abweichungen der 
ubrigen gik von ihren Normalwerten von derselben GroBenordnung sain 
konnen wie die von g... Anf diesem Umstand beruht die Moglich­
keit, das Gravitationsfeld naherungsweise durch ein skalares Potential 
zu beschreiben. 

b) Die Rotversclliebung der Speldrallinien. Der eben erwii.bnte U m­
stand hat auch zur Folge, daB uber den Einflu.6 des Gravitationsfeldes 
auf Uhren eine allgemeine Aussage gemacht werden kann, auch wenn 
die Gesetza des G-Feldes noch nicht gegeben sind, denn dieser Ein­
fluB ist durch g" bestimmt. fiber das Verhalten der Ma6stii.be kann 
dagegen eine derartige Aussage erst gemacht werden, wenn die ubrigell 
gjl< bekannt sind. 

Man dellke sich ein relativ zum Galileischen System Ko mit der 
Winkalgesch windigkeit (iJ rotierendes Bezugssystem K. Eine in K ruhende 
Uhr geht dann wegen des transversalen Dopplereffektes urn so lang­
samar, je weiter sie von der Drehungsachse entfernt ist, wie sofort 
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erhellt, wenn man den Vorgang yom System Ko aus betrachtet. Die 
Zeitdilatation ist gegeben durch 

t= 1: = 1: • 

1/1 _ Vi y1-~ 111',' V c l cl 

Dor mitrotierende Beobachter in K wird diese Zeitverkiirzung nicht 
ale transversalen Dopplereffekt deuten, da ja die Uhr relativ zu ihm 
ruht. Aber 6S herrscht in K ein Gravitationsfeld (Zentrifugalkraft-
feld) yom Potential 4> = - trot,.!. 
Der Beobachter in K wird also zu dem Schlu8 kommen, daB die 
Uhren um so langsamer gehen, je kleiner das Gravitationspotential 
an der betreffenden Stelle ist. Und zwar ist die Zeitdilatation At 
in erster Niiherung gegeben durch 

t = 1: '" 't' (1 _ .!) At = _ ~ . Y 2 If! cl ' 1: c:l 
1+-cl 

Einstein 193) fiihrte eine analoge Betrachtung fiir gleichrormig be­
schleunigte System durch. Transversaler Dopplereffekt und Zeitdila­
tation dureh Gravitation erscheinen demnaeh als zwei verschiedene 
Ausdrueksweisen desselben Saehverhalts, daB niimlieh eine Uhr stets 
die Eigenzeit 

't'=-!-fdS 
$C 

anzeigt. 

Ailgemein unterscheidet sich die Zeit t = .x' von der normalen 
c 

Eigenheit 't' einer ruhenden Uhr. Denn das Weltlinienelement einer 
ruhenden Uhr ist 

also nach (39c): 

(392) 

Die Gleichung (392) hat folgenden physikalischen lnhalt: Versetzt 
man eine von zwei ruhenden, gleich beschaffenen, urspriinglich synchron 
gehenden Uhren eine Zeitlang in ein Gravitationsfeld, so gehen sie 
nachher nicht mehr synehron, sondern die Uhr, die im Gravitations­
feld war, geht nacho Hierauf beruht aueh, wie Einstein 294) bemerkt 
hat, die Aufklitrung des in Nr. 5 erwiihnten Uhrenparadoxons. 1m Ko­
ordinatensystem K*, in welchem die Uhr Us dauernd ruht, herrscht 

2~S) ..4.. Einstein, Ann. d. Phys. 85, 1. c. Anm. 270). 
294) A. Einstein, Naturw. 6 (1918), p. 697. 
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wahrend der Bremsungsperiode ein Gravitatsfeld, welches der Be­
obachter in K* fiir das Naohgehen der ruhenden Uhr Us verantwort­
lich machen kann. 

Die Beziehung (392) hat eine wichtige Konsequenz, die sich durch 
die Erfahrung priifen I§.Bt. Man bnn den Uhrentransport auch durch 
ainen Lichtstrahl besorgen lassen, indem man als Uhr den Schwin­
gongsvorgang des Lichtes annimmt. 1st namlich das Gravitationsfeld 
statisch, so kann man immer die Zeitkoordinate so festlegen, daB 
die gil: von ihr nicht abhangen. Dann muB die Zahl der Wellen 
eines Lichtstrahles zwischen zwei Punkten PI und P, ebenfaIls von 
der Zeit nnabhiingig sein, und daher ist dann die Frequenz des Licht­
strahles mit der angegebenen Zeitskala gemessen in P1 und P2 die­
selbe, also vom Ort unabhangig. '95) Dagegen ist die in Eigenzeit ge­
messene Frequenz yom Ort abhangig. Beobachtet man also eine auf 
der Sonne erzeugte Spektrallinie auf der Erde, so muB ihre Freqnenz 
zufolge (392) gegeniiber den entsprechenden terrestrischen nach Rot 
verschoben sein, und zwar um den Betrag 

At! iPE - iPs 
(393) -= 

t! 

worin tlJE den Wert des Gravitatspotentials auf der Erde, (/)8 den auf 
der Sonnenoberfliche bedeutet. Die numerische Ausrechnung gibt 

(393 a) At! = 212 . 10-6 
t! ' 

entsprechend einem Dopplereffekt von 0,63 km. 
sec 

Es sind sehr zahlreiche Versuche gemacht worden, diese Beziehung 
experimentell zu priifen. Schon Jewell 196) fand Verschiebungen von Spek­
trallinien der Sonne nach Rot, deutete sie jedoch als Druckeffekte. Ala 
EVe1'shedH7) spater nachwies, daB die Verschiebung mit der experimentell 
bestimmten Druekversehiebung nicht iibereinstimmt, lag es nahe, den 
Einsteinefi'ekt zur Erklirung heranzuziehen.198) Es zeigt sieh jedoeh 
bei genauerer Priif'ung, daB die verschiedenen Linien um verschiedene 
Betriige verschoben erscheinen, so da8 der Einsteinefi'ekt jedenfaIls 
nicht ausreicht, um aIle Einzelheiten der Erscheinung zu erkliiren. Viel 
besser geeignet zur Priifnng der Einsteinschen Theorie sind die neueren 
Beobachtungen an der Stickstofi'bande 1 = 38831 (sogenannte Cyan-

296) M.lI. Laue, Phys. ZtBchr.21 (1920), p. 659, ha.t dies durch direktes Au.-
rechnen auf Grund der Wellengleichung des Lichtes beatitigt. 

296) L. E. Jewell, Astroph. J. 3 (1896), p. 89. 
297) J. :&ershed, Kodaik. Oba. Bull. 36, 19U,. 
298) A. Einstein, Ann. d. Phys.: 36, 1. c. Anm.270); E. Fretmdlich, Phys. 

Zt&chr. 16 (1914,), p. 369. 

184 



63. Einfaehe Folgerungen aus dem Aquivalenzprinzip. 715 

bande). Diese zeichnet sich namlich dadurch aus, daB sie keinen merk­
lichen Druckeft'ekt zeigt. Der Vergleich der Absorptionslinien dieser 
Bande im Sonnenspektrum mit den entsprechenden terrestrischen Emis­
sionslinien wurde zuerst von Schwar~schild299) und hernach mit groBerer 
Genauigkeit von St. JohnSOO) am Mount-Wilson·Observatorium sowie 
von Evershed und RoydsS01) vorgenommen. Diese Autoren fan den aIle 
eine wesentlich kleinere Verschiebung der Linien, als von der Theone ge­
fordert wird, St. John stellte sogar fast iiberhaupt keine Verschiebung 
fest. Es Bchien deshalb eine Zeit lang die Theorie durch das Experiment 
widerlegt zu sein. 802) In einer Reihe von neueren Untersuchungen 
haben jedoch Grebe und Bachem SOS) darauf hingewiesen, daB die ge­
messenen Verschiebungen bei verschiedenen Linien ganz verschiedene 
Werte haben und sodann durch Ausmessen der Linien mit dem regi­
stiierenden Kochschen Mikrophotometer bewiesen, daB die Uberein­
anderlagerung verschiedenen Linien im Sonnenspektrum die Ursache 
dieses zunachst sehr merkwiirdig erscheinenden Umstandes ist. Bei 
den ungestOrten Linien ergaben sich nun Verschiebungen, die innerhalb 
der Beobachtungsfehler mit dem theoretischen Wert (393a) iibereinstimmen. 
Allerdings sind nur verhaltnismaBig wenige Linien ungestort. Kiirz­
lich fand jedoch Grebe S04), daB auch der Mittelwert der Verschiebungen 
aus 100 gestorten und ungestorten Linien der genannten Stickstoft'­
bande der Theorie entspricht. Perot S04a) untersuchte ebenfaIls diese 
Bande auf Rotverschiebung und fand ein positives Resultat. Doch 
kann man diesem keine groBe Beweiskraft zuerkennen, da auf eine 
eventueIle Uberlagerung der Linien keine Riicksicht genommen wurde. 

FreundlichSOfJ) versuchte, auch bei den Fixsternen die Gravitations­
verschiebung der Spektrallinien nachzuweisen. Es ist jedoch bei Fix­
stern en nur auf Grund ziemlich unsicherer Hypothesen moglich, den 

299) K. Schwarzschild, Berl. Ber. (1914), p. 120. 
300) Oh. E. St. John, Astroph. J. 46 (1917), p. 249. 
301) J. Evershed und Boyds, Kodaik. Obs. Bull. 89. 
302) Wiechert ersann, durch diese Diskrepanz der Einsteinschen Theorie 

mit den genannten Beobaehtungen veranlaJ3t, eine Theorie der Gravitation, die 
so viele nnbestimmte Konstante enthalt, daB sie beliebigen empirischen Werten 
fiir Rotverschiebung, Lichtstrahlkriimmung nnd Perihelbewegnng des Merkur an­
gepaJ3t werden kann: E. Wiechert, Gott. Nachr., math.-naturw. Klasse 1910, 
p. 101; Astr. Nachr., Nr. 6054, 211, Spalte 276; Ann. d. Phys. 63 (1920), p. 301. 

303) L. Grebe nnd A. Bachem, Verh. d. dentsch. phys. Ges. 21 (1919), p. 454; 
Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 61 nnd 2 (1920), p. 416. 

804) L. Grebe, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 662 nnd Ztschr. f. Phys. 4 (1921), 
p.l06. 

30h) A. Perot, Paris C. R. 171 (1920), p. 229. 
306) E. Freundlich, Phys. Ztschr. 16 (1916), p. 116; 20 (1!l19), p. 661. 
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Gravitationseffekt vom Dopplereffekt zu trennen. Freundlichs erste 
Resultate haben iiberdies eine Zuriickweisung durch SeeligerS06) erfahren. 

Zusammenfassend kann man also sagen, daB die experimentellen 
Ergebnisse iiber die Rotverschiebung jetzt fiir die Theorie giinstig 

14 stehen, diese aber noch keine endgiiltige Bestatigung erfahren hat. 

c) Fermats Prineip der kureesten Lichtzeit in statischen Gravitations­
{eldern. Wir nehmen an, daB wir es mit einem statischen Gravitations­
feld zu tun haben, d. h. das Koordinatensystem soIl so wiihlbar sein, 
daB alle gu von der Zeit unabhangig werden und das vierdimensionale 
Linienelement die Form annimmt 

worin dtJ eine positiv definite quadratische Form der drei raumlichen 
Koordinatendifferentiale und { die vom Ort abhangige Lichtgeschwin­
digkeit bedeute. E!t ist dann also 

(394 a) r 
gu, =U'4 = gS4 = 0, g« = - Ct' 

Das Bestehen der ersten drei angeschl'iebenen Relationen in allen sta­
tischen G-Feldern ist eine besondere Hypothese, die sich nur durch 
die Differentialgleichung des G-Feldes selbst rechtfertigen laBt. 1m 
Spezialfall der kugelsymmetrischen, statischen Felder bnn man aIler­
dings a priori einsehen, daB das Verschwinden der Komponenten U;( 

(i = 1,2,3) durch passende Normierung der Zeit stets erzielt werden 
kann.80S.) 

Wir wollen speziell die Bahn der Lichtstrahlen in einem solchen 
Feld untersuchen. Nach Nr.61 ist sie durch die Bedingung bestimmt, 
daB sie eine geodiitische Nullinie sein muB. Diese laBt sich in dem 
hier betrachteten Spezialfall auf die Form des Fermatschen Prinzips 
bringen, wie Levi-Oivita 807) und Weyl808) gezeigt haben. U m dies 

306) H. v. Seeliger, Astr. Nachr. 202, Spalte 83, 1916; vgl. dazu auch 
E. Freundlich, ebenda SpaJ.te 147. 

806a) Die italienischen Mathematiker unterscheiden den statischen Fall, in 
welchem gj4 = 0 ffir i = 1, 2, 8, vom allgemeineren stational'en Fall, in welchem 
die gil; bloB von der Zeit unabbangig sind, aber gH =1= 0 iet. V gl. dazu ins­
besondere A. Palatini, Atti del reale institllto Vineto di science, lettere ed arli, 
78, 2. Teil (1919), p. 089, wo die Bahnen von Massenpunkten und Lichtstrahlen 
im stationaren Fall allgemein diskutiert werden und A. De-Zuani, Nuovo Ci­
mento (6) 18 (1919), p. 5. 

807) T.Levi-Civita, Statica Einsteiniana, Rend. Acc. Line. (5) 26 (1917), p. 458; 
Nllovo Cimento (6) 16 (1918), p. 105. 

808) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54 (1917), p.117; Raum-Zeit-Materie, 1. Auf!. 
1918, p.195, 196; 8. AuH. 1920, p. 209, 210. 
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nachzuweisen, gehen wir aus von dem Variationsprinzip (83) der Nr.la. 

1 dxi d:t' f L = 2 gil: dI dI ' ~ L d)' = O. 

Dabei sind die Koordinaten in den Endpunkten des lntegrationsweges 
nicht mitzuvariieren. Setzen wir nun fiir die gik die aus (394) fol­
genden Werte ein, so wird 

L = ~ (d6)!_ (I (dt)' 
2 dl dl ' 

und das Variationsprinzip lieferl speziell beim Variieren von t die 

Gleichung : 1 (f' :~) = 0, f' :~ = const., 

und bei geeigneter N ormierung des Parameters ). kann man setzen 

(395) fI :~ = 1. 

Wir andern nun die Bedingung fiir die Variation folgenderma8en abo 
1. N ur die riiumlichen Endpunkte der Bahn sollen fix bleiben, 

die Zeitkoordinate solI im Anfangs- und Endpunkt 'fariiert werden. 
2. Die variierle Babn solI ebenfalls eine Nullinie sein (aber nicht 

notwendig geodatisch). Infolge der letzteren Bedingung wird natiirlich 

L=O und ~L=O 

in allen Bahnpunkten. Andererseits ist aber beim Variieren der 
Zei tkoordinate 

~ jI-d)' = - f' :~ ~t I:: + f :1 ([2 ;~) ~td)', 
welcher Ausdruck somit ebenfalls identisch verschwinden muB, wenn 
die variierte Bahn eine Nullinie ist. Die Bedingung (395) dafilr, daB 
die Nullinie eine geodatische ist, kaun deshalb ersetzt werden durch 

Mj:: = hJdt = 0 
'. 

oder auch durch Elimination der Zeit vermoge der Beziehung L=O durch 

(396) h Jd/ = O. 

Es ist dies nichts anderes als das Fermatsche Prinzip der kiirzesten 
Lichtzeit. Es geht daraus hervor, daB selbst, weun das Gravitations­
feld statisch ist, der Lichtstrahl im dreidimensionalen Raum keine goo­
diitische Linie ist. Denn diese ware ja durch 

hfdtl = 0 

charakterisiert. Nur die Weltlinie des Lichtstrahls in der vierdimen­
sionalen Welt ist geodatisch. Der Lichtstrahl wird also im Gravita-
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tionsfeld gekrilmmt. Der Betrag der Kriimmung hiingt jedoch auch 
von der Gestalt von dd ab und bnn zum Unterschied yom Betrag 
der Rotverschiebung erst ermittelt werden, wenn die Feldgleichungen 
des G-Feldes selbst bekannt sind (Nr.58c). 

Auch fiir die Bahn des Massenpunktes im statischen Gravitations­
feld liBt sich in analoger Weise ein Variationsprinzip finden, das die 
Zeitkoordinate nicht mehr enthiilt.809) Es entbehrt jedoch der an­
schau lichen Bedeutung. 

fH. Der EinftuB des Schwerefeldes auf materielle Vorgange.S10) 

Es ist bequem, mit Einstein alles auBer dem G-Feld als Materie zu 
bezeichnen. Die Aufgabe besteht dann darin, die Naturgesetze der 
materiellen VOl'giinge auf eine allgemein kovariante Ilorm Zll bringen. 
Sie wird im Prinzip durch folgende Betrachtung gelOst. Es sei zunachst 
ein Koordinatensystem Ko gegeben, in welchem in einem endlichen Welt­
gebiet die giJ: ihre Normalwerte haben. Dann haben hier die Natur" 
gesetze die Form, welche in der speziellen Relativitatstheorie als giiltig 
angenommen wird. Nun fiihrt man irgendein anderes beliebig bewegtes 
Gau6sches Koordinatensystem K ein und ermittelt durch bloBe Rech­
nung die Form der Naturgesetze in K. Auf Grund des Aquivalenz­
prinzips ist klar, daB auf diese Weise zugleich der Ein:fl.uB von Gravi­
tationsfeldern auf die materiellen V organge gefunden ist. Das Ergebnis 
ilbertragt man dann auch auf den Fall, daB sich kein Koordinaten­
system Ko finden laBt, in welchem in endlichen Gebieten das Gravi­
tationsfeld wegtransformiert ist. Diese Ubertragung ist nur auf Grund 
der allerdings bis zu einem gewissen Grade willkiirlichen Hypothese 
moglich, daB die zweiten Ableitungen der gik in die betreffenden Natur­
gesetze nicht eingehen. 

In mathematischer Hinsicht entspricht die Situation vollkommen 
derjenigen beim Ubergang yom Tensorkalkiil der euklidischen zu dem 
der Riemannschen Geometrie (Nr.IS, 20). Wir konnen also auf Grund 
der im Abschnitt II angegebenen Methoden zu einem jeden Gesetz der 
speziellen Relativitiitstheorie seine allgemein kovariante Form so fort 
angeben, indem wir die dort vorkommenden Tensoroperationen durch 
die entsprechenden verallgemeinerten Operation en der Riemannschen 
Geometrie ersetzen. Es ist hier natiirlich der Unterschied von kontra­
und kovananten Komponenten eines Tensors sowie der zwischen Ten­
soren und Tensordichten zu beachten. 

809) V gl. die in Anm. 807) und 80iS) lIitierten Arbeiten. 
310) Vgl. dazu A. Einstein und M. GrolJmann, 1. c. Anm. 274), 1. Teil § 6j 

A. Einstein, Bed. Ber. 1914, 1. c. Anm. 276), Abschn. Cj Ann. d. Phys. 1. c. Anm. 
279), Abachn. D. 
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Diese allgemeinen V orschriften sollen nun am Beispiel der Max­
well-LorentzBchen Feldgleichungen fiir das Vakuum erliiutert werden. 
Wir definieren wieder den Feldvektor F,le durch (202). Dann bleiben 
nach Nr.19 (140b) die Gleichungen (203) bestehen: 

(203) ?}"'k + oPu + 0 Fir I - 0 OXI OXk ox' - . 
Das zweite System (208) der Maxwellschen Gleichungen muB aber 
nach (141 b) etwas anders geschrieben werden. Wir fiihren die kontra­
varianten Komponenten der zu Fi" gehorigen Tensordicbte ein: 

(397) 'ij'" = V - 9 gai gtJk Fa~' 
ebenso die zum Stromvektor gehorige Tensordichte 

(398) ii = V - 9 st. 

Dann gilt 

(208 a) 

woraus noch die Verallgemeinerung 
o fi 

(197a) ~ = 0 ox' 

der Kontinuitatsgleichung (197) folgt.slo&) 
Die ponderomotorische Kraft berechnet sich genau Wle hiiher 

nach (216): fs = Fi"sk 

und die zugehOrige Tensordichte nach 

(216 a) t=V gfs=F.ki"· 
Die gemischten Komponenten der Energie-Impuls-Tensordichte sind 
nach (222) gegeben durch 
(222a) @'i."=F. ct:kr_lF ct: r·6.k 

, IrV 4 r, U I" 

Wichtig ist die Verallgemeinerung von (225). Auf Grund der Regel 
(150a) der allgemeinen Tensoranalysis folgt 

I 06/ - @'i • rr = - f· o:i r.. · 
oder auch 

o:l"''' ' o i:::)i _ l @'ir. 0 gr., = - f .. 
ox" 2 OX' • 

(225 a) 

Das zweite Glied der linken Seite ist fiir den EinfluB des Gravitations­
feIdes charakteristisch. DaB wirklich auch im allgemeinen Fall (225a) 

310a) Eine Anwendung dieser Gleichungen gibt M. v. Laue, Phys. Ztschr. 
21 (1920), p 659. Er zeigt, daB fur die Weltlinien der Lichtstrahlen im leeren 
Raum innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der geometrischen Optik aus ibnen die 
Gleichungen (SO), (S1) der geodatiscben Nullinie in der Tat folgen. 
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720 V 19. W. Paul'i jl·. Relativitatstheorie. 

eine Folge von (203), (208a) und (216) ist, geht aus der in Nr. 23a) 
ausgefuhrten Rechnung hervor. 

In analoger Weise lassen sich auch die Bewegungsgleichungen 
fur Flussigkeiten allgemein kovariant schreiben. 811) Die allgemeinen 
Gleichungen von Herglotz fur elastische Medien behandelt G. Nord­
strom.au) So wie (225a) aus dem Ausdruck (225) fur die pondero­
motorische Kraft hervorgeht, geht aus dem allgemeinen Impuls-Energie­
satz (341) der Impuls- Energiesutz der Materie bei Vorhandensein '1J()n 
Gravitationsfeldern hervor: 

(341 a) 

Er unterscheidet sich in physikalischer Hinsicht aehr wesentlich von 
der fruheren }I'orm des Impuls-Energiesatzes. Wlihrend namlich aus 
dieser durch Integration fiir Gesamtenergie und Gesamtimpuls ein Er­
haltungssatz abgeleitet werden konnte, ist dies bei der neuen Form 
(34Ia) wegen des zweiten Gliedes der linken Seite nicht mehr mog­
lich. Es kann eben Impuls und Energie von der Materie auf daB 
Gravitationsfeld ubergehen und umgekehrt (Naheres vgl. Nr. 61). 
Wirken keine au8eren Krafte, so kann speziell fur Till der durch 
(322) gegebene kinetische Impuls-Energietensor ~ik eingefuhrt werden, 

,/-- dxad:i . 
also fur CX/ der Ausdruck Po y - 9 gia 11$ Iii' Die GlelChungen (341 a) 

15 reduzieren sich dann auf die der geodiitischen Linie. 
55. Die Wirkungspriuzipien fUr materielle Vorginge bei Vor­

handensein von Gravitationsfeldem. Wie zuerst von Hilbert 81S) ge­
zeigt wurde, hiingt der Impuls -Energietensor Til: mit der Wir kungs­
funktion in einer einfachen Weise zusammen, die erst in der aIlge­
meinen Relativitatstheorie deutlich zutage tritt. Wir zeigen dies am 
Beispiel des mechanisch -elektrodynamischen Wirkungsprinzips der 
Nr. 31, welches wir in der Weylschen Form (231a) schreiben: 

I Wl = J{ tF'kFik - 2fP.Si + 2poc'l)dE 

(231 b) = JtFikFikdE-Jde~r2fPidxi+ 2Ilo C'/V-gjk1tiUk dE; 

d'Wl=O. 
Dieses Wirkungsprinzip bleibt auch im Schwerefeld gultig S1S), wenn 
die gu nicht mitvariiert werden. (Zu variieren sind wieder nnabhiingig 

all) A. Einstein, 1. c. ADm. 310). 
312) G. NordstrOm, Amst. Vers1. 25 (1916), p. 836. 
313) D. Hilbert, Grundla.geD der Physik, 1. Mitt.,!. c. Anm. 101). Vgl. a.uch 

H. A. Lorentz, 1. c. ADm. 100) uDd H. Weyl, Ann. d. Phys. 54, 1. c. ADm. 308); 
Raum-Zeit-Ma.terie, 1. Aufl. 1918, p. 2158"., § 32; 3. Auf!. 1920, p. 197. 
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56. Die Feldglcichungen der Gravitation. 721 

voneinander die Weltlinien der materiellen Teilchen und ilie F'eld­
potentiale Pi') 

Etwas Neues tritt jedoch auf, wenn die gil: variiert werden. Die 
Weltlinien der Suhstanz und die Potentiale Pi konnen wir jetzt kOl1-
stant lassen. Dann liefert das erste Integral Jlach Nr. 23a) den Beitrag 

-!I~Phgikdx = - !Sikbg;kd:E, 

das zweite liefert den Beitrag Null und das dritte 

- !f.£oUit,kb9i/;d:E = - j€JikdUik d1:. 

Also wird insgesamt 

(3f19) bW = - !'l:P b9il,dx = + ['J::,ikbgikdx. 

Man erhiilt also den Energietensor der Materie durch Vat'iieren des 
G-Feldes im Wirkungsintegral. S18 ) Diese Regel gilt allgemein, uicht nur 
in dem hier betrachteten Fall. Fur den elastischen Energietensor 
wurde Elie von Nordstrom S14,) naehgewiesen, iiber die Theorie von Mie 
siehe Abschn. V, Nr.64. 

Der Zusammenhang zwischen dem materiellen Impuls-Energie­
tensor und der Wirkungsfunktion, der hier zutage tritt, erweist sieh 
als iiuSerst wichtig fiir die An wendung des Hamiltonschen Prinzips 
in del' allgemeinen Relativitatstheorie (s. Nr. 57). Setzt man ferner 
fUr hgik eine bIoS durch Variation des Koordinatel1systems erzeugte 
Variation d*gw fur die bW identisch verschwindet (Nr. 23), so kann 
man auf Grund von (169) folgende allgemeine Aussage machen. Immer, 
wenn sich die Feldgesetze der materiellen Vorgiinge aus einem Wirkungs­
prinzip ableiten lassen ttnd sich gleichzeitig der Energietensor durch Va­
riieren des G-Feldes in dtr angegebenen Weise aus dem Wirkungsintegral 
ergibt, ist der lmpuls-Energiesatz (341a) eine Folge dieser Feldgesetze. 
Fiir diesen SahiuS ist wesentlich, daB die von der Variation h* der 
materiellen Zustandsgroj3en herriihrenden Anteile zufolge des Hamilton­
schen Prinzips verschwinden. 

06. Die Feldgleiahungen der Gravitation. Die eigentliche und 
wichtigste Aufgabe der allgemeinen Relativitatstheorie besteht darin, 
die Gesetze des G-Feldes selbst aufzustellen. Von diesen Gesetzen 
muB natiirlich verlangt werden, daS sie allgemein kovariant sein sollen. 
U m jedoch zu einer eindeutigen :E'estlegnng dieser Gesetze zu gelangen, 
mussen noch weitere Forderungen gestellt werden. Die leitenden Ge­
sichtspunkte sind hierbei folgende: 

314) G. Nordstrom, 1. c. Anm. 312). 
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1. N ach dem .Aquivalenzprinzip ist die schwere Masse gleich der 
trigen Masse, also proportional der Gesamtenergie. Das gleiche gilt 
daher auch von der Kraft, die im Schwerefeld auf ein materielles Sy­
stem wirkt. Es liegt deshalb nahe anzunehmen, daB umgekehrt auch 
nur die Gesamtenergie filr das von einem materiellen System erzeugte 
Gravitationsfeld ma8gebend ist. N ach der speziellen Relativitiitstheorie 
1.ii.Bt sich jedoch die Energiedichte nicht durch einen Skalar charakteri­
sieren, sondern nur als 44-Komponente eines Tensors TikI indem ZUl' 
Energie Impuls und Spannungen als gleichberechtigt hinzutreten. 
Wir formulieren deshalb unsere Annahme so: 

In die Feldgleichungen der Gravitation sollen keine ande'ren mate­
riellen ZustandsgrofJen eingehen als der totale Imptds-Energietenso1' Tik • 

2. Dariiber hinausgehend Macht Einstein in Analogie zur Poisson­
schen Gleichung 

L1 (J) = 4nkp,o 

den Ansatz, dafJ der Energietensor Til, proportional sein soll einem aus 
den gi" allein gebildeten Differentialausdruck sweiter Ordnung. Do. dieser 
offenbar wegen der allgemeinen Kovarianz ein Tensor sein muB, folgt 
daraus nach Nr. 17, (113) fiir die Differentialgleichungen des G-Feldes 
die Form 
(400) t;Rik + csRgj.!: + csU • .!: = kTik • 

R", ist hierin der durch (94) definierte (veIjiingte) Krummungstensor, 
R die zugehOrige Invariante (95). TIber ihre geometrische Bedeutung 
vgl. Nr. 17. 

Das Wesentliche del' hier gemachten Annahmen tritt deutlich 
hervor beim Vergleich mit del' Nordstromschen Theorie, die nach 
Einstein und FokkerSl4a) ebenfalls auf eine allgemeine kovariante 
Form gebracht werden kann. In dieser geht bloB der Skalar T = T/ 
in die Gravitationsgleichungen ein, und zwar ist er proportional der 
Kriimmungsinvariante R. Die ubrigen Gleichungen, die bisher noch 
nicht explizite aufgestellt wurden, mussen die Aussage enthalten, daB 
das Linienelement bei geeigneter Koordinatenwahl stets auf die Form 

ds l = (J)7J(dxl)'J 

gebracht werden kann, wo also die Konstanz del' Lichtgeschwindigkeit 
gilt. Man sieht, daB diese Feldgleichungen vom Standpunkt des ab­
soluten Differentialkalkiils ganz kiinstlich und verwickelt erscheinen 
gegenuber den Gleichungen der Einsteinschen Theorie, in denen aIle 
Komponenten von T • .!: in gleichberechtigter Weise Buftreten. 

3140.) .A. Einstein und A. D. Fokker, 1. c. Anm. 272). 
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06. Die Feldgleichungen der Gravitation. 723 

3. Um in (400) die zunachst noch unbestimmt gebliebenen Kon­
stanten cll C2, Cs festzulegen, bedarf es einer Uberlegung iiber das Ver­
hiiltnis einer allgemein relativistischen Theorie zur Kausalitat. Raben 
wir irgendwelche Losungen der allgemein kovarianten Feldgleichungen 
gefunden, so konnen wir durch andere Koordinatenwahl daraus beliebig 
viele andere Losungen tinden. Die allgemeine Losung der Feldglei­
chungen mufj deshalb 4 willkurliche Funktionen enthalten. Zwischen den 
10 Feldgleichungen (400) fUr die 10 Unbekannten gik mussen denlnacl~ 

4 Jdentitiiten bestehen. Allgemein durfen in einer relativistischen Theorie 
fur m Unbekannte nur m - 4 unabhiingige Gleichungen 'l:orhanden sein. 
Der Widerspruch mit dem Kausalitatsprinzip ist nur schein bar. Denn 
die vielen moglichen Losungen der Feldgleichungen sind nur formal 
verschieden, physikalisch sind aUe vollkommen gleichwertig. Die hier 
dal'gelegten Verhiiltnisse wurden zuerst von Hilbert 315) erkannt. 

Wir sind also zu der Forderung gelangt, daB zwischen den 10 Glei­
chungen (400) 4 Identitaten bestehen miissen. Nun wissen wir, daS 
der Tensor Tn den Impuls-Energiesatz (341a) del' Nr.54 befriedigt. 
Dieser besteht gerade aus 4 Gleichungen. Es ist deshalb auBerst 
einleuchtend, iiber den Inhalt der 4 verlangten Identitaten die folgende 
Annahme zu machen: Der Impuls-Energiesats (341a.), p. 720, soll zufolge 
der Feldgleichungen der Gravitation identisch erfiillt sein. Er ist dann 
also sowohl eine Folge der Gravitationsgleichungell als auch eine Folge 
der materiellen Feldgesetze. Dieses Postulat kommt offenbar darauf H15 

hinaus, daB die (im Sinne des Tensorkalkiils fiir den Riemannschen 
Raum nach (150) verallgemeinerte) Divergenz der linken Seite von (400)­
identisch verscbwinden soil. Wendet man diese Operation auf sie an, 
so erhiilt man nun nach (182), (109) und (75): 

(tcl + c2) V 9 ~~. 
Es mufj also c2 = - t c sein, so daB auBer dem Glied cSgjk in (400) 

315) D. Hilbert, Grundlagen der Physik J, Gott. Nachr .• math.-naturw. Kl., 
1915, p.395. In historischer Hinsieht mu6 bemerkt werden, da6 schon E. Mach 
auf Grund relativistischer Betrachtungen zum Resultat hm, die Zahl der Glei­
chungen, welche die physikalischen Gesetze ausdriicken, miisse in Wirklichkeit 
gering~r sain ala die Zahl der Unbekannten. (Die Geschichte und die Wurzel 
des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, Prag 1877, p. 36, 37; Mechanik, Leip­
zig 1883.) 

Ferner verdient bemerkt zu werden, daB Einstein eine Zeit lang irrtiimlich 
die Ansicht vertrat, aus der erwiihnten Nichteindeutigkeit der Losung konne ge­
folgert werden, da6 die Gravitationsgleichungen nicht allgemein kovariant sein 
kiinnen (siehe Berl. Ber. 1914, 1. c. Anm. 276). 
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bloB der durch (124) definierte Tensor 

(124) GIl: = Ell: - tU,,,R 
vorkommt. fiber die physikalische Bedeutung des letzten Gliedes in 
(400) wird in Nr.62 gesprochen werden; wir wollen es zunachst fort­
lassen, was sich nachtraglich dadurch wird rechtfertigen lassen, daB 
sein EinfluB in den zuniicbst zu besprechenden Fanen au.Berst gering 
ist. Mit diesem VOl'behalt konnen wir also die Gravitationsglei­
chungen jezt schreiben 

H13 (401) G." = - "Tilt' 
iiber den Grund des negativen Vorzeichens der l'echten Seite siehe 
Nr.58a). Durch Verjiingung folgt daraus noch 

(402) R = + "T 
und 
(40la) R'I:=-,,(T'I:-tUuT). 
Dies ist die allgemein kovariante Form der Feldgleichungen der Gravi­
tation, die Einstein nach langen Irrwegen im Jabr 1915 endlich ge­
funden hat. S16) 

Wie bereits in Nr. 1)0, Anm. 277) erwahnt wurde, sind dieselben 
Gleichungen gleichzeitig auch von Hilbert hergeleitet worden. Wiih­
rend dort den Ausgangspunkt das Variationsprinzip bildet, erscheint 
dieses bei Einstein und in unserer Darstellung als mathematische l!'olge­
rung, wie in der folgenden Nr. dargelegt wird. 

57. Herleitung der Gravitationsgleiobungen aus einem Vs.ria­
tionsprimlip.311) DaB der Tensor Gil: der Divergenzgleichung (182) 
genfigt, hangt nach Nr. 23 damit zusammen, daB er durch Variieren 
des G-Feldes aus einer Integralinvariante hervorgeht: 

(180) 6 jfRdx = j@J'k6r1"dX, 
wenn am Rande die Variation der FeldgroBen verschwindet. Ferner 

baben wir in Nr. 55 gesehen, da8 diejenige Integralinvariante fmdx, 
welche beim Variieren der materiellen FeldgroBen die Differential­
gleichungen der mechanischen (elastischen) und elektromagnetischen 
Felder liefel·t, beim Variieren des G-Feldes auf den materiellen Impu!s­
Energietensor fuhrt 

(399 a) 6 fmdX = fXiI:6r1kdx. 
Diese zwei Beziehungen fuhren dazu, aIle physikalischen Gesetze in 

316) 4. Einstein, Ber!. Ber. 1916, p.844. - Vorher hatte Einstein auch den 
Ansatz Ril:= x Tu gemacht: Berl. Ber. 1916, p.778. 

317) Vgl. dazu die in Nr. 28, Anm. 100) bis 104) zitierten Arbeiten. 
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das eine Wirkungsprinzip 

(403) d f1.Bdx = 0, 

(404) is = m + ,,9}l 

zusammenzufassen. An der Grenze des Integrationsgebietes mussen 
dabei die Variationen der Feldgr06en verschwinden. Es ist eine Be­
sonderheit dieser Wirkungsfunktion, da6 sic in zwei Teile zerlegt 
werden kann, von denen der eine von den materieUen Zustandsgr06en, 
der andere von den Ableitungen der gil< unabhangig ist. CUber aUge­
meinere ,Wirkungsfuuktionen, welche diese Eigenschaft nicht zeigen, 
siehe Abschn. V.) 8 

Das Wirkungsprinzip (403) lieferl nach Nr. 55, 56 zugleich eine 
Ubersichtliche Zusammenfassung der Beziehungen zwischen den Feld­
gleichungen der materiellen Vorgange und der Gravitation: Aus beiden 
folgt der Impuls-Energiesatz (3413), Nr. 5(. Nach Nr. 23, Gl. (184), 
folgt jedoch der Impuls-Energiesatz auch noch in einer anderen Form. 
Setzt man 

(405) t l: 1 Uk .=-- " 
• K' 

worin UiA: die durch (183), (185) definierlen Gro6en bedeuten, so gilt 
namlich wegen (184) und (401): 

(406) o(:t~ + ttl _ 0 
oxk -. 

Diese Gleichungen sind gema6 ihrer Herleitung allgemein kova­
riant, obwohl die Gro6en t/ sich nur gegeniiber linearen Transfor­
mationen wie die Komponenten eines Tensors transformieren. 1m 
Gegensatz zur FOl'm (341a) des Impuls-Energiesatzes lassen sich aus 
(406) Erhaltungssiitee fiir Energie und Impuls in Integralform her­
leiten. Einstein S18) nennt deshalb die Gr06en ti" Energie-Impulskom­
ponenten des Gravitationsfeldes und steUt sie den Energie-Impulskom­
ponenten Ti" der Materie als in gewisser Hinsicht gleichwerlig an die 
Seite. fiber die weiteren physikalischen Konsequenzen dieser Anf'fas­
sung siehe Nr. 61. 

Das Wirkungsprinzip (403) hat endlich noch einen praktischen 
Wert bei der Integration der Feldgleichungen in speziellen Fallen. 
Indem es einem erspart, auf die allgemeinen Ditferentialgleichungen 
zuriickzugreifen, gestattet es bisweilen die Rechnungen bedeutend ab­
zukiirzen. Naheres siehe N r. 58 b). 

318) A. Einstein, Berl. Ber. 1910, p.778, 1. c. Anm. 277); Ann. d. Phys. 1. c. 
Anm. 279), Abschn. C, § 16 if. ; Berl. Ber. 1916, l. c. Anm. 100), § 3. 
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58. Vergleich mit der Erfahrung. a) Newtons Theorie als erste 
H14 Niiherun.q. S19) In Nr. 53a) haben wir gesehen, daB in schwachen, quasi­

statischen Gravitationsfeldern die Bewegungsgleichungen in die Newton­
schen fibergehen. Urn den Nachweis, daB die Newtonsche Theorie in 
der relativistischen als Grenzfall enthalten ist, vollstii.ndig zu machen, 
muB noch gezeigt werden, daB in dem genannten Spezialfall das durch 
(391) gegebene skalare Potential der Poissonsschen Gleichung 

(407a) LIt}) = 4n;kfLo 

geniigt. Zu diesem Zweck bilden wir die 44-Komponente der Glei­
chung (40la). Fiir Tik konnen wir den kinetischen Impuls-Energie­
tensor fLo ujuk einfiihren. Bei Vernachlassigung von GroBen der Ord-

nung ~ sind oft'ensichtlich auBer T« aUe Komponenten von Tn gleich 
c 

Null zu setzen. Erstere wird 

T44 = !Joe! 

und daraus T = gik T,k = g44 T" = - fLoC'. 

Die Gleichung (401 a) gibt also zunachst 

(408 a) R44 = - t"!loc2• 

Der Wert von R« ist aus (94) zu entnehmen. Da zeitliche Ablei­
tungen und Produkte der rr~ vernachlassigt werden, kommt einfach 

R __ of';~. 
«- OX" 

U d r a r 1 Og44 
n wegen 44.'" a,44"'-'2-{)x" 

(408 b) 

letzteres nach (391). In (408a) eingesetzt gibt dies 

(407 b) L1t})=~"C"fLo' 
Es gilt also in der Tat die Poissonsche Gleichung. Es ist eine groBe 
Leistung des allgemeinen Relativitatsprinzips, daB es auf Grund der 
ganz allgemeinen Postulate der Nr. 56 ohne weitere Hypothesen zum 
Newtonschen Gravitationsgesetz fiihrt. Wir sind aber jetzt iiberdies 
imstande, iiber die Bedeutung und den Zahlenwert der Konstante " 
etwas auszusagen. Durch Vergleich von (407 a) und (407 b) folgt nii.mlich 

(409) "C2 = 80nk = 8n 67 . 10- 8 = 1 87 . 10- 27 cmgr- 1• 
c2 c2 ' , 

Zugleich ergibt sieh, daB" positiv ist, womit das negative Vorzeichen 
der rechten Seite von (401) gereehtfertigt ist. Die allgemeine Relativi-

319) A. Einstein, Berl. Ber. 1916, p. 831 1. c. Anm. 278); Ann. d. Phys. 1. c 
Anm. 279). Abschn. E, § 21. 
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tiitstheorie gibt also keine physikalische Interpretation filr das V or­
zeichen (Gravitationsanziehnng und nicht AbstoBung) und den Zahlen­
wert der Gravitationskonstanten, sondern sie entnimmt diese Daten 
der Erfahrung.'IO) 

b) Strenge LOsung fUr das Gravitationsfeld eines Massenpunktes. H15 

U m die Perihelbewegung des Merkur und die Kriimmung der Licht­
suablen zu ermitteln, ist es notig, fur das Feld eines Massenpunktes 
nicht nur g«. sondern auch die iibrigen gill und lIouBerdem g« um eine 
Gro.Benordnung genauer zu berechnen. Schon im Jahr 1915 hat Ein­
stein8t1 ) dieses Problem durch sukzessive Approximationen gelost. Ala 
erster gab SchwarssckildSl!) und hemach unabhiingig davon DrosteSl') 

eine strenge Losung flir das G- Feld des Massenpunktfls. Perihelbewe­
gung und Strahlenablenkung folgen praktisch gensu so wie bei Ein­
stein. GroBe mathematische Vereinfachungen brachte eine Arbeit vou 
Weyl lIU), der statt Polarkoordinaten cariesische einfuhrte und statt 
auf die allgemeinen Differentialgleichungen des G-Feldes auf das 
Wirkungsprinzip zuriickgriff. 

Da das Feld eines Massenpunktes statisch und kugelsymmetrisch 
ist, kann das Quadrat des Linienelements anf die Form gebracht werden: 

(410) ds' = r[(dxl)' + (dxt)' + (dxS)1] 
+ l(xldxl + xSdx' + x'dxS)' + g«(dx')S, 

worlD r, l und 9« Funktionen von r.= Yexl)! + (X~)I + (Xli)' allein 
sind. Dadnrch ist aber das Koordinatensystem noch nicht eindeutig 
festgelegt. Denn bei der Transformation 

(411) x'i=f~)l1 [und somit r'=Yex'l)'+(x'I)'+(x'lI)9={(r)], 

welche die willkiirliche Funktion fer) enthii.lt, behiUt das Quadrat des 
Linienelements die Form (410) bei. Man bnn also die Koordinaten 
noch weiter normieren. Besonders zwei Artl!Jll von N ormiernngen er­
weisen sich oft als beqnem: 

110),,==1: 
(410110) ds l = (dxl)l+ (dXI)I+ (dXS)' 

+ Z(x1dxl + x'dxl + XSdxS)' + g«(dx')'j 

320) DaJ\ bei unB in (409) lICI an Stelle von 11 wie bei den meisten anderen 
Autoren ateht, liegt daran, daB hier T44 definitionagemll.B die Dimension einer 
Energiedichte, dort aber die einer Muaendichte hat. 

821) A. Ei1l8tein, Berl. Ber. 1916, 1. c. Anm. 278). 
822) K. Schwareschilil, Berl. Ber. 1916, p. 189. 
328) J. Droste, Amat. Verel. 26 (1916), p. 163. 
82') H. Weyl, Ann. d. Phya. 64 (1917), p. 117; Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl. 

1918, p. 199ft' .• 3. Aufl. 1920, p. 217ft'. 

197 



728 Y 19. W. Pauli j,. Relativitlitstbeorie. 

b) l = 0: 

(410b) ds' = r[(dx1)' + (dxl)lI + (dx·)'] + g,,(dx')'. 
Wir fiihren die Integration der Feldgleichungen in demjenigen Koordi­
natensystem aus, in welch em das Quadrat des Linienelement& die 
Form (410a) anmmmt. 1m Raum &uBerhalb der Masse, den wir hier 
allein in Betracbt ZII ziehen baben, lauten diese nach (401a) einfach 

(412) BII;= O. 

Die Komponenten En des Kriimmungstensors drflcken sich nun in un­
serem Fall, wie man durch Rechnung aus (410&) findet, nach Ein­
fiihrung der Abkfirzungen 

(413) h'= 1 + lr', LI =¥ 9 = h¥ g" 
folgendermaBen aus: 

1I:':x:1 
(414) Bn= [Jl,,]6l+ ([.Rll ] - [Jl"D f.' fiir i, k = 1,2,3. 

[R ] _ ~. 2..!!. r'~, _ .!. d' 
'11 - ,Igoo 2 d,. d r d 

(415) [ 11 ] 1 d "g" 1 
"'''lIlt =- r'ddrA - r' 

R = - k . .!. !:.... ,.Ig~, . 
44. ,Id 2 dr d 

Ersichtlich sind [Ru] und [R91] die Werte von Ell bzw. von Ru und 
Rss im Punkt :r1 = r, Xl= xs= O. Diese Werte fur Bill sind in (412) 
einzutragen. Es folgt aus der ersten und dritten Gleichung (410) zunachst 

LI' = 0, LI = konst. 

Wenn wir noch die Bedingung hinzunehmen, daB im Unendlichen die 
Un ihre NOrD1alwerle annehmen, wodurcb das Problem uberhaupt erst 
bestimmt wird (vgl. Nr. 62), folgt weiter 

(416) LI = 1, 
und aus der zweiten Gl~ichung (410) ergibt sich sodann 

(417) 

wo m eine Integrationskonstante ist. Durch Vergleich mit dem Newton­
schen Potential fP nach (391) erhellt, da8 diese Konstante m mit der 
Masse M des felderzeugenden Massenpunktes gemiiB der Formel 

kM 
(418) m = 7 

zusammenhangt. Da m die Dimension einer Lange hat, nennen wir diese 
GroBe den Gravitationsradius der Masse. Man uberzeugt sich leicht 
davon, daB durch (416) und (417) tatsiichlich aUe Feldgleichungen 
befriedigt werden. 
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Nach Weyl kann man sich die Berechnung der Kriimmungskom­
ponenten (415) ersparen, wenn man dll8 Variationsprinzip (403) ver- H16 

wendet. Nach (177) konnen wir es fiir den materiefreien Raum such 
schreiben 

(419) /iJWdx = O. 

Wir brauchen hier aber in unserem Fall weder die Zeit noch die 
Koordinaten xl, x·, Xl einzeln einzufiihren, sondem konneu W als Fllnk­
tion von r allein betrachten. Die Ausreehnung gibt 

W=--L1'= --1-2lr (1 )2.4' 
hz hi r ' 

also lieferl (419) wegen dx = 4nr'dr: 

(420) /J j(t.-1)rLl'dr= O. 

Variieren von h gibt LI' = 0, LI = konst., Variieren von LI :r (;. - 1) r = 0, (;, - 1) r = konst., 

woraus gema.J3 der Deofinition (413) von LI wieder das Feld (416), (417) 
folgt. 

Das Quadrat des Linienelements nimmt nach (413) die Form an. 

(421a) dss = (dxt)' + (dx')" + (dXS)' 

+ 2m (xldxl + x!dx' + xSdxS)! _ (1 _ 2m1(dx')t 
rl(r-2m) r I . 

Den ersten Teil dieses Ausdruckes, der sieh auf den dreidimensio­
nalen Raum bezieht, kann man mit Flamm 875) ansehaulieh in fol­
gender Weise deuten. Auf jeder durch das Zentrum gehenden Ebene 
(etwa xli = 0) ist die Geometrie dieselbe wie im euklidischen Raum 
auf derFlii.che 4. Ordnung 

, = YSm(r - 2m), 
die durch Rotation der Parabel 

" = Sm(xl - 2m), X<I) = 0 
urn die ,-Achse entsteht. In der Tat ist auf dieser Ebene 

ds' = (dXl)ll + (dx')! + r'(r2::!.2m) (xldxt + x1dxll) 

= (dXl)! + (dx'? + d,'. 
Fur l' = 2m wird das Koordinatensystem singular. 

Die zweite NOl'malform (410b) erhalt man nach (411) durch die 
TrlUlsformation 

(422) (1 + 111)2 , ,. r'. 
r = 2r' 9', X • = -.:- w . (i = 1,2,3) 

326) L. Flamm, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 448. 
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Es wird dann namlieh 
1- tit 

(421 b) ds! = (1 + 2m)4[(dxl)! + (dxH)! + (dX3)2] - ---.!!: (dx4)2. 
r 1+ m 

Dieses Koordinatensystem reicht bis r = ~ . 
2r 

e) Perihelbewegung des Merkur und Kmmmung der Lichtstrahlen. 
'Wir kommen nun zur Bereehnung del" Bahnen der Massenpunkte und 
Lichtstrahlen im Gravitationsfeld (421). Diese sind in der vierdimen­
sionalen Welt geoditische Linien, bestimmt durch das Variations-
prmZlp 
(81) 

oder die Differentialgleichungen (80). Aus letzteren folgt durch ein­
fache Reehnung 

(423) 

'C bedeutet fiir die Bahn des Massenpunktes die Eigenzeit, fiir die des 
Lichtstrahles einen beliebigen Parameter, bei welchem die Differential­
gleichung (105) befriedigt ist. Daraus kann man zunaehst schlieBen, 
daB die Bahnkurve von Massenpunkt und Lichtstrahl eben ist und 
weiter, wenn man XS senkrecht zu dieser Ebene legt und Polarkoor­
dinaten 
(424) Xl = r cos rp, x! = r sin rp 

einfiihrt, das Bestehen des Fliichensatzes 

(425) r' :~ = kODst. = B. 

Andererseits folgt aus (81) durch Variieren 
Nr.53c ax· 

g4,4 (l'; = konst. 

der Zeit ebenso Wle 1D 

dx· 
Quadrierl man diese Gleichung und eliminierl /h mittels der Re-

• rl xi rl:xk. dxi rl:If< 
latlOnen gi" /h (f; = - cl tur den Massenpunkt und gi" (f; rl-r' = 0 

ftir den Liehtstrahl, so kommt fiir ersteren 

(426 a) (::r+ r!(:~r- 2~ct - 2mr(::r = konst. = 2E 
und 

(426 b) (::)'+ rt(:~r -2mr(::r= konst. 

fur den letzteren. Es ist klar, daB ( 426 a) den Energiesatz enthii.lt. 
Beide Gleichungen unterscheiden sich von den Newtonschen nur durch 
den letzten Term. Fuhrt man noch gemiiB (425) rp statt 'C aIs unab-
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hii.ngige Variable ein, so kommt 

(427 a) BI[~(dr)'+ ~J _ 2mc' _ 2mB' = 2E r' dIP r' r rB , 

(427 b) 1 (dr)lI 1 2m 1 - - +---=konst.=-. r4 dIP ,.J rB .<It 

Dureh diese Gleichungen sind die gesuchten Bahnkurven vollstiindig 
bestimmt. Das letzte Glied der linken Seite von (427a) bewirkt eine 
Perihelbewegung der Planetenbahnen im Sinne der U mlaufarichtung 
des Planeten und vom Betrag 

LITe _ 6nm (a = groBe Halbachse) 
(428 a) - a(l-e') (e = Exzentrizitat) 

pro BahDumlauf, was nach (418) UDd dem 3. Keplerschen Gesetz 
4.n'a l 

~=kM=mc' 

Buch geschrieben werden kann 

(428 b) 

(T = Umlaufszeit) 

Es bleibt noch die Gleichung (427 b) ffir den Liehtstrahl zu dis­
kutieren. Ware das letzte Glied der linken Seite nieht vorhanden, so 
ware der Lichtstrahl eine Gerade im Abstand LI vom Zentrum. Das 
Storungsglied bewirkt eine nach dem Massenzentrum konkave Kriim­
mung des Lichtstrahls, die eine gesamte Ablenkung um deD Winkel 

4.m 
(429) E = LJ 

zur Folge hat, wo LI jetzt den Abstand des Zentrums von den Asym­
ptotenrichtungen der Bahn bedeutet. Die hier verwendete Methode 
der Berecbnung der Strahlenkriimmung riihrt von Flamm SJ6) her. 
Die Berechnung von Einstein St7) nach dem Huyghensschen Prinzip 
fiibrt zum gleichen Resultat, wie es nach Nr. 63c) sein muB. 

Die beiden hier entwickelten Konsequenzen der Einsteinschen 
Gravitationstheorie sind einer Priifuug durch die Erfahrung zugling­
lich. Was zunlichst die durch (428) gegebene Perihelbewegung an­
langt, so ist sie nur beim Merkur, wo die Verhliltnisse wegen seiner 
geringen Distanz von der Sonne und der groBen Exzentrizitat seiner 
Bahn besonders giinstig liegen, von me6barem Betrage. Ihr theore­
tischer Wert ist 

LITe = 42,89", eLITe = 8,82" pro JahrhundertSII8). 

326) L. Flamm, 1. c. Anm. 325). 
327) ..4.. Einstein, Berl. Ber. 1915, 1. c. Anm. 278); Ann. d. Phys., 1. c. 

ADm. 279), § 22. 
328) V gl. dazu die Zahlentabelle im Art. VI I, 17 (J. Bauschinger). p. 887. 
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Nun ist den Astronomen seit Leverrier8~9) bekannt, daB in der Perihel­
bewegung des Merkur ein Restbetrag vorhanden ist, der durch die 
Storungen von seiten der ubrigen Planeten nicht verursacht sein kann. 
Nach der emeuten Durchrechnung von Newcomb SSO) hat er die GroBe 

Ax = 41,24" + 2,09", eAx = 8,48" + 0,43". 

Der theoretische Wert fant also innerhalb die Fehlergrenzen von New­
comb. Wie weit der Newcombsche Wert selbst gesichert (evtl., wie von 
astronomischer Seite geauBert wurde, durch Rechenfehler entsteUt) 
ist, wird in dem Art. VI 2,22 dieser Enzyklopii.die von F. Kottler zu 
diskutieren sein. Ebendort wird anf die Einfliisse nicht relativisti­
schen Ursprunges auf das Merkurperihel einzugehen sein, z. B. Ab­
plattung der Sonne, Drehung des empirischen gegen das Inertial­
system, nicht planetarische storende Massen, namentlich die des Zo­
diakallichtes (Seeliger 3SO&». Von der Seeligerschen Erklarung unter­
scheidet sich die Einsteinsche jedenfalls dadurch zu ihrem Vorteil, 
daB sie keine unbestimmten Parameter notig hat. Wenn also auch 
der Grad der numerischen Ubereinstimmung zurzeit vielleicht noch 
nicht sicher beurteilt werden kann, so bedeutet jedenfalls die Uber­
einstimmung des Einsteinschen und Newcombschen Wertes einen 
groBen Erfolg. 

Neuerdings wurde wiederholt ein iilterer Versuch von P. Gerber S31) 

diskutiert, die Perihelbewegung des Merkur durch die endliche Aus­
breitungsgeschwindigkeit der Gravitation zu erklll.ren, der jedoch alB 
theoretisch vollig miBgluckt bezeichnet werden muS. Er fiihrte nam­
lich - aber auf Grund von falschen SchliiBsen - zwar zur rich­
tigen Formel (428), jedoch ist zu betonen, daB auch damals an dieser 
nur der Zahlenfaktor neu war. 

Eine noch endgiiltigere Bestatigung wie beim Merkurperihel hat 
die Relativitatstheorie neuerdings bei der Strahlenablenkung erfahren. 
Nach (429) erfiihrt niimlich ein am Sonnenrand vorbeigehender Licht­
strahl eine Ablenkung von 

E = 1,75". 

329) U. J. Leverrier, Ann. de l'Obs. Paris, vol. V, 1859. 
330) B. Newcomb, Wash. Ask pap. 6 (1898), p. 108. 
33080) H. v. Beeliger, Munch. Ber. 36 (1906), p. 595. 
331) P. Gerber, Ztschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 93; Jahresb. Real-Progymll. 

Stargard 1902. Wieder abgedruckt in Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 416; Diskus­
sion: H. v. BeeZiger, Ann. d. Phys. 53 (1917), p. 31; 64 (1917), p. 38; B. Oppen­
heim, Ann. d. Phys. 63 (1917), p. 163; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 63 (1917), p. 214; 
Naturw. 8 (1920), p. 736. Vgl. dazu auch J. Zenneck, Art. V 2, Nr.24: und 
B. Oppenheim, Art. VI 2, 22, Nr. 31 b) dieser Encyklopiidie. 
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Dies la6t sich pI'ilfen dUTch Beobachtung von Fixstemen in der Nahe 
der Sonne bei totalen Sonnenfinsternissen. Die anla6lich der totalen 
Sonnenfinstemis vom 29. Mai 1919 ausgeriisteten Expeditionen in Bra­
silien nnd auf der Insel Principe Canden nun in der Tat, daB der von 
Einstein vorausgesagte Effekt vorhanden ist.8lIJ) Auch quantitativ ist 
die Ubereinstimmung eine gute. Die erstgenannte Expedition fand 
namlich im Mittel fiir die auf den Sonnenrand reduzierle Sternablen­
kung 1,98" + 0,12", die zweite Expedition 1,61" + 0,30". Uber die 
Reduktionsmethoden, durch welche diese Zablen gewonnen wurden, 
vgl. den Art. VI 2, 22 von Kottler. 

Der ursprilnglich von Einstein berechnete halbe Wert (vgl. Nr. 50), 
der sich auch auf Grund der N ewtonschen Theorie fur einen mit 
Lichtgeschwindigkeit bewegten Massenpunkt ergibt, erwies sich als 
mit den Beobachtungen unvereinbar. 16 

69. Andere spezielle, strange L5sUDgen im statischen Fall. H17 

Das Feld (421) fiir den Massenpunkt wird singular ffir ,. = 2m bzw. 

'I' = ~, und es ist deshalb von theoretischem Interesse zu untersuchen, 

wie sich das G-Feld in das Innere der Masse fortsetzt. Hierzu ist 
notig, bestimmte Annahmen uber die physikalische Bescha:ffenheit der 
felderzeugenden Masse zu machen, da der Energietensor Till sonst 
nicht bestimmt ist. Die einfachste Annahme ist die einer inkom pres­
Sf,olen FZUssigkeitskugel. Fur diesen Fall hat BckwarssChild88S) die Feld­
gleichungen integriert, von WeylSM) wurde die Rechnung vereinfacht. 
Der Energietensor ist hier naeh (362) gegeben durch 

T;k = (1'0 + :1) ujuk + pgw 

da 1'0 = konst., P = E. wird. Die Grenzbedingungen der Elastizitats-
"'0 

theorie verlangen die Stetigkeit aller Oi" und das Verschwinden des 
Druckes p auf der Kugeloberflache. Mit Rilcksicht hierauf ist das 
Feld eindeutig bestimmt. 1m Au6emaum ('I' > '1'0' '1'0 = Kugelradius), 
ergibt sich das namliche Feld wie beim Massenpunkt. Der Gravita" 
tionsradius m is.t dabei 

(430) 

332) F. lV. Dyson, A. S. Eddington u. O. Davidson, A deterinination of the 
deflection of light by the sun's gravitational field, from observations made ad 
the total eclipse of may 29, 1919, Phil. Trans. Roy. Soc. A 220 (1920), p. 291. 

333) K. Schwarsschild, Berl Ber. 1916, p. 424. 
884) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl. 1918, p. 208; 3. Auf!.. 1920, 

p.226. 
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1m Innem der Kugel dagegen gilt, wenn wir das Quadrat des Linien­
elements in der Normalform (410a) schreiben und h dieselbe Bedeu­
tung hat wie in (413): 

(431) ~-1 2m! ,r--;:-Sh-ho I ho-h 
h' - - r: r, r - g" = 211ho -, P = ""oe . 3h - h. 

(ho = Wert von h an der Oberfiiiche). 

Das Quadrat des Linienelements wird hiernach im Innem der Kugel 

I dst = (dXl)! + (dx!)! + (dXB)! + (x1clx1 + ::clx:;- x'clxl)' 

(432) _ (Sh - ho)'l( dx'? 
2hho 

mit 

(433) a=ro,/:o_. V .m 

Damit das Linienelement auBerhalb der Kugel regular bleibt, muB 
"0> 2m sein. Wie der Vergleich mit (132a) zeigt, ist die Geometrie 
des dreidimensionalen Raumes innerhalb der FlOssigkeitskugel von 
konstanter positiver Kriimmung (spbarisch oder elliptisch); a hat die 
Bedeutung des KrummungsradiuR. Mit der Berechnung des G-Feldes 
von lrompressiblen Fliissigkeitskugeln beschiiftigt sich BauersM). 

Ein weiteres Problem, welches eine strenge Losung zuliiBt, ist 
das Feld einer elektrisch geladenen Kugel. Es ist fUr die Frage nach 
der Natur des Elektrons (s. Abschn. V) von Interesse zu untersuchen, 
inwiefern das elektrostatische Feld einer geladenen Kugel durch ihr 
Gravitationsfeld beeinfluBt und umgekebrt durch die elektrostatische 
Energie ein Gravitationsfeld erzeugt wird. Diese Aufgabe ist zuerst 
von ReipnerSSO), hernach, ausgehend vom Wirkungsprinzip, von WeylSS6) 
gelost worden. Es zeigt sich, daB das elektrostatische Potential tp 

exakt dem Conlombschen gleich ist: 

(434) 

wenn wir hier nicht Heavisidesche, sondern gewohnliche C.G.S.-Ein­
heiten verwenden. Das G-Feld in der Normalform (4100.) ist jedoch 
nicht mehr durch (416), (417) bestimmt, sondern durch 

(435) L1 = 1, 

Das letzte Glied ist das von der elektrostatischen Energie erzeugte 

33') H, Batuf', Wien. Ber .• math.-nat. Kl., Aht. Ha, 127 (1918), p. 2141. 
336) H. Reifmer, Ann. d. Phys. 60 (1916), p. 106. 
336) H. Weyl, Ann. d. PhY8. 64, 1. c. Anm.324); Raum-Zeit-Materie, 

1. Aufl. 1918, p. 207; 3. Aufl. 1920, p. 223. 
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Gravitationsfeld. Es wird erst in Entfemungen von der GroBenord-
"e l el • 2 m 

nung a = "in = Mel mlt dem Newtonsehen Glied r vergleichbar. 

Beim Elektron ist a die in den alteren Theorien als nElektronen­
l'adius" auftretende GroBe t'V 10-18 em. Die von einem Elektron auf 
ein zweites oder auf ein eigenes Ladungselement ausgeiibte Gravit&­
tionsanziehung ist. jedoch immer viel kleiner als die elektrostatische 
Coulombsche AbstoBung - das Verhli.ltnis beider ist 

k MI '" 10-40 _ 
el 

so daB dureh das Gravitationsfeld (435) das Elektron gegeniiber sei­
nen eigenen AbstoBungskriften durehaus nieht im Gleichgewicht ge­
halten wird. 

Levi-Civita's'1) untersuchte auch das von einem komogenen elek­
trisehen oder magnetisehen Feld erzeugte Gravitationsfeld. 1st Xl in 
der Riehtung des ersteren Feldes gezihlt, F dessen Starke, so nimmt 
das Quadrat des Linienelements die Form an 

(436) 

ds. = (dXl)1 + (dxl)2 + (dxa). + (a: 1ax\+ X:~JxI)I 
a -r 

( 
..,(8) ..,(8))1 

- clea + c,e-a (dx')·, 

mit r = Y(Xl)2 + (XIl)2, Cu c2 Konstanten, el 
a=-_-· 

ykF 

Der Raum ist zylindersymmetrisch um die Feldrichtung, und auf jeder 
Ebene senkreeht zur Feldriehtung herrscht dieselbe Geometrie wie im 
euklidischen Raum auf einer Kugel vom Radius a. Der Kriimmungs­
radius a ist bei Feldern von normaler GroBe auBerordentlich groB, 
z. B. ist bei F = 25000 GauS, a = 1,5.1015 km. 

Weyl·88) und in einer Reihe von Abhandlungen Levi-Civitau9) 
haben auch allgemeine Losungen fiir beliebige syZindersymmetrisclle 
Verteilungen von geladenen und ungeladenen Massen gegeben. Das 
G-Feld ist dann selbst zylindersymmetrisch uud statisch. Entspre­
chend dem nicht linearen Charakter der Di:fferentialgleichungen ver­
balt sich gu nicht additiv in den Massen. 

837) T. Levi·Givita, Realta. fiBica di alcuni spazi normali del Bianchi, Rend. 
Acc. Linc. (6) 26 (1917), 1. Hl!.lfte, p. 468. 

888) H. WIlY', Ann. d. Phys. 64, 1. c. Anm. il24) und die Erglmtung AnD. 
d. Phys. 69 (1919), p. 186. 

839) T. Levi-Givita, as l einsteiniani in campi newtoniani I-IX, Rend. Ace. 
Linc. (6) 26 (1917); (6) 27 (1918); (6) 28 (1919). Die allgemeine Form der Dift'e­
rentialgleichungen des G-Feldes ffir den statiachen Fall gibt Levi-Civita in der 
Anm. 307) zitierten Abhandlung Statica Einsteiniana. 
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60. Einsteina allgemeine Niherungaloaung und ihre Anwen­
dungen. Nur im statischen Fall ist es bisher gelungen, strenge LB­
sungen der Feldgleichungen der Gravitation zu finden. Es ist des­
halb von gro8er Wichtigkeit, da8 EinsteinUO) ein Verfahren ange­
geben hat, welches gestattet, bei beliebig schnell bewegten Massen 
das G-Feld niherungsweise zu ermitteln, wenn nur die Massen hin­
reichend klein sind. Die gi/o weiehen dann nimlieh nur wenig von 
ihren Normalwerlen ab, so da8 die Quadrate dieser Abweiehungen 
vernaehlissigt werden konnen, und von den Differentialgleiehungen 
(401) des Gravitationsfeldes braucht nur der lineare Teil beibehalten 
zu werden, so daB die Integration leicht vollzogen werden boo. 

Fuhren wir hier wieder die imaginiire Zeitkoordinate :If = iet 
ein, so konnen wir setzen 

(437) 

woraus wegen g'afta = ~l' bis auf Gro8en hOherer Ordnung 

(437 a) !flo = ~/' - rill 

folgt. Es sei gleich bemerkt, da8 die GroJ3en rill nur gegenober 
Lorentz-Transformationen Tensoreharakter haben. Gemii.8 demAus­
druck (94) filr den ve:t:jiingten Kriimmungstensor nehmen dann die 
Feldgleichungen (401) in der gew6nschten Niherung die Form an: 

(438) at,. + ~[Ol"ik al"'a at"h 
(Ja:'iJ:Jf' ~ axa' - a:Jf'aq;a - aXia:lJa 

(at,. ""' a''1a,) .. i] 2 T 
- a:lJa' - ~ O:lJG aa:tl Ui = - " ik' 

{J 

Darjn ist die Abkiirzung eingefohrl 

(439) r =a~raa' 
U 

Zur Vereinfachung fohren wir zunichst die Gro8en 

(440) r~i = r.,. - t~lr 
ein und filgen gleich noch die inversen, nach den ungestrichenen 
Gro8en aufgelosten Gleichuogen 
(440 ) , 1 ~k ' a rii = rH: - "i U i /', 

(439 a) , v' /' ="";;;'/,aa=-r 

hinzu, Dann ergibt sieh aus (438) 

(438 a) ""'. [(J'rik _ o'rla _ alrka +~" ""' atr~,~ ] = _ bT 
~ ax"> (jzk(jxa oxi(jxa j ~ oxaaxil Ik' 

a , 

3(0) A. Eifl8tein, Berl. Ber. 1916, p. 688. 
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Diese Gleichungen lassen sich noch wesentlich weiter vereinfachen, 
wenn wir das Koordinatensystem in geeigneter Weise normieren. 
Durch die Forderung, daB sich die gil, nur wenig von ihren Normal­
werten unterscheiden, ist namlich das Koordinatensystem selbst nur 
bis auf GraBen von der Ordnung der rik festgelegt. Man kann nun 
speziell die Koordinatenwahl so ·treffen, daB im normierten System 
die Gleicbungen 

(441) 
II 

geIten. Hilbert 3H) hat den mathematischen Beweis dafur erbracht, daB 
bei beliebig vorgegebenen Werten der r~k im ursprunglichen System 
stets ein solches Koordinatensystem gefunden werden kann, daB sich 
die neuen Koordinatenwerle von den aIten nur um GroBen von der 
Ordnung der r; k unterscheiden und zugleich die Forderung (441) be­
friedigt wird. Man hat gerade vier Funktionen zur Verftigung, um 
die vier Gleichungen (441) zu erfullen. 

Offensichtlich werden die Differentialgleichungen (438 a) daun 
einfach 
(442) 

~I , 

worin, wie in der speziellen Relativitatstheorie, 0 r: k fur ~~~2k ge-
a 

schrieben ist. Die Integration erfolgt in bekannter Weise durch re-
tardierte Potentiale: 

f Tik(X, y, z, t -!:) 
(443) r:k(x, 'g, $, t) = 2: l' C dx dy dz. 

W e~en des Energiesatzes (341 a), p. 720, ist hiel'durch auch (441) mit 
der hier erstrebten Genauigkeit befriedigt. 

Aus (443) geht hervor, daB sich die Gravitationswirkungen ebenso 
wie elektromagnetische Storungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. 
Die Form der Gravitationswellen im leeren Raum folgt aus (441), 
(442), wenn man Til: = 0 setzt. Speziell fiir eine ebene in der X1-

Achse fortschreitende Welle 

(444) 

folgt aUB (441): 
(445) 

(442) ist identisch erfullt. Einstein 842) zeigt u berdies, daB durch ge-

341) D. Hilbert, GlItt. Nachr., math.-phYB. Kl. 1917, p. 53, I. c. Anm. 98). 
342) A. Einstein, tl'ber Gravitationswellen, Berl. Ber. 1918, p. 154. 
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eignete Koordinatenwahl erzielt werden kann, daB au.Berdem noch gilt: 

(446) au = all = alS = 0, a,ll = - ass' 

nber die Emission und Absorption von Gravitationswellen siehe die 
17 folgende Nr. 

Fiir das Feld eines ruhenden Massenpunktes ergibt (443) 

, 4m 11 b' , 1' •• = - -,.-, a e ii rIgen Yak = 0, 

somit 2m 2m 
1'« = - -, I'u = PiS = 1'33 = + -. r r 

Man erkennt darin die GroBen erster Ordnung des Feldes (421 b) 
wieder. Auch die Berechnung des Feldes von n bewegten Punkten 
lii..Bt sich ohne weiteres ausfiihren.S4.S) Es ergibt sich vor allem, daB 
die Abweichungen ihrer Bewegung von den Gesetzen der Newton-

schen Mechanik nur von zweiter Ordnung in -; sind, wie es von der 

Erfahrung verlangt wird. 
Auch der folgende Umstand bewirkt eine Abweichung von del' 

Newtonschen Mechanik. Die relativistische GravitatioDstheorie stimmt 
mit der Newtonschen darin iiberein, daB das Gravitationsfeld einer 
ruhenden Kugel dasselbe ist wie das Feld eiDes Massenpunktes. Dies 
gilt jedoch nicht filr eine rotierende Kogel Auf diesen Fall haben 
Thirring uDd LenseS«) die Einsteinschen Formeln angewandt und die 
zugehOrigen durch die Eigenrotation der Zentralkorper verursachten 
Storungen der Planeten- und Mondbahnen berechnet. Sie sind wohl 
aile zu klein, urn beobachtet werden zu konnen. Eine allgemeine 
Diskussion der nach der Einsteinschen Theorie zu erwartenden Ab­
weichungen in den Storungen der Planeten- und Mondbahnen von 
denen der klassischen Mechanik gibt De SiUerS4.5). AuBer der Perillel­
bewegung des Merkur gibt es keine Abweichung, die der Beobach­
tung zuganglich ist. 

Die wichtigste Anwendung der Einsteinschen NaherungslOsung 
(443) stellt jedoch die Untersuchung von ThirringS4.8) iiber die Bela­
tivitiit der Zentrifugalkraft dar. Da in der allgemeinen Relativitats­
theorie die Vorgiinge auch auf ein relativ zu einem Galileischen Be-

343) Sie wird nach einer von der Eimteinschen etwas abweichenden Inte­
grationsmethode von J. Droste gegeben: Amat. Proc. 19 (1916), p. 447. 

344) H. Thirring u. J. Lense, Phys. Zt&chr. 19 (1918), p. 166. 
346) w: De Sitter, Monthly Not. Roy. Ast. Soc. 76 (1916), p. 699 u. 77 (1916), 

p. 165. V gl. auch De Sitters Abhandlung Planetary motion and the motion of 
tho moon according to Einsteins theory, Amst. Proc. 19 (1916), p. 367. 

346) H. Thirrirag, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 33. VgI. auch den Nachtrag 
Phys. Ztschr. 22 (1921). p. 29. 
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zugssystem rotierendes System bezogen werden konnen, muB sich die 
Zentrifugalkraft auch als eine von der relativen Rotation der Fix­
sternmassen henuhrende Gravitationswirkllng auffassen lassen. Man 
konnte nun meinen, die Moglichkeit einer solchen Auffassung sei in 
der allgemeinen Relativitatstheorie bereits durch die allgemeine Ko­
varianz der Feldgleichungen gewiihrleistet. Wie in Nr.62 noch aus­
ftihrlich erortert werden wird, ist dies jedoch nicht der Fall, weil die 
Grenzbedingungen im Unendlichen dabei wesentlich mitspielen. Thir­
ring stellte sich deshalb nicht die Aufgabe, die volle Aquivalenz der 
relativen Rotation des Fixsternhimmels mit einer Rotation des Be­
zugssystems gegenuber einem Galileiischen System nachzuweisen, son­
dern modifizierte die Fragestellung so, daB die Schwierigkeit der Fest­
legung der Grenzbedingungen eliminiert wird. 

Wir denken uns in einem Inertialsystem der Newtonschen Gra­
vitationstheorie auBer den weit entfernten, ruhenden (bzw. mit sehr 
kleiner Geschwindigkeit geradlinig gleichformig bewegten) Fixsternen 
eine rotierende Hohlkugel. Yom J·elativistisr.hen Standpunkt aus ist 
es klar, daB im Innern der Hohlkugel Zentrifugal- und Corioliskrafte 
auftreten werden, wenn die Masse der Hohlkugel mit der Masse des 
Fixsternsystems vergleichbar wird. Dem Prinzip der Kontinuitiit ge-
:maB wird man anzunehmen haben, daB solche Krafte, wenn sie auch 
sehr klein sein werden, auch dann vorhanden sind, wenn die Masse 
der Hohlkugel klein ist. In diesem letzteren Fall durfen wir aber 
ohne weiteres die Formeln (443) anwenden, weil daun die gilt offen­
sichtlich nur wenig von ihren Normalwerten abweichen. Die Ans- HiS 

rechnung zeigt nun, daB in der Tat ein Massenpunkt im lnnern der 
Hohlkugel Beschleunigungen erfahrt, die den Coriolis- und Zentri­
fugalbeschleunigungen der klassischen Mechanik vollstiindig analog 
sind. 1st ro der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, r das Lot von 
der Drehachse auf den Massenpunkt, I) dessen Geschwindigkeit, so 
sind diese Beschleunigungen naturlich nicht direkt gleich 

2[rol)] + rolt, 

wie es nach der klassischen Mechanik in einem relativ zum lnertial­
system mit der Winkelgeschwindigkeit ro rotierendeu Bezugssystem der 
~'all ware; sondern diese zwei Terme sind noch mit Faktoren multipli­
ziert, die von der GroBenordnung des Verhii.ltnisses des Gravitationsradius 

In = k~ der Hohlkugel zu ihrem Radius a sind. Do. dieses Verhiilt-c 
nis ffir alIt: verfiigbaren Massen winzig klein ist, besteht keine Aus­
sicht, dieses prinzipiell wichtige Ergebnis experimentell zu prufen; und 
man versteht auch, warum der primitive Newtonsche Versuch mit 
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dem rotierenden Wassergefii.B Bowie auch der verf'einerte Versuch von 
B. und T.l?ried/)j,nder M7), innerhalb eines schweren rotierenden Schwung­
rades Zentrifugalkrii.fte nachzuweisen, negativ ausfallen mu.6ten. 

H19 61. Die Energie des Gravitationsfeldes. Bereits in Nr. 54, haben 
wir gesehen, daB bei V orhandensein eines Gravitationsfeldes die Diffe­
rentialgesetze fur den materiellen Energietensor nicht wie in der spe­
ziellen Relativitatstheorie die Form annehmen 

;n~ 
(341) axk- = 0, 
sondern 

(34la) Oli _ ~ Xr, ogr. - 0 
oxk 2 ox' - , 

so daB aus ihnen fur ein abgeschlossenes System nicht die Erhal-
tungssatze J 1:,/' dxl dx2 dxs = konst. 

gefolgert werden konnen. In Nr. 57 zeigten wir jedoch, daB auf' 
Grund der Feldgleichungen der Gravitation (401) der Impuls-Energie­
satz (341 a) das Gleichungssystem 

(406) ~Ptt t~) = 0 

zur Folge hat, wo tl' die durch (405), (183), (185) definierten 
GroBen sind. Aus diesem Gleichungssystem resultieren nUllmehr fiir 
ein abgeschlossenes System wieder Erhaltungssatze 

(447) J; I(CX/, + t,')dx1dx2 dxs = konst. 

Aus diesem Grunde nennt Einstein das Gro.6ensystem t/ die Energie­
komponenten des Gravitationsf'eldes und J; Gesamtimpuls und Ge­
samtenergie des abgeschlossenen Systems (vgl. Nr. 57). 

Bei nii.herer Prufung wurden jedoch groBe Schwierigkeiten offen­
bar, die dieser Auffassung zuniichst entgegenstehen. Sie ruhren letzten 
Endes daher, da.6 die tik keinen Tensor bilden. Da diese GroBen von 
hoheren Ableitungen der gn als den ersten nicht abhiingen, kann man 
sofort schlieBen, daB sie durch geeignete Koordinatenwahl (geodati­
sches Bezugssystem) in eiuem beliebig vorgegebenen Weltpunkt zurn 
Verschwinden gebracht werden konnen. 

Es gilt aber noch mehr: Schrodinger 348) fand, daB fur das Feld 
(421a) eines Massenpunktes, welches zugleich das Feld im AuBen­
raum einer Flussigkeitskugel darstellt, aIle Energiekomponenten iden­
tisch verschwinden. Das Resultat laBt sich auch auf das Feld (435) 

347) B. u. T. FrierlUinder, Absolute und relative Bewegung, Berlin 1896. 
348) E. Schriidinger, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 4. 
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einer geladenen Kugel ausdehnen. Andererseits zeigte Bauer S4.9), daB 
durch bloBe Einfiihrung von Polarkoordinaten in das euklidische 
Linienelement der speziellen Relativitii.tstheorie die Energiekompo­
nenten von Null verschiedene Werle annehmen, es wird dann sogar 
die Gesamtenergie unendlichl Auch sind die t/J; keineswegs symme­
trisch, und die Energiedichte - ~ ist nicht iiberall positiv. Das Vor­
zeichen der Energiedichte des Gravitationsfeldes hatte ja schon bei 
den iiJteren Feldtheorien der Gravitation immer Schwierigkeiten ge­
macht. S4.9a) 

Trotz dieser Schwierigkeiten ist aus physikalischen Grunden die 
Forderung nach einem Analogon zu den Energie- und Schwerpunkt&­
integralen der N ewtonschen Theone bum abzuweisen. ImentsS50) 

und Levi-OivitaSf>l) haben deshalb vorgeschlagen nicht die Gro8en tiki 

sondem ~ Gu: als die Energiekomponenten des Gravitationsfeldes zu 
x 

bezeichnen. Denn nach (401) gilt 
1 

Ti" + - Gil: = 0, x 

also auch 

Einstein 851) hat jedoch dagegen mit Recht eingewendet, daB bei dieser 
Definition der Gravitationsenergie die Gesamtenergie eines abgeschlos· 
senen Systems stets Null ware, und die Erhaltung dieses Energie­
wertes verlangt nicht die Fortexistenz des Systems in irgendeiner 
Form. Man konnte dann also aus den Erhaltungssii.tzen nicht solche H20 

Folgerungen ziehen, wie wir sie sonst zu ziehen gewohnt siud. In 
einer Erwiderung auf Schrodingers Arbeit konnte Einstein Sf>S) ferner 
zeigen, daB bei Wechselwirkung von mehreren Massen die ti" sicher 
nicht iiberall verschwinden. 

Die endgiiltige Klii.rung des Sa.chverhaltes brachte schlieBlich 
Einsteins Arbeit "Der Energiesatz in der allgemeinen Relativitii.ts­
theorie"35&). Es wird hier der Beweis erbra.cht, daB die Werte (447) 

349} H. Bauer, Phys. Ztschr. 19 (191S), p. 163. 
3498o} Vgl. dariiber z. B. M. Abraham, Jahrb. f. Rad. u. E1. 11 (1914,), p. 670, 

1. c. Anm. 272}. 
360) H. A. Lorentl, Amst. Veral. 26 (1916), p. 46S, 1. c. Anm. 100}. 
361} T. Levi-CifJita, Rend. Acc. Linc. (6) 26 (1917), 1. m.Irte, p. 3S1. 
362} A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 1M, 1. c. Anm. 342}, § 6. 
363} A. Einstein, Pbys. Zt&chr. 19 (191S), p. 115. 
364.) A. Eifl8tein, Berl. Ber.19IS, p. 44S; siebe auch F. Klein, tJber die Into­

gr8oIform der Erh8oltnng&s!l.tze und die Theone der ril.umlich geschiossenen Welt, 
Glltt. Nachr., math.-phys. Kl., 1915, p. 394. 
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fur Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems 
in ziemlich weitgehendem MaZe yom Koordinatensyatem unabhingig 
sind, obwohl die Lokalisation der Energie in den verschiedenen Ko­
ordinatensystemen im allgemeinen vollig verschieden auaiallt. Dieser 
Beweis wurde hemach von Klein S5I.) vervollstiindigt (vgL Nr. 21). Man 
muB hiemach zwar den Werlen der t/ selbst jede physikalische Be­
deutung absprechen, d. h. es gelillgt nicht, die Lokalisation von 
Energie und Impuls im Gravitationsfeld in allgemein kovarianter und 
physikalisch befriedigender Weise durchzufiihren. Aber die lntegral­
werle (447) haben einen bestimmten physikalischen Sinn Die Be­
deutung der Gleichung (406) liegt nur darin, daB sie die Anderung 
der materiellen Energie eines abgeschlossenen Systems in einfacher 
Weise zu berechnen gestattet. 

Der Beweis der Invarianz der durch (447) definierlen GraBen J" bei 
gewissen, weiter unten angegebenen Koordinatentransformationen ist 
sehr einfach zu fiihren. Es sei ein begrenztes abgeschlossenes System 
gegeben. AuBerhalb eines gewissen Bereiches B desselben sei das 
Linienelement das der speziellen Relativitatstheorie (Galileisches Ko­
ordinatensystem). Wir betrachten zunachst nur solche Koordinaten K, 
die auBerhalb B mit einem Galilelschen Koordinatensystem uberein­
stimmen. Polarkoordinaten sind dadurch z. B. ausgeschlossen. Dann 
verschwindet der Integrand von (447) auBerhalb der Weltrohre B und 
aIle V oraussetzun gen der N r. 21 sind erflillt. A us dem dort Gesagten 
folgt: Erstens: Die Integralwerte von Impuls und Energie sind unab­
hangig von der Koordinatenwahl innerhalb B, wenn sich die Koordi­
naten nur stetig an eiD Galileisches System auBerhalb B anschlieBen. 
Und zweitens: Die GroBen ~ verhalten sich gegeniiber linearen Ko­
ordinatentransformationen - wobei jetzt also auch auBerhalb B die 
Koordinatenwerte veraudert werden - wie die kovarianten Kompo­
llenten eines Vektors. nber einen analogen Invarianzsatz fur die raum­
lich geschlossene Welt siehe die folgende Nr. 

Es bleibt noch die Frage zu erortern, ob die GroBen tl' durch 
die Gleichungen (406) eindeutig bestimmt sind, d. h. ob es nicht noch 
andere GraBen w/ als die durch (405), (183), (185) gegebenen GroBen 
tl' gibt, welche das Gleichungssystem (406) zufolge der Feldglei­
chungen (401) identisch befriedigen. Wie zuerst lirrentz 350a) gezeigt 
hat und wie auch Klein S55) hervorhebt, ist letzteres in der Tat der 
Fall, sobald man zugibt, daB die w/ auch die zweiten Ableitungen der 

360a) H . ..4. Lorentz, 1. c. Anm. 360). 
355) F. Klein, G1!tt. Nachr. 1918, p. 235, 1. c. Anm. 103). 
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gilt enthalten dun en. Physika.lische Grande lassen sich gegen diese 
Moglichkeit n:icht beibringen. Man erhii.lt dann natilrlich verschiedene 
Werte ff1r die Gesamtenergie eines Systems, je nachdem ob die Ein­
steinschen tl oder die .Lorentzschen wl' zugrunde gelegt werden. 

Von der Gleichung (406) macht EinsteinS(6) eine wichtige An­
wendung auf die Emission und Absorption der Gmvitationswellen, 
deren Feld in Nr. 60 erortert wurde. WenD in einem materiellen 
System Schwingungen oder auOO sonstige Bewegungen vor sich gehen, 
so folgt aus der Theorie, daB das System Wellen ausstrahlt, und zwar 
ist die Ausstrahlung bestimmt durch die dritten Ableitungen seiner 
Trii.gheitsmomente 

(448) Dn =JI'O:t:Jtdx1dx'dzS (i, k = 1,2,3) 

nach der Zeit. Der Energiestrom der Ausgestmhlten Welle lings der 
x1-Achse ist 

(449) 
.... . .. 

6 = _k_ [(DIt - D.1) 11+ (n )'1 
1 8nci r l 2 IS J 

(Ie = gewohnliOOe Gravitationskonstante) 

und die gesamte pro Zeiteinheit nach allen Richtungen ausgestrahlte 
Energie 

(450) dE k [~... 1 (~ H. )1-] 
- Tt = lOci ~D~k -8 ~Dii J-

i,A: i 

Letztere ist nach (449) stets positiv. Die ausgestrahlte Energie ist 
so klein, daB sie zu keinen astronomischen Eft'ekten Veranlassung gibt, 
die innerhalb der hierbei in BetraOOt kommenden Zeitriume bemerk-
bar waren. Sie ist jedoch von prinzipieller Bedeutung ffir die Atom- H21 

physik. Einstein vertritt die Ansicht, daB die Quantentheorie auch 
die GravitatioDstheorie wird modifizieren musseD. 

Ihnlich berechnet sich die absorbierte EDergie. Es falle eiDe 
GravitatioDswelle vom Typus (444), (445), (446) lings der x1-Achse 
auf ein materielles System, desseD DimensioneD klein seien gegeniiber 
der Wellenlinge der einfallenden Welle. Dann ist die pro Zeiteinheit 
absorbierte Energie gegeben dureh 

(451) dE = ~[qrlS jj + ~ o(rll - rIB) • .!. (D - jj )] 
dt 2 at liS 2 at 2 ft as, 

wobei sich die GraBen "'SI "." "as auf das Wellenfeld beziehen. 17 

62. KocWlkation der Fe1dgleiohungen. Belativitit der Trig-

heit und riumlioh-geaoblossene Welt.S5i) a) Das Macksche Prinlip. 18 

866) ..4.. Einstein, 1 c. ADm. 842). 
867) Die in dieBem Abschnitt dargelegten Gedanken Bind in .A. EiflBfmu 

Arbeit "KoBmologi8che Betrachtungen zur allgemeinen Relativitll.tstheorie" (Berl. 
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In Nr.58 war von der Perihelbewegung des Merkur schlechtweg die 
Rede, ohne daB eine niihere Angabe gemacht wurde, wodurch das dort 
verwendete Koordinatensystem Ko, relativ zu welchem diese Perihel­
bewegung gemessen werden soIl, physikalisch bestimmt ist. Dieses 
ist vor allen anderen relativ zu Ko gleichformig rotierenden Bezugs­
system en K durch die Kugelsymmetrie des G-Feldes und vor allem 
durch das Verhalten der gil' im rii.umlich Unendlichen ausgezeichnet; 
die gil, nehmen namlich dort ihre Normalwerte an. Die Grenzbedin­
gungen filr das raumlich Unendliche, die zur vollstandigen Bestimmung 
der gil: aus den Lagen und Geschwindigkeiten der Massen, allgemeiner 
aus dem materiellen Energietensor Tiki den Differentialgleichungen des 
G-Feldes noch hinzugefiigt werden, zeichnen gewisse Koordinaten­
systeme Ko vor anderen aus. Bei der Frage der Relativitiit der 
Zentrifugalkriifte (Nr. 60) hatte sich diese Schwierigkeit besonders 
stark fiihlbar gemacht. Diese Auszeichnung von gewissen Koordinaten­
systemen durch die Grenzbedingungen ist zwar mit dem Postulat 
der allgemeinen Kovarianz nicht logisch unvereinbar, widerspricht 
aber dem Geist einer relativistischen Theorie und muB als schwerer 
erkenntnistheoretischer Mangel bezeichnet werden. Einstein 358) be­
leuchtet ihn drastisch durch ein Gedankenexperiment mit zwei relativ 
zueinander um ihre Verbindungslinie rotierenden Fliissigkeitsmassen. 
Er haftet nicht nur der klassischen Mechanik und der speziellen Re­
lativitiitstheorie an, sondern auch der im vorhergehenden entwickelten, 
auf den Gleichungen (401) basierenden Gravitationstheorie. Er wird 
erst beboben, wenn die Grenzbedingungen in allgemein kovarianter 
Weise festgelegt sind. 

Wir stellen also die Forderung auf: Das G-Feld soll dwrch die 
Werle des Energietensors (TiJ allein in eindeutiger, allgemein kovarianter 
Weise bestimmt sein. Da Mach 859) bereits den hier erwiihnten Mangel 
der Newtonschen Mechanik klar erkannt und die absolute Beschleu­
nigung durch eine Relati vbeschleunigung gegen die iibrigen Massen 
des Weltalls ersetzt hat, nannte Einstein 360) dieses Postulat gelegent-

H22 lich Machsches Prinzip. Insbesondere ist zu fordern, daB die Triig­
heit der Materie durch die umgebenden Mass en allein bestimmt ist, 
also verschwinden soll, wenn aIle iibrigen Massen entfernt werden, 

Ber. 1917, p. 142) entwickelt. (Auch abgedruckt in der Sammlung "Das Relati­
vitl1tsprinzip".) 

368) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49, 1. c. Anm. 279), § 2. 
369) E. Mach, Mechanik, Kap. II, Nr. 6; Die Geschichte und die Wurzel 

des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, Zusatznote 1. 

360) A. Einstein, Ann. d. Phys. 66 (1918), p. 241. 
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weil es vom relativistischen Standpunkt aus keinen Sinn hat, von 
einem Widerstand gegen absolute Beschleunigungen zu sprechn (Re-
lativitiit der Triigheit). 17 

b) Betrachtungen uber das statistische GZeiCkgewichtdes Fixstern­
systems. Das l-GZied. Auch abgesehen von der Frage der Grenz.­
bedingungen im riumlich Unendlichen staBt man noch auf eine wei­
tere Schwierigkeit, wenn man die bisher verwendeten Feldgleichungen 
auf das Fixstemsystem als Ganzes anwendet. Die lrberwindung der­
selben wird dann auch die Erfiillung der unter a) gestellten Forde­
rungen mit sich bringen. 

Schon C. Neumann 361) und SeeligerS61) haben darauf hingewiesen,. 
daB das N ewtonsche Gravitationsgesetz nur dann strenge giiltig sein 
kann, wenn die Massendichte des Weltalls fiir r-+ 00 schneller als 

.; zu Null konvergiert. Sonst wiirde namlich die von allen Massen ,. 
des Weltalls auf einen Massenpunkt ausgeiibte Kraft unbestimmt seine 
In einer folgenden Abhandlung 86S) diskutiert Seeliger weiter die Mag­
lichkeit, daB die Massendichte zwar in beliebigen Entfernungen von 
Null verschieden bleibt, das Newtonsche Potential dagegen durch das 
mit der Entfernung rascher abklingende Potential 

e-VIr 
W=,A--,. 

zu ersetzen sei. Dieses Potential war bereits in anderem Zusammen-­
hange von C. Neumann aM) mathematisch untersucht worden. Es 
kommt darauf hinaus, die Poissonsche Gleichnng 

(A) LlW = 4nkp.o 
durch 
(B) LlW -lW = 4nkp,o 

zu ersetzen. Die Schwierigkeit, die bei der N ewtonschen Theorie auf­
tritt, verschwindet dann. 

Gegen die erste Moglichkeit - strenge Giiltigkeit des N ewton­
schen Gesetzes und hinreichend schnelles Abnehmen der Massendichte 
im Unendlichen - lassen sich nun nach Einstein gewichtige Griinde 
vorbringen, wenn man sich auf den Standpunkt stellt, daB sich das 

361) O. Neumann, Abh. d. Kgl. sil.chs. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, math.-nat 
KL 26 (1874), p. 97. 

362) H. V. SeeZiger, Ask Nachr. 137 (1891», p. 129. 
363) H. v Beelige,., Miinch. Ber. 26 (1896), p. 373. 
364) C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen liber das Newtonsche Prin­

zip der Fernwirkungen, Leipzig 1896, vgl. insbesondere p. 1. 
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ganze Sternsystem im statistischen Gleichgewicht befinden muS. Ware 
das Potential in groBen Entfernungen endlich (also die Massendichte 
hinreichend stark abnehmend), so miiBte es vorkommen, daB ganze 
Himmelskorper das Fixstemsystem verlassen, dieses mii8te also "ver­
Oden", und zwar nach den Gesetzen der statistischen Mechanik so 
lange, als die gesamte Energie des Sternsystems groBer ist als die 
Arbeit, die erforderlich ist, um einen einzigen Himmelskorper ins Un­
endJiche zu entfemen. Auch der schon durch C. Neumanns und See­
ligers Untersuchungen ausgeschlossene Fall eines unendlich hohen Po­
tentialwerles in sehr groBen Entfernungen (also die Massendichte bis 
ins Unendliche reichend oder nicht geniigend schnell abnehmend) ver­
bietet sich nsch Einstein, weil dies mit der Tatsache im Widerspruch 
stUnde, daB die beobachteten Stemgeschwindigkeiten verhaltnismaBig 
klein sind. Bei Giiltigkeit von (B) verschwinden jedoch aIle diese 
Schwierigkeiten. Denn es ist dann eine gleichmii.Bige Massenverteilung 
der Materie von der Dichte 1-'0 und dem (raumlich konstanten) Potential 

-ink 
W = - -l- llo 

dynamisch moglich. 
Genau analog wie in der Newtonschen stellt sich in der relati­

vistischen Theorie die Saehlage dar. Hiilt man an den Gleichungen 
(401) fest, so erweist es sieh nach Einstein als unmoglich, die Grenz­
bedingungen so aufzustellen, daB zugleieh dem "Verodungseillwand" 
begegnet und der Tatsache der geringen Sterngeschwindigkeiten Reeh­
nung getragen wird. Man bnn jedoch die Feldgleichungen in einer 
Weise modifizieren, die dem Ubergang von (A) zu (B) vollig analog 
ist. In der Tat haben wir bei der Aufstellung der Feldgleichungen 
in Nr. 56 das zu g,k proportionale Glied cagu in (400) einfach fort­
gelassen, was weder durch die allgemeine Kovarianz noeh durch den 
Impuls-Energiesatz der Materie geboten war, und konnen es jetzt in 
die linke Seite von (401) aufnehmen, wobei wir im Anschlu.13 an 
Einstein - l fur Ca sehreiben: 

(452) G'k -19i1< = - "Til,' 

Durch Verjiingung ergibt sieh daraus noeh 

(453) 
und 
(452 a) 

Es folgt sofort, daB bei Zugrundelegung der so modifizierten Feld­
gleichungen eine mit konstanter Ma.ssendiehte angefiillte Welt im 
Gleiehgewieht ist. Und zwar erweist sie sieh als elliptisch oder sphii.-
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risch, also riiumlich geschlossen. Macht man namlich den besonderen 
Ansatz 

(454) git = h/ + al-[(XI)I~~I)~+(XS)J]' gil. =0, g«=-I, (i,k=I,2,3) 

so wird nach Nr. 18, (117), (118), (119), (130): 
2 6 1 

Ru = - algik, R = - a" Gil; = a l gik, (fiir 'i, k = 1,2,3) 

R;.I.=Ru=O. 
Ferner wird 

TH, = !LoC2, die iibrigen T,k = 0, T = - !LoC2; 

die Gleichungen (452) sind also erfullt, wenn 

(455) l = -; = .!. 'wocll = 4 n k 1'0 • 
a 2 I c' 

Aus den Feldgleichungen (401) wiirde dagegen wegen 1 = 0 auch 
1 

! = fLo = 0 folgen. a 

Da die We]t sich in diesem Beispiel und voraussichtlicb auch 
bei allgemeineren Massenverteilungen rliumlich geschlossen ergibt, so 
sind Grenzbedingungen im Unendlichen nicht weiter erforderlich. Die 
Feldgleichungen (452) beseitigen also nicJtt nur den KOIl{likt der Heinen 
Sterngeschwindigkeiten mit der statistischen Mechanik, sondern auch den 
oben erwiihnten erkenntnistheoretischen Mangel, welcher der friiheren 
Fassung der Theorie anhaftet. Man hat sich vorzustellen, daB die 
Losung (454) der Feldgleichungen das mittlere Verhalten der Welt­
metrik wiedergibt. N ur in der Nahe von einzelnen Massen werden 
die gik merklich von den Werten (434) abweichen. Bei Massen­
systemen, deren Dimensionen klein gegen dies en jedenfalls auBer­
ordentlich groBen Krummungsradius sind, wie z. B. beim Planeten­
system, wird man das l-Glied vernachlassigen konnen, und die LB­
Bungen der Feldgleichungen (401) werden ihre Giiltigkeit behalten. 
Auch das Machsche Prinzip scheint durch die Feldgleichungen (452) 
erfiillt zu sein, ohzwar eill allgemeiner Beweis dafur noch nicht er­
hracht ist. Wahrend namlich die friiheren Gleichungen (401) hei ver­
schwindender Materie die allgemeine Losung gik = konst. besitzenS65), 

ist dies bei den Gleichungeu (452) nicht der Fall, sondern es muB 
dann gu = 0 sein. In einem vollig leeren Raum giibe es iiberhaupt 
kein G-Feld; weder eine Lichtfortpflanzung, noch die Existenz von 

366) DaB dies die einzige Losung der friiheren Gleiehungen (401) fiir den 
vollig materiefreien Raum ist, ist bisher noch nieht im allgemeinen Fall be­
wiesen. Fiir den statischen Fall hat jedoeh R. Serini, Rend, Aee. Line. (5) 27 

(1918), 1. Halfte, p. 2:15, einen Beweis des Satzes gegeben. 19 
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MaBstii.ben und Uh~n waren dann moglich. Damit hiingt zusammen, 
daB auch das Postulat der Relativitit der Triigheit befriedigt ist. 
Allerdings hat de SitterS") auch lur den vollig leer-en Raum eine von 
guo = 0 verschiedene Losung der Feldgleichungen (452) gegeben, nam­
lich eine vierdimensional-pseudosphii.rische Welt 

(466) 

(457) 

x':xI' 
UU=Jii+ 4. , (i,k=I,2,3,4jx'=ict) 

al - ~(:x;i)1 
1 

3 
Tu =uo = 0, 1 = (j" 

im Gegensatz zur "ZyIinderweIt" Einsteins, die durch (454) gegeben 
ist. Jedoch verlrat Einstein867) die Anschauung, daB erstere Losung 
nicht iiberall regular ist, so daB sie eigentlich nicht das G-Feld einer 
Jeeren WeIt, sondem einer Welt mit fiachenhaft verteilter Masse dar­
stant. Zu einem iibereinstimmenden Resultat kam WeylS68). Die-

H23 Frage ist jedoch noch nicht endgiiltig geklii.rt. 
Die astronomischen Konsequenzen der Feidgleichungen (452) wer­

den diskutiert von de Sitter S89) und Le:nse870). Man vgl. dazu aucn 
den Arl. VI 2, 22 von Kottler. 

c) Die Energie der geschlossenen Welt. Ebenso wie die Glei­
chungen (401) lassen sich auch die Gleichungen (452) aus einem 
Variationsprinzip ableiten. Man braucht nur zur WirkungsfunktiQIl! 
(404) noch den Term 21 V-g hinzuzufiigen: 

(458) J!""5dx = 0, 

(459) ~ = ffi + 21 Y U + x9R. 

Auch gilt wieder der Energiesatz in der Form (406): 

(460) o(Xf + if) _ 0 
oxk -, 

friiheren GroBen t/ noch -~ J/ subtrahierl: 
x 

wenn man von den 

(461) i.k = t.k - .!:. J}. 
I I ". 

366) W. de Sitter, Amst. Proc. 19 (1917), p. 1217 u. 20 (1917), p. 229. 
367) A. Einstein, BerI. Ber. 1918, p. 270; De Sitters Erwiderung: Amat. ProC". 

20 (1918), p. 1309. 
368) H. Weyl, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 31; vgl. auch F. Klein, Giltt. 

Nachr. 1918, I. c. Anm. 354), insbes. § 9. Es werden hier die geometrischen Ver­
hil.ltnisse eingehend diskutiert. 

869) W. de Sitter, Monthly Not. Roy. Astr. Soc. 78 (1917), p. 3. 
370) J. Lense, Wien. Ber. 126 (1917), p. 1037. 
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Diese Uberlegung findet sich in der eingangs [Anm. 357)] zitierten 
Einsteinschen Arbeit angedeutet und bei Klein S71) naher ausgefiihrt. 

Es fragt sich nun, ob der in Nr. 61 bewiesene Satz der Unab­
hiingigkeit des Integralwertes der Energie yom Koordinatensystem 
auch fur die Gesamtenergie der geschlossenen WeIt gilt. Hierzu ist 
deshalb eine neue Uberlegung notig, weil friiher der Satz unter der 
V oraussetzung bewiesen wurde, daB auBerhalb des betrachteten abge­
schlossenen Systems die gik gleich + ~/ werden, was hier offenbar 
nicht der Fall ist. Mit dieser Frage beschiiftigten sich EinsteinS1'r) 

und Klein s12). Es muB gezeigt werden, daB gewisse OberHacheninte­
grale verschwinden. Bei speziellen Koordinatensystemen wurde bereits 
von Einstein nachgewiesen, daB dies in der Tat zutrifi't, einen allge­
meinen Beweis gibt Grommer S1S). Es zeigt sich uberdies, daB sowohl 
der Gesamtimpuls als aiIch die Gesamtenergie der geschlossenen Welt, 
soweit Sle yom Gravitationsfeld herruhren, verschwinden: 

(462) J~4.dXldx2dxS = O. 

Setzt man jedoch an Stelle der Einsteinschen Energiekomponenten 
die in Nr. 61 erwiihnten Lorentescheu, die auch die zweiten Ableitungen 
der gil: enthalten, so wiirde, wie Klein gezeigt hat, die Gesamtenergie 
des Gravitationsfeldes nicht mehr verschwinden. 

V. Theorien fiber die Natur der elektrischen Elementar­
teilchen. 

63. Elektron und spezielle Rela.tivitiitstheorie. Schon seit langer 
Zeit war man bemiiht, alIe mechanischen Eigenschaften des Elektrons 
auf elektromagnetische Prinzipien zuriickzufiihren. Die Bewegungs­
gleichung 

(463) d@l = ~ 
dt 

(@ = Impuls des Elektrons, ~ = iiufJere Kraft) 

wird hierbei so gedeutet S14.): Man stent die Postulate auf, daB erstens 
alle auf das Elektron wirkenden Krafte elektromagnetischer Art sind, 
also durch den Lorentzschen Ausdruck (215) gegeben sind, und zwei­
tens die auf das Elektron wirkende Gesamtkraft stets verschwinden soli: 

(464) J~ {~ + ~ [boP]} d V = O. 

371} F. Klein, Gott. Nacbr. 1918, p. 236, I. c. Anm. 103), Zusatz am SchluB. 
372) A. Einstein, Berl. Ber. 1918; F. Klein, Gott. Nachr. 1918, p. 394, 1. c. 

Anm.364). 
373) J. Grommer, BerI. Ber. 1919, p. 860. 
374) Man vgl. hierzu Art. V 14 dieser Encykl. von H. A. Lorentz, Nr. 21. 
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Die Integration ist hierin iiber ein Elektron zu erstrecken. Diese Ge­
samtkraft kann man nun in zwei Teile teilen. Eine vom au8eren 
FeLd herriihrende Kraft 

.(Q {~a + : [\)~a]} dV = ~, 
die auf der rechten Seite von (463) steht, und eine vom Elektron auf 
sich selbst ausgeiibte Kraft, die nach dem ImpuIssatz gleichgesetzt 
werden kann 

@J bedeutet darin den elektromagnetischen Impuls des Eigenfeldes des 
Elektrons. Bei nicht allzu groBen Beschleunigungen (quasistationiirer 
Bewegung) ~ann dafiir derjenige Impuls genommen werden, welcher 
der gleichiormigen Translationsbewegung des Elektrons mit der be­
treffenden Momentangeschwindigkeit entspricht. Er ist natiirlich ab­
hiingig von der Ladungsverteilung im Elektron. 

Die naheliegendste Annahme war die, daB das Elektron vollkommen 
starr sei. Die Theorie fiir diesen Fall wurde vollstandig von Abra­
ham S75) durchgefiihrt. 1m Jahre 1904 zeigte jedoch B. A. Lorents 376), 

daB nur dann der Impuls des Elektrons in einer solchen Weise von 
der Geschwindigkeit abhiingt, daB die Folgerungen mit dem Relati­
vitiitsprinzip im Einklang stehen, wenn eine Kontraktion des Elek­
trons in der Bewegungsrichtung im Verhiiltnis 'Vl ~ ~2 : 1 ange­
nommen wird. Und Einstein 37,) zeigte hierauf, daB die Abhiingigkeit 
von Energie, Masse und Impuls von der Geschwindigkeit aus dem 
Relativitiitsprinzip allein folgt, ohne da8 irgendeine Annahme iiber 
die Natur des Elektrons gemacht werden muB (vgl. Nr. 29). Man 
bnn deshalb auch umgekehrt aus den Beobachtungen iiber die Massen­
veriinderlichkeit keinen AufschluB iiber die N atur des Elektrons er­
halten. 

Es ist jedoch leicht zu sehen, daB das Relativitiitsprinzip die 
Existenz einer Energie llicht elektromagnetischer Art beim Elektron 
zur zwingenden Konsequenz hat, wenigstens solange man auf dem 
Boden der Maxwell-Lorenisschen Theorie bleibt. Es wurde dies zu­
erst von Abraham 378) hervorgehoben. Nehmen wir zuniichst an, daB 
die Ladungsverteilung im ruhenden Elektron kugelsymmetrisch ist. 

376) M. Abraham, Ann. d. Phys. 10 (1903), p. 105. Siehe auch H. A. Lo-
"ent8, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 21. 

376) H. A. Lorentz, Amst. Vers\. 1904, 1. c. ADm. 9). 
377) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 891, 1. c. Anm. 11), § 10. 
37S) M. Abraham, Phys. Ztschr. 5 (1904), p. 676; Theorie d. Elektrizitllt 2, 

p. 205, Leipzig 1905, 1. Aufi. 
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Dann gilt fiir Energie und Impuls des bewegten Elektrons, soweit 
sie elektromagnetischer Art und durch die Maxwell-Lorentzschen Aus­
driicke gegeben sind, nach (351): 

(351) 

4 Eo 
aCt 

@=u---
Vi-PI' 

Waren diese Ausdrucke zugleich Gesamtellergie und Gesamtimpuls, 
so miiBte nach (317), (318) geIten 

E f(lldd~) dt .r(U~~)d{1. 
Dies ist jedoch nicht der Fall, vielmehr hat das Integral der rechten 

Seite den Wert .i E 
S 0 + konst. 

Vl-pt 

Nimmt man den Impuls im Gegensatz zur Energie als rein elektro­
magnetisch an, so foIgt fur die gesamte Energie Eo bzw. E des 
ruhenden bzw. bewegten Elektrons, sowie fur die Ruhmasse 

.- Eo E~ 4, E Eo 4 Eo (465) E = --. -- 0 =-8 0, mo = -c1 = -3 -cl· Vi-PI' 
Die Ruhmasse mo ist dabei definiert durch 

@= mou 
Vi-pi 

Diese Relationen sind mit dem Satz von der Tragheit der Energie 
im Einklang, wie es sein muB (die additive Konstante in E wurde 
bereits dies em Satz entsprechend festgelegt). Die Gesamtencrgie des 
ruhenden Elektrons ist gleich {- dcr Lorentsschen elektromagnetischen 
Energie desselben. 

Es hat nach den bisherigen Betrachtungen den Anschein, als ob 
das starre Elektron der Absoluttheorie mit einem rein elektromagne­
tischen Weltbild - oder besser gesagt, mit dem speziellen elektro­
magnetischen Weltbild, das auf der Maxwell-Lorentzschen Theorie 
basiert - vereinbar ware im Gegensatz zu dem Elektron, wie es von 
der Relativitiitstheorie gefordert wird. Dies ist jedoch aus folgendem 
Grunde nicht richtig. Die Starrheitshypothese ist ein der Elektro­
dynamik vollstiindig fremdes Element. Hatten wir sie nicht einge­
fiihrt, so hatten wir verlangen mussen, dalS nicht nur die an dem 
Elektron angreifende Gesamtkraft verschwindet [Gl. (464)], sondern 
sogar die an jeder einzelnen Stelle angreifende Kraft: 

() {~+ ~ [tJ~]} =0. 

Es ist kIar, daB mit dieser Forderung aine ruhende Ladung (tJ = 0) 

221 



752 V 19. W. Pauli jr. Relativitatstheorie. 

unvereinbar ist, es folgt ~ = 0 (man beachte die Beziehung div ~ = (J). 
Wir sehen also: Die Maxwell-Lorentzsclze Elektrodynamik ist mit der 
Existenz von Ladungen iiberlzaupt unvereillbar, sofem sie nicht durch 
illr wesensfremde theoretische Elemente ergiinzt wird. Das Elektron der 
Absoluttheorie hat also in Wil'klichkeit, was die rein elektromagne­
tische Auffassung anlangt, vor dem Elektron der Relativitatstheorie 
nichts v<>raus. Es ist auf jeden Fall notig, Kriifte einzufiihren, welche 
den Coulombschen AbstoBungskraften der Ladung des Elektrons auf 
sich selbst das Gleichgewicht halten, und diese Krafte resultieren nicht 
aus der Maxwell· Lorentzschen Elektrodynamik. Schon Poincare319 ) 

erkannte diese Notwendigkeit und flihrte rein formal einen skalaren 
Kohasionsdruck p ein, iiber dessen Natur er keine Aussagen machen 
konnte. Allgemein ist das Problem des ElektroDs so zu formulieren: 
Der Impuls-Energietensor 8ik der Maxwell-Lorentzschen Elektrodyna­
mik ist durch solche Terme zu ergiinzen, daB die Erhaltungssatze 

01'~ 
(341) -' =0 

OXk 

fiir den gesamten Impuls-Energietensor mit der Existenz von Ladungen 
vereinbar werden. Die Zusatzterme miissen jedenfalls von physika­
lischen ZustandsgroBen abhangen, die durch Differentialgleichungen 
kausal bestimmt sind. (In Nr. 4-2 hatten wir flir den Energietensor 
eines isolierten Elektrons den phanomenologischen Ansatz fl'OUiUk 

gemacht.) Inwiefern diese Formulierung vom Standpunkt der allge­
meinen Relativitatstheorie zu modifizieren ist, wird in Nr. 65 und 66 
erijrtert werden. 

Wir konnen jetzt auch die von Ehrenfest 380) aufgeworfene Streit­
frage beantworten, ob fur ein schon in der Ruhe nicht kugelsymme­
trisches Elektron eine gleichfOrmige Translationsbewegung nach jeder 
Riehtung hin kriiftefrei moglich ist. Es wird nii.mlich in diesem Fall 
der -elektromagnetische Impuls des bewegten Elektrons nicht immer 
die Richtung der Geschwindigkeit haben, so daB die elektromagne­
tisch en Krafte ein Drehmoment auf das Elektron ausiiben werden. 
D~ Yerhii.ltnisse sind jedoch, wie LaueS81) betont hat, vollig analog 
denjenigen beim Trouton-Nobleschen Versuch. So wie dort das elektro­
magn-etische Drehmoment durch das vom elastischen Energiestrom 
hervorgerufene kompensiert wird, erfolgt die KompensatioD hier durch 
den Ener.giestrom, der durch die oben erwiihnten Zusatzterme im Im-

379) H. Poincare, Rend. Pal. 21 (1906), p. 129, 1. c. Anm. 40). 
380) P. Ehren(est, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 204; Bemerknng hierzu von 

.A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 206. 
381) M. tJ. La1,e, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 524, 1. c. Anm. 240). 
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puIs-Energietensor dargestellt wird. Die Einfiihrung dieser Zusatz­
terme erweist sieh nieht erst beim bewegten, sondern schon beirn 
ruhenden Elektron als notwendig. Die Ehren{estsehe Frage ist also 
zu bejahen. 

Es bleibt noeh die Frage zu erortern, was von diesem the ore­
tischen Standpullkt aus und was erfahrungsgemiiB iiber die Dimen­
sionen des Elektrons ausgesagt werden kann. Er{ahrungsgetniifJ wissen 
wir heute mit ziemlieh groBer Wahrseheinliehkeit, daB aile Materie 
letzten Endes aus Wasserstoffkernen und Elektronen besteht. Alles 
was wir bisher iiber das Elektron sagten, gilt natib'Zich auch {iir den 
Wasserstofflcern. Die Erfahrung hat liber die Dimension dieser Teil­
chen nur gelehrt, daB sie sieher nicht groBer als 10-18 cm sind, d. h. 
daB sich zwei solche Teilchen in diesel' Entfernung in bezug auf die 
Krafte, die sie aufeinander ausliben, praktisch noch wie Punktladungen 
verhalten. DaB die Dimensionen der Teilchen noch viel kleiner sind 
als 1O-1s em, wird durch die bisherigen Erfahrungen nicht ausge­
sehlossen. Theoretisch kann man nur vom Standpunkte del' Lorentz­
schen Anschauungen aus bestimmte Aussagen machen, namlich fol­
gende: Eine mit gleichmaBiger Oberflachenladung belegte Kugel vom 
Radius a hat die Energie 

wenn e die in Heavisidesehen Einheiten gemessene Gesamtladung be­
deutet. Aus (405) folgt dann 

(466) el 

0=--' 
6nmocl 

Eine Verii.nderung der Annahme liber die Ladungsverteilung wlirde 
nur den Zahlenfaktor modifizieren, nieht die GroBenordnung des a­
Wertes. Dieser ergibt sieh aus den bekannten Ruhmassen fiir Elektron 
und Wasserstoffkern, fiir ersteres von del' GroBenordnung 10-18 em, 
fiir dies en entsprechend seiner groBeren Masse ca. 1800 mal kleiner. 
Es muB jedoeh bemerkt werden, daB diese Betrachtung auf sehr 
sehwacben theoretischen Grundlagen steht. Sie beruht niimlich, wie 
wir gesehen haben, auf folgenden Hypothesen: 

1. Die Ladungsverteilung des ruhenden Elektrons (H-Kerns) ist 
kugelsymmetriseh. 

2. Der gesamte Impuls des bewegten Elektrons (H-Kerns) iet durch 

den Ausdruck @ = : J[(%.p] d V del' Maxwell-Lorentzschen Theorie 

gegebenj diese wird also auch bei auBerster Konzentration der La­
dungen und Felder noch als giiltig angenommen. 
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Besonders die zweite Hypothese erscheint bedenklich. Eine em­
pirische Stiitze fiir die so berechneten Dimensionen, insbesondere fiir 
die theoretische Ji'orderung", daB der Radius des Wasserstoffkerns 
wesentlich kleiner sein muB als der des Elektrons, Hi.Bt sich aus dem 
bis jetzt gesammelten Erfahrungsmaterial in keiner Weise find en. 381&) 

64-. Die Theorie von Mie. Den ersten Versuch, eine Theorie 
aufzustellen, welche von der Existenz der elektrischen Elementarteil­
chen Rechenschaft gibt, hat Mie S82) unternommen. Er stellte sich die 
Aufgabe, die Feldgleichungen und den Impuls-Energietensor der Max­
well-Lorentsschen Theorie so zu verallgemeinern, daB im Innern der 
elektrischen Elementarteilchen den Coulombschen AbstoBungskriiften 
durch andere Krafte, die ebenfalls elektrischer Natur sind, das Gleich­
gewicht gehalten wird, au6erhalb der Teilchen jedoch die Abwei­
chungen von der gewohnlichen Elektrodynamik unmerklich bleiben. 

Das erete System del' Maxwellschen Gleichungen 

(203) iJFik + oFu + oFkl _ 0 
OX' iJxk ox' - , 

aus dem die Existenz eines Viererpotentiale folgt, 

(206) F Orpk Orpi 
U = ax' - Oxk 

(vgl. Nr. 28), behalt Mie beL Ferner wird der Viererstrom jedenfalls 
die Kontinuitiitsgleichung 

'Oak 
(197) oxk = 0 

erfiillen miissen. Daraus folgt die Existenz emes Fliichentensors 
Hil< = - Hii, welcher der Gleichung 

. iJHik 
(467) s' = ox" 

geniigt. Dabei faBt Hii die Vektoren ~ und .t) zusammen, ebenso 
wie Fi" die V ektoren (i und ?S. Man sieht, daB fur Hik = Fi" die 
Gleichungen in die der gewohnlichen Elektrodynamik iibergehen und 
daB sie formal mit denen der phanomenologischen Elektrodynamik m 
ponderablen Korpern iibereinstimmen. 

381 a) Wir konnen in diesem Pnnkte der Darstellung in M. Borns Bueh, Die 
Relativitatstheorie Einsteins, Berlin 1920, p. 192 nieht beistimmen. 

382) G. Mie, Grundlagen einer Theorie der Materie, Ann. d. Phys. 37 (1912), 
p. 511; 39 (1912), p. 1; 40 (1913), p. 1. Vgl. aueh die Darstellung bei M. Born, 
Gott. Naehr., math.-phys. Kl. 1914, p. 23, wo die Analogie der Ableitung des 
Impuls-Energiesatzes aus dem Wirkungsprinzip der Mieschen Theorie zur Ab­
leitung des Energiesatzes aus dem Hamiltonschen Prinzip in der gewohnliehen 
Mechanik herausgearbeitet wird. Ferner H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Auf!. 
1918, § 25, p. 165; 3. Auf!. 1920, § 25, p. 175. 
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Nun bekommen aber diese Feldgesetze einen neuen physikalischen 
Inhalt durch folgenden entscheidenden Ansatz: Die Vektoren Hlk und 
i' sollen universelle Funktionen von F.k una fIJI sein: 

(467 a) Hlk = Uik(F, fIJ), sk = vk(F, fIJ). 

Die ersten sechs Beziehungen unterscheiden sich von denen der phii­
nomenologischen Elektrodynamik wesentlich dadurch, daB Hik auch 
explizite von fIJi abhangt. In der Mieschen Theorie haben nicht nur 
Potentialdiiferenzen, sondem auch der Absolutwert des Potentials eine 
reale Bedeutung. Die Gleichungen bleiben nicht unverandert, wenn 
man fIJ durch fIJ + konst. ersetzt. Wir werden spater sehen, daB aus 
diesem Umstand der Mieschen Theorie eine emstliche Schwierigkeit 
erwachst. Die letzten vier Gleichungen (467a) sind fiir die Existenz 
und die Bewegungsgesetze del' materiellen Teilchen (Elektron und 
R-Kern) wesentlich. In mehr oder weniger willkiirlicher Weise nennt 
Mie fIJi und F iI, Intensitiitsgrofjen, sk und Hlk Quantitiitsgrofjen. 

Durch (467 a) werden nicht we:uiger als zehn universelle Funk­
tionen in die Theorie eingefiihrt. Rier bringt jedoch das Energie­
prinzip, wie Hie gefunden hat, eine groBe Vel'einfachung mit sich, 
indem es gestattet, die zehn unbekannten universellen Funktionen auf 
eine einzige zu reduzieren. Es zeigt sich namlich, daB aus (206) und 
(467) nur dann eine Gleichung von der Form 

°o~ + div<b = 0 (W= Energiedichte, <b = Energiestrom) 

gefolgert werden kann, wenn eine Invariante L(F, fIJ) (zunachst rela­
tiv zur Lorentz-Gruppe) existiert, aus der Hik und t durch Differen­
tiation abgeleitet werden konnen: 

(468) Hik _ J}L at = _ 1 oL 
- aFu,' 2 ocp/ 

so daB also gilt: 

(468 a) 

Eine einfache Rechnung zeigt dann, daB die Gleichungen (467) aus 
dem Wirkungsprinzip 

(469) ~JLaE = 0 

folgen, wenn die Variation die Bedingung erfiillt, daB die Beziehungen 
(206) auch fiir das variierte Feld giiltig bleiben. 

Dber die Invariante.L, die oft auch Weltfunktion genannt wird, 
lassen sich einige allgemeine Aussagen machen. Zuni:i.chst sind die 
einzigen voneinander unabhiingigen Invarianten, die sich aus dem 
FIachentensor F.k und dem Vektor fIJi bilden lassen, diese: 
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1. Das Quadrat des Fliichentensors F;k: tFikFik. 
2. Das Quadrat des Vektors fIJi: f{J,f{Ji. 

3. Das Quadrat des Vektors F,,,f{J": Firf{J,p'cpr. 
4. Das Quadrat des Vektors F:frl oder, was dasselbe ist, des 

Raumtensors r:"f{Jj + F"jcp, + ~;f{JlI:' 
20 L muf3 also eine Funktion dieser vier Invarianten sein. Wird L gleich 

der ersten der genannten Invarianten, so degenerieren die Feldglei­
chungen der Mieschen Theorie in die gewohnlichen GIeichungen der 
Elektronentheorie fiir den ladungsfreien Raum. Es wird also L nul' 
innerhalb der materiellen Teilchen von t F;kFik merklich verschieden 
sein kOnnen. WeiteTe Aussagen lassen sich iiber die Weltfunktion L 
nicht machen. Es gelingt nicht, die Moglichkeiten so weit einzu­
schranken, daB man mit Notwendigkeit auf eine ganz bestimmte 
Weltfunktion gefiihrt wird, vielmehr bleibt noch eine unendliche 
Mannigfaltigkeit von Moglichkeiten iibrig. 

Wir mussen nun noch den Impuls-Energietensor Till: als Funktion 
der Feldgro.Ben ermitteln. Die zugehorigen Rechnungen vereinfachell 
sich nach Hilbert SS') und WeylS~) au.Berordentlich, wenn man die 
Mieschen Feldgleichungen in einer der allgemeinen Relativitatstheorie 
angepa.Bten Form schreibt und dann die in Nr. 65 eingefuhrte Methode 
des Variierens der g'k anwendet. Erst dann treten die fo1'malen Zu­
sammenhange kIa1' hervo1'. Wir haben dies durch die Schreibweise 
der vorangehenden Formein schon vorbe1'eitet und sind darin formal 
von Mie abgewichen, der sich in seinen Arbeiten von 1912 und 1913 
nattlrlich auf den Boden der speziellen Relativitatstheorie stellte. Zu­
nitchst bleibt genau wie bei der gewohnlichen Elektrodynamik in N r. M 
das Gleichungssystem (203), (208) auch in einem beliebigen G-Feld be­
stehen, dagegen sind (197), (467) zu ersetzen durch 

(197a) 

(467 b) 

Wi1' beme1'ken mit Weyl, da.B die llQuantitiitsgro.Ben" jetzt als Tensor­
dichten (d. h. mit Y-- 9 multipliziert) auftreten, wab1'end die "Intensititts­
groBen" gewohnliche Tenso1'en hleihen. Die Beziehungen (468), (468a) 
und das Hamiltonsche Prinzip (469) bleiben ebenfalls bestehen, letzteres 
kann natiirlich auchgeschrieben werden 

(469 a) ~f2dx = O. 

888) D. Hilbe,·t, Grundlagen der Physik I, 1. c. Anm. 99). 
384) H. Weyl, Ranm-Zeit-Materie, 1. And. 1918, p. iSH; 3. Anf!. 

{1920), p. 199. 
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U m den Energietensor Ti" zu find en, brauchen wir nur die Variation 
der Wirkungsfunktion bei Variation des G-Feides zu bestimmen.Da 
hier L von den Ableitungen der gilt unabhiingig ist, muS bei konstant 
gehaltenem elektromagnetischen Feld einfach gelten 

also 

(470) 

Setzt man 
Ausdruck 

d'£ = 'Iikd'rjk, 

OAL 1 "'L 1 T L T.k = _u_' kJ' - _Ld'.k 
ik = (; gik - 2' gil" • () gU 9 2' . 

andererseits in den aus ( 468 a) resultierenden allgemeinen 

d'L= c~ d' ik + Hikd'F. - 2 sid' . oglk g .k fIJ. 

speziell eine solche Variation der FeldgroSen, die einer infinitesimalen 
Koordinatentransformation entspringt, so wie sie durch (163), (164) ge­
geben wird, so muS 0 L identisch verschwinden. D. h. es muS gelten 

2 0 Si (} L rk _ Hkr F. + ~ ) = 0 ox'< ()g'r9 .r sflJj - , 

was nur moglich ist, wenn die Klammer selbst identisch verschwindet. 

Setzt man endlich den hieraus folgellden Wert fiir OOg~" grk in (470) 

ein, so erhiiJt man 

(470) T/ = Hkr Fir -- skrpi - tL% 

Aus der Ableitung geht hervor, daB die zughOrigen kovarianten Kom­
ponenten Ti" symmetrisch sind. Ferner konnen wir auf Grund del' 
Ergebnisse der Nr.55 ohne weiteres sagen, daB der Impulsenergiesatz, 
der bei Abwesenheit von Gravitationsfeldern die Form 

(341) ~ Tic = 0 
OXk 

und in Gravitationsfeldern die Form 

(341 a) o'1} _ ~ 'I'" ogr. - 0 ox'< 2 OXi -

3nnimmt, eine Folge der Feldgleichungen ist. Del' Ausdruck (470) 
fiir den Impuls-Energietensor ist identisch mit demjenigen, zu dem be­
reits Mie durch direkte Ausrechnung gelangt war. 

Wir wenden uns nun wieder zur Frage nach dem Bewegungs­
gesetz und der Existenzmoglichkeit von materiellen Teilchen. In der 
gewohnlichen Elektrodynamik ist die elektrische Feldstarke definiert 
als die auf die (ruhende) Ladung wirkende Kraft. Diese einfache Be­
deutung der Feldstii.rke ist in der Mieschen Theorie im Innern der 
materiellen Teilchen nicht mehr vorhanden, vielmehr ist ja die pondero­
motorische Kraft iiberall stets gleich Null· Dennoch bleibt die prak­
tische Bedeutung der Gesamtladung des Teilchens bestehen. Betrachten 
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wir nii.mlich ein elektrisches Elementarteilcben, das sich in einem 
auBeren Feld befindet. Flir diesen Fall folgt aus (341) fdr i = 1,2,3: 

a J ,> - T.4dx1dx i dx8= -J(l'.kU )dt1 ax' • \ • k 
(k = 1,2,3) 

(UI: = Einheitsvektor in Richtung der Flacbennormale.) 

Hierin erstrecken wir das zweite Integral iiber eine binreicbend yom 
materiellen Teilcben entfernte Fliiche. Do. auf ihr die gewobnlicbe 
Elektrodynamik gilt, bat das Oberflachenintegral den gleichen Wert 
wie in dieser, d. h. es stellt die LorentzBche Kraft dar. Wir baben 
biermit nach dem Vorgang von Hie eine elektrodynamiscbe Begriin­
dung des Bewegungsgesetzes (210) fiir das Elektron gegeben. Zugleich 
sehen wir, daB die Rubmasse mo des materiellell Teilchens gemaB dem 
Satz der Tragbeit del' Energie sich bestimmt aus 

(471) mo = c: = - T,4dx1dx2dxs. E j> 
Fiir Tl ist der aus (470) resultierende Ausdruck einzusetzen. 

Mie setzt das Feld de~ ruhendell Elektrons statisch und kugel­
symmetriscb an. Letztere Annahme ist zwar, wie in der vorigen Nr. 
erlautert wurde, durch unser tatsacblicbes Wissen allein nicht ge­
rechtfertigt, empfiehlt sich aber doch wegen ihrer Einfac"hheit. Man 
hat dann diejenigen Losungen der Feldgleichungen aufzusuchen, die 
iiberall - Bowohl fiir r = 0, als auch fur r = 00 - regular sind. 
Von derjenigen Weltfunktion, die der Wirklichkeit entspricht, hat 
man zu fordern, dai\ sie fur jede Elektrizitatsart eine und nur eine 
solche Losung ergibt. Es ist bisher nicht gelungen, eine Weltfunktion 
zu finden, die diese Forderung erfullt. Die bisfter diskutierten Ansii.tze 
fiir L fiihren vielmehr zu der der Erfahrung widersprecbenden Folge­
rung, daB Elementarteilchen mit beliebigen Werten der Gesamtladung 
moglicb sind. Man darf aber deshalb die Miesche Elektrodynamik 
noch nicht verwerfen, weil durchaus nicbt nachgewiesen ist, ob es nicht 
doch eine Weltfunktion gibt, die mit der Existenz bestimmter Elementar­
teilchen im Einklang ist. 

Eine viel emstere Scbwierigkeit scheint uns in folgendem bereits 
von Hie bemerkten Umstand zu liegen. Wenn wir eine Losung fur 
das elektrostatiscbe Potential cp eines materiellen Teilchens von der 
verlangten Art gefunden haben, so wird cp + koost. oicht wieder eine 
Losung sein, weil in die Feldgesetze der Miescbeo Theorie der Absolut­
wert des Potentiales eingebt. Das materielle Teilchen wird also in 
einem konstanten iiufJeren Potentialfeld nicht existensfiihig sein. Es 
scheint uns dies ein sehr schwerwiegender Einwandgegen die Miesche 
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Theorie zu sein. Bei den in den folgendell Nrn. zu besprechenden 
Theorien tritt eine derartige Schwierigkeit nicht auf. 

Es mu» noch ein Versuch von Weyl erwahnt werden, die Asym­
metrie der heiden Elektrizitatsarten auf Grund der Mieschen Theorie 
verstandlich zu Machen. 1st die Weltfunktion L keine rationale Funk- 21 

tion von y rpjt'fi, so kann man 

fur rpirp' > 0, L = t FikFjk + w (+ -V rpi rpi) 
und 

setzen. w bedeutet darin irgendeine nicht gerade Funktion. Die 
Feldgleichungen bleiben dann im statischen Fall bei Vertauschung 
von rp mit - rp (positiver und negativer Elektrizitiit) nicht invariant. 
Allgemein ist die Moglichkeit vorhanden, wenn Laine mehrdeutige 
Funktion der 4 oben erwahnten Fundamentalinvarianten ist, fiir die 
positive Elektrizitat den einen, fiir <lie negative den anderen eindeutigen 
Zweig dieser Funktion als Weltfunktion zu wahlen. Wir kommen in 
Nr.67 auf diese Moglichkeit zuriick. 

65. Die Theoria von Wayl. In einer Reihe von Arbeiten 885) 22 

hat Weyl eine liberauB tiefgehende, auf einer Verallgemeinerung der 
Riemanllschen Geometrie basierende Theorie entwickelt, die beansprucht, 
alIes physikalische Geschehen auf Gravitation und Elektromagnetismus 
und diese Erscheinungen selbst wieder auf die Weltmetrik zuriick­
zufiihren. Ihre Grundlagen und bisherigen Ergebnisse mogen an dieser 
Stelle besprochen werden, weil die Theorie auch liber die Natur der 
materiellen Teilchen bestimmte Aussagen macht. 

a) Reine Infinitesimalgeometrie. Eichinvarianz. Der Ubergang 
der euklidischen Geometrie zur Riemannschen wird nnch Abschn. II 
dadurch vollzogen, daB die Ubertragung der Richtung eines Vektors 
vom Punkt P zum Punkt P' nicht mehr als vom Zwischenweg un­
abhangig angenommen wi rd. Weyl geht nun noch einen Schritt weiter, 
indem er auch eine entsprechende Abhangigkeit der Langeniibertragung 
zulaBt. Es ist dann nur mehr moglich, an einem und demselben Welt­
punkt gemesspne Langen miteinander zu vergleir.hen, nicht aber solche 
in verschiedenen Weltpunkten. Dem entspricht es, daB nur mehr die 
Verhiiltnisse der gu zu einander durch Messungen ermittelbar sind, 
nicht diese GroBen selbst. Legen wir zunachst die Absolutwerte der 
gik irgendwie willkiirlich (in stetiger Weise) fest und definieren 

ds'l = gik d:Jf dx" 

386) H Weyl, Berl. Ber. 1918, p. 466; Math. Ztschr. 2 (1918), p.384; Ann. 
d. Phys. 69 (1919), p.l01; Raum-Zeit-Materie, 3. Auf!. (1920), II. Kap. und 
IV. Kap. § 34 u. 36, p. 242 If.; Phys. Ztschr. 
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als das Langenqnadrat eines MaBstabes, wenn dx' die Koordinaten­
differenzen seiner Enden sind. (Wir sprechen hier und im folgenden 
der Kiirze halber von der Lange eines MaBstabes, natiirlieh gilt aber 
im Fall eines zeitartigen Linienelementes das gleiche fiir die Periode 
einer Uhr.) Verschiebt man dann den MaBstab langs einer be­
stimmten Kurve rt = x' (t) vom Punkt P' (t) zum Punkt P' (t + dt), 
so wird sich das Langen quadrat ds2 = 1 dabei verandern, und zwar 
wollen wir axiomatisch annehmen, daS as sich immer um einen be­
bestimmten Bruchteil von 1 andern wird: 

(472) ~! = -l ~~, 
wo fJJ eine bestimmte Funktion von t ist, die nieht mehr von 1 ab­

hangt. Ais zweites Axiom fiihren wir ein, daB ~r nur von den ersten 

Differentialquotienten ~~i del' Koordinaten abhangt. Da ferner die 

Gleichung (472) fiir eine beliebige Wahl des Parameters t giiltig sein 

muS, mUfJ ~~ eine homogene Funktion ersten Grades der ~; sein. 

Wir konnen diese Funktion weiter spezia1isieren, wenn wir den in 
Nr. 14: erliiuterten Begriff del' Parallelverschiebung in un sere Betrach­
tungen mit einbeziehen. Dieser Begriff wurde dort durch zwei Forde­
rungen festgelegt, von denen die eine die Unveranderlichkeit der KOJD­

ponenten eines Vektors bei infinitesimaler Parallelverschiebung in einem 
passend gewiihlten Bezugssystem ausspl'icht, wiihrend die zweite die Un­
veranderlichkeit der Lange eines Vektors bei der Parallelverschiebung 
zum Ausdruck bringt. Die erste Annahme konnen wir unvel'andert 
beibehalten; sie fiihrt zum Ausdruck (64) fiir die .Anderung del' 
Vektorkomponenten: 

(64) 

mit 

a6; _ r; dx' tr 
de - - r. Tts 

(65) r,~. = r;r' 
Die zweite Annahme aber verliert hier offenbar ihren Sinn, weil zwei 
Vektoren in verschiedenen Punkten der Lange nach nicht mehr ver­
glichen werden konnen. Sie ist vielmehr zu ersetzen durch die Forde­
rung, da.B sich bei Parallelverschiebung die Lange gema.B (472) ver­
andern soIl: 
() d ( t; tk) d (t ti) t; tk d<p 473 dt gikSS =dt SiS =-g;kS':J (IT' 

Setzt man (64) ein, so folgt zunachst, daB ~ eine Linearform der dd~i 
sein mu.B: 
(474) 
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Nur daun ist also eine Parallelverschiebung moglich. Weiter ergibt 
sich mit 

(66) I';,r, = gil! r;" r:., =!/" T",r" 

(475) °o~ + gir'P, = TrIll + T r,il • 

Die geodatischen Komponenten der Weylschen Geometrie sind also 
von denen der Riemannschen verschieden. Wir wollen immer die 
Ausdriicke der letzterEVl, die im Fall 91, .... 0 aus enteren hervorgeheD, 
durch einen Stem kennzeichnen. Sind also r~ die GroBen (69), so ist ',r, 

(476) r"r, = r:~r' + Hg'rfP, + g,,91r - gr,91,)· 

Wir hatten die Absolutwerte der gi" vollstii.ndig willkiirlich fest­
gelegt. Btatt des Wertesystems gil: hatten wir eben so gut ein Werte­
system AgII: verwenden konnen, wo A eine beliebige Ortsfunktion ist. 
Alle Lii.ngenelemente waren dano mit A zu multiplizieren, und nacb 

(472) hatten wir statt 91, das Wertesystem 91,- o~o;l = 911 - { ;!. 
gefunden. Das l!'estlegen des Faktors A, der Eichung, in der Geo­
metrie von Weyl ist nun der Wahl der Koordinaten in der Riemann­
schen Geometrie durchaus an die Beite zu stellen. So wie wir dort die 
lnvariane oller geometriscken Beeiehungen und physikalischen Gesetze 
gegenuber beZiebigen Koordinatentransformationen gefordert haben, miissen 
wir hier auperdem nook ihre lnvarians gegenitber den SubstUutionen 

(477) _ A - 1 01 
9,,,= giU 91,=91'-T axi' 

d. i. Abiinderungen der Eickung fordern (Eickinvarians). 
b) Elektromagnetisckes FeZd und WeZtmetrik. Aus (472) folgt 

durch Integration P' 

log Z I:' = -.f 91,d:t, 
, p 

P' 
ftp(tl:>:i 

(478) lp' = lpeP 

1st die Linearform 91id:t ein voUstii.ndiges Differential, so iet die L8.oge 
eines Vektors, vom Weg, auf dem er transportiert wird, unabhangig, 
und wir kommen auf den Riemannschen Fall zuriick. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir ist das Verschwinden der Ausdriicke 

(479) F _OCP,,_OCPi. 
II: - ° Ilf o:J:k 

In der Tat liiBt sich in diesem Fall nach (477) der Vektor 91i durch 
passende Wahl der Eichung stete vollstii.ndig zurn Verschwinden bringen. 
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1m allgem(linen Fall werden jedoch die GroBen F,,, von Null ver­
schieden sein. Sie bilden dann die kovarianten Komponenten eines 
Flachentensors, die iiberdies bei Anderungen der Eichung nach (477) 
unverandert bleiben. Sie geniigen femer den Gleichungen 

(480) ()Filc + ()FIf + oFu - 0 
():x;I oxk ox' - , 

die eiDe Folge von (479) sind. Man sieht, daB die Beziehungen (479), 
(480) vollstandig gleichlauten mit den Gleichul!gen (206), (203) der 
Elektronentheorie. Die Analogie geht aber noch weiter. Wenn man 
(entgegen den Annahmen der Mieschen Theorie) der Ansicht ist, daB 
die elektromagnetischen Erscheinungen primar nur durch den ortlichen 
und zeitlichen Wechsel der Feldstarken bedingt werden, die Potentiale 
dagegen nur die Bedeutung von mathematischen HilfsgroBen haben, 
so sind alie Potentialwerte fPj, die zu den gleichen Feldstarken Fik 
fiihren, physikalisch voIlkommen gleichwertig, so daB in ersteren ein 

Gradient ~:j unbestimmt bleibt. Genau das gleiche gilt aber, wie wir 

gesehen hahen, fiir den metrischen Vektor CPl' Dies fiihrt dazu, mit 
Weyl beide GroBenreihen CPj' Fik zu identifizieren: Der metrische Vek­
tor CPj, der nach (478) das Verhalten der Langen bestimmt, soll (bis auf 
einen numerischen Faktor) mit dem elektromagnetischen Viererpotential 
identisch sein. So wie in der Einsteinschen Theorie die Gravitations­
wirkungen mit dem Verhalten von MaBstiiben und Uhren innig ver­
kniipft sind, derart, daB jene aus dies em eindeutig folgen, gilt in del' 
Weylschen Theorie fiir die elektromagnetischen Wirkungen das gleiche. 
In dem angegebenen Sinne erscheinen Gravitation und Elektrizitat in 
dieser Theorie beide als AusfluB der Weltmetrik. 

Diese Auffassung muB Weyl jedoch nachtriiglich modifizieren. 
Die Grundannahmen der Theorie fiihren namlich in dieser Gestalt, 
wie Einstein s86) betont hat, zunachst zu Folgerungen, welche der Er­
fahl'ung zu widel'sprechen scheinen. Denken wir uns ein elektrostatisches 
Feld verbunden mit einem statischen G-Feld. Die raumlichen Kom­
ponenten fPi (i = 1,2,3) verschwinden dann, und die zeitliche Kom­
ponente CP4 = fJJ sowie die gilc sind von der Zeit unabhangig. Die 
Eichung ist dadurch bis auf einen konsianten Faktor festgelegt. Wenden 
wir die Beziehung (478) auf die Periode t' von ruhenden Uhren an, 
so foIgt sofort 
(481) -r=t'oe"'Pt, 

wo " ein Proportionaiitatsfaktor ist. Del' Sinn dieser Gieichung ist 

3~6) A. Einstein, Berl. Ber. HIl8, p. 478, mit der nachfolgenden Erwide­
rung Weyls. 
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dieser. Es mogen sich zuerst zwei gleieh beschaft'ene Uhren Ut , Us mit 
gleicher Ganggeschwindigkeit an der Stelle P1 mit dem elektrostatischen 
Potential CP1 befinden. Die Uhr Us moge dann t sec. lang an eine 
Stelle Ps mit dem Potential CPt und dann wieder nach PI zuriick­
gebracht werden. Das Resultat wird sein, daB die Ganggeschwindig­
keit der Uhr U, gegeniiber der von U1 um den Faktor e-a('P.-'P,lt ver­
gro8ert bzw. verkleinert sein wird (je nach dem Vorzeichen von " 
und von '1', - '1'1)' Insbesondere mii8te sich dieser Effekt bei den 
Spektrallinien einer bestimmten Substanz zeigen, und es konnte iiber­
haupt nicht Spektrallinien von bestimmter Frequenz geben. Denn 
wenn au~h a noch so klein ist, so wiirden nach (481) die Unterschiede 
im Laufe der Zeit beliebig anwachsen. Demgegeniiber nimmt Weyl 
jetzt folgenden Standpunkt ein. Der ideelle ProeefJ der kongruenttm 
Verpflansung von Weltstrecken, wie er dUTch (472) (estgeZegt Wi1'd, hat 
nichts tU tun mit dem realen Verhalten von MafJstiiben und Uhrtm; das 
metrische Feld darfnicht direkt durch d~ diesen MefJinstrumenten entnom­
menenAngaben definiert werden. Die Gro8engik und '1'i sind dann im Gegen­
satz zum Linienelement ds' der Einsteinschen Theorie prinzipiell nicht 
mehr durch direkte Beobachtungen ermittelbar. Dieser Verzicht er­
scheint sehr schwerwiegend. Wenn jetzt auch kein direkter Wider­
spruch zur Erfahrung vorhanden ist, so scheint die Theorie dadurch 
doch vom physikalischen Standpunkt aus ihrer inneren Uberzeugungs­
kraft beraubt.S87) So ist jetzt z. B. der Zusammenhang zwischen Elektro­
magnetismus und Weltmetrik kein eigentlich physikalischer, sondern 
ein rein form ale r. Denn es besteht gar kein unmittelbarer Zusammen­
hang mehr zwischen den elektromagnetischen Erscheinungen und dem 
Verhalten von Ma6staben und Uhren, sondern nur mehr ein Zusammen~ 
hang zwischen jenen und dem durch mathematische Definition als kon­
gruente Vektorverpflanzung bezeichneten ideellen ProzeB. fibrigens 
lassen sich ja fiir einen Zusammenhang zwischen Weltmetrik und 
Elektrizitat nur formale, keine physikalischen Griinde geltend machen, 
ganz im Gegensatzzu dem Zusammenhang zwischen Weltmetrik und 
Gravitation, welcher in der Gleichheit von schwerer und trager Masse 
eine kraftige empirische Stiitze findet und eine zwingende Konsequenz 
des lquivalenzprinzips und der speziellen Relativitatstheorie ist. 

c) Der Tensorkalkiil in WetJls Geometrie. Bevor wir zur Auf­
stellung der Feldgesetze schreiten, miissen wir noch die formalen 
Regein zur Aufstellung eichinvarianter Gleichungen kurz darlegen. 

387) A. Einstein glaubt, daB die Theorie auch in dieser Fassung der Wirk­
lichkeit gegeniiber nicht standhalten wird (Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 661, ferner 
"Ather und Relativitatstheorie", Berlin 1920; Rede gehalten in Leiden.) 
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Es ist kIar, daB in der Weylschen Theorie der Tensorbegriff so modi­
fiziert werden muJS, daB ein Gleichungssystem, welches das Verschwinden 
aller Kompooenten eines Tensors ausdrflckt, nicht nur bei beliebiger 
Inderung der Koordinaten, sondem auch bei beliebiger lnderung der 
Eichung nach (477) invariant bleibt. Und zwar erweist es sich als 
zweckmii8ig, nur diejenigen GraBen Tensoren zu nennen, die sich bei 
einer Transformation (477) bloB mit einer Potenz ,te von J. multi­
plizieren; e heiSt das Gewicht des Tensors. So ist g'l vom Gewicht 1, 
rli vom Gewicht - 1, V - g in einer vierdimensionalen Welt vom 
Gewicht 2, r~1 ist nach (64) oder (476) absolut eichinvariant, d.h. vom 
Gewicht O. 

AIle diejenigen Operationen, die allein auf dem Begriff der Parallel­
verschiebung fuBen, lassen sich naturgemiB sofori auf die Weylsche 
Geometrie iibertragen, nur muB man filr die Til statt der Ausdrilcke 
(66), (69) die Ausdrilcke (66), (476) setzen. So lassen sich aucb hier 
geoditische Linien definieren durch die l!"orderung, daB ihre Tangenten 
steta sich selbst parallel bleiben soUen; sie genilgen wieder den Glei­
chungen (80). Die Gleichungen (77a) [u.u· = konst.] sind jedoch nach 
(472), (474) zu ersetzen durch 

d~ (u.u') = - (U.U i)(9'IU"). 

1st speziell an einer SteUe der geoditischen Linie u. u' = 0, so bleibt 
diese Beziehung dauemd bestehen. Hierauf beruht die Moglichkeit, 
geoditische Nullinien festzulegen. Die Eigenschaft der geoditischen 
Linien, zugleich die kflrzesten zu sein, rant in der Weylschen Geo­
metrie weg, weil der Begriff der Kurvenlinge hier sinnlos wird. Wie 
in Nr. 16 gelangt man femer durch Parallelverschieben eines Vektors 
lings einer geschlossenen Kurve zum Krilmmungstensor 

(86) D4 0 rli 0 rl'k + 1'." 1'./% r.Ta ~"ijk=()zl-o:rl 11:/% 'j- Jal1'.t. 

Die hier angeschriebenen Komponenten sind vom Gewicht 0, die Kom­
ponenten B"'Ji infolgedessen vom Gewicht 1. Die Symmetrieverhilt­
nisse bei diesem Krflmmungstensor sind jedoch andere ala die beim 
Riemannschen, die durch (92) bestimmt sind. Weyl hat dies noch 
niher ausgef'lihrt und auch den Ausdruck (86) filr den Krflmmungs­
tensor durch Einsetzen von (476) explizite ausgerechnet. Ebenso wie 
in Nr. 17 ergibt sich auch der verjilngte Kriimmungstensor Bn (94), 
dessen kovariante Kompon'enten das Gewicht Null haben, sowie die 10-
variante B (95) vom Gewicht - 1. SchlieBlich bleiben aIle Operationen 
der Nr. 19 und 20 auch in der Tensoranalysis der Weylachen Theorie 
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bestehen, wenn erstens die differenzierlen Komponenten von Tensor ... 
oder Tensordiehten von Gewieht 0 sind und zweitens filr die GroBen 
r[t wie oben die durch (66) und (476) bestimmten Ausdrtlcke ge­
nommen werden. Man wird bemerken, daB es zum Beweis der meisten 
8ngefilhrten Sitze vollstindig ansreicht zu wissen, daB mit Hilfe dar 
GroBen IT" der. Begriff der Parallelverschiebung gemU (64) in in­
variauter Weise festgelegt wird, ohne daB der Zusammenhang mit den 
metrischen GroBen g"" tp, bekannt zu sein brancht. In den letzten Dar­
stellungen seiner Theorie hat WeyZ diesen Umstand stark betont, indem 
er den Aufbau der Geometrie in drei Btufen vollziebt. In der ersten 
werden diejenigen Bitze entwiekelt, die in einer beliebigen Mannig­
faltigkeit galten, in der zweiten die auf dem Begriff der Parallel­
verschiebung ("affiner Zusammenhang" Bach WeyZ) fuBenden Be­
ziehungen nnd endlich in der dritten die Folgerungen aus der Existenz 
der beiden metrisehen Fundamentalformen: der quadratischen g",d:tda! 
(Gravitation) und der linearen tp,d:t (Elektrizitat). Die Verkniipfung 
dieser beiden in den friiheren Theorien getrennten Erseheinungsgebiete 
kommt auch formal dadurch zum Ausdruck, daB die g'l nnd tp, in den 
geoditisehen Komponenten r[i und somit auch in den meisten anderen 
eichinvarianten Gleiehungen beide gleichzeitig vorkommen. 

Von besonderer Wichtigkeit fur die physikalischen Anwendungen 
sind die Modifikationen und Erweiternngen, welche die in Nr. 23 an­
gesteliten Uberlegungen fiber infinitesimale Koordinatentransformationen 
und Integralinvarianten in der WeyZsehen Theorie erfahren. Zunichst 
treten Debao die infinitesimalen Koordinatentransformationen als gleich­
berechtigt die infinitesimalen Anderungen der Eiehung. Fur diese gilt 
Bach (477) mit 1 = 1 + En(x): 

on 
(482) ~g'I:=Engu (6g,t=-Englk), ~tp,=-Eo:J:'· 

Sodann fiihren in der Weylschen Theorie offensichtlich nur skalare 

Dichten IS vom Gewicht Null zu Integralinvarianten fm dx. Die 

zugehorigen Skalare sind dann wegen des Faktors y - 9 in einer 
vierdimensionalen Welt vom Gewicht - 2. Skalare von dieser Art 
werden deshalb im folgenden eine wichtige Rolle spielen. TInter ihnen 
gibt es vier, die rational aus den Komponenten des Kriimmnngstensors 
gebildet sind: 

(483) 1 F Fi" R R"""I: R nil: nt 888) I ii , AiJI: 'J, i".n-, .n-. 

888) Da.8 die angegebenen Invarianten die einzigen dieser Art Bind, beweilt 
R. Writ6enbOek, Wien. Ber. math.-nat. Kl., IIa, 129 (1920). 
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Die im Wirkungsprinzip der Einateinschen Theorie auftretende In­
vanante R ist dagegen vom Gewicht - 1. Weyl heht hervor, daB 
durchden Umstand, daB die zu (483) gehOrenden skalaren Dichten 
liaB Gewicht 0 baben, eine vierdimensionBle Welt vor einer metrischen 
Maniligfaltigkeit von anderer Dimensionszahl ausgezeichnet iat. In 
der Tat lieBen sich in letzteren keine skalaren Dichten mit dem Ge­
wicht 0 von so einfachem Bau konstruieren. 

d) Feldgesetze und Wirkungsprinsip. Physikalische Folgerungen. 
Wir milssen nuu die eichinvarianten Naturgesetze aufsuchen. Nach 
Weyl miissen sich alle Vorgange auf elektromagnetische und Gravi­
tationswirkungen zuriickfilhren lassen. Es sind also die 14 unab­
hangigen ZustaudsgroBen fPl' glk vorhanden. Da aber zur Invarianz 
gegenilber Koordinatentrausformationen noch die Eichinvarianz hinzu­
kommt, milssen in der allgemeinen Losung der Feldgleichungen jetzt 
5 statt 4 willkiirliche Funktionen vorkommen, weshalb auch zwischen 
den 14 Feldgleichungen 5 Identitaten bestehen miissen. Wir werden 
Behan, daB analog wie in der Einsteinschen Theorie die 4 Identitaten 
den lmpuls-Energiesatz aussprechen, hier die 5.Identitiit den Satz von 
der Erhaltung der Ladung ausspricht. 

Man wird zuniichst versuchen, die Maxwell-Lorentzschen Glei­
chungen beizubehalten und auch den Energietensor der Materie mit 
dem Maxwellschen zu identifizieren und in den Einsteinschen Glei­
changen bloB den Kriimmungstensor der Riemannschen Geometrie 
durch den der Weylschen Theorie zu ersetzen. Es zeigt sich jedoch, 
da8 nur ersteres, nicht aber letzteres moglich ist. Unterauchen wir 
zuerst die Maxwellsche Theorie. Das erste System der Maxwellschen 
Gleichungen ist, wie schon bemerkt wurde, von Haus aus erfiillt. Da 
aber die Feldstiirken FIT< yom Gewicht Null sind, gilt in einer vier­
dimensionalen Welt dasselbe von den kontravarianten Komponenten ~ik 
der zngehOrigen Tensordichte. Die Gleichungen 

OJ'jik . 

o;i = f' 
sind deshalb eichinvariant: Die Maxwellschen Gleichungen bleiben in­
variant, wenn man g", durch 19l1: ersetst. Der Satz von Bateman, daB 
die Maxwellschen Gleichungen gegenilber konformen Transformationen 
invariant sind (Nr. 28), ist hierin als Spezialfall enthalten. In der 
Tat fiihrt eine solche Transformation die Normalwerle Jl' del' gm die 
in der speziellen Relativitiitstheorie Geltung haben, in lJII: fiber. Die 
Eichinvarianz der Maxwellschen Gleichungen hiingt damit zusammen 

daB das Wirkungsintegral J =f~Fik~j"dx, aus dem Ilie hervorgehen, 
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selbst eichinvariant ist. - Wir wollen hier noch die Bemerkung ein­
fugen, daB das in Nr.30, G1. (223) ale scheinbar zufillig erwihnt.e 
Versehwinden des Skalars des Maxwellschen Energietensors ebenfalls 
in der Eichinvarianz dieses Wirkungsintegrals seinen Grund hat. Die 
Variation desselben liefert namlich nach Nr. 66 bei konstant gehal-
tenen Fii! It. 

6J = J S'k6!1"dx. 

Sucht man nun die Bedingung dafiir, daB J bei der infinitesimalen 
Eichiinderung l = 1 + En(x) unveriindert bleibt, so folgt nach (482) 
direkt Sl = 0, w. z. b. W.889). 

Ganz anders wie mit der Maxwellschen verhilt es sieh mit dem 
Einsteinschen Theorie. Schon das Gesetz, daB die Weltlinien von 
Massenpunkten und Lichtstrahlen geoditisch sind, gilt in der Weyl­
schen Theorie nicht allgemein. Der Massenpunkt bewegt sieh nur bei 
Abwesenheit von elektromagnetisehen Feldern auf einer geodatischen 
Weltlinie, und filr den Lichtstrahl verliert die Gleichung der geoditi­
schen Linie ihren Sinn, weil schon bei Abwesenheit von Gravitation ... 
feldern die Glieder, welche das Viererpotential CP, enthalten, oszillie. 
rende Funktionen von der Periode des Lichtes in die Gleichung der 
geodatischen Linie hineinbringen. Nur die eichinvariante Gleiehung 

fJjidx'dzi = 0 
des N ullkegels bleibt fiir die Weltlinien der Lichtstrahlen zu Recht 
bestehen. Der Versuch, die Feldgleichungen der Einsteinschen Theorie 
fiir die Theorie von Weyl dadurch nutzbar zu machen, daB man an 
Stelle der Riemannschen KrilmmungsgroBen die allgemeineren Weyl­
schen setzt, scheitert endlich damn, da..8 in der Gleichung 

G,I.:-=- xTu 

S89) Da nitmlich J die /Pi nur in Gestalt der eicbinvarianten Fik entblllt, 
braucben wir hier die /PI nicht ZIl variieren. - Dieser ZUBammenhang l&at eine 
interessa.nte Anwendung auf die Nordstromsche Gravitationstheorie zu. Da bier 
daB Linienelement, wie in Nr. 06 erwii.hnt wurde, die }I'orm 

ds! = tfJ ~(dx·)t 
i 

annimmt, folgt zunachst aus der Eichinva.rlanz der Maxwellschen Gleichnngen, 
daB diese in der NordstrOmschen Theorie auch in Gravitationsfeldem unver­
andm giiltig bleiben, daB somit GravitatioBsfelder elektrom&gDetische Vorgil.Dge 
nicht beeinHussen (z. B. keine Kriimmung der Lichtatrahlen). Umgekebrt erzeugt 
wegen des Verschwindens des Maxwellscben Energieskala.rs in der Nordstriim­
schen Theorie die elektromagnetische Energie keine Gravitationsfelder, da in die 
Feidgleichungen der Gravitation nur der EnergieBka.lar eingeht. Nach Obigem 
hat auch dieser Umstand seinen formalen Grondin der Eichinva.rlanz der Max­
wellschen Gleichungen. 
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die linke Seite vom Gewicht 0, die rechte vom Gewioht - 1 ware; 
letzteres siaht man leicht am Beispiel des Maxwellsohen Energieten-

sors. Es liegt dies daran, daB das Wirkungsintegral fm dx, aus dem 

die Einsteinschen Feldgleichungen hervorgehen, nicht eichinvariant ist, 
da der Integrand das Gewicht 1 statt 0 hat. Wenn man also am 
Prinzip der Eichinvarianz festhiiJ.t, muB man die Einsteinschen Feld­
gleiehungen verlassen. Die letzte Bemerkung deutet aber bereits auf' 
den Weg hin, wie man zu eichinvarianten Feldgleichungen gelangen 
kann. Man hat ein Wirkungsprinzip 

(484) 6 f~dx = 0 

aufzustellen, in dem das Integral auch gegeniiber Abweichungen der 
Eiehung invariant ist. 1st allgemein bei Variieren von (fJi und gw 
fall!! die Variationen am Rand verschwinden: 

(485) 6fmdx = fcruidrpi+ 'iJ3i "6gu;)dx, 
80 sind 
(486) ru.= 0, 'IJli"= 0 

die Naturgesetze. Indem man die Bedingungen dafur aufsucht, daB 

das fmdx gegeniiber infinitesimalen KoordinatentraDsformationen und 

infinitesimalen Anderungen der Eichung invariant ist, erhilt man 
o Identititen zwischen diesen 14 Gleichungen, sowie es oben aus 
Grilnden der Kaullalitit gefordert wurde, nimlich: 

(48.7) 

(488) 

o lV' -·+'W=O Of);' 

om," rrml '+ 1 y;t ...k_ 0 
-,,- - d:aJr ,L'U"r=. Of); 

It'emer folgt aus der Betra.cbtung von solchen Variationen des Wir­
kungsintegrals, die am Rande nicht verschwinden, die Moglichkeit, 
aus der Wirkungsinvariante in bestimmter Weise eine Vektordichte fi 
und die Dichte eines Affintensors Sl zu konstniieren, welche die 
Beziehungen 

(489) 

identisch erf'dllen, ohne selbst zufolge der Naturgesetze zu verschwin­
den. Wegl bezeichnet deshalb fi als den Viererstrom, Si" als Energie­
komponenten. Wir sehen darauB: Der Sail "on der ErhaUung der La­
dung tritt tlem Sail "on der Erhaltung der Energie in der Weglsehen 
Theorie ala formal durchaus gleickberecktigt an die Seite. Beide Siibe 
(olgen auf doppelte Weise aus den Naturgesetsen, was die notwendigen 
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5 ldentitaten IWisehen denselben lieferl. Die Komponenten der Total­
energie, die aueh schon in der Einsteinsehen Theorie nur einen Affin­
tensor bilden, d. h. nur gegeni1ber lineMen Transformationen kovariant 
sind, konnen jetzt nieht mehr in einen von der Gravitation und einen 
von der eigentliehen Materia herriihrenden Anteil zerlegt werden; einen 
Impuls-Energietensor z,il: der Materie gibt es hier also ilberhaupt nieht 
mehr. Man muB zugeben; daB du Wirkungsprinzip diese Zusammen­
hinge in iiberaus einfacher und fibersiehtlicher Weise erkennen liBt. 
Wir mochten jedoeh hinzuf'iigen, daB es vom physikalischen Stand­
punkt durchaus nieht selbstversmndlich ist, daB sieh die Naturgesetze 
auS einem Variationsprinzip ableiten lassen. Vielmehr seheint es na­
turgema8er, die Naturgesetze aus rein physikalisehen Forderungen ab­
zuleiten, so wie es fiir die Einsteinsehe Theorie in Nr.56 geschehen ist. 

Um weitere Folgerungen ziehen zu konnen, muB mllJl nun spe­
zielle Ansitze far die Wirkungsfunktion machen.Die Zahl der Mog­
lichkeiten ist hier zwar nieht so groB wie in der Theorie von Hie. 
Wihrend dort nimlieh aus irgendwelehen Invarianten J", J., ... 
durch eine beZiebige Funktion f(J17 J" ... ) eine neue Invariante ab­
geleitet werden konnte, ist dieshier nieht mehr der Fall, weil die 
Invarianten vom Gewieht - 2 sein miissen, 4amit die zugehOrigen 
skalaren Diehten das Gewicht 0 baben. Es f'iihrt deshalb hOchstens 
eine homogene Funktion ersten Grades dieser Invarianten zu einer 
DeneB zulii.ssigen Wirkungsfunktion. Immerhin bleibt die Mannigfaltig­
keit der zulissigen Wirkungsfunktionen Bach ziemlich betrichtlieh. 
Die nachstliegende Annahme ist die, daB die Wirkungsinvariante ra­
tional aus den Kriimmungskomponenten gebildet sein soIl. Naeh dem, 
was unter e) gesagt wurde, muB sich dann die Wirkungsfunktion 
linear aus den Invarianten (483) zusammensetzen. S90) Die AUBrech­
nung ergibt dann zunii.chst die GUltigkeit der Maxwellschen Gleichungen 

O~i.l: 
(211') o~ = f', 
sodann den Ausdruck 
(490) 

f'iir den Viererstrom (B bedeutet die Kriimmungsinvariante der Weyl­
schen Geometrie, k eine Konstante). Fur den statischen Fan folgt damus 
(491) B = konst. 

1st uberhaupt Ladung Torhanden, so kann die const. nieht verschwin-

11-90) B. Weyl (Ann. d. PhY8. 69 und Raum-Zeit-Materie, 8. Aufl., 
1. c. Anm. 386) hiUt .88 ffir wahracheinlich,. daJS 8peziell die Annahm8 
W=t F,. PI:+cRUJiIi"Ji der Wirklichkeit 8ntapricht. 
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den. Nimmt man iiberdies an, daB sie positiv ist, so folgt die positive 
Kriimmung des Raumes und somit die Geschlossenheit der Welt 1)on 
selbst, obne da6 es notig ist, ein besonderes l-Glied zu den GravitB­
tionsgleichungen hinzuzunehmen. Es ist dies ein wesentlicber V orzug 
der Weylschen Theorie. Was endlich die GravitatioDsgleichungen an­
langt, so sind sie auch flir den Fall der Abwesenheit eines elektro­
magnetischen Feldes (fIJi = 0) mit den Einsteinschen Gleichungen nicht 
identisch, wie es nach den friiheren Uberlegungen zu erwarten war, 
auch sind sie von hOherer als zweiter Ordnung. Es liiBt sich jedoch 
zeigen, daB fiir den praktisch allein wichtigen Fall des statischen, 
kugelsymmetrischen Feldes im AuBenraum eines "Massenpunktes", der 
fiir die Perihelbewegung des Merkur und die Kriimmung der Licht­
shahlen ma6gebend ist, das Gravitationsfeld (421) der Einsteinschen 
Theorie zugleich eine Losung der Gravitationsgleichungen der Theorie 
von Weyl ist. Diese ist daMr ebensogut wie jene imstande, die Perihel­
bewegung des Merkur und die Krummung der Lichtstrahlen im 8chwere­
feld 114 erklaren. 801) 

Es bleiben noch die Folgerungen fiir das Problem der Materie 
zu besprechen. Die Aufgabe ist wieder, diejenigen statischen, kugel­
symmetrischen Losungen der Feldgleichnngen zu ermitteln, die nirgends 
singular sind. Von derjenigen Wirkungsfunktion, die der Wirklichkeit 
entspricht, muB man wieder verlangen, daB sie nur je eine solche Lo­
sung fiir jede der beiden Elektrizitatsarten zulii6t. Als wesentlich 
neues Moment gegeniiber der Theorie von Mie kommt hinzu, daB 
wegen der Geschlossenheit der Welt nicht Regularitat im Unendlichen, 
sondern auf dem ,,Aquatortt der Welt zu fordern ist. So kommt man 
dazu, einen Zusammenhang zwischen der GroBe der Welt und der des 
Elektrons zu vermuten, was immerhin etwas phantastisch erscheinen 
mag. Die Kriifte, die das Elektron zusammenhalten, sind hier nur teil­
weise elektrischer Natur, teilweise aber Gravitationskrafte. Schon bei 
den hier speziell niiher diskuti~rten Ansiitzen fiir die Wirkungsfunk­
tion werden jedoch die Differentialgleichungen so kompliziert, daB die 
Integration bisher nicht ausgefiihrt werden konnte. Au6erdem sind 
die Differentialgleichungen die gleichen fiir positive und negative Elek­
trizitat (vgl. dazu Nr.67), so da6 die tatsiichlich vollig 8symmetrischen 

21 Verhaltnisse jedenfalls nicht richtig wiedergegeben werden. Zusammen.­
fassend kann man also sagen, dafj es der Theorie von Weyl bisher 
nicht gelungen ist, das Problem der M aterie der Maung niiher zu bringen. 

891) Man vgl. dazu auBer den in der Anm. 886) zitierten Arbeiten von 

Weyl auch W. Pauli jr., Verh. d. deutschen phys. Ges. 21 (1919) p. 7411, wo spe­
ziel1 das in Anm. 390) erwahnte Wirkungsprinzip zugrunde gelegt wird. 
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Wie in Nr. 67 noeh naher eronert werden wird, spricht im Gegen­
teil manehes datdr, da6 eine Losung des Problems auf diesem Wege 
iiberhaupt nicht gefunden werden kann. 

66. Die Theorie von Einstein. Von einem ganz versehiedenen 
Gesiehtspunkt aus suehte Einstein 89J) die Frage nach dem Bau der 
materiellen Teilchen in Angriff zu nehmen. Die Feldgleichungen (401) 
resp. (452) fu8ten auf der Annahme eines materiellen Impuls-Energie­
tensors c;tl', welcher die Gleichung 

(341 a) oX/' _ .!.x,., og,., = 0 
oli r oli 

enullt. An dieser Annahme wollen wir hier festhalten. Da der Maxwell" 
sche Energietensor 
(222 a) ISk= F Q:kr_.!.F C!:.r.tJ. k 

t I,. tJ 4 r. tJ • 

(vgl. Nr. 54) nur im ladungsfreien Raum dieser Bedingung genugt, 
mussen noch weitere Glieder zu IS/, hinzugenommen werden. Mie 
nahm nun an, daS diese Glieder elektrischer Natur, d. h. Funktionen 
der elektrischen Zustandsgro8en F,,,, CP, seien. Dagegen nimmt Einstein 
an, daS die materiellen Teilchen allein durch Gravitationskrii(te $Sam­
mengekalfm werden, also die Zusatzglieder von den gil: und ihren Ab­
leitungen abhiingen sollen. Obwohl der Maxwellsche Tensor <5l' jetzt 
nicht als der totale Energietensor der Materie bezeichnet werden bnn 
und der Gleichung (34la) nicht genfigt, geht Einstein auch hier analog 
wie in Nr. 56 von dem Ansatz aus, daB dieser Maxwellsche Energie­
tensor fiji" proporlional sein soli einem aus den gu allein gebildeten Diffe­
rentialausdruck eweiter Ordnung. Dieser einfaehe Ansatz ist fur die 
EinsteiDsche Theorie ausschlaggebend. Man sehlie8t daraus, im Verein 
mit der Forderung der allgemeinen Kovarianz wie in Nr. 66, daB die 
Feldgleiehungen die Form haben mussen: 

Rik + if Rglk = - "Sw 

Rier noch ein zu gil: proportionales Glied hinzuzufiigen, wird sich ala 
uberflussig erweisen. Da aber die Gleichung (34la) tdr SiA: nicht gilt, 
haben wir bin Reeht mehr, so wie frfiher if = - t zu setzen, viel­
mehr ist Idr die Bestimmung vou if ein anderer Umstand maBgebend. 
Nach (223) verschwindet der Skalar Sl; damit auch der Skalar der 
linken Seite der Feldgleichungen identiseh versehwindet, mu8 if = - t 
gesetzt werden, 80 daB die Feldgleichungen lauten: 

(492) Ru - igiA:R = - "Stl:. 

392) ..d. EiMtein, Berl. Ber. 1919, p.849; auch in der Sammlung Lorente­
Einstein-Minkow8ki, Daa Relativitll.tsprinzip, 6. Aufi., Berlin 1920. 
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.AufJerdem sollen die Gleichungen 

(203) of,. + of,, + oFi' = 0 
am' o:rf o:i una 

O~'i 
(208) o:rf = fi 
del' Elektronentheorie ihre Giiltigkeit behalten. Eine einfache Abzahlung 
lehrt, daB (208) und (492) gerade 4 unabhingige Gleichungen weniger 
als Unbekannte enthalten, wie es in einer allgemein relativistischen 
Theorie verlangt werden mu8. Es sei noch bemerkt, daB sich die Feld­
gleichungen in diesem Fall, wie es scheint, nicht aus einem Wirkungs­
prinzip herleiten lassen. Da femer nach Nr. 6~ die Divergenz von 8ii 

auf Grund von (203) und (208) den Wert 

- F'ifi 
des negativen Lorentzschen Kraftvektors annimmt und die Divergenz 
von R'I: - tg,,,R verschwindet, lieferl die Divergenz der Feldglei­
chungen (49.2) die Beziehung 

1 oB 
(493) FII;st - .-, == O. 

,.,X (j:x; 

8ie seigt, daP bei den sugnsnde gelegten Feldgleichungen in der Tat den 
Ooulombschen AbstofJungslrtriiftm- durch einen Gfoavitationsdruck das Gleich­
gewiikt gehalten wird. Setzt man si= (Joui , so folgt fiberdies 

(494) oB u'= dB = 0 
a:x;l d~ , 

d. h. R bleibt auf der Weltlinie eines und desselben Materieelementes 
konstant. 1m ladungsfreien Raum wird nach (493) 

oB=O 
O:x;i , 

also 
(495) R = konst. = Ro' 

1m Innern der materiellen Teilchen sinkt R vom Wert Eo stindig zu 

immer kleineren Werten bis zum Mittelpunkt des Teilchens. :" B stent 

nach (493) direkt die potentielle Energie der das Teilchen zusammen­
haltenden Gravitationskrifte dar. 

Wir mussen nun den Impuls-Energietensor Til; der Materie auf­
suchen. Fur diesen soU die das 1- GUed enthaltende Gleickung (452) 
bestehen bleiben. Nach (453) wird hier fur den materiefreien Raum 
R = - 41. Der Vergleich mit (495) zeigt, daB 

(496) Ro=- 4l, 1 =_ ~o 

zu setzen ist. Es ist ein Hauptvorzugder neuen Formulierung, daB 
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die Konstante l hier nicht dem Grundgesetz an sich eigentiimlich 
ist, sondern die Bedeutung einer Integrationskonstante hat. Die Glei­
chung (453) schreibt sich dann 

Gn + iRogi.t=- "Til" 
wihrend (492) 

Gn + -l-Rgn= - "Su 

Durch Vergleich folgt ergibt. 

(497) 1 
Tik= Sik+ h (R-Ro)giJe· 

Dieser Tensor enullt also zufolge von (492) von selbst die friihere 
Gleichung (452) und somit auch die Gleichung (341 a), auBerdem ver­
schwindet er im materiefreien Raum. Es ist deshalb auch vom physi­
kalischen Standpunkt durchaus berechtigt, ihn als Energietensor der 
Materie zu bezeichnen. Die materielle Energiedichte - 'Xl setzt sich 
aus zwei Teilen, einem elektromagnetischen und einem vom Gravita­
tionsfeld herriihrenden Teil zusammen, von denen beide positiv sind. 
Es ist leicht zu sehen, daB die raumlich geschlossene WeIt mit kon­
stanter ruhender Massendichte (T/ = Tt ' = Tas = 0, T,' = - I'oCt ) 

eine Losung der neuen Feldgleichungen ist. Alle Beziehungen der 
Nr. 62b) bleiben unveranderl bestehen. Der elektromagnetische Tensor 
So" berechnet sich allgemein aus (497) zu 

(498) S/= Tl-iT~/" 
also in unserem Fall 

(499) S/ = S,I= Sss= '~I'oC2, Sl = - ~ I'oC2 

Die Energie der riiumlich geschlossenen Welt riikl-t eu ~ vom elektro­
magnetiscken, IJU ~ vom Gravitationsfeld her. Dieser Anteil der elektro­
magnetischen an der Gesamtenergie ist genau der gleiche, wie er in 
Nr.63 auf Grund spezieller (nicht notwendig zutreffender) Annahmen 
fur das Elektron hergeleitet wurde. 

Versucht man nun auf Grund der Differentialgleichungen (203) 
bzw. (206), (208) und (492) das Feld eines materiellen Teilchens zu 
ermitteln, so findet man, daB zur Bestimmung der Unbekannten im 
statischen kugelsymmetrischen Fall eine Gleichung zu wenig vorhanden 
iIIt. N ach der hier entwickeUen Einsteinschen Theorie ist jede statiscM, 
kugelsymmetrische Verieilung der Elekflrizitiit im Gleichgewicht. So be­
friedigend also auch die Grundlagen dieser Theorie sind, auch sie ist 
nicht imstande, das Problem der Materie zu lOsen. 

67. Aligemeines iiber den gegenwii.rtigen Stand des Problems 
dar Materie. Jede der besprochenen Theorien hat ihre besonderen 23 

Vorziige nnd N achteile. Ihl' gemeinsamer MiBerfolg veranlaBt uns 
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jedoch, diejenigen Mangel und Schwierigkeiten besonders zusammen­
zufassen, die ihnen allen gemeinsam sind. 

Das Ziel aller Kontinuumstheorien ist, den Atomismus der Elek­
trizitiit darauf zuriickzufuhren, da8 die Differentialgleichungen, welche 
die Naturgesetze Ilousdrucken, nur eine diskrete Zahl von iiberall regu­
laren, statischen und kugelsymmetrischen Losungen haben, und zwar 
speziell je eine solche Losung fur die positive und die negative Elek­
trizitii.tsart. Es ist klar, da8 Differentialgleichungen, welche diese Eigen. 
schaft haben, auBerst kompliziert gebaut sein miissen. Es scheint uns, 
daB diese Verwickeltheit der Naturgesetze schon an sich gegen die 
Kontinuumstheorien spricht, denn man wird vom physikalischen Stand­
punkt wohl verlangen miissen, daB die an sich so einfache und grund­
legende Tatsache des Atomismus auch einfach und elementar von der 
Theorie zu deuten ist und nicht sozusagen als ein Kunststiick der 
Analysis erscheint. 

Ferner haben wir gesehen, daB die Kontinuumstheorien gezwungen 
sind, besondere Krafte einzufiihren, welche den Coulombschen Absto­
Bungskriiften im Innern der elektrischen Element&rteilchen das Gleich­
gewicht halten. Nimmt man an, daB diese Krafte elektrischer Natur 
sind, so muB man dem elektromagnetischen Viererpotential eine ab­
solute Bedeutung zusprechen, was zu den in Nr. 64: erorterten Schwie­
rigkeiten fiihrt. Gegen die andere Moglichkeit, daB die elektrischen 
Elementarteilchen durch Gravitationskrafte zusammengehalten werden, 
spricht aber ein sehr gewichtiges empirisches Argument. Man wiirde 
namlich in diesem Fall erwarten, daB die schwere Masse des Elek­
trons zu seiner Ladung in einer einfachen Zahlenbeziebung steht. In 

Wirklichkeit ist aber die betreffende dimensionslose Zahl :;,: (k = 
tit I' k 

gewohnliche Gravitationskonstante) von der GroBenordnung 1O'O! (s. 
auch Nr. 59). 

Von den Feldgleichungen ist iiberdies zu verlangen, daB sie von 
der Asymmetrie (Verschiedenheit der Massen) der beiden Elektrizitiits-

21 arten Rechenschaft geben. Es ist jedoch leicht zu sehen, daB dies 
mit ihrer allgemeinen Kovarianz in formaler Hinsicht im Widerspruch 
steht. 898) Fiir den statischen Fall enthalten die Feldgleichungen neben 
den got (i, k = 1,2,3 oder i = k = 4) nur das elektrostatische Po­
tential q> als Variable. Ais ein spezieller Fall der allgemeinen Kova­
rianz miissen nun die Differentialgleicbungen insbesondere auch bei 
Umkehrung der Zeit x' 4, = - x' kovariant sein. Dabei geht aber rp 
in - rp iiber, wahrend die gu unverii.ndert bleiben (es ist in unserem 

398) W. Pauli jr., Phys. ZtBchr. 20 (1919), p. 467. 
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Fall gil, = 0 fiir i = 1, 2, 3). 1st also fI), g'l: (gl4 = 0) eine Losung der 
Feldgleichungen, so ist auch - fI), gu (gil, = 0) eine Losung, im Wider­
spruch zur Asymmetrie der heiden Elektrizitiitsarten. Man konnte ver­
such en, dieser Konsequenz dadurch zu entgehen, daB man nicht ratio­
nale Wirkungsinvarianten einfilhrt, so wie es am Ende der Nr. 64: 
angegeben wurde. Aber erstens werden dann die Feldgleichungen lloch 
komplizierter, und zweitens geschieht die Auswahl des eindeutigen 
Zweiges der Wirkungsfunktion nicht in allgemein kovarianter Weise, 
indem z. B. gegenuber einer Umkehr der Zeit x' 4, = - x4 jetzt keine 
Kovarianz mehr vorhanden ist. 

Endlich ist auch noch ein begriffliches Bedenken zu erwii.hnen.s,,) 
Die Kontinuumstheorien operieren ohne weiteres mit dem gewohnlichen 
Begriff der elektrischen Feldstarke auch fiir die innerelektronischen 
Felder. Diese Feldstarke ist jedoch definierl als die Kraft auf einen 
Probekorper, und da es keine kleineren Probekorper gibt als Elektron 
und Wasserstoffkern, scheint die Feldstarke in einem bestimmten 
Punkt im Innem eines solchen Teilchens prinzipiell nicht beobachtbar, 
also eine physikalisch inhaltslose Fiktion zu sein. H24 

Wie immer man sich im Einzelnen zu diesen Argumenten stellen 
mag, so viel scheint sicher zu sein, daB zu den Grundlagen der bisher 
aufgestellten Theorien erst neue, der Kontinuumsauffassung des Feldes 
fremde Elemente hinzukommen mussen, damit man zu einer befriedi­
genden Losung des Problems der Materie gelangt. 

394) V gl. dazu W. Pauli jr., Verh. d. ph,s. Ges., 1. c. Anm. 391) und die 
Nauheimer Diskussion, Ph,S. Zt&chr. 21 (1920), p.660. 

(AbgeschloBsen im Dezember 1920.) 

(Die spll.ter erschienene Literatur konnte nachtriLglich nur teilweise 
beriicksichtigt werden.) 
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Druckfehler im Originaltext 

Die meisten der im folgenden genannten Druckfehler sind aus Anmerkun­
gen Paulis sowie aus Briefen der Ubersetzer G. Field und P. Gulmanelli 
entnommen, die im Pauli-Archiv des CERN in Genf unter der Signatur 
9 verwahrt werden und die mir freundlicherweise Herr Karl von Mayenn 
in Kopien zuganglich gemacht hat. 

1m folgenden steht das Symbol ~ abkurzend fUr "solI heif3en". S., Z., 
Z.v.u. und Gl. stehen fur "Seite", "Zeile" (von oben gerechnet) "Zeile von 
unten" (ohne Fuf3notenzeilen gerechnet) und "Gleichung". 

S. 543 FuBnote 2): electromagnetique ~ electromagnetique 

S. 545 FuBnote 11): electron ~ electron 

S. 549 FuBnote 21): electrodynamique ~ electrodynamique 

electromagnetiques ~ electromagnetiques 

S. 550 erste Gl. in (3): dVp ~ dVpl 

S.555 FuBnote 34), erste Formel fur t': ~tll ~ ;;\-(Utll ) 

S. 558 2. Z.: (1) ~ (la) 

S. 569 Gl. (20) und zwei Zeilen darunter: :!. ~ g:. 
S. 573 13. Z.: x ~ xk 

S. 580 Gl. (51): l: ~ s 
S. 585 FuBnote 65): Notione ~ Nozione 

S. 591 5. Z.v.u.: (94) ~ (64) 

S. 592 3. Z.v.u.: Nr. 14 ~ Nr. 11 

9. Z.v.u.: Gleichungsnummer (90) fehlt 

S. 601 7. Z.v.u.: (135) ~ (127) 

S. 603 Gl. (131): gradi ~ Grad; 

S. 605 3. Z. nach Gl. (136c): s ~ ds 

S. 606 Gl. (141a): fk ~ fi 
6. Z. nach Gl. (141b): fliuF ~ :Diu f 

S. 607 FuBnote 94a): teorica ~ teoria 

differenziale ~ differenziali 

S. 608 2. Z. nach Gl. (147): f!. ~ ~ 
Gl. (146b): 1. Term der r. Seite ist ~ 

Gl. (148b): a i ~ ai 
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DRUCKFEHLER 1M ORIGINALTEXT 

S.609 Gl. (151): :Ditlr'r dE f-t Divr'r dE 

Gl. (151a): :Ditl f-t Div 

T(rs) f-t T(rn) 

S. 610 GI (152) ' ikl··· ,--, ikl··· . . a p,rst ..., a rst,p 

a ikt··· L-' 8 ikl··· a rst"" a rst 
S. 611 5. Z.v.u.: schneidet f-t schneiclen 

S. 612 13. Z.: auk /8xk f-t 8U,k /ax,k 

unterste Z.: ul f-t U/ 
S. 615 7. Z.: (B) f-t (A) 

FuBnote 99a), 1. Z.: Anm. 55 f-t Anm 54 

S.617 Gl. (168): £8~r~r f-t £~r 8~r 
S. 619 10. Z.v.u.: ae /axk f-t a~i /axk 

8. Z.v.u.: f(.·.) f-t f( ... ) dx 

S.621 12. Z.v.u.: ghi f-t ghj 

S. 625 4. Z. cler Nr. 25: U f-t U 

S. 627 2. Z. tiber Gl. (194): B4 f-t B4 

S. 631 1. Gl. in (B): f) f-t iJ 
1. Z. tiber Gl. (202a): (461) f-t (54a,b) 

S. 637 Gl. (215): (215) f-t (212a) 

S. 638 13. Z.: (219) f-t (220) 

S. 641 1. Zeile: G f-t ~ 

Gl. (229): IJI < 0 f-t IJI ~ 0 

1. Z. unter Gl. (229): G f-t J 

S.642 Gl. (233): f(.· .)c5cpi f-t f(·· ·)c5CPi dE 

S. 645 Gl. (244): urXi f-t UkXi 

S. 646 2. Z.v.u.: Der Flache f-t Die Flache 

S. 647 10. Z., 2. Gl.: (Xrur) f-t (Xrur)2 

S. 649 2. Z. unter Formel (254): (229a) f-t (228a) 

S. 650 9. Z.: 0:'2, 0:'2 f-t 0:' 1, 0:'2 

S.653 Gl. (264): tls 2 f-t tlz 2 

S.654 Gl. (265a), Nenner des 2. Terms in { ... }: c(l- (32) f-t c2 (1- (32) 

Gl. (265a), Zahler des letzten Terms: 3(tlu2) f-t 3(tlU)2 

S. 657 FuBnote 178), 3. Z.: (III' a) f-t (III" a) 

(IV/a) f-t (IV"a) 

Gl. (276): J"II//1- {32 f-t Jln/.;r=7fi 
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S. 659 8. Z.: (282) M (281) 

S. 660 2. Z. nach Gl. (282): Poxiuk M (Poxiuk)p 

S. 662 3. Z. nach Gl. (286a): u+, u~ M u+, u~ 

S. 666 letzte Gl. in (302): ~ M ~' 

letzter Term der 1. Gl. in (303): Vknr M niVk 

1. Term der letzten Gl. in (303): Hik M Hir 

S. 667 6. Z.: (303) M (302) 

S. 668 Gl. (305a): ; M 1;1 
S. 672 7. Z.: Nr. 6a M Nr. 6 

Gl. (212): (212) M (312) 

S. 678 1. Z. nach Gl. (330): (323) M (326) 

S. 680 2. Z.v.u.: 15 M 151 

letzte Z.: 15'%1 M 15'1% etc 

S. 682 Fufinote 227): Die zweite Referenz fur A. Smekal lautet 

vollstandig: Wien. Ber., math.-nat. Kl., Abt IIa, 129 (1920), 

p.455. 

S. 685 11. Z.v.u.: Mechank M Mechanik 

S. 686 letzte Z.: (378) M (348) 

S. 687 1. Gl. in (349): ~ M ~ 

S.688 2. Z. nach Fig. 4, Formel fur I~I: ~' M ~' 
Fufinote 239): Anm. 9) M Anm. 10) 

S. 689 9. Z.: W M W' 

S. 691 Gl. (358a): Tit f-t Ti k 

S. 692 Gl. (360), 2. Z. 2. Gl.: T%y M Tu 
S. 693 Letzte Z. von Nr. 45: Nr. 36d f-t Nr. 368 

S.698 Gl. oberhalb (381b): il~ f-t il~, 

Gl. oberhalb (382): 1 - {32 M (1 - (32)2 

S. 708 GI (80a): cPxi Id>' f-t d2xi Id>.2 
S. 712 Gl. (399): (399) f-t (390) 

S. 713 4. Z. uber (392): Eigenheit f-t Eigenzeit 

1. Z. uber (392): (39c) M (391) 

S. 716 1. Zeile unter Gl. (394): da M da2 

Fufinote 306a): instituto Vineto di science f-t Istituto Veneto di 

scienze 

S. 723 Letzte Z.: !c f-t !C1 
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S. 725 Fuf3note 318), 2. Z.: Anm. 100 ~ Anm. 102 

S. 728 Gl. (414): Rlk ~ Rik 

1. Gl. in (415): goo ~ g44 

S. 729 14. Z.v.u.: Flamm375 ~ Flamm325 

6. Z.v.u.: (Xl dx l + x2 dx2 ) ~ (Xl dx l + x2 dX2 )2 

S. 730 Gl. (421b): ~~~ ~ [~~~ r 
3. Z. unter Gl. (423): (105) ~ (395) 

S. 734 2. Z. unter Gl. (433): (132a) ~ (122) 

S. 735 FuBnote 337): p. 458 ~ p. 519 

spazi ~ spazi 

S. 737 FuBnote 341): Anm. 98) ~ Anm 99) 

S. 741 FuBnote 349a): p. 570 ~ p. 470 

S.747 12. Z.v.u.: (434) ~ (454) 

S. 749 3. Z.v.u.: (215) ~ (212a) [vgl. Druckfehler S. 637] 

FuBnote 371): Anm. 103) ~ Anm. 104) 

S. 750 FuBnote 376): Anm. 9) ~ Anm. 10) 

FuBnote 377): Anm. 11) ~ Anm. 12) 

S. 752 FuBnote 379): Anm. 40) ~ Anm. 11) 

S. 754 Gl. (206): c.pi ~ c.pi 

S. 757 18. Z.: (470) I-t (470a) 

11. Z.v.u.: (470) ~ (470a) 

Gl. (341): 8Xk I-t 8xk 

S. 759 Z. 6,7,9: J t.pit.pi ~ J -t.pit.pi 

Z. 7: t.pit.pi > 0 ~ t.pic.pi < 0, t.p4 > 0 

Z. 9: t.pit.pi < 0 I-t t.pit.pi < 0, t.p4 < 0 

FuBnote 385): Die letzte Referenz lautet vollstandig: Phys. Zt­

schr. 21 (1920), p. 649. 

S.761 Gl. (475): rr,is + rr,is ~ rr,is + ri,rs 

Gl. (478): er ·· ~ e- r·· 
S. 763 6. Z.: e-O:('P2-'Pt}t I-t e-O:('P2-'Pt}t 

S. 769 Gl. (211'): (211') ~ (208') 

S. 773 3. Z.: (453) I-t (452) 
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Erganzende Anmerkungen von W. Pauli * 

Auswahl von Biichern iiber die neuere Entwicklung der Relati­
vitatstheorie 

- A. Einstein, The Meaning of Relativity, 5.Aufi., Princeton 1956. 
- M. v. Laue, Die RelativiUitstheorie, Braunschweig: 1. Band, Spezielle 

Relativitatstheorie, 6. Aufi. 1955; 2. Band, Allgemeine Relativitats­
theorie, 3. Aufi. 1953. 

- A. S. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity, 2. Aufi., 
Cambridge 1924, Neudruck 1953; Deutsche Ubersetzung mit einem 
Anhang von A. Einstein, Berlin 1925. 

- R. C. Tolman, Relativity, Thermodynamics and Cosmology, Oxford 
1934. 

- P. G. Bergmann, An Introduction to the Theory of Relativity, New 
York 1942. 

- E. Schrodinger, Space-Time Structure, Cambridge 1950 
- A. Lichnerowicz, Theories relativistes de la gravitation et de l'electro-

magnetisme, Paris 1955. 
- P. Jordan, Schwerkraft und Weltall, 2. Aufi., Braunschweig 1955 
- Cinquant' anni di relativita, 1905-1955, Florenz 1955. 
- Kongre6bericht "Fiinfzig Jahre Relativitatstheorie", Bern 1955, Helv. 

Phys. Acta, Suppl. IV, 1956. 
- Albert Einstein: Philosopher-Scientist, Band VII der Library of Living 

Philosophers, Evanston 1949; 2. Aufi., 1951. Deutsche Ubersetzung: 
Albert Einstein als Philosoph und Naturforscher, Stuttgart 1955. 

Anm. 1, S. 547: R.J. Kennedy und E.M. Thorndike, Phys. Rev. 42 
(1932), p. 400, fiihrten eine wichtige Abwandlung des Michelsonschen 
Versuchs durch, bei dem der Liingenunterschied zwischen beiden Ar­
men im Interferometer groB gehalten wurde. Das negative Ergebnis dieses 
Experiments schlieBt die Moglichkeit einer Abhiingigkeit der vom Licht 
zur Zuriicklegung eines geschlossenen Weges in einem irdischen Labor 

* Dieser Text unterscheidet sich von dem der deutschspra.chigen Boringhieri­
Ausgabe von 1963 durch folgende Anderungen: 1) Korrekturen von Druck­
fehlern, insbesondere Fehlverweisen innerhalb von Fufinoten. 2) Die Formeln 
und Fufinoten sind fortlaufend und nicht fiir jede Anmerkung neu durchnum­
meriert. 3) Die Symbolik flir die Symmetriesierung bzw. Antisymmetrisierung 
von Indizes an Tensoren wurde von ik bzw. ttb zu (ik) bzw. lab] geiindert. 

4) Tensordichten werden hier passend zum Originaltext mit Frakturbuch­
staben geschriebenj der Boringhieri-Text hat stattdessen Fettdruck. 5) Die 
Literaturerganzungen erscheinen am Anfang und nicht am Schlufi. 
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benotigten Zeit von der Geschwindigkeit der Erde aus. Siehe ebenso die 
theoretische Diskussion dieses Experiments durch H.P. Robertson, Rev. 
Mod. Phys. 21 (1949), p. 378. 

Anm. 2, S. 552: Inzwischen ist der Michelson-Versuch mit auBerirdi­
schem Licht (Sonne und Sterne) tatsachlich von R. Tomaschek mit nega­
tivem Befund ausgefiihrt worden, Ann. Phys., Lpz. 73 (1924), p. 105. 

Anm. 3, S. 565: Die Experimente von Harrep und Sagnac sind von 
B. Pogany wiederholt worden, Ann. Phys., Lpz. 80 (1926), p. 217; Na­
turwissenschaften 15 (1927), p. 177; Ann. Phys. Lpz. 85 (1928), p. 244. 
Das . vorgeschlagene optische Experiment zur Priifung der Erdrotation 
ist tatsachlich durchgefiihrt worden: A.A. Michelson, Astrophys. J. 61 
(1925), p. 137; und A.A. Michelson und H. G. Gale, Astrophys. J. 61 
(1925), p. 1401. 

Anm. 4, S. 566: Der Doppler-Effekt zweiter Ordnung ist experimentell 
tatsachlich festgestellt worden durch Vergleich des arithmetischen Mittels 
der Frequenzverschiebung zweier Lichtstrahlen von genau entgegengesetz­
ten Richtungen mit der von ruhenden Atomen emittierten unverschobe­
nen Lichtfrequenz. Das Experiment wurde von H.E. lues und C.R. Stil­
well, J. opt. Soc. Amer. 28 (1938), p. 215; 31 (1941), p. 369, gemacht und 
von G. Otting, Phys. Z. 40 (1939), p. 681, wiederholt. Die Vorhersage der 
speziellen Relativitatstheorie ist mit groBer Genauigkeit bestatigt. (Somit 
ist der auf S.559 erwahnte Vorschlag von Abraham auch experimentell wi­
derJegt.) 

Ein gutes Mittel zur experimentellen Priifung der Zeitdilatation der 
spezieUen Relativitat ist die Abhiingigkeit der Lebensdauer zerfallender 
Mesonen von ihrer Energie. Theoretisch soUte die Lebensdauer der relati­
vistisch definierten Energie der Teilchen proportional sein (siehe Nr. 37). 
Qualitativ ist der Effekt sowohl in kosmischer Strahlung1 als auch mit 
kiinstlich erzeugten Mesonen2 gut iiberpriift, aber die Genauigkeit ist ge­
genwartig nicht sehr gut, da die Experimente bisher nicht mit dem beson­
deren Ziel der Priifung der theoretischen Formeln fiir die Zeitdilatation 
gemacht worden sind. 

1 Siehe z.B. B. Rossi und D.B. Hall, Phys. Rev. 59 (1941), p. 223. 
2 R. Durbin, H.H. Loar und W. W. Havens, Phys. Rev. 88 (1952), p. 179 (ins­

bes. p. 183) haben die Lebensdauer von 7r-Mesonen von 73 MeV kinetischer 
Energie gemessen, was einem Zeitdilatationsfaktor von etwa 1,5 entspricht. 
Die gemessene Dilatation stimmte damit auf 10% iiberein. 
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Anm. 5, S. 581 und 592-596: Die hier eingefuhrte systematische Be­
zeichnungsweise hat nicht ihren Weg in die Literatur gefunden. Den heu­
tigen Leser wird es als besonders ungewohnlich beruhren, daf3 der Rang 
eines "Oberflachentensors" von der Anzahl der Tensorindizes verschieden 
sein sollte. Der Krummungstensor z.B. wird hier als "Oberflachentensor 
yom Rang 2" bezeichnet, wiihrend die Anzahl seiner Indizes 4 ist. 

Anm. 6, S. 587: Es ist logisch moglich, jegliche Ableitung der "geodati­
schen Komponenten" rfk von der durch den Tensor gik definierten Raum­
metrik preiszugeben. Fur das "Pseudotensorfeld" rfk wird dann axioma­
tisch das Transformationsgesetz 

r kl = __ __ _rt - -:----:-_ 8xr 8xs (8x'l 82x,1 ) 
, 8xli 8x'k 8xt rs 8xr 8xs 

(1) = _ _ __ rt + -::---:-::---:-8x,1 (8xr 8xs 82xt ) 

8xt 8X,i 8x,k rs 8xli8x'k 

angenommen, welches aquivalent ist mit der allgemeinen Kovarianz der 
Definition (64) fur die Parallelverschiebung kontravarianter Vektoren. 

Statt Gl. (67) des Textes, die die Metrik explizit enthiilt, muS hier 
die Invarianz eines beliebigen Skalarproduktes aibi eines kontravarianten 
Vektors ai mit einem kovarianten Vektor bi bei der Parallelverschiebung 
postuliert werden. Mit dieser Bedingung, 

d . 
dt (a'bi ) = 0 

leiten wir aus (64) das Verschiebungsgesetz 

(2) dbi = r!" dxB b 
dt +'Sdt r 

fUr kovariante Vektoren abo 
Diese Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie wird als "affine 

Geometrie" bezeichnet, die Parallelverschiebung von Vektoren heiBt "af­
finer Zusammenhang", und ein Raum, in welchem sie definiert ist, nennt 
man einen "affin zusammenhangenden Raum". H25 

Zunachst schiene es naturlich, die Symmetriebedingung (65) fur die r 
beizubehalten, wen der antisymmetrische Ten von rfk laut Transformati­
onsgesetz (1) ein neuer unabhiingiger Tensor im eigentlichen Sinne ware. 
Nur der symmetrische Ten von rfk kann an einem gegebenen Punkt lokal 
wegtransformiert werden. In der erganzenden Anmerkung 23 werden wir 
jedoch auch nichtsymmetrische r diskutieren in Verbindung mit Versu­
chen, diese verallgemeinerte affine Geometrie in der Physik anzuwenden. 

In der folgenden erganzenden Anmerkung 7 beschranken wir uns je­
doch auf symmetrische r. 
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Anm. 7, S. 610 und 621: a) Kovariante Differentiation in einem a/­
fin zusammenhiingenden Raum.3 Mit Hilfe geodatischer Komponenten 
r1, = r,~ ohne jede Metrik kann die kovariante Differentiation von Ricci 
und Levi-Civita, die auf Seite 610 erwahnt wurde, eindeutig definiert wer­
den. In geringer Abweichung vom Text bezeichnen wir hier die kovariante 
Differentiation mit einem Strichpunkt, so daB z.B. (siehe (148a), (148b)) 

(3) 

(4) 

i 8ai ri r 
a;k = 8xk + rka , 

b 8bi rr b 
i;k = 8xk - ik r' 

Filr ein skalares c postuliert man 

(5) 
8c 

C;k == 8xk ' 

und filr ein Produkt mit oder ohne Verjilngung fordert man die allgemeine 
Regel 
(6) ( "'b"') ... b'" + "'b'" a... .,. ;k = a ... ;k ... a... . .. ;k' 

die besagt, daB die kovariante Differentiation eines Produktes analog zur 
gewohnlichen Differentiation eines Produktes ist. Mit den Regeln (5) und 
(6) kann man jede der Formeln (3) oder (4) aus der anderen ableiten, 
denn in 

(aSbs);k = a~kbs + aBbs;k 

fallen die Anteile mit r heraus. 
Zudem ist die allgemeine Formel (152) des Textes filr die kovariante 

Differentiation eines Tensors in Ubereinstimmung mit der Produktregel 
(6) und folgt aus dieser Regel, wenn die SpezialfaIle (3), (5) oder (4), (5) 
angenommen werden. 

Es ist einfach, den Begriff der Parallelverschiebung von Vektoren auf 
alle Tensoren zu verallgemeinern. Die Bedingung, daB ein beliebiges Ten­
sorfeld a::: bei Parallelverschiebung langs einer gegebenen Kurve invariant 
ist, kann geschrieben werden 

(7) 

Wenn a::: nicht als ein Feld gegeben ist, muB man (8a:::j8xr )(dxr fdt) 
durch da:::jdt ersetzen, so daB (7) die Abhangigkeit von a::: langs des 
gegebenen Weges bestimmt. 

Weiter bemerken wir, daB (152) in Ubereinstimmung ist mit dem Ver­
schwinden der kovarianten Ableitung des trivialen gemischten Tensors, 
der durch das Kroneckersymbol 6t gegeben ist. 

3 Fiir ein Standardwerk iiber das in dieser Anmerkung behandelte Gebiet siehe 
J.A. Schouten, "Ricci-Calculus" (2. Aufi., Berlin und London 1954). 
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Durch Anwenden der Produktregel (6) auf die Determinante D 
det laikl eines Tensors aik vom Rang 2 (welche sich wie 9 transformiert) 
erhalt man 

Somit ist 

( v'D);k = aaVJ - r:kD . 

Daraus und aus (5) folgt fur eine beliebige Skalardichte Q( = a.JD, daB 

(8) 

aber fUr die Divergenz einer Vektordichte findet man, daB die r sich 
aufheben, 

(9) 

(siehe S. 606). 
b) Der Krummungstensor in einem affin zusammenhangenden Raum. 

Die Betrachtungen der Nr. 16, die zur Gl. (86) des Krummungstensors 
fUhrten, 

(10) 

gel ten auch im affinen Raum, da sie die Metrik nicht enthalten. Dieser 
Tensor hat immer noch die Symmetrie-Eigenschaften 

Jetzt gibt es jedoch kein einfaches Mittel, den erst en Index herunterzu­
ziehen, und daher keine Analogie zur Eigenschaft der Schiefsymmetrie in 
den ersten beiden Indizes des Riemannschen Krummungstensors Rhijk 
(siehe (92)). 

Dies hat eine wichtige Folge fur den verjungten Krummungstensor, 
der in Analogie zu (93) und (94) durch 

() R - g~ - an;~ ani.: r 13 ro: ro: r 13 
12 ik - io:k - axk - axO: + io: kl3 - ik 0:13 

definiert ist. Dieser Tensor ist nicht mehr symmetrisch und zerfiillt daher 
sofort in seine zwei irreduziblen Bestandteile, den symmetrischen und den 
schiefsymmetrischen: 
(13) Rik = R(ik) + R[ik); 

( ) R -R - 1 (ari':~ arro:) ari~ r 13 ro: ro:r13 
14 (ik) - (ki) - 2 axk + axi - axO: + io: kl3 - ik 0:13 
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(wir benutzen hier die Symmetriebedingung (65) fur die r), und 

(15) R 1 (on:. orkO ) 
[ik] = - R[ki] = 2 oxk - oxi 

Letztere erfullt die Identitat 

(16) 
OR[ik] OR[li] OR[kl] 
~ + oxk + oxi = O. 

Da die skalaren Dichten (S. 580) wichtig fUr die Variationsprinzipien 
sind (Nr. 23), erwahnen wir hier, daB die einfachste, aus dem Krummungs­
tensor algebraisch (ohne Differentiation) aufgebaute, skalare Dichte 

(17) 

ist. In der Tat kann jeder Tensor zweiten Ranges auf diese Art zum Aufbau 
eines invarianten Volumenelementes benutzt werden, wie es gewohnlich 
mit dem metrischen Tensor gemacht wird. 

Man kann auch die normierten Unterdeterminanten R(ik) definieren 
duch 
(18) R · R(ko) - 8k 

('0) - i 

und sie zum Heraufziehen der Indizes von R[ik] benutzen: 

(19) R [ik] - R R(li)R(mk) - [1m] . 

Die einfachste Invariante ist dann 

(20) 

(17) und (20) zusammen liefem die skalare Dichte 

(21) 32 = (1 + o:~ R[ik]R[lm] R(Ii) R(mk)) Vldet IR(ik) II ' 
mit einem beliebigen numerischen Faktor 0:. Sie besteht aus zwei Anteilen, 
die mit dem Pluszeichen addiert sind, gerade was verschiedene Autoren 
aus dem Wunsch nach "Vereinheitlichung" heraus so begierig waren zu 
vermeiden (vgl. die erganzende Anmerkung 23).4 

c) Die Jdentitiiten von Bianchi. Die auf S. 610 erwahnte Identitat 

(22) 

ist nutzlich zur Beschreibung der differentiellen Identitaten von Bianchi, 
die sowohl fur den Riemannschen als auch fur den allgemeineren affinen 
Raum gelten. 

4 Eine dritte Invariante kann in Analogie zu der in der erganzenden Anmer­
kung 20 betrachteten konstruiert werden. 
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Aus (22) folgt fUr einen beliebigen Tensor Sik zweiten Ranges, daB 

(23) Sik;l;m - Sik;m;l = - (R\lmSih + R\lmShk) -

Dies folgt zunachst etwa fur den speziellen Tensor Sik = aibk; aber da 
die Beziehung linear in den Komponenten von Sik ist, gilt (23) auch fur 
jede Summe dieser speziellen Tensoren und demzufolge auch fur einen 
allgemeinen Tensor zweiten Ranges_ 

Setzt man in (23) Sik = ai;k und addiert man die drei zyklischen 
Permutationen von k, l, m, so erhalt man unter Beriicksichtigung der zy­
klischen Symmetrie (11) von R\lm 

(ai-k-!-m - ai-/-k-m) + (a'-l-m-k - ai-m-l-k) + (ai-m-k-l - a'-k-m-l) 
J I J " I ., I 1 " I I , I '" I 1 

(24) = -(Rhilmah;k + Rhimkah;l + R\klah;m) . 

Andererseits erhalt man durch kovariante Differentiation von (22) bezug­
lich m und anschlieBender zyklischer Permutation der k, l, m 

(a'-k-l-m - a'-l-k-m) + (ai-l-m-k - ai-m'l-k) + (ai-m-k-l - a'-k-m-l) (0, " ., I I I " ,'1 J " '" 1 , 

= - (Rhilmah;k + Rhiklah;m + Rhimkah;t} 

(25) - (Rhikl-m + R\lm-k + Rhimk-l)ah. , , , 

Die linke Seite von (24) ist identisch mit der linken Seite von (25). Das 
gleiche gilt fur die rechte Seite von (24) und die erste Klammer auf der 
rechten Seite von (25), von der Reihenfolge der Glieder abgesehen. Also 
muB die zweite Klammer auf der rechten Seite von (25) fUr jeden Vektor 
ai verschwinden. Dies ergibt die beruhmten Identitaten von Bianchi 

(26) 

Durch Verjungung h = k = a bekommt man 

Ril;m - Rim;l + R~lm;O/ = 0, 

oder mit Bezeichnungswechsel der Indizes 

(27) 

d) Die Vereinfachung im Riemannschen Raum. Fur einen Riemann­
schen Raum ist es moglich und auch naturlich, den affinen Zusammen­
hang mit der Metrik durch das Postulat zu verbinden, daft das metrische 
Feld gik (x) invariant gegeniiber Parallelverschiebung langs jeder beliebigen 
Kurve ist. GemaB (7) liefert dies sofort 

(28) gik;r = 0, 
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oder 
89ik rs r s 0 
8xr - 9sk ir - 9is kr = , 

was wegen (66) identisch mit (68) ist. Der Ausdruck (69) fur ri,rs folgt 
daraus fUr symmetrische r. 

Die Bedingung (28) ist gleichwertig mit 9~; = 0, was identisch mit 
Gl. (71) des Textes ist. Sie ermoglicht es, Indizes von kovariant differen­
zierten Tensoren mittels des metrischen Tensors herauf- und herunterzu­
zuziehen. Wenn wie gewohnlich 

ist, so hat man auch 

(29) i ir 
a;k = 9 ar;k· 

Wir bemerken, daB Gl. (67) des Textes auch aquivalent mit (28) ist. 
Wegen (5), der Produktregel (6) und Gl. (64) des Textes hat man in der 
Tat 

d . k . k dx r 

dt (gike~ ) = 9ik;re~ &. 
Nun konnen wir leicht die verbleibende Symmetrie-Eigenschaft 

(30) Riklm = - Rkilm , 

oder 
(31) 

des metrischen Kriimmungstensors neu ableiten, welcher mit Hilfe jener 
speziellen r~1 gebildet ist, die durch GIn. (66) und (69) des Textes gegeben 
sind und die (28) erfullen. 

Zu diesem Zweck brauchen wir nur 9ik statt Sik in die allgemeine 
Formel (23) einzusetzen. Da die linke Seite wegen (28) verschwindet, muB 
auch die rechte Seite verschwinden, die mit (31) identisch ist. 

In Nr. 16 wurde gezeigt, daB aus (30) die Symmetrie des verjungten 
Krummungstensors Rik folgt, was das Verschwinden seines schiefsymme­
trischen Anteils R[ikJ bedeutet. Gerade dies macht die Konstruktion von 
Invarianten aus dem Krummungstensor so einzigartig fur den metrischen 
Raum (siehe S. 598 Gl. (113)). 

SchlieBlich Ieiten wir aus den obigen GIn. (27), die aus den Bianchi­
Identitaten folgen, die Identitaten (182a,b) fUr den Tensor (siehe (109)) 

Gik = Rik - ~9ikR 

ab, die man in KaIkiil kovarianter Differentiation als 

(32) 

schreiben kann. 
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Dazu braucht man (27) nur mit ghk zu multiplizieren und bezfiglich 
der Indizes h und k zu verjfingen. Mit (29) und ghk ROhik = ROi (siehe 
(93)) erhalt man 

oder 
2 (Ro. _18~R) = 0 

, 2' ;0 ' 

was identisch mit (32) ist. Die Wichtigkeit der einfachen Beziehung zwi­
schen den Bianchi-Identitaten und den vier Identitaten (32), die so grund­
legend in der allgemeinen Relativitat sind, wurde auch von Einstein in 
seinem spateren Werk betont. 

Anm. 8, S. 620 und 725: Auf seite 620 des Textes wurde festgestellt: 
"Die Ausrechnung zeigt nun, daB 

8 8rlS 8rlS 
-8 8 'k - 8 'k = rlSik = FYGik 

XU g~ g' 

wird, wo Gik der in (109) definierte Tensor ist". Ebenso wurde dort Bezug 
genommen auf eine Arbeit von Palatini (siehe FuBnote 105, S.621). 

Palatinis Methode ist folgende: Er stellt zunachst fest, daB die Variati­
on 8r[k des r-Feldes gemaB (71) ein eigentlicher Tensor ist, im Gegensatz 
zu rrik selbst. Unter Benutzung der Formel (94) ffir Rik erhalt man 

(33) 

Dies sieht man sofort, zunarnst in einem geodatischen Koordinatensy­
stem, wo in einem ausgezeichneten Punkt die r selbst (aber nicht not­
wendigerweise ihre Ableitungen) verschwinden. Also gilt die Gl. (33) all­
gemein zufolge der allgemeinen Kovarianz beider Seiten. 

Unter Benutzung der Produktregel fUr kovariante Differentiation be­
kommt man 

FYgik8~k = {FY(gir 8rto - gik8r[k)}'r , 

+ {(FYgik);r - (FYgiB);s8;} 8r[k. 

Der erste Term ist als kovariante Divergenz einer Vektordichte nach 
der erganzenden Anmerkung 7, Gl. (9) eine gewohnliche Divergenz, wel­
che nach Integration fiber das Volumen ein Oberfiachenintegral ergibt. 
Letzteres verschwindet, wenn die Variation des r-Feldes auf dem Rand 
verschwindet. Es verbleibt also 

! FYgik8Rikdx = ! {(FYgik);r - (FYgiB);s8;} 8r[k dx 

(34) + ! .... 
Oberft. 
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Mit 

erhalten wir also 

6 J 9t dx = J C!)ik 6gik dx + J {( yCggik);r - (yCggiS);s6n 6rtk dx 

(35) + J .... 
Oberfl. 

Bisher haben wir das Verschwinden der kovarianten Ableitung des metri­
schen Tensors nicht gebraucht (erganzende Anmerkung 7, GIn. (28) und 
(29)). Wenn wir dies tun, so verschwindet das zweite Integral auf der 
rechten Seite von (35) und Formel (180), Nr. 23 ist bewiesen. Es gibt 
eine Abart des Wirkungsprinzips (siehe Nr. 57 des Textes), die auf dieser 
Entwicklung Palatinis beruht und in der die 10 Funktionen gik und die 
40 Funktionen rtk als unabhangige Variable behandelt werden.5 

Falls der Integrand 9R des Materieanteils des Wirkungsintegrals (siehe 
Gl. (404) des Textes) die rtk nicht explizit enthalt, ergibt die Variation 
der T/i. gemaB (35) 

woraus wir leicht g~; = 0 folgern konnen. Diese Gleichungen sind dann, 
ebenso wie wie Gl. (401) des Gravitatiobsfeldes, als Teil der Feldgleichun­
gen eine Folge des Variationsprinzips. 

Die Bedingung, daB der Materieteil 9R des Wirkungsintegrals nicht 
von den rik abhangt, wird gewiB vom elektromagnetischen Feld ohne elek­
trische Strome erftillt (siehe Gl. (172)). Bei der allgemeinen Darstellung 
der Materie kommen jedoch die Beschrankungen in der Anwendbarkeit 
der klassischen Feldbegriffe ins Spiel, und die fragliche Bedingung scheint 
mir nicht trivial. Insbesondere bedarf der Fall, bei dem 9R Spinorfelder 

H26 enthalt, einer naheren Untersuchung. 
In einem Riemannschen Raum scheint es mir einfacher und nattirli­

cher, die Identitaten 

von vornherein zugrundezulegen und im Variationsprinzip die 10 Funk­
tionen gik(X) allein als unabhangige Variable zu behandeln. 

Zum Gebrauch der Methode Palatinis in Einsteins Feldgleichungen 
siehe die erganzende Anmerkung 23. 

5 A. Einstein, S. B. PreuB. Akad. Wiss. (1925), p. 414. 
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Anm. 8a, S. 622:6 Die Identitat (184) des Textes, d.h. 

(36) 8 (k k) _ 
8xk Ui + ~ i = 0 , 

wird offensichtlich auf Grund der zuerst von Freud7 abgeleiteten Bezie­
hung 

(37) 
~kl 

k k _ U~i 

Ui +~i = aT' 
in der lU/' antisymmetrisch in k und list: 

(38) 

Der gleiche Autor leitete auch fUr die Affintensordichte lU/' den Ausdruck 

2lU/' = F9 {8f (gr'r:. - g'r r:,) 
+ 8! (gkr r' _ gr'rk ) 

t r. r. 

(39) + (glr ri~ - gkr rfr) } 

abo Die Ergebnisse von Freud konnen auch durch Verallgemeinerung des 
Resultates (181) des Textes fUr die Variation von f ~ dx mit beliebigen 
Funktionen ~i abgeleitet werden, wobei der Beitrag des Oberflacheninte­
grals in (177) in Betracht gezogen werden muB. 

Wegen (182a) erhalt man nach einigen Umformungen 

! _! 8 {k k i ik 8e } (40) 8 ~dx - 2 8xk (Ui + ~i )~ - lUi 8xi dx, 

wo 
(41) lUik _ gir 8rtJ + ~8k 8( ..;=ygir) _ ~ 8( ..;=ygik) 

i - 8gkir 2' 8xr 2 8x i . 

Das Verschwinden des Integranden von (40) fUr beliebige Funktionen ~i 
liefert gerade die Identitaten (36), (37), (38), wahrend der Ausdruck (41) 
sich als identisch mit dem Ausdruck (39) von Freud erweist. 

Die Identitat (37) ist nUtzlich, weil sie die Berechnung der Volumenin­
tegrale von Totalenergie und Totalimpuls als FluB durch eine Oberflache 
erlaubt. 

6 Ich danke Dr. V. Bargmann dafiir, daB er meine Aufmerksamkeit auf die in 
dieser Anmerkung behandelten Ergebnisse gelenkt hat. 

7 P. Freud, Ann. Math., Princeton, 40 (1939), p. 417. Freud bezeichnet mit 

11;" = K{t/ +T/)v'-9, 

den Ausdruck, der in diesem Buch mit -(11;" + 115;") bezeichnet ist, daher 
hat sein 21; kl das entgegengesetzte Vorzeichen wie unser !U/ l . 
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Anm. 9, S. 637: Heute wird die relativistische Geschwindigkeitsabhan­
gigkeit der Energie und des Impulses in allen Experimenten mit hochener­
getischen Partikeln als etwas Selbstverstandliches angenommen, und zwar 
sowohl fUr Teilchen, die in kosmischen Strahlen vorkommen als auch fur 
solche, die mit Hilfe von Maschinen (Zyklotrons, Betatrons, usw.), in de­
nen eine hohe Beschleunigung von geladenen Teilchen statthat, kunstlich 
hergestellt werden. Zur Berechnung der Teilchenbahnen in dies en Ma­
schinen sind die relativistischen Formeln ebenfalls wesentlich; ihre Vor­
aussagen sind immer in Ubereinstimmung mit der Erfahrung gewesen. 
Ein besonderes Experiment zur Uberprufung der relativist is chen Massen­
for mel fur Elektronen in einem Geschwindigkeitsbereich bis zu annahernd 
0,8· c wurde von M.M. Rogers, A. W. McReynolds und F. T. Rogers, Jr., 
Phys. Rev. 57 (1940), p. 379, durchgefuhrt. 

Anm. 10, S. 642: Hier enthalt der Text einen historischen Irrtum: Das 
betreffende Wirkungsprinzip ist schon von J.J. Larmor aufgestellt worden 
(siehe dessen Buch: Aether and Matter, Cambridge 1900, Kap. 6). 

Anm. 11, S. 667 und 672: M. v. Laue (siehe dessen Relativitatstheo­
rie, Bd. 1, 6. Aufiage 1955, § 19) hat gezeigt, daB nur der unsymme­
trische Energie-Impulstensor von Minkowski fUr eine phanomenologische 
Beschreibung bewegter Korper korrekt ist (ebenso wie in ruhenden Kri­
stallen). Sein Beweisgang betont auch die Gi.iltigkeit des Additionstheo­
rems der Geschwindigkeiten fur die Strahlgeschwindigkeit (siehe Gl. (312) 
des Textes), was nur mit diesem unsymmetrischen Tensor in Ubereinstim-

H27 mung ist. [Anm. des Herausgebers: Gemeint ist die Gleichung auf Seite 
672, die falschlicherweise die Nummer (212) tragt.] 

Anm. 12, S. 677: Die Betrachtungen von Lewis und Tolman sind im 
Schwerpunktssystem der stoBenden Kugeln einfacher. 

Anm. 13, S. 681: Ein sehr augenfalliges Beispiel fur die Aquivalenz 
von Masse und Energie ist die Vernichtungsstrahlung eines Paares von 
Elektronen verschiedener Ladung (Positon und Negaton), wobei die ge­
samte Masse in Strahlungsenergie umgesetzt wird. (Fur eine quantitative 
Messung der Wellenlange der emittierten Photonen siehe J. DuMond, 
D.A. Lind und B.B. Watson, Phys. Rev. 75 (1949), p. 1226.) 

Die erste quantitative Prufung der Masse-Energie-Bilanz bei Kern­
reaktionen wurde von J.D. Cockcroft und E. T. Walton, Proc. Roy. 
Soc. A137 (1932), p. 229, bei der Reaktion gemacht, bei der zwei (}:­
Teilchen durch ProtonenbeschuB von Li-Kernen der Massenzahl 7 emit­
tiert werden. 
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Heute ist die von Einstein postulierte Aquivalenz von Masse und Ener­
gie (Tragheit der Energie) eine der sichersten Grundlagen der Kernphysik. 
8ie gibt AniaB zu dem Programm, die Massenwerte der Elementarteilchen 
als Energieeigenwerte zu interpretieren. 

Anm. 14, S. 716: Wahrend infolge verschiedener Storeffekte in der Zwi­
schenzeit noch kein Fortschritt betreffs der Rotverschiebung von Spektral­
linien der Sonne erreicht wurde, besteht gute Ubereinstimmung zwischen 
Theorie und Experiment fiir die Rotverschiebung im Begleiter des Sirius. 
Diese ist zufolge der extrem hohen Dichte des Sterns etwa 30 mal so groB 
wie bei der Sonne. Wegen Einzelheiten siehe den zitierten KongreBbericht 
"Fiinfzig Jahre Relativitatstheorie", Bern 1955. 

Anm. 15, S. 720 und 723: Die Tatsache, daB das Energie-Impuls­
Gesetz (341a), 8.720, fiir Materie (einschlieiUich elektromagnetischer Fel­
der) eine Folge der Feldgleichungen (401) fiir die Gravitation allein ist, 
gibt AniaB zu der Erwartung, daB das Bewegungsgesetz fiir Materieteil­
chen (die phanomenologisch durch den Energie-Impuls-Tensor (Jik, Gl. 
(322), S.675, beschrieben werden konnen) auch aus diesen Feldgleichun­
gen ohne zusatzliche Annahmen folgen muB. 

Dies ist tatsachlich in einer Reihe von Arbeiten Einsteins und seiner 
Mitarbeiter und spater von In/eld und Mitarbeitern bewiesen worden.8 

Sie betrachteten insbesondere eine Punktsingularitat (Weltliniensingula­
ritat in der vierdimensionalen Raum-Zeit) in einem auBeren Feld und 
zeigten, daB das Verschwinden der kovarianten Divergenz von Gik zur 
Folge hat, daB die Annahme einer Singularitat des metrischen Feldes auf 
einer Weltlinie mit der Giiltigkeit der Feldgleichungen Gik = 0 (oder 
Rik = 0) au13erhalb dieser Weltlinie nur dann vereinbar ist, wenn letztere 
eine Geodatische ist. 

Zum Beweis mu13ten Naherungsverfahren angewandt werden. Das be­
quemste ist eine Entwicklung in Potenzen von c-2 , d.h. in Potenzen von 
Zeitableitungsoperationen (quasistatische Felder, vergl. Nr. 58a). Eine an­
dere, von In/eld und Schild angewandte Methode besteht im Grenziiber­
gang zu einer verschwindenden Masse des Probekorpers, was auch im 
Falle eines schnell veranderlichen Feldes funktioniert. 

8 A. Einstein und J. Grammer, S.B. PreuB. Akad. Wiss. (1927), p. 6 und p. 235. 
A. Einstein, L. Inleld und B. Hoffmann, Ann. Math., Princeton, 39 (1938), 
p. 65. L. Inleld, Phys. Rev. 53 (1938), p. 836. A. Einstein und L. Inleld, Ann. 
Math., Princeton, 41 (1940), p. 455; Canad. J. Math. 1 (1949), p. 209 L. Inleld 
und A. Schild, Rev. Mod. Phys. 21 (1949), p. 408 (gegen Null strebende Par­
tikelmasse). L. Inleld und A. Scheidegger, Canad. J. Math. 3 (1951), p. 195. 
L. Inleld, Acta phys. polon. 13 (1954), p. 187. Siehe auch P.G. Bergmann, 
"An Introduction to the Theory of Relativity" (New York, 1942), Kap. XV. 
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Das Ergebnis fUhrt auf die Nichtexistenz einer Lasung der Gravita­
tionsfeldgleichungen fUr zwei ruhende Punktmassen. Es gibt jedoch eine 
statische Lasung mit einer Singularitat des metrischen Feldes auf einer Li­
nie zwischen zwei Raumpunkten, die eine eindimensionale Materiedichte 
beschreibt. 

In ahnlicher Weise kann auch gezeigt werden, daB eine elektrisch ge­
ladene Punktmasse auf Grund der Gravitationsgleichungen allein einem 
Bewegungsgesetz einschlieBlich der Kraft (216) gehorcht (siehe Gl. (225a), 
S.719, des Textes). 

Die Darstellung der Materie als Punktsingularitat mag einiges formal­
mathematisches Interesse haben und auch handlich in gewissen Anwen­
dungen sein, aber ich machte betonen, daB sie bei der Untersuchung der 
Bewegungsgesetze innerhalb der allgemeinen Relativitatstheorie nicht von 
grundlegender Bedeutung ist. Den materiellen Energie-Tensor Tik kann 
man auch formal, ohne ihn durch andere GraBen auszudrucken, in die 
Feldgleichungen (401) einfiihren, urn kleine, aber endliche Raum-Zeit­
Bereiche zu beschreiben, in denen die linke Seite von Null verschieden 
ist. 9 Die Divergenzgleichungen (341a), S.720, die dann folgen, kannen zur 
Untersuchung der Bewegung der Mittelpunkte dieser Bereiche verwandt 
werden, ahnlich wie fur bewegte Punktsingularitaten. Auf diese Weise 
hat N. HulO die durch die Emission von Gravitationswellen verursachten 
kleinen Dampfungskrafte untersucht. Obwohl sie erst in einer sehr hohen, 
praktisch unbeobachtbaren Naherung der Entwicklung in Potenzen von 
c-2 erscheinen, sind sie doch von grundsatzlichem Interesse, da es in die­
ser Naherung immer weniger maglich wird, genau zwischen auBerem Feld 

H28 und Selbstfeld der Materie zu unterscheiden. 

Anm. 16, S. 733: Die meisten Sachkenner sind sich darin einig, daB 
die beste Bestimmung der Lichtablenkung durch die Sonne noch die von 
Campbell und Trumpler (Lick Observatorium) ist, welche in guter Uber­
einstimmung mit dem theoretischen Wert ist. Siehe Trumplers Bericht 
und dessen Diskussion im KongreBbericht "Funfzig Jahre Relativitats­
theorie", Bern 1955. 

Anm. 17, S. 738,743 und 745: Es ist eine interessante offene Frage, ob 
es exakte L6sungen der Vakuumfeldgleichungen Rik = 0 gibt, die uberall 
regular sind und sich im Unendlichen des dreidimensionalen Raumes dem 

H29 Linienelement der speziellen Relativitatstheorie annahern. Es ist bewie­
sen worden, daB keine statischen oder stationaren L6sungen dieser Art 

9 Siehe B. Weyl, "Raum-Zeit-Materie" (5. Aufi., 1923), § 38, und auch V. Fock, 
"Theory of Space, Time and Gravitation" (London 1958). 

10 N. Bu, Proc. Roy. Irish Acad., A51 (1947), p. 87. 
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existieren (siehe die erganzende Anmerkung 19), aber man sollte erwar­
ten, daB solche zeitabhangigen Losungen stehenden Gravitationswellen 
entsprechen (z.B. spharischen). Man kann leicht sehen, daB keine solchen 
Losungen fUr ebene Wellen existieren. Fiir Zylinderwellen haben A. Ein­
stein und N. Rosen, J. Franklin Inst. 223 (1937), p. 43, exakte Losungen 
dieser Art konstruiert, die sich jedoch nicht dem pseudoeuklidischen Li­
nienelement im Unendlichen des Raumes annahern. 

Eine Entscheidung des allgemeineren mathematischen Problems der 
Existenz exakter Losungen dieser Art ist wiinschenswert. Wenn sie exi­
stieren, ware es nicht moglich, das "Machsche Prinzip" (Nr. 62a) so zu 
formulieren, daB es eine Folge der relativistischen Feldgleichungen ist. Die­
ses Prinzip muB sowieso im Lichte der neueren Entwicklung des kosmolo­
gischen Problems neu iiberdacht werden (siehe die erganzende Anm. 18). 

Anm. 18, S. 743-749 (Nr. 62): Das kosmologische Problem. Seit dem 
ersten Erscheinen dieses Buches hat eine wichtige Entwicklung statt­
gefunden. Neue Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen, die eine 
raumlich homogene Welt mit zeitabhangiger Metrik beschreiben, sind von 
A. Friedmannll gefunden worden. Sie existieren auch ohne Einsteins kos­
mologischen Term (-Agik in Gl. (452)) fiir alle drei Falle verschwinden­
der, positiver und negativer konstanter Kriimmung des dreidimensiona­
len Raumes. Von G. Lemaitre12 sind diese Losungen zum ersten Male 
auf die wirkliche Welt angewandt worden. Er zeigte auch, daB Einsteins 
statische Losung unstabil beziiglich einer zeitlichen Anderung der Mate­
riedichte ist. Die Anwendungen dieser Losungen auf die wirkliche Welt 
wurde moglich durch HubbIes Entdeckung einer Rotverschiebung der von 
Sternnebeln emittierten Spektrallinien, welche proportional der Entfer­
nung dieser Nebel ist. Dies kann nicht gut anders gedeutet werden denn 
als Dopplerverschiebung infolge einer Geschwindigkeit der Nebel in Sinne 
einer Ausdehnung des gesamten Materiesystems. 

Einstein13 war sich bald iiber diese neuen Moglichkeiten im klaren 
und verwarf den kosmologischen Term vollends als iiberfliissig und nicht 
langer gerechtfertigt. Ich stimme diesem neuen Standpunkt Einsteins voll 
und ganz ZU.14 H30 

11 A. Friedmann, Z. Phys. 10 (1922), p. 377 und 21 (1924), p. 326. 
12 G. Lemaitre, Ann. Soc. Sci. Brux. A 47 (1927), p. 49. 
13 A. Einstein, S.B. PreuB. Akad. Wiss. (1931), p. 235. Anhang zur zweiten 

Aufiage (1945) von" The Meaning of Relativity", abgedruckt in allen spii.teren 
Aufiagen. 

14 Zum folgenden vergl. auch die Biicher: R. C. Tolman, "Relativity, Thermo­
dynamics and Cosmology" (Oxford 1934); M. v. Laue, "Relativitii.tstheo­
rie", Bd. 2: Allgemeine Relativitii.tstheorie (3. Aufi., 1953), S. 52; P. Jordan, 
"Schwerkraft und Weltall" (2.Aufi., 1955). 
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Der Friedmannsche Ansatz fUr die Metrik lautet 

(42) 

wo da ein dreidimensionales, zeitunabhangiges Linienelement fUr einen 
Raum konstanter Krummung ist, die zu c = 0, + 1 oder -1 normiert 
werden kann, so daB fUr c :j:. 0 Xl, x 2 , x 3 in Einheiten des Krummungs­
radius R(t) gemessen werden. Die Zeitskala ist durch die Wahl g44 = -1 
in (42) normiert, und die xa (a = 1,2,3) sind konstant fur Materie, die 
der Ausdehnung des Raumes folgt. Fur da2 = 'Yabdxadxb (a,b = 1,2,3) 
kann jeder der Ausdrucke (122), (124) oder (126) mit 1/a2 = c gewahlt 
werden, wie z.B. 

(43) mit r2 = ~)xa)2 . 
a 

Fur den verjungten Krummungstensor Pab, der zu da2 geh6rt, hat man 
Pab = -2qab, gemaB (117) und da n = 3. Die Gleichung fur die Geodati­
schen liefert das Ergebnisl5, daB fUr ein Materieteilchen 

(44) ipiR = konst. 

wird, wo p = mV(1 - V2/C2)-! sein Impuls ist. Geht man zur de Broglie­
Wellenlange>. = hip uber, so kann man (44) auch als 

( 45) R/ >. = konst. 

schreiben, was dann auch fUr Licht (Photonen) giiltig ist. Fur die Zeitskala 
des Linienelements, dessen Quadrat durch (42) mit g44 = -1 gegeben ist, 
ist die Lichtgeschwindigkeit konstant, und fUr die Lichtfrequenz in dieser 
Zeitskala folgt 
(46) vR = konst. 

Dies wurde von M. v. Lauel6 ohne Gebrauch quantentheoretischer Be­
griffe unter Hinweis darauf gezeigt, daB infolge der konformen Inavrianz 
der Maxwellschen Gleichungen die dem Linienelement ds2 = R2(t' )(da2-
c2 dt'2 ) entsprechende Frequenz v' zeitunabhangig sein muB. 

Wenn J.L die Massendichte, u = J.LC2 die entprechende Energiedichte, 
und p der Druck ist, so daB u und p zeitabhangig aber raumlich konstant 

15 Siehe die in FuBnote 14 zitierte Literatur. Man kann den Sonderfall 

2 3 1 (2)_1 x = x = 0, x = r, du = dr 1 + (e/4)r 2, 

betrachten. Fur ein MaterieteiIchen hat man v = R(du/dt). 
16 M. v. Laue, S.B. PreuB. Akad. Wiss. (1931), p. 723. 
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sind, so haben wir fUr die Komponenten des Energietensors17 Tik mit 
a = 1,2,3 
(47) T44 = U, T4a = 0, Tab = P9ab = pR2"{ab. 

Daher 
T = -u+3p, 

(48) 

Tab - ~9abT = Hu - p)R2"{ab . 

Die Berechnung der Komponenten von Rik ergibt, wenn ein Punkt Diffe­
rentiation beziiglich X4 = ct bezeichnet, 

(49) 
3R 

R44 = R' ~a=O, 
'2 .. 

Rab = -"{ab(2c: + R + RR). 

Die Feldgleichungen ohne den kosmologischen A-Term in der Form (401a), 
S. 724 des Textes,18 

lief em daher 

(50) { 3~ = -~(u+3p), 

2c: + 2R2 + RR = ~ R2 (u - p) , 

oder auch 

(51) 

Der Energiesatz (Verschwinden der kovarianten Divergenz von Tik) gibt 
fiir i = 4 (die anderen drei Gleichungen werden identisch erfiillt) 

(52) 

was auch aus (50) oder (51) direkt folgt. Diese Gleichung kann auch in 
der Form 
(53) d(uR3) + pd(R3) = 0 

geschrieben werden, welche die Konstanz der Entropie in einem Materie­
volumen zum Ausdruck bringt. 

17 Siehe Gl. (362), S. 692, sowie auch S. 726 und S. 733 des Textes. Man mu6 
hier 'U4 = c und 'Ua = 0 fiir a = 1,2,3 setzen. 

18 Vergleiche Fu6note 320, S. 727, wegen unserer Bezeichnung fiir K. 
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1m Faile reiner Materie erhalt man 

(54) p = 0, uR3 = konst. = iA, 

und im Faile reiner Strahlung 

(55) P = lu uR4 = konst. 
3 ' 

Nur der Fall p = 0 scheint von praktischem Interesse zu sein und wird 
daher im folgenden angenommen. Dann liefert Einsetzen von (54) in die 
erste Gleichung (51) sofort 

R(R? +c) = ",A, 

oder 

(56) 

Diese Gleichung kann leicht integriert werden. Fur verschwindende Krum­
mung z.B. hat man 

(57) c = 0, 

Die gemessene Hubble-Konstante ist daher 

(58) 

oder 
(59) 

1 

tH 

t t - 2t - 2H-1 - 0-3 H -3 . 

2 1 
3 t - to 

In dieser Lasung entspricht die Zeit to den Werten R = 0, u = 00, bei 
denen die im Modell angenommenen Idealisierungen nicht mehr gerecht­
fertigt sind. Die Zeit t-to kann als Alter der Welt in dem Sinne bezeichnet 
werden, daB es theoretisch nicht maglich ist, den iiuBerst dichten Zustand 
der Materie, der zur Zeit to vor dem gegenwartigen Zeitpunkt herrschte, 
weiter zuruckzuverfolgen. 

Fur die anderen Falle c = + 1, -1 verweisen wir auf die in den FuB­
noten 11 und 12 zitierte Literatur. Wenn H = 1jtH wie oben durch (58) 
definiert und R = 0 fur t = to ist, findet man fUr das "Alter der Welt" 
t - to die Ungleichung 

(60) 

(61) 
t - to < itH 

t - to > ~tH 
fur e=+I, 

fUr e = -1. 

In letzterem Falle ist die Zeitspanne t - to bei bekanntem tH auch durch 
die maglichen Werte von Rj ",A begrenzt. 
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Eine empirische untere Grenze fUr t-to ist durch die Tatsache gegeben, 
daB die feste Erdrinde bekanntlich etwa 3 x 109 Jahre alt ist. Einige Zeit 
schien ein Widerspruch zum empirischen Wert der Hubble-Konstanten 
zu bestehen, der auf einen zu niedrigen Wert des Weltalters fuhrte. 19 In 
neuerer Zeit fanden die Astronomen jedoch einen niedrigeren Wert der 
Hubble-Konstanten H, der 

1 
tH = H = (5,6±2) X 109 Jahre 

ergab.20 Es scheint nun keinen ernsten Widerspruch mehr zu geben zwi­
schen dem empirischen Wert der Hubble-Konstanten, dem Alter der Erde 
und den Gleichungen der allgemeinen Relativitatstheorie ohne den kos-
mologischen Term.21 H31 

Anm. 19, S. 747 FuBnote 365: Nachdem Senni die Nichtexistenz von 
regularen statischen Losungen der Vakuumfeldgleichungen Rik = 0 bewie­
sen hatte, best and das nachste Problem darin, in den Voraussetzungen 
nicht-verschwindende, aber zeitunabhangige ga4 (a = 1,2,3) zuzulassen. 
Ein erster Schritt im Beweis der Nichtexistenz dieser allgemeineren ststi­
onaren Losungen wurde von A. Einstein und W. Pauli in den Ann. Math., 
Princeton, (2) 44 (1943), p. 131, unternommen. Sie zeigten, daB, falls sol­
che Losungen existieren, die Abweichungen des metrischen Feldes vom 
pseudo-euklidischen in groBen Entfernungen schneller als r- 1 abnehmen 
mussen. (Die alte Methode Sennis ist dort im Anhang abgedruckt.) 

Diese Einschrankung ist uberwunden worden von A. Lichnerowicz, 
C.R. Acad. Sci., Paris, 222 (1946), p. 432 (siehe auch sein Buch: "Theories 
relativistes de la gravitation et de l'electromagnetisme", Paris 1955), der 
in voller Allgemeinheit die Nichtexistenz stationarer Losungen der Glei­
chungen Rik = 0 bewies, die sich dem pseudo-euklidischen Linienelement 
im Unendlichen nahern. Seine Methode besteht wie diejenige Sennis dar­
in, das Verschwinden gewisser Integrale mit positiv-definiten Integranden 
zu zeigen. 

Anm. 20, S. 756: Hier wurde die Invariante (siehe Gl. (54a), S. 581) 

~ (F23F14 + F31F24 + F 12 F 24 ) = ~FikF*ik 
y-g 4 

19 Siehe A. Einstein, "The Meaning of Relativity", Anhang; und P. Jordan, 
"Schwerkraft und Weltall" (2. Aufl., 1955). 

20 A.R. Sandage, Astr. J. 59 (1954), p. 180. 
21 Siehe das Referat von H.P. Robertson im Kongre6bericht "Fiinfzig Jahre 

Relativitatstheorie", Bern 1955. 
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irrtumlicherweise ausgelassen. Die GroBe ist nicht invariant bezuglich 
Spiegelungen der Raumkoordinaten (x~ = -Xa, a = 1,2,3), sondern 
wechselt bei dieser Transformation ihr Vorzeichen (Pseudoskalar). Da die 
Lagrangefunktionen, die in der Natur vorkommen, auch unter raumlichen 
Spiegelungen invariant sind, kann nur das Quadmt dieser Grope auftre­
ten. Dies ist in der Tat der Fall bei der Anwendung der Quantentheorie der 
Positons auf die Polarisation des Vakuums in homogenen au6eren elektri­
schen und magnetischen Feldern, wie von W. Heisenberg und H. Euler, Z. 
Phys. 98 (1936), p. 714, gezeigt wurde. Diese GroBe spielt auch eine Rolle 
in der nichtlinearen Elektrodynamik von M. Born, Proc. Roy. Soc. A 143 
(1934), p. 410; und von M. Born und L. [nIeld, Proc. Roy. Soc. A 144 
(1934), p. 425; 147 (1934), p. 522; 150 (1935), p. 14l. 

Die anderen, unter 2. bis 4., S. 756, erwahnten Invarianten sind jedoch 
wegen ihrer mangelnden Eichinvarianz vollstandig aufgegeben worden. 

Anm. 21, S. 759, 770 und 774: Nachdem sich die Eigenschaften von 
Positonen und Negatonen als v6llig symmetrisch erwiesen hatten, wurde 
das negative Antiproton experimentell gefunden.22 

AIle Argumente im Text, die sich "auf die Asymmetrie zwischen den 
beiden Arten von Elektrizitat" grunden, mussen daher verworfen werden. 

Anm. 22, S. 759: Wahrend es niemals einen empirischen Grund zu der 
Annahme gegeben hat, daB Langen und Zeiten von MaBstaben und Uhren 
von ihrer Vorgeschichte abhiingen (siehe Nr. 65b), hat sich auch die theo­
retische Situation seit Aufkommen der Wellenmechanik sehr geandert. In 
dieser Theorie lii6t die komplexe Wellengleichung, die elektrisch geladene 
Materie beschreibt (die Wellenfunktion 'I/J kann eine oder mehrere Kom­
ponenten haben), die Gruppe 

, . lie al 01.' = ol'eif(:r;) 
IPi=IPi- Z--a ·, Of' Of' 

€ x' 
(62) 

(Ii = Plancksche Konstante dividiert durch 271", € = Elementarladung) 
zu, die in enger Analogie zur Transformation (477) der ursprunglichen 
Weylschen Theorie steht, jedoch mit einem imaginaren Exponenten in 'I/J 
statt des reellen Exponenten in gilt. Zudem ist der Zusammenhang des 
Erhaltungsgesetzes fur die elektrische Ladung mit der neuen Gruppe der 
gleiche wie bei der alten Theorie. 

Sowohl London23 als auch WeyP4 selbst erkannten diese Tatsache so­
fort nach der Entdeckung der Wellenmechanik. Seitdem ist in der Wellen-

22 O. Chamberlain, E. Segre, C. Wiegand und Th. Ypsilantis, Phys. Rev. 100 
(1955), p. 947. 

23 F. London, Z. Phys. 42 (1927), p. 375. 
24 H. Weyl, "Gruppentheorie und Quantenmechanik" (Leipzig 1928; 2. Aufi., 

1931); Z. Phys. 56 (1929), p. 330; Rouse Ball Lecture "Geometry and Phy-
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mechanik der Name "Eichgruppe" fur die Gruppe (62) ublich geworden, 
womit auf die Weylsche Theorie mit nichtintegrabler Lange als auf ihren 
historischen Urprung hingewiesen wird. 

Jetzt gab es jedoch keinen AnlaB mehr, an eine Nichtintegrabilitiit der 
Langen zu glauben, und Weyl selbst bekannte ausdrucklich den MiBerfolg 
seiner alten Theorie. Heute scheint man allgemein darin ubereinzustim­
men, daB die 9ik selbst, und nicht nur ihre Quotienten, bestimmt sind 
und daB sie unverandert bleiben sollten, wenn ein Gradient zu den elek­
tromagnetischen Potentialen hinzugefugt wird.25 

Anm. 23, S. 773: Bevor wir genauer auf einige Vorschliige zur "Verein­
heitlichung~' von Feldtheorien zu sprechen kommen, sind einige grundsiitz­
liche Bemerkungen notwendig uber den Anwendungsbereich der klassi­
schen Kontinuitiitsphysik bei der Erklarung der Dualitiit von Materieei­
genschaften, die durch den anschaulichen Begriffvon "Wellen" und "Kor­
puskeln" gekennzeichnet und durch den neuen, in der Quantenmechanik 
(oder Wellenmechanik) seit 1927 anerkannten Typ von statistischen Ge­
setzen beschrieben wird.26 Die meisten Physiker einschlieBlich des Autors 
stimmen mit der Analyse Bohrs und Heisenbergs in ihrer Beurteilung der 

sics", Naturwiss. 19 (1931), p. 49-58; Bericht ,,50 Jahre Relativitatstheorie", 
Naturwiss. 38 (1951), p. 73. 

25 U nabhangig von der Transformation der elektromagnetischen Potentiale kann 
man die konforme Transformation g:" = )..gik mit einer beliebigen F'unktion 
)..(x) betrachten (siehe S.633 und S.766 wegen der Maxwellschen Gleichun­
gen). Wie R. Bach, Math. Z. 9 (1921), p. 110 (siehe auch C. Lanczos, Ann. 
Math., Princeton, 39 (1938), p. 842) gezeigt hat, ist es mathematisch moglich, 
Feldgleichungen mit dieser Invarianzeigenschaft zu konstruieren, indem man 
im Wirkungsprinzip eine skalare Dichte benutzt, die zweiten Grades in den 
Komponenten des konformen Kriimmungstensors ist (wegen des letzteren sie­
he H. Weyl, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, math.-naturwiss. Kl. (1921), p. 99). 
Zu einer Zeit zog auch A. Einstein, S.B. Preufi. Akad. Wiss. (1921), p. 261, 
Gravitationsgleichungen mit konformer Invarianz in Betracht. Dieser Stand­
punkt wirde jedoch bald von ihm und anderen aufgegeben, da er keinerlei 
physikalische Bedeutung zu haben scheint. 

26 Es mufi hervorgehoben werden, daB nicht nur der Korpuskelbegriff der klas­
sischen Mechanik, sondern auch der Wellenbegriff der klassischen Feldtheo­
rie eine grundlegende Anderung in der Quantenmechanik erfahren hat. Wie 
Schrodinger gezeigt hat, konnen Systeme wechselwirkender Teilchen nii.mlich 
nur durch Wellen in einem vieldimensionalen Konfigurationsraum und nicht 
durch Wellen in der gewohnlichen Raum-Zeit beschrieben werden. In FaIlen, 
wo Partikel erzeugt oder vernichtet werden (zeitliche Anderung der totalen 
Teilchenzahl), braucht man Folgen solcher Konfigurationsraume mit verschie­
denen Dimensionszahlen. Dem ist die sogenannte "Feldquantisierung" aqui­
valent, bei der die Amplituden der Wellenfelder in der gewohnlichen Raum­
Zeit durch geeignet gewii.hlte Operatoren ersetzt werden. Siehe P. Jordan und 
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durch diese Entwicklung hervorgerufenen erkenntnistheoretischen Situa­
tion uberein; und sie halten daher eine vollstandige Losung der offenen 
Probleme der Physik durch eine Ruckkehr zu den klassischen Feldbegrif­
fen fur unmoglich. 

Einstein andererseits, nachdem er die physikalische Denkweise mit all­
gemeinen Methoden revolutioniert hatte, die auch fur die Quantenmecha­
nik und ihre Interpretation grundlegend sind, hielt bis zu seinem Tode an 
der Hoffnung fest, daB sogar die quantenhaften Zuge atomarer Erschei­
nungen im Prinzip nach den Gesichtspunkten der klassischen Physik der 
Felder erklart werden konnten. Wahrend der Begriff physikalischer Rea­
litat in der Atomphysik durch Bohrs Begriff der Komplementaritat in 
einer solchen Weise verallgemeinert worden ist, daB die gesamte ex peri­
mentelle Anordnung ein wesentlicher Teil des theoretisch beschriebenen 
Phanomens ist, woIlte Einstein am Ideal der klassischen Himmelsmecha­
nik festhalten, daB der objektive physikalische Zustand eines Systems 
voIlkommen unabhangig von der Art und Weise sein muBte, in der es 
beobachtet wird. 

Obwohl Einstein offen zugab, daB seine Hoffnungen auf eine vollstandi­
ge Losung auf dieser Grundlage noch nicht erfuIlt waren und daB die 
Moglichkeit einer solchen Theorie von ihm noch nicht bewiesen worden 
war, betrachtete er dies als offene Frage. Wenn er von einer "einheitli­
chen Feldtheorie" spricht, hat er daher dieses ehrgeizige Programm einer 
Theorie im Sinn, die aIle die Elementarteilchen betreffenden Probleme 
mit Hilfe klassischer Felder lOst, welche uberall regular sind (frei von Sin­
gulari taten) . 

Die Physiker, die der Heisenberg-Bohrschen Deutung der Quanten­
mechanik folgen, ziehen die Vereinheitlichung klassischer Felder wie des 
elektromagnetischen und des Gravitationsfeldes nur in eingeschrankter 
Weise in Betracht, solange die Quellen der Felder (wie z.B. elektrische 
Ladungen und Massen) nicht berucksichtigt werden. Zur Beschreibung 
der Quellen und ihrer Eigenschaften werden Materiewellenfelder und ih­
re Quantisierung mit einer statistischen Interpretation angenommen. 27 

Aber selbst dieses andersartige Programm scheint noch weit von seiner 
Verwirklichung entfernt zu sein. 

Der Leser des ursprunglichen Textes von Nr. 67 wird bemerken, daB 
ich schon damals sehr skeptisch war bezuglich der Moglichkeit, den Ato­
mismus der Materie und besonders der elektrischen Ladung mit Hilfe der 
klassischen Begriffe von stetigen Feldern allein zu erklaren. In diesem Zu­
sammenhang sollte daran erinnert werden, daB die atomistische Struktur 
der elektrischen Ladung schon ihren Ausdruck in dem spezifischen nu-

o. Klein, Z. Phys. 45 (1927), p. 751; P. Jordan und E. Wigner, Z. Phys. 47 
(1928), p. 631; V. Fock, Z. Phys. 75 (1932), p. 622. 

27 Siehe FuBnote 26 
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merischen Wert der Feinstrukturkonstanten gefunden hatte, ftir die ein 
theoretisches Verstandnis heute noch immer fehlt. Insbesondere fiihlte 
ich ziemlich stark den grundlegenden Charakter der Dualitat (oder, wie 
man seit 1927 sagt, der Komplementaritat) zwischen dem gemessenen 
Feld und dem als MeBinstrument benutzten Probekarper. Diese Frage ist 
seitdem von N. Bohr auf der achten Solvay-Konferenz ftir Physik 1948 
diskutiert worden (siehe den Bericht tiber diesen KongreB, Brtissel 1950, 
S. 376-380). 

Nach diesen allgemeineren einleitenden Bemerkungen werden wir im 
folgenden zwei Arten von Versuchen zur Vereinheitlichung von Feldern 
besprechen, welche die ursprtingliche Relativitatstheorie Einsteins in ver­
schiedenen Richtungen formal verallgemeinern. 

a) Theorien mit unsymmetrischen gik und rtk.28 Die betreffenden 
Theorien existieren in zwei Versionen, die frtihere, in der symmetrische 
oder unsymmetrische rtk als einzige primare GraBen betrachtet wurden, 
und die spatere, in der sowohl unsymmetrische rfk als auch unsymmetri­
sche gik oder gik als unabhangige Variable betrachtet werden. In ersteren 
Theorien wird angenommen, daB der metrische Tensor dem symmetri­
schen Anteil R(ik) des verjtingten Krtimmungstensors proportional ist. 

Diese Annahme ist nur dann gerechtfertigt, wenn ein kosmologischer 
Term der Feldgleichung existiert. Da dies nicht mehr gerechtfertigt ist, 
verbleibt einem noch der zweite Typ von Theorien, in der die unsymme­
trischen rfk und gik alS unabhangige Variable aufgefaBt werden. Infolge­
dessen ist spater nur der zweite Typ von Theorie von Einstein betrachtet 
worden. 

Alle diese Theorien sind dem Einwand ausgesetzt, daB sie im Wider­
spruch stehen zu dem Prinzip, daft nur irreduzible Griiften in Feldtheorien 
benutzt werden sollten. Dieses Prinzip ist in der Tat von einem formalen 
Gesichtspunkt aus befriedigend und ist bisher in der Physik ausnahmslos 
empirisch verifiziert worden. Daher glaube ich,29 daB zwingende mathe­
matische Grii.nde (z.B. Invarianzpostulate ftir eine erweiterte Transfor­
mationsgruppe) angegeben werden mi.i.ssen, warum eine Zerlegung der in 

28 Vergleiche A.S. Eddington, "The Mathematical Theory of Relativity" (Cam­
bridge 1924); verschiedene Arbeiten von A. Einstein, S.B. PreuD. Akad. Wiss 
(1923-1925); E. Schrodinger, "Space-Time-Structure" (Cambridge 1950), wo 
die Arbeiten des Autors in Proc. Roy. Irish Acad. (194~1948) und die Glei­
chung von A. Einstein und E. G. Straus, Ann. Math., Princeton, (2) 47 (1946), 
p. 731, zusammengefaBt sind. Siehe auch A. Einstein, Ann. Math., Princeton, 
(2) 46 (1945), p. 538. 

29 Dieselbe Meinung vertritt H. Weyl, Naturwiss. 38 (1951), p. 73; und Sit­
zungsberichte des Berner Kongresses, 1955. 
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der Theorie benutzten reduziblen GrojJen (z.E. Rik, gik, r!k) nicht auftritt. 
Dies ist in der fruheren Literatur uberhaupt nicht geschehen.30 

Einstein jedoch wuBte wohl urn diesen Einwand, den er in seinem 
spateren Werk sorgfaltig erwog.31 

Urn Gesichtspunkte und Resultate der Arbeit von Einstein und Kauf­
mann zu erklaren, bemerken wir zunachst, daB der korrekte Ausdruck fur 
den verjungten Krummungstensor Rik als Funktion der nicht-symmetri­
schen rfk lautet32 

(63) 

wobei nun die Reihenfolge der unteren Indizes in den r wichtig ist. 
Die Autoren betonen des weiteren, daB dieser Ausdruck beztiglich A­
Transformationen invariant ist, die durch 

(64) 

definiert ist, wo A(X) eine beliebige Funktion ist. Sie fiihren nun die For­
derung ein, daB alle Gleichungen bezuglich dieser A- Transformationen 
invariant sind (A-Invarianz). Formal macht dieses Postulat den Gebrauch 
symmetrischer rfk unmoglich. 

Als zweites Postulat ftihren Einstein und Kaufmann die Transposi­
tions-Invarianz ein. Sie besagt, daB alle Gleichungen gtiltig bleiben, wenn 
aBe GraBen Aik durch ihre Transponierten A'fA: = Aki ersetzt werden. 
Die durch die rfk ausgedrtickten ~k sind nicht transpositionsinvariant. 
Invarianz kann jedoch erreicht werden durch Einfiihrung neuer GraBen, 
die definiert sind durch 

(65) 

Der verjungte Krummungstensor lautet, ausgedruckt durch die U~k' 

(66) 

und ist nun transpositionsinvariant. Die A-Transformation der utk ist ge­
geben durch 
(67) u:i = Ufk + (<5!A,k - <5iA,i) . 

30 Schon in einer Theorie, in der die symmetrischen rf" als einzige unabhangige 
Feldvariable betrachtet werden, ist es zum Beispiel willkiirlich, den Ausdruck 
vi - det I~"I als Dichte im Wirkungsintegral zu verwenden. Die Aufspaltung 
von ~k in seinen symmetrischen und antisymmetrischen Teil gibt viele wei­
tere Moglichkeiten (siehe die erganzende Anmerkung 7). 

31 A. Einstein und B. Kaufmann, Ann. Math., Princeton, 62 (1955), p. 128; siehe 
auch "The Meaning of Relativity" (5. Aufl., Princeton 1955), Anhang II. 

321m folgenden bedeutet die Operation ( .. . ),k immer gewohnliche Differen­
tiation beziiglich x". Das Gesamtvorzeichen von ~", das von Einstein und 
Kaufmann gewlihlt und hier iibernommen wurde, ist dem in diesem Buch 
a.a.O. gewahlten entgegengesetzt. 
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Wegen des Transformationsgesetzes der Ufk bei Koordinatentransforma­
tionen verweisen wir auf die in FuBnote 31 zitierte Arbeit. Die Feldglei­
chungen erhalt man durch Variation des Wirkungsintegrals bezuglich der 
gik und der Ufk als unabhangiger Variablen. 

Statt der gik kann man auch die Tensordichte mit Komponenten gik 
verwenden, die in der vierdimensionalen Raum-Zeit gegeben ist durch 

(68) 

Ganz im Geiste der gewohnlichen allgemeinen Realtivitatstheorie (siehe 
S. 598) schrankt man die im Variationsverfahren zu verwendende ska­
lare Dichte .c durch die Forderung ein, daB sie keine Ableitungen der 
yik, nur die ersten Ableitungen der Ufk enthalten und von letzteren li­
near abhangen S011. 33 Diese Forderung fuhrt, zusammen mit den bereits 
erwahnten Forderungen nach A-Invarianz und Transpositions-Invarianz, 
zu einem .c, welches linear in den ~k ist, wobei letztere in den Ufk aus­
gedriickt sind. Wenn man einen von ~k unabangigen "kosmologischen" 
Term vermeidet, dann fiihrt eine geeignete Definition des Feldes gik, mit 
gik aus (68), zur Einsteinschen Wahl der skalaren Dichte 

(69) 

als Integrand des Wirkungsintegrals, die alle obigen Forderungen erfullt. 
Wegen der daraus folgenden Feldgleichungen und der zwischen diesen gel­
tenden Identitaten verweisen wir auf die zitierte Literatur. Der Spezialfall 
verschwindender antisymmetrischer Teile von yik und r!k fuhrt zuriick auf 
die gewohnlichen Feldgleichungen ohne Materie der a11gemeinen Relati­
vitatstheorie (siehe die erganzende Anmerkung 8). 

Es ist eher zweifelhaft, ob die Feldgleichungen dieser Theorie, die auf 
den formalen Forderungen nach A- und Transpositions-Invarianz, ohne 
offensichtliche geometrische und physikalische Bedeutung, beruhen, iiber­
haupt mit Physik in Zusammenhang gebracht werden konnen. 

Ein fiihrendes physikalisches Prinzip wie das Aquivalenzprinzip in der 
a11gemeinen Relativitatstheorie, das auf allgemein empirischer Evidenz 
beruht, fehlt in dieser "einheitlichen Feldthorie" vollkommen. Zudem ist 
es in der gewohnlichen allgemeinen Relativitatstheorie eher das Linienele­
ment, und mit ihm die quadratische Form gikdxidxk, das eine direkte 
physikalische Bedeutung hat, und nicht der Pseudotensor r!k' der die 
Parallelverschiebung von Vektoren beherrscht. 

33 Die Diskussion der moglichen Dichten von rein affinen Theorien in der 
erganzenden Anmerkung 7 erfolgte ohne Beniitzung dieser enschrankenden 
Forderung. 
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1m folgenden werden wir andersgeartete Versuche betrachten, "ein­
heitliche Feldtheorien" zu erhalten, in denen nur irreduzible GraBen Ver­
wendung finden. 

b) Fiinfdimensionale und projektive Theorien. 34 K aluza35 fand eine 
interessante geometrische Darstellung der allgemein kovarianten Form der 
Maxwellschen Elektrodynamik (Nr. 23a und 54), die spater von Klein36 

verbessert und verallgemeinert wurde. 
Man betrachtet einen funfdimensionalen Raum mit "zylindrischer" 

Metrik, gegeben durch 
(70) ds2 = 'Y/.IV dx/ldx v 

(im folgenden laufen griechische Indizes J,l, v von 1 bis 5, lateinische Indizes 
i, k, . .. von 1 bis 4). Die Zylindrizitatsbedingung kann am besten in einem 
speziellen Koordinatensystem beschrieben werden,37 in dem die 'Y/lV von 
x 5 unabhangig sind, 

(71) 8'Y/lV = 0 
8x5 . 

Weiter nahmen Kaluza und Klein ursprunglich 

(72) "155 = 1 

an. Das positive Vorzeichen von "155 hat zur Folge, daf3 die ftinfte Di­
mension metrisch raumartig ist. Der Grund fur diese Wahl wird spater 
ersichtlich werden. AuBer den in der allgemeinen Relativitatstheorie ver­
wandten, allgemeinen Koordinatentransformationen der vier Koordinaten 
xk lassen die fraglichen bevorzugten Koordinatensysteme die Gruppe 

(73) 

zu. Schreibt man (70) in der Form 

(74) 

so sieht man, daf3 die gik invariant gegen die Transformation (73) sind, 

(75) 

34 Der Leser findet eine Zusammenfassung der hier besprochenen Theorien bei 
P.G. Bergmann, "An Introduction to the Theory of Relativity" (New York 
1942), Kap. XVII und XVIII. 

35 Th. Kaluza, S.B. Preu6. Akad. Wiss. (1921), p. 966. 
36 O. Klein, Nature, Lond., 118 (1926), p. 516; Z. Phys. 37 (1926), p. 895 (schon 

in diesen Arbeiten wird eine periodische Abhiingigkeit der Metrik von der 
fiinften Koordinate in Betracht gezogen); Z. Phys. 46 (1928), p. 188; Ark. 
Mat. Astr. Fys. 34 (1946), p. 1; siehe auch Kleins Referat in den Sitzungs­
berichten des Berner Kongresses, 1955. 

37 Wegen der Formulierung der Theorie in einem allgemeinen Koordinatensy­
stem siehe P. G. Bergmann, Fu6note 34, ebenda. 
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wah rend 
( ) I aJ 
76 'l'i5 = 'l'i5 - axi 

ist. Der Vergleich von (70) und (74) ergibt 

(77) 'l'ik = gik + 'l'is'Yk5 . 

Wenn gik bzw. '1'1-'11 wie gewohnlich die zu gik bzw. '1'1-'11 inverse Matrix ist, 
so findet man leicht 

Die Form der Transformation (76), die analog zur Gruppe der Eichtrans­
formationen ist, legt die Identijizierung der'l'i5 mit dem elektromagneti­
schen Potential CPi nahe, abgesehen von einem konstanten Proportiona­
litatsfaktor. Der antisymmetrische Tensor 

(79) a'l'k5 a'l'i5 - f 
axi - axk - ik, 

welcher bezuglich der "Eichtransformation" (76) invariant ist, ist dann 
der elektromagnetischen Feldstarke proportional. Auf die Definition des 
Proportionalitatsfaktors werden wir spater zuruckkommen. 

Auf diese Weise konnen auch die Geodatischen der Metrik (70) oder 
(74) physikalisch gedeutet werden. Aus der Unabhangigkeit der '1'1-'11 von 
x 5 folgt leicht, daB fur Geodatische die beiden Ausdrucke 

(80) 
dx5 dxi 
ds + 'l'i5 Ts = konst. = C , 

(81) 
dx i dx k 

gikTs ds = konst. = -1, 

bei geeigneter Wahl des Parameters s, getrennt konstant sind. Die Kon­
stante in (81) kann zu -1 normiert werden. Als Gleichungen der Geodati­
schen erhiilt man 

(82) ~ (9ik dxk) _ ! agr~ dxr dx 8 = C Jik dxk . 
ds ds 2 ax' ds ds ds 

Dies ist aber die Bahngleichung eines geladenen Teilchens in auBeren 
elektromagnetischen und Gravitations-Feldern. Infolgedessen ist die In­
tegrationskonstante C dem Quotienten elm von Ladung und Masse des 
Teilchens proportional. 

Wir erwii.hnen hier kurz eine andere, gleichwertige Weise, die Geome­
trisierung des Gravitations- und des elektromagnetischen Feldes zu formu­
lieren, nii.mlich die projektive Formulierung. Viele Autoren haben zu ihr 
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beigetragen, unter ihnen Veblen und Hoffmann, Schouten und van Dant­
zig und ich selbst. Bergmann38 hat jedoch gezeigt, daB - im Gegensatz zu 
dem was ich eine Zeitlang seIber geglaubt habe - diese Formulierung nicht 
allgemeiner ist als diejenige Kaluzas und daB es leicht ist, von irgendeiner 
dieser beiden Formulierungen zur anderen iiberzugehen. Fiihrt man die 
homogenen Koordinaten X" ein durch 

(83) 

(mit willkiirlichen Funktionen f"), mit der Umkehrung 

wo H(1) eine homogene Funktion ersten Grades ist, so sieht man leicht, 
daB die "Eichtransformation" (73) zusammen mit den allgemeinen Trans­
formationen der xk genau der Gruppe der homogenen Transformationen 
ersten Grades der X" entpricht. Diese Gruppe wird in der projektiven 
Formulierung untersucht. Wegen ihrer eineindeutigen Beziehung zur For­
mulierung Kaluzas39 werden wir die projektive Form hier nicht weiter 
diskutieren. 

K aluzas geometrische Form der allgemein kovarianten Gesetze des 
elektromagnetischen Feldes, wie sie hier dargestellt wurde, ist keineswegs 
eine "Vereinheitlichung" des elektromagnetischen Feldes und des Gravi­
tationsfeldes. 1m Gegenteil, jede allgemein kovariante und eichinvariante 
Theorie kann auch in Kaluzas Form dargestellt werden. 1m Falle der Ab­
wesenheit elektrischer Ladungen (Strome) folgt die allgemein kovariante 
Form der Maxwellschen Gleichungen durch Variation eines Wirkungsinte­
grals mit der Dichte (siehe Gl. (231b), S. 720 und Gl. (403},(404), S. 725) 

(85) .c = Fa ( R + ~ Fik Fik) , 

wenn Fik die elektromagnetische Feldstarke ist. Eine kompliziertere Ab­
hangigkeit der skalaren Dichte von der Feldstarke im Wirkungsintegral 
wiirde jedoch ebenso mit einer zylindrisch-symmetrischen, fiinfdimensio­
nalen Metrik vertraglich sein. 

38 Fiir Literatur siehe auBer P.G. Bergmann, FuBnote 34, S. 275, z.B. G. Ludwig, 
"Fortschritte in der projektiven Relativitatstheorie" (Braunschweig 1951). 

39 Fiir den metrischen Tensor rl'v, der den XV entspricht, hat man gemaB (83) 

{)XI'{)X V v 
"}'55 = rl'v {)x 5 {)x 5 = rl'v XI' X . 
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Kaluza und Klein aber leiteten ein weiteres interessantes Ergebnis abo 
Sie berechneten den Skalar p des Kriimmungstensors, welcher der durch 
(70) oder (74) gegebenen speziellen fUnfdimensionalen Metrik entspricht, 
und sie fanden 

(86) 

wo R der Kriimmungstensor ist, welcher sich aus der dem Wegelement 
ds2 = gikdxidxk entprechenden Metrik ableitet, und wo fik durch (79) 
definiert isto Dies wird identisch mit (85), wenn man 

(87) 

setzt. Hier muB weiter bemerkt werden, daB das Vorzeichen des zweiten 
Terms der rechten Seite von (86) sich umkehren wiirde, wenn wir einen 
zeitartigen Charakter fUr die fUnfte Dimension (1'55 = -1) statt eines 
raumartigen gewahlt batten. Der raumartige Charakter der ftinften Di­
mension muBte gewahlt werden, damit in (86) das Vorzeichen der rechten 
Seite dasselbe ist wie in (85). Man kann auch sagen, daB bei Wahl von 
p als die Invariante des Wirkungsintegrals das empirische Vorzeichen der 
Gravitationskonstanten durch das raumartige Vorzeichen von 1'55 darge­
stellt ist. 

Es gibt jedoch keine Rechtfertigung fUr die spezielle Wahl des fUnf­
dimensionalen Krii.mmungsskalars pals Integmnd des Wirkungsintegmls 
vom Standpunkt der eingeschriinkten Gruppe der zylindischen Metrik. Das 
oJJene Problem, eine solche Rechtfertigung zu finden, scheint auf eine Ver­
griifterung der Transformationsgruppe hinzudeuten. Dies hangt zusammen 
mit den Moglichkeiten zur Verallgemeinerung von Kaluzas Formalismus, 
die wir nun kurz diskutieren wollen. 

Eine der Verallgemeinerungen des Formalismus von Kaluza besteht 
darin, (71) beizubehalten, aber die Bedingung (72), 1'55 = 1, fallenzu­
lassen. Yom Standpunkt der Transformationsgruppe der allgemeinen Re­
lativitatstheorie ist dann 1'55 ein neues Skalarfeld, das noch immer als 
unabhangig von x 5 angenommen wird. Indem man 

(88) 1'55 = J, 1'i5 = J Ii, 1'ik = gik + J fdk 

setzt, erhalt man 

mit der "Eichgruppe" 

(90) 
I of 

fi =Ii- -0 o. x' 
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Auf eine interessante Weise versuchte Jordan,40 indem er friihere Ge­
danken Diracs41 wieder aufgriff, dieses neue Feld J zu benutzen, um eine 
Theorie zu entwickeln, in der die Gravitationskonstante der gewohnlichen 
Theorie durch ein zeitabhangiges Feld ersetzt wird. Die mathematische 
Seite dieser Theorie ist auch unabhangig davon von Thiry untersucht wor­
den.42 Wie M. Fierz43 gezeigt hat, bringt die Einfiihrung von Materie in 
die Theorie zusatzliche Annahmen mit sich, ohne die die Zeitabhangig­
keit von aus atomaren Dimensionen abgeleiteten Standardlangen und 
die Zeitabhangigkeit der Gravitationswirkungen zwischen Materieteilchen 
noch nicht definiert sind. Wir werden hier nicht auf eine Diskussion der 
Tragfahigkeit der empirischen Evidenz fUr diese Theorie eingehen. 

Eine andere, grundlegendere Verallgemeinerung des Formalismus von 
Kaluza besteht in der Preisgabe der Zylindrizitatsbedingung (71). Schon 
in seinen friiheren Arbeiten von 1926 hat Klein eine periodische x 5 _ 

Abhiingigkeit aller Feldvariablen diskutiert. Durch Normierung der Pe­
riode auf 271" kann diese Annahme I ("Alle Komponenten "1/,1' sind peri­
odische Funktionen von x 5 mit der Peri ode 271" ") auch durch eine Fourier­
Zerlegung 

+00 
(91) "I/,v(x5 , xi) = L "I~~)(xi) einx5 

n=-oo 

ausgedriickt werden, mit der iiblichen Realitatsbedingung 

(92) 'V(-n) = ('V(n))* 
'/,1' '/'1" 

Geometrisch kann man dann x5 als Winkelvariable interpretieren, so daB 
aIle x5 - Werte, die sich urn ein ganzes Vielfaches von 271" unterscheiden, 
demselben Punkt des fiinfdimensionalen Raumes entsprechen, falls die Xi 

die gleichen sind. Aus dieser Annahme aIlein folgt die Existenz einer ge­
schlossenen Geodatischen ohne Unstetigkeit ihrer Richtungen nicht. Ein­
stein und Bergmann44 untersuchten insbesondere die sich aus der zusatz­
lichen Annahme II ergebenden Konsequenzen: durch jeden Punkt des 
fiinfdimensionalen Raumes geht genau eine geodatische Kurve, die zum 
selben Punkt mit stetiger Richtung zuriickkehrt. 

40 P. Jordan, "Schwerkraft und Weltall" (2. Auft., 1955). Urspriinglich formu­
lierte er seine Theorie in der projektiven Form. 

41 P.A.M. Dirac, Nature, Lond., 139 (1937), p. 323; Proc. Roy. Soc. A 165 
(1938), p. 199. 

42 Y.R. Thiry, These (Paris 1951); vgl. auch Lichnerowicz, "Theories relativistes 
de la gravitation et de l'electromagnetisme" (Paris 1955). 

43 Helv. Phys. Acta 29 (1959), p. 128. 
44 A. Einstein und P.G. Bergmann, Ann. Math., Princeton, 39 (1938), p. 683; 

auch A. Einstein, V. Bargmann und P. G. Bergmann, "Th. Karman Anniver­
sary Volume" (Pasadena 1941), p. 212; und P.G. Bergmann, Fufinote 34. 
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Sie zeigten, daB in diesem Fall immer ein spezielles Koordinatensystem 
existiert, in dem 

(93) 155 = 1, 

gilt. Die Transformationsgruppe bleibt die gleiche wie im ursprtinglichen 
Formalismus von Kaluza (siehe Gin. (77), (78)), aber die 9ik konnen nun 
periodisch von x 5 abhangen. 

Die Autoren stellen dann die allgemeinste Invariante auf, die mit der 
erwahnten Transformationsgruppe konsistent ist und die gleichen allge­
melnen Bedingungen beztiglich der Ordnung der Ableitungen erftillt wie 
in der gewohnlichen allgemeinen Relativitatstheorie (namlich Linearitat 
in den zweiten Ableitungen des Feldes und keinen hOheren Ableitun­
gen). Die entprechenden Feldgleichungen sind im allgemeinen Integro­
Differentialgleichungen. 

Wahrend man mit diesen Annahmen keine Deutung oder Rechtferti­
gung der speziellen Wahl von p als Skalar im Wirkungsintegral erhalt, ist 
die Situation wesentlich verandert, wenn man Annahme I beibehalt und 
Annahme II fallenlaBt. Die Transformationsgruppe ist dann 

(94) 

wo die pV willktirliche periodische Funktionen von x5 mit der Periode 211' 
sind. Diese allgemeine Gruppe ist ebenfalls von Klein betrachtet worden, 
ihre mathematischen und physikalischen Konsequenzen bedtirfen jedoch 
weiterer Untersuchungen. 

Es ist wahr, daB jetzt der Krtimmungsskalar p der ftinfdimensionalen 
Metrik der einzige Skalar ist, der aus den Ip.v lediglich durch den tiblichen 
Prozefi der Differentiation gebildet ist (mit den gewohnlich in der allge­
meinen Relativitatstheorie angenommenen Einschrankungen betreffend 
die Ordnung von Ableitungen). Aber es ist noch immer ein ungelOstes 
Problem, ob vielleicht noch andere Invarianten im GroBen existieren, die 
als Integrale tiber geeignet gewahlte, geschlossene Kurven ausgedruckt 
werden und auch im Wirkungsintegral Verwendung finden konnen.45 

Neben diesem mathematischen Problem besteht das andere schwie­
rige Problem der physikalischen Interpretation von allgemeinen, durch 

45 Dr. P. C. Bergmann lenkte freundlicherweise meine Aufmerksamkeit auf das 
Problem, ob in einer fiinfdimensionalen Mannigfaltigkeit mit der Topologie 
eines Zylinders, der in dem durch Xl, ... , X4 beschriebenen Raum unendlich 
ausgedehnt ist und mit einer die Annahme I erfUllenden Metrik, immer ein 
spezielles Koordinatensystem existiert, fiir welches 

gilt. 

{}Yp.5 = 0 fUr J..t = 1,·· ·,5 ox5 
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(91) gegebenen Funktionen, die periodisch in x5 sind. Dies fiihrt in die 
Wellenmechanik und daher auch zum Problem der Feldquantisierung.46 

Tensoren wie 'Y~~) (Xi) entprechen einem Spinwert 2, der iibrigens niemals 
in der Natur beobachtet worden ist und aus dem alleine der beobachtete 

H33 Spinwert ~ niemals durch Zusammensetzen gewonnen werden kann . 
Von unserem Standpunkt (siehe die Einleitung zu dieser erganzenden 

Anmerkung) ist es daher klar, daB es auBer dem 'Y1'1I(x5 , xi)-Feld andere, 
wellenmechanische Felder geben muB, wie z.B. Spinorfelder, die Teilchen 
mit niedriger Masse beschreiben.47 

Die Frage, ob Kaluzas Formalismus eine Zukunft in der Physik hat, 
fiihrt deshalb zum allgemeineren, ungelOsten Hauptproblem, eine Synthe­
se zwischen der allgemeinen Relativitatstheorie und der Quantenmecha­

H34 nik zu vollziehen. 

46 Siehe FuBnote 26. 
47 Siehe FuBnote 36, O. Klein, ebenda. 
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Anmerkungen des Herausgebers 

Allgemeine Bemerkungen 

Rezensionen. Die anfanglich abgedruckte Rezension Einsteins erschien 
in Die Naturwissenschaften, 10. Jahrgang, Heft 8 (1922), p. 184-185. Ei­
ne ebenfalls sehr positive, im Ton aber leicht kritischere Rezension von 
E. Madelung findet man in Phys. Z. XXIII (1922), p. 192. Die englische 
Ausgabe von 1958 wurde z.B. von Sidney D. Drell in Science 23 (1959), 
p. 1606-1607 besprochen. 

Einige modernere Referenzen. ill den folgenden Anmerkungen zu 
einzelnen Textstellen werden wir schlaglichtartig einige spezielle Aspekte 
erwahnen und mit Referenzen unterlegen. Komplementar dazu erscheint 
es sinnvoll, vorab einige reprasentative Publikationen aus den letzten Jah­
ren anzugeben. Neben diesen sei auch auf die elektronisch verfiigbare 
Reihe Living Reviews in Relativity unter (http://www.livingreviews.org) 
verwiesen. Ebenso auf die Reihe Einstein-Studies [36], die auf historische 
und konzeptuelle Fragestellungen hin angelegt ist. Die Anordung der fol­
genden Liste ist anti-chronologisch. 

- Peacock 1999 [51]: Sehr modernes und umfassendes Lehrbuch der Kos­
mologie. 

- Hehl et al. 1998 [31]: Enthalt Ubersichtsartikel fiber theoretische und 
experimentelle Aspekte Schwarzer Locher. 

- Les-Houches-Vorlesungen 1992 [37]: Einzeldarstellungen der ge­
genwartig verfolgten Zugange zu einer Verbindung von Quan­
ten(feld)theorie und Gravitation. 

- Will 1992 [67]: Umfassendste Darstellung der experimentellen Situa­
tion der Allgemeinen Relativitatstheorie. Dazu erscheinen regelmaBig 
elektronische Aktualisierungenj die letzte ist [68]. Diese enthalt auch 
mehr Informationen fiber Tests der Speziellen Relativitatstheorie. 

- Ehlers und Schafer 1992 [14]: Einzeldarstellungen experiment- und 
beobachtungsbezogener Aspekte. 

- Sexl und Urbantke 1992 [56]: Modernes Lehrbuch der Speziellen Re­
lativitatstheorie, das die Grundlagen und feldtheoretischen Anwen­
dungen grfindlich diskutiert. 

- Penrose und Rindler 1986 [53]: Unkonventionelles Lehrbuch, das mit 
dem Spinorkalkiil die konformen Eigenschaften der Einsteinschen 
Gleichungen darlegt und darauf aufbauend die globalen und asymp­
totischen Eigenschaften von Raum-Zeiten diskutiert. 

- Straumann 1984 [59]: Modernes Lehrbuch der Allgemeinen Relati­
vitatstheorie mit ausgewogener Mischung aus Theorie und interes­
santen astrophysikalischen Anwendungen. 
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- Wald 1984 [64]: Modernes Lehrbuch der AlIgemeinen RelativiUits­
theorie, diskutiert auch globale Aspekte wie Kausalitatsverhaltnisse, 
Singularitatentheoreme und Anfangswertproblem; kaum astrophysi­
kalische Anwendungen. 

- Shapiro und Teukolsky 1983 [57]: Diskutiert eingehend die Physik 
kompakter Objekte (WeiBe Zwerge, Neutronensterne und Schwarze 
Locher). 

- Hawking und Ellis 1973 [28]: Unter den Lehrbuchern der AlIgemeinen 
Relativitatstheorie der Klassiker in der Diskussion globaler Eigen­
schaften, insbesondere auch von Singularitatentheoremen. Fur die­
se Aspekte das in der mathematischen Argumentation immer noch 
volIstandigste alIer hier aufgefuhrten Bucher, obwohl sich in der Zwi­
schenzeit auch hier noch Lucken gezeigt haben. 

- Misner, Thorne und Wheeler (1973) [45]: Sehr umfangliche Stan­
dardreferenz und eine wahre Fundgrube, die aIle Aspekte alIgemein­
relativistischer Physik berucksichtigt. In manchen Details notgedrun­
gen etwas veraltet. 

Anmerkungen zu Stellen im Haupttext 

HI, S. 556: Voraussetzung 3 ftihrt dazu, daB die Langenkontraktion und 
die Zeitdilatation nur yom Betrag der Relativgeschwindigkeit abhangen. 
Dies ist die Forderung der "Isotropie der Raumes", die mathematisch 
darauf hinauslauft, daB sich die Geschwindigkeitstransformationen L( v) 
unter raumlichen Drehungen R aquivariant verhalten: R· L(v) . R-1 = 
L(R· v). Voraussetzung 2 ist dann tatsachlich ableitbar [6] und. kann 
gestrichen werden. Hinsichtlich der Begrundung der Linearitat bzw. des 
affinen Charakters der Transformationen sei erwahnt, daB Bijektionen des 
IRn (n 2: 2), die Geraden in Geraden uberfuhren, notwendig affine Trans­
formationen sind. (Dies ist eine direkte Folge des Hauptsatzes der affinen 
Geometrie im Reellen; siehe 2.6.3-4 in [5].) Eine Stetigkeitsforderung ist 
also nicht notig. Auch reicht es, die Anfangsforderung auf Geraden ein­
zuschranken, deren Neigung gegen eine vorgegebene Zeitachse kleiner als 
ein endlicher Winkel ist, entsprechend Tragheitsbahnen von Teilchen un­
terhalb einer Maximalgeschwindigkeit. 

Komplementar zu dem hier geschilderten Vorgehen, in dem das Rela­
tivitatsprinzip, aber nicht das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwin­
digkeit gefordert wird, kann man umgekehrt fragen, wie weit letzteres 
Prinzip alleine die moglichen Transformationen einschrankt. Dies regelt 
der bemerkenswerte Satz von A.D. Alexandrov, der besagt: Sei T eine 
Bijektion des n > 2 - dimensionalen Minkowski-Raumes, die in beiden 
Richtungen den Minkowski-Abstand Null erhiilt, so ist T die Komposi­
tion einer konstanten Streckung mit einer inhomogenen LorentztransJor­
mation (siehe [4] und die dort zitierte Literatur). Man beachte, daB auch 

284 



ANMERKUNGEN DES HERAUSGEBERS 

hier keine Stetigkeit von T gefordert wurde und daB allgemeine konfor­
me Transformationen, die nicht konstante Streckungen sind, wegen ihrer 
fehlenden Bijektivitat ausgeschlossen sind. 

H2, S. 598: Dem hier zitierten Vermeil-Weylschen Satz, der wesentlich 
bei der BegrUndung der Einsteinschen Feldgleichungen in Nr. 56 ange­
wendet wird, kann man einen flir diesen Zweck noch besser passenden 
Satz von Lovelock an die Seite stellen, der erst 1972 bewiesen wurde [43). 
Dieser besagt: In 4 Dimensionen ist jeder Tensor Mik, der aus dem me­
trischen Tensor gik und seinen ersten beiden Ableitungen gebildet ist und 
aufterdem auf dem 2. Index divergenz/rei ist, \lk Mik = 0, von der Form 
Mik = a(Rik - !gikR) + bgik , wobei a, b reelle Zahlen sind. Man beachte, 
dafi 1.) jede Variationsableitung eines invariant en Funktionals der gik die 
geforderte Divergenzrelation erfUllt, 2.) die Linearitat der Abhangigkeit 
von den 2. Ableitungen der gik nicht gefordert wird, wie im Vermeil­
Weylschen Satz, sondern sich als Konsequenz ergibt und 3.) Mik sich als 
notwendig symmetrisch herausstellt. 

H3, S. 603: Das Problem der Klassifikation Clifford-Kleinscher Raum­
formen ist fUr positive Krummung (K) in allen Dimensionen (D) 
vollstandig ge16st [69). Dabei gibt es fur gerades D tatsachlich nur die 
zwei von Pauli angegebenen Moglichkeiten des spharischen und des el­
liptischen Raumes (der in geraden Dimensionen nicht orientierbar ist). 
Hingegen gibt es fUr ungerades D, insbesondere also auch in dem fUr 
die Kosmologie wichtigen Fall D = 3, unendlich viele verschiedene (d.h. 
nicht homeomorphe) Raumformen. Diese sind alle orientierbar. Zentral 
fUr diese Sachverhalte ist der wichtige Satz von W. Killing und H. Hopf 
(Korollar 2.4.10 in [69]), nach dem jede Raumform mit K > 0 durch sn / G 
gegeben ist, wobei G c O(n+ 1) endlich ist und /rei (d.h. kein A '11 hat 
einen Fixpunkt) auf der sn operiert. Insbesondere hat ja fUr gerades (un­
gerades) n jedes A E O(n + 1) mit detA = +1 (-1) einen Eigenwert +1 
und damit einen Fixpunkt, kann also in einer frei wirkenden Gruppe nur 
auftreten falls A = 1. Die flir ungerades n unendlich vielen G C SO(n+l) 
die frei auf sn operieren, werden in [69) klassifiziert und aufgelistet. Man 
beachte auch die Tatsache, daB die (natUrlich vollstandigen) Raumformen 
mit K > 0 notwendig geschlossen, d.h. kompakt und randlos sind. 

Der Satz von Killing und Hopfmacht die analogen Aussagen fur K = 0 
und K < 0, doch ist dort die Klassifikation der Gruppen G, die jetzt auch 
unendlich sein konnen, i.a. sehr viel schwieriger. FUr K = 0 und D = 3 
ist dies ebenfalls in [69) durchgeflihrt, wobei sich genau 18 verschiedene 
Raumformen ergeben, 10 geschlossene (6 davon orientierbar) und 80ffene 
(4 davon orientierbar). FUr K < 0 und D = 3 gibt es ebenfalls offene und 
geschlossene Raumformen, von beiden unendlich viele [63], die aber bisher 
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nicht vollstandig klassifiziert werden konnten. Man beachte, daB in der 
Kosmologie das Wort "offen" oft nur den Sachverhalt K < 0 ausdrucken 
solI, was die Geschlossenheit im Sinne von "kompakt und randlos" nicht 
ausschlieBt. 

Durch ihren maglichen EinfluB auf das Anisotropiespektrum des Mi­
krowellenhintergrundes wird die Frage der Raumtopologie auch in der 
gegenwartigen Kosmologie wieder diskutiert, wobei kosmologische Daten 
K > 0 eher ausschlieBen. Eine Ubersicht gibt [40); siehe auch [10,65). 

H4, S. 617: Bei aktiver Interpretation der Transformation (160) - also 
als Diffeomorphismus - entsprechen die Variationen 15* differentialgeome­
trisch gerade den (negativen) Lie-Ableitungen, wahrend die Variationen a 
differentialgeometrisch unsinnig sind, da sie Tensoren in Tangentialraum­
en uber verschiedenen Punkten linear kombinieren. 

Man beachte, daB in Gl. (168) das ~r vorder Differentiation 8~r stehen 
muB (vgl. Druckfehlerliste); das ist auch zum Verstandnis von Gl. (170) 
wichtig, denn es gilt ja a I mJdx = I (amJ + €(rmJ)dx. 

H5, S. 648: Aus der Tatsache, daB das magnetische Feld auf einer 
raumartigen Hyperflache verschwindet, kann nicht auf die Abwesenheit 
von elektromagnetischer Abstrahlung geschlossen werden. Dieses Argu­
ment zeigt nur, daB entlang der betrachteten raumartigen Hyperflachen 
keine Abstrahlung ins Raumartig-Unendliche (im Sinne der konformen 
Kompaktifizierung des Minkowski-Raumes, vgl. § 5.1 in [28)) stattfindet, 
wahrend das richtige Kriterium die Abstrahlung ins Lichtartig-Unendliche 
ist, fur die man den Poynting-Vektor auf den Vorwartslichtkegeln verfol­
gen muB. Dies haben T. Fulton und F. Rohrlich in [22) getan und gefun­
den, daB sich die abgestrahlte Leistung in voller Ubereinstimmung mit 
der ublichen Larmorschen Formel ergibt (proportional zum Quadrat der 
Viererbeschleunigung) und somit auch nicht verschwindet. Fur die oft 
gestellte Frage, wie sich dies mit dem Einsteinschen Aquivalenzprinzip 
vertragt, verweisen wir auf [50). 

Auch ist zu bemerken, daB die hier angegebene Bornsche Lasung, so­
fern sie im ganzen Minkowski-Raum angenommen wird, nicht das retar­
dierte Feld einer einzelnen, auf der Kurve x(t) = Ja2 + c2t2 bewegten 
Ladung e angibt - das tut sie nur in der Region x + ct > 0 -, sondern 
dessen Uberlagerung mit dem avancierten Feld einer Ladung -e, die sich 
entlang x(t) = -Ja2 + c2t2 bewegt [22). 

H6, S. 654: Eine gute modernere Zusammenfassung phanomenologi­
scher Theorien mit vielen Referenzen findet man im Beitrag von W. Israel 
und J. Stewart zu Band 2 von [34). 
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H7, S. 693: Die relativistische Hydrodynamik ist heute in der Astrophy­
sik wichtig, insbesondere bei Stabilitatsbetrachtungen, wo relativistische 
Korrekturen bei sehr massiven Stemen und manchen Weif3en Zwergen 
entscheidende Instabilitaten erzeugen. Siehe § 24.4 in [45], den Beitrag 
von B. Schutz zu [8] und Kapitel 6 in [57]. 

H8, S. 703 und 704: Pauli spricht einmal von fehlender "Strahlenab­
lenkung" und einmal von fehlender "Kriimmung von Lichtstrahlen". Da 
aber "Kriimmung" normalerweise eine lokale Eigenschaft bezeichnet, soll­
te Folgendes nicht unerwahnt bleiben: In jeder Theorie, die dem Aqui­
valenzprinzip geniigt, und dazu gehort auch die Nordstromsche, findet 
eine lokale raumliche Kriimmung der Lichtstrahlen im Sinne einer Ab­
weichung von den Geraden im lokalen, nichtrotierenden (d.h. Fermi­
transportierten) Bezugssystem statt. Diese lokalen Ablenkungen konnen 
sich aber durchaus zu einer verschwindenden globalen Ablenkung aufsum­
mieren, wie es etwa immer dann der Fall sein muB, wenn die Raum-Zeit­
Geometrie konform flach ist, also auch in der Nordstromschen Theorie. 
Diese liefert somit zwar keine globale, wohl aber eine lokale Lichtablen­
kung im angegebenen Sinne. Diese oft iibersehene Unterscheidung wird 
genauer in [18] auseinandergesetzt. 

H9, S. 705: Erst die dritte der hier zitierten Abhandlungen Einsteins 
(eingereicht am 25.11.'15) enthalt die richtigen Feldgleichungen (401), 
wahrend in den beiden vorhergehenden Arbeiten noch Rik statt Gik steht. 
Die hier zitierte Arbeit Hilberts (eingereicht am 20.11.'15) enthalt hin­
gegen die richtigen Feldgleichungen, was bis vor kurzem dazu gefiihrt 
hat, Hilbert als Urheber der Einsicht in die Notwendigkeit des Terms 
-!gikR anzusehen. Vor kurzem wurden nun handschriftliche Korrektu­
ren Hilberts gefunden [11], die auch die Feldgleichungen betreffen und die 
belegen, daB Hilbert nachtraglich noch wesentliche Anderungen anbrach­
te, ohne daB dies am Einreichungsdatum oder sonstwie kenntlich gemacht 
worden ware. Somit muB Einsteins Arbeit yom 25.11. als erste offizielle 
schriftliche Niederlegung der korrekten Feldgleichungen der Allgemeinen 
Relativitatstheorie angesehen werden. 

HIO, S. 708: Die hier gemachte Aussage ist nicht korrekt. Die Kenntnis 
aller Nullgeodatischen legt natiirlich nur die konforme Aquivalenzklasse 
der Metrik fest (die punktweisen Verhaltnisse der gik), daja Nullgeodati­
sche einer Metrik auch Nullgeodatische jeder konform aquivalenten Metrik 
sind (unter Anderung der affinen Parametrisierung). Erst die Hinzunah­
me zeitartiger Geodatischer determiniert den konformen Faktor bis auf 
eine positive Konstante. Dies ist auch, was Kretschmann in der in FuBno­
te 283 angegebenen Referenz ausspricht, wahrend Weyl in der 1. Auflage 
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von Raum-Zeit-Materie tatsaehlieh den hier von Pauli zitierten Satz be­
hauptet, ihn in den folgenden Auflagen jedoeh wieder zurueknimmt. Fur 
eine tiefergehende Analyse der dureh lieht- bzw. zeitartigen Geodatisehen 
definierten Strukturen siehe [16). 

HIl, S. 710: Eine prazisere Fassung des Prinzips der allgemeinen Kova­
rianz lafit sich, J. Anderson folgend, mit Hilfe des Begriffs der "absoluten 
Struktur" geben [1). Insbesondere lafit sich damit der nichttriviale Gehalt 
dieses Prinzips herausstellen, dessen Existenz in der von Pauli auf S. 711 
erwahnten Kritik Kretsehmanns ja bezweifelt wird. 

HI2, S. 717: Mit anderen Worten, fur einen weit entfernten Beobaehter 
verhalt sieh Licht in einem statisehen Gravitationsfeld (oder einem dazu 
konformen) wie in einem optisehen Medium mit ortlieh variablem Bre­
ehungsindex n = 1/ ../-g44' Gravitationsfelder raumlieh lokalisierter Quel­
len wirken somit ahnlieh Linsen. Dieser "Gravitationslinseneffekt" erlaubt 
es z.B., Rueksehlusse auf die die "Linse" erzeugende Massenverteilung zu 
ziehen und ist damit zu einem wichtigen Hilfsmittel der gegenwartigen 
Astronomie geworden [3); siehe aueh [55) als allgemeine Referenz. 

HI3, S. 724: Die Struktur dieser Differentialgleichungen ist grob gespro­
chen eine Misehung aus "Ausbreitungsgleichungen", die Zeitableitungen 
der Anfangsdaten enthalten und "Zwangsbedingungen" ohne deren Zeit a­
bleitungen, die also die Menge der Anfangsdaten einsehranken. Letztere 
bleiben unter den Ausbreitungsgleichungen erhalten. Dies ist ganz ana­
log zu den (allerdings linearen) Maxwell-Gleichungen. Diese Struktur der 
Einsteinsehen Gleichung sieht man leicht ein, indem man die kontrahier­
te Bianehi-Identitat 'ihGik = 0 (Y' = kov. Abl.) naeh 84Gi4 auflost. Die 
Terme der anderen Seite enthalten dann h6ehstens zweite Zeitableitun­
gen der gik, so dafi Gi4 nur erste Zeitableitungen enthalten kann. Die vier 
Einstein-Gleichungen mit Gi4 beinhalten also vier Zwangsbedingungen, 
wahrend die seehs Gleichungen mit Gik (i, k = 1,2,3) die Entwieklungs­
gleiehungen (mit 2. Zeitableitungen) darstellen. 

Das Anfangswertproblem fur die Einstein-Gleiehungen ist mittlerweile 
reeht gut verstanden und wird im Beitrag von Y. Choquet-Bruhat und 
J. York zu Band 1 von [34) und im Beitrag von A. Fisher und J. Mars­
den zu [29) dargestellt. Die Gesehiehte der Anfangssehwierigkeiten dieser 
wichtigen Entwicklung wird im Beitrag von J. Stachel zu Band 2 von 
[36) kurz dargelegt. Fur neuere Entwieklungen (hyperboloidales Anfangs­
wertproblem fur Konformfeldgleichungen) siehe [21) und die dort zitierten 
Referenzen. 
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HI4, S. 726: Allgemein gilt, daB die Frage, ob eine gegebene Theorie 
Tl als "Grenzfall" in einer anderen gegebenen Theorie T2 "enthalten" sei, 
zunachst gar kein wohlgestelltes, rein mathematisches Problem darstellt, 
sondem ein so1ches allenfalls erst nach Zuordnung der verwendeten Be­
griffe formuliert werden kann. Diese Zuordnung anzugeben ist aber das 
eigentliche Hauptproblem. Fur die Allgemeine Relativitatstheorie spie­
len das Newtonsche Begriffssystem und die Betrachtung "Newtonscher 
GrenzfaIle" weiterhin eine wichtige Rolle bei der physikalischen Interpre­
tation von Losungen. Siehe [17] zu diesem Fragenkomplex. 

HI5, S. 727: Was hier noch "Gravitationsfeld eines Massenpunktes" 
genannt wird, beschreibt tatsachlich den AuBenraum eines (nichtrotie­
renden, ungeladenen) Schwarzen Lochs; siehe dazu §31 in [45]. Die nicht­
trivialen globalen Eigenschaften von Raum-Zeiten mit Schwarzen Lochem 
werden in [28,64] behandelt und die Frage der Klassifikation so1cher 
Losungen in [35]. Einen sehr guten allgemeinen Einblick in den heuti­
gen Stand der (klassischen und Quanten-) Theorie Schwarzer Locher, 
der astrophysikalischen Anwendungen und experimentellen Evidenzen 
gibt [31]. 

Die Interpretation der Schwarzschildschen Losung war lange Zeit un­
klar und wurde erst in den 60er Jahren richtig gegeben. Dabei spielte auch 
die unzureichende Unterscheidung zwischen Krummungs- und Koordina­
tensingularitat eine entscheidende Rolle. Die Geschichte fruher (Fehl-) 
Interpretationen ist im Beitrag von J. Eisenstaedt zu Band 1 von [36] 
erzahlt. 

HI6, S. 729: Allgemein besteht Weyls Verfahren darin, einen den Sym­
metriebedingungen gentigenden Ansatz fUr die Felder in das Wirkungs­
prinzip einzusetzen und dann nur innerhalb dieses Ansatzes zu variieren, 
so wie es Pauli zwischen (419) und (420) vorfUhrt. Zu dieser in der Tat sehr 
effizienten Methode ist yom prinzipiellen Standpunkt folgendes zu bemer­
ken: Dieses Vorgehen stellt an die Wirkung nur die Forderung der Sta­
tionaritat entlang der yom Ansatz paramerisierten Richtungen (im Raum 
der Feldkonfigurationen), nicht aber transversal dazu. Dementsprechend 
erhalt man also i.a. nur notwendige aber nicht hinreichende Bedingun­
gen fUr eine Losung der vollen Feldgleichungen. Die Frage, unter we1chen 
allgemeinen Umstanden die so erhaltenen Bedingungen tatsachlich auch 
hinreichend sind, wurde von R. Palais in [47] untersucht. Er fand unter 
anderem, daB dies dann der Fall ist, wenn die Symmetrie des Ansatzes 
bezuglich einer kompakten Gruppe gilt. Insbesondere folgt daraus sofort 
die Anwendbarkeit der Weylschen Methode im vorliegenden Fall der Ro­
tationssymmetrie. Die Palaissche Arbeit zeigt aber auch Gegenbeispiele 
auf, so daB der Weylschen Methode keine universelle Giiltigkeit zukommt. 
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H17, S. 733: Der heutige Stand der Kenntnis exakter Losungen ist in 
[39] bzw. der bald erscheinenden Neuauftage zusammengetragen. 

HIS, S. 739: Tatsachlich ist die Ableitung des in der Winkelgeschwin­
digkeit quadratischen Zentrifugalterms nicht so einfach und wurde in den 
in FuBnote 346 angegebenen Arbeiten Thirrings nicht korrekt ausgefuhrt. 
Eine offensichtliche Schwierigkeit ist, daB (441-2) 8kTik = 0 implizieren, 
man also fUr Tik nicht einfach drucklosen Staub (322) in starrer Rotati­
on ansetzen darf, sondern die Spannungen berucksichtigen muB, die die 
Staubteilchen entgegen der Zentrifugalkraft auf ihren Kreisbahnen halt. 
Dies wurde bereits 1923 in einer scheinbar lange Zeit unbeachtet gebliebe­
nen Arbeit von C. Lanczos [41] bemerkt. Damit ergeben sich aber bereits 
in der Winkelgeschwindigkeit quadratische Korrekturen. Eine zusammen­
fassende Diskussion der Probleme und relevanten Referenzen findet man 
in H. Pfisters Beitrag zu Band 6 von [36]. 

H19, S. 740: Wahrend Energie und Impuls i.a. nicht lokalisierbar sind, 
ahnlich der Ladung in nichtabelschen Eichtheorien, sind fur "isolierte Sy­
sterne" die Begriffe von Gesamtenergie und -impuls wohldefiniert. Die­
se sind mit den Namen Arnowitt-Deser-Misner (kurz ADM) und Bondi 
verbunden und hangen eng mit der asymptotischen Struktur der Raum­
Zeit im Raumartig- bzw. Lichtartig-Unendlichen zusammen. Dabei ist 
die ADM-Energie eine der ganzen Raum-Zeit zugeordnete GroBe, die auf 
raumartigen Flachen berechnet wird die sich ins Raumartig-Unendliche 
erstrecken. Die Bondi-Energie wird hingegen auf raumartigen Flachen 
berechnet die ins Lichtartig-Unendliche reichen und entspricht der ADM­
Energie minus einer geeignet definierten, in Form von Gravitationswel­
len abgestrahlten Energie. Ahnliches gilt fur die Impulse. In einer Reihe 
wichtiger Arbeiten wurde gezeigt, daB beide Energien nicht negativ sein 
konnen. Insbesondere ist es also nicht moglich, daB ein System auf Kosten 
der Bindungsenergie unbeschrankte Mengen Energie abstrahlt. Siehe den 
Beitrag von G. Horowitz zu [19] und die dort angegebenen Referenzen. 
Die mit der Definition isolierter Systeme verbundenen Konzepte werden 
ausfuhrlich in [12] dargestellt. Siehe auch die zum groBen Teil noch heute 
relevante Problemzusammenstellung von Penrose [52]. 

H20, S. 741: Einsteins Bedenken in der in FuBnote 352 zitierten Arbeit 
waren, "daB ein materielles System sich vollstandig in das Nichts auftose, 
ohne eine Spur zu hinterlassen". Dies legt die Frage nahe, ob es nach 
der Allgemeinen Relativitatstheorie moglich ist, daB ein materielles Sy­
stem, welches durch einen Energie-Impuls-Tensor Tik beschrieben wird, 
vollstandig in Gravitationsstrahlung ubergehen kann, bzw. der umgekehr­
te ProzeB moglich ist. Nach einem Satz von S. Hawking ([27]; auch [28], 
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Lemma 4.3.1 und das folgende Theorem) ist beides unter sehr allgemeinen 
Bedingungen nicht moglich, nii.mlich wenn 1) Tik kovariant divergenzfrei 
ist, 2) Tik die Bedingung der Energiedominanz (Too> ITik I) erfiillt und 
3) die Raumzeit eine globale Zeitfunktion zulaJ3t. Man beachte, daB neb en 
1) nicht zusatzlich noch die Erfullung der Einsteinschen Feldgleichungen 
gefordert wird, daB 2) fur alle ublichen klassischen Felder gilt und 3) nur 
durch so1che Raum-Zeiten verletzt wird, die durch infinitesimale StOrun­
gen der gik zu Raum-Zeiten mit geschlossenen zeitartigen Kurven ("Kau­
salitatsverletzung") deformiert werden konnen (siehe Prop. 6.4.9. in [28]). 

H21, S. 743: Eine konsistente Ableitung der "Quadrupolformel" (450) 
zu geben ist ein schwieriges Problem mit einer ebenso wechselvollen wie in­
struktiven Geschichtej siehe dazu den Beitrag von D. Kennefick zu Band 7 
von [36]. Das Problem ist wieder, daB die Einsteinschen Feldgleichungen 
die kovariante Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors implizieren 
und damit Bedingungen an die Bewegung der Quelle stellen (vgl. auch 
Paulis erganzende Anmerkung 15). Fur Systeme, deren Bewegung unter 
EinfluB des eigenen Gravitationsfeldes erfolgt, muB die Ableitung der Ab­
strahlungsformel innerhalb eines diese Abhangigkeit berucksichtigenden, 
selbstkonsistenten Naherungsverfahrens erfolgen. So kann man a priori 
nicht innerhalb der linearen Naherung bleiben, da (441-2) 8kTik = 0 im­
plizieren, was eine freie Bewegung der Quellen erfordert und damit z.B. 
auch Kepler-Bahnen ausschlieBt. Diese fur die astrophysikalische Anwen­
dung charakteristische Problematik wird sehr pragnant in [15] auseinan­
dergesetzt. Fur Newtonsche Quellen und langsame Bewegung findet man 
eine approximative Begrundung der Quadrupolformel in §36.9 von [45]. 
Eine allgemeine Diskussion des gegenwiirtigen Standes des "Bewegungs­
problems" findet man in T. Damours Beitrag zu [30] und speziell in Bezug 
auf Gravitationswellenerzeugung in seinem Beitrag zu [8]. Dieser sowie 
K. Thomes Beitrag zu [30] seien auch zum Thema Gravitationswellen 
allgemein empfohlen. 

Auf der anderen Seite haben Signalaufzeichnungen des Doppelpulsars 
PSR 1913+ 16 eine sakulare Abnahme der durchschnittlichen Bahnperi­
ode gezeigt, die bis auf weniger als einem halben Prozent einem Energie­
verlust nach der Quadrupolformel entsprechen. Dies wird allgemein als 
erster, wenn auch indirekter Nachweis von Gravitationsstrahlung gewer­
tet [67,68]. 

H22, S. 744: Das von Einstein so genannte "Machsche Prinzip" ist 
bis heute Gegenstand kritischer und kontroverser Erorterungen. Ais 
"Machsche Effekte" bezeichnet man heute allgemein den EinfluB von 
Massenstromen auf die lokal definierten Inertialkompasse (engl. "frame-

291 



ANMERKUNGEN DES HERAUSGEBERS 

dragging"). Eine Zusammenstellung gegenwartiger Forschungen und An­
sichten zum Machschen Prinzip findet man in Band 6 von [36]. 

H23, S. 748: Die Debatte zwischen Einstein und de Sitter urn den ver­
meintlich singularen Charakter der de Sitterschen L6sung ist in P. Kersz­
bergs Beitrag zum 1. Band von [36] nachgezeichnet. Siehe auch den Bei­
trag von S. Bergia und L. Mazzoni im 7. Band dieser Reihe zu Weyls 
historisch wichtiger Interpretation einer auf der de Sitterschen L6sung 
fufienden Kosmologie. 

Schreibt man, wie es Pauli tut, die de Sittersche L6sung in der Form 
(456), so sieht man sofort, daB sie einfach die induzierte Metrik auf 
dem 4-dimensionalen Hyperboloiden -x~ + I:~ x; = a2 (x4 = ct) im 
5-dimensionalen Minkowski-Raum M5 ist, und somit keinerlei differenti­
algeometrische Singularitaten enthalt. Nur wenn man die Metrik in eine 
statische Form bringen will, was lokal durch Verwenden eines zeitartigen 
Killingfeldes gelingt, das im M5 eine Geschwindigkeitstransformation er­
zeugt, bekommt man Koordinatensingularitaten des Typs 944 = O. 

H24, S. 775: Dieses "begrifHiche Bedenken" war Pauli besonders wich­
tig, wie seine Wiederholungen an mehreren Stellen zeigen, etwa in ei­
ner festgehaltenen 6ffentlichen Diskussionsbemerkung [49]*, oder in einem 
Brief an Arthur Eddington (Brief Nr. [45] in Band I von [44]) und nicht zu­
letzt auch in dem hier wieder abgedruckten Vorwort von 1958. Trotzdem 

* Auf der 86. Naturforscherversammlung, die vom 19.-25. September 1920 in 
Nauheim stattfand, entwickelte sich direkt im Anschlufi an Weyls Referat 
"Elektrizitat und Gravitation" folgender Dialog zwischen Pauli und Einstein: 

Pauli: "Keiner der bisherigen Theorien des Elektrons, auch nicht der Ein­
steinschen (Berl. Ber. 1919), ist es gelungen, das Problem der elektrischen 
Elementarquanten befriedigend zu losen, und es liegt nahe, nach einem tiefe­
ren Grund dieses Mifierfolges zu suchen. Ich mochte nun diesen Grund dar­
in suchen, daB es iiberhaupt unstatthaft ist, das elektrische Feld im Innern 
des Elektrons noch als stetige Raumfunktion zu beschreiben. Die elektrische 
Feldstarke ist definiert als die Kraft auf einen geladenen Probekorper und, 
wenn es keine kleineren Probekorper gibt als das Elektron (bzw. den N-Kern) 
[Anm d. H.: gemeint ist wohl "H-Kern"j, scheint der Begriff der elektrischen 
Feldstarke in einem bestimmten Punkt im Innern des Elektrons, mit weIchem 
alle Kontinuumstheorien operieren, eine leere, inhaltslose Fiktion zu sein, der 
nichts Wirkliches entspricht. Ahnliches konnte man von der Raummessung 
sagen, da es keine beliebig kleinen MaBstabe gibt. Ich mochte deshalb Herrn 
Prof. Einstein fragen, ob er der Auffassung zustimmt, daB man die Losung 
des Problems der Materie nur von einer Modifikation unserer Vorstellungen 
vom Raum (vielleicht auch von der Zeit) und vom elektrischen Feld im Sinne 
des Atomismus erwarten darf, oder ob er die angefiihrten Bedenken nicht fiir 
stichhaItig halt und die Ansicht vertritt, daB man an den Grundlagen der 
Kontinuumstheorie festhalten mufi." 

292 



ANMERKUNGEN DES HERAUSGEBERS 

scheint sich bei Pauli die erkenntnistheoretische Grundansicht im Laufe 
der Zeit von einem naiv-positivistischen Beobachtungsbegriff gelost zu ha­
ben. Bereits in seiner dritten Publikation aus dem Jahre 1919 hatte Pauli 
sein "begriffiiches Bedenken" formuliert, mgt aber noch verscharfend hin­
zu: "Man mochte doch gem daran festhalten, in der Physik nur prinzipiell 
beobachtbare Grofien einzumhren". Als Heisenberg genau dieses Prinzip, 
das er auch seiner ersten Arbeit zur Matrizenmechanik voranstellte [32], 
gegenuber Einstein vertritt, solI dieser u.a. geantwortet haben [33]: "Vom 
prinzipiellen Standpunkt ist es ganz falsch, eine Theorie nur auf beob­
achtbare Grofien grunden zu wollen. Denn es ist ja in Wirklichkeit genau 
umgekehrt. Erst die Theorie entscheidet daruber, was man beobachten 
kann". Sehr viel spater, in einem Brief yom 27. Januar 1955 an Schrodin­
ger (Brief [1992] im Band IV /3 von [44]), schreibt nun auch Pauli im 
gleichen Sinne: "Um zwingende Aussagen daruber machen zu konnen, 
was - nicht nur technisch, sondem im Pnnzip - beobachtbar ist, mufi man 
bereits eine Theone haben. Diese Aussagen sind daher immer relativ zur 
akzeptierten Theone" [Paulis Hervorhebungen]. 

Anmerkungen zu Paulis Erganzungen 

H25, Anm. 6: Obwohl die Terminologie in der physikalischen Literatur 
auch heute noch nicht ganz einheitlich ist, wird in der mathematischen 
Standardliteratur (vgl. Band 1 von [38]) das, was hier ein affiner Zu­
sammenhang genannt wird, als linearer Zusammenhang bezeichnet, da er 
zu einem Bundel gehOrt, dessen Strukturgruppe die lineare Gruppe des 
Rn (bzw. einer Untergruppe davon) ist. Entsprechend wird dann als af­
finer Zusammenhang ein solcher bezeichnet, dessen Strukturgruppe die 
affine Gruppe (semi-direktes Produkt der linearen mit der Translations­
gruppe) ist. Der antisymmetrische Anteil eines linearen Zusammenhangs 
heifit Torsion. 

Gegeben ein (nicht notwendigerweise positiv-definiter) metrischer 
Tensor 9ik, dann heifit ein linearer Zusammenhang metnsch, falls die 

Einstein: "Mit fortschreitender Verfeinerung des wissenschaftlichen Be­
griffssystems wird die Art und Weise der Zuordnung der Begriffe von [Anm. 
d. H.: gemeint ist wohl "zu"] den Erlebnissen immer komplizierter. Hat man 
in einem gewissen Studium [Anm. d. H.: gemeint ist wohl "Stadium"] der 
Wissenschaft gesehen, daB einem bestimmten Begriff ein bestimmtes Erleb­
nis nicht mehr zugeordnet werden kann, so hat man die Wahl, ob man den 
Begriff fallen lassen oder ihn beibehalten will; im letzteren Falle aber ist 
man gezwungen, das System der Zuordnung der Begriffe zu den Erlebnissen 
durch ein komplizierteres zu ersetzen. Vor dieser Alternative sind wir auch 
hinsichtlich der Begriffe der zeitlichen und raumlichen Entfernung gestellt. 
Die Antwort kann nach meiner Ansicht nur nach ZweckmiiBigkeitsgriinden 
gegeben werden; wie sie ausfallen wird, erscheint mir zweifelhaft." 
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zugehOrige kovariante Ableitung von gik verschwindet. Sei tjk ein 
metrischer, aber nicht notwendigerweise torsionsfreier Zusammenhang, 
Tjk = tJk - t~j der zugehorige Torsionstensor und rJk der Levi-Civita­
Zusammenhang (gegeben durch die Christoffel-Symbole), dann gilt allge-
mein 

ti -ri + ITi 1 ir( T S + T S ) jk - jk 2" jk - 2"g gjs kr gks jr , 

woraus man sieht, daB: 1) r der eindeutige metrische und torsionsfreie 
Zusammenhang ist und 2.) auch der symmetrische Anteil von t gegeniiber 
r noch Torsionsanteile enthalt, die genau dann verschwinden, wenn der 
kovariante Torsionstensor Tijk total antisymmetrisch ist. 

H26, Anm. 8: Die Frage, wie die Gravitation an Spinoren zu koppeln 
ist, hat in der Vergangenheit verschiedene Antworten erfahren. Siehe da­
zu den Beitrag von S. Kichenassamy zu Band 3 von [36] und die dort 
angegebenen Referenzen. 1m wesentlichen geht es darum, ob man auch 
Zusammenhange mit Torsion zulassen mochte. Durch die kovariante Ab­
leitung ("minimale Kopplung") koppeln Spinorfelder an das Feld der or­
thonormierten Ko-Tetraden er (gik = erek'fJl-'lI mit 'fJ=Minkowski-Metrik) 
und die zugehorige I-Form des metrischen Zusammenhangs. Setzt man 
die Torsion a priori Null, so ist die Zusammenhangsform als Funktion 
der er und deren erste Ableitungen aufzufassen. Nimmt man hingegen in 
der Wirkung den Zusammenhang als unabhangige Variable (Palatinisches 
Wirkungsprinzip), so ergibt sich der Spinstrom als Quelle des total anti­
symmetrischen Anteils der Torsion (vgl. Hehl et al. in Band 1 von [34]). 
Man beachte, daB letzterer den symmetrischen Anteil des Zusammen­
hangs und damit die Geodatischen nicht tangiert (vgl. H25). 

H27, Anm. 11: Auch andere, auf Erhaltungssatzen von "Photonen im 
Medium" basierende Argumente [23] fiihren zum (unsymmetrischen) Min­
kowskischen Energie-Impuls-Tensor. Allgemein ist jedoch zu bemerken, 
daB im Falle von Wechselwirkungen die Aufspaltung des totalen Energie­
Impuls-Tensors in einen Feld- und einen Materieteil nicht frei von Willkiir 
ist. Siehe dazu z.B. den Beitrag von W. Israel und J. Stewart in Band 2 
von [34]. 

H28, Anm. 15: Eine interessante Schilderung der friihen Geschichte des 
Bewegungsproblems in der Allgemeinen Relativitatstheorie gibt P. Havas 
in seinem Beitrag zum 1. Band von [36]. Dort wird auch besonders auf die 
Arbeit [42] von H.A. Lorentz und J. Droste aus dem Jahre 1917 hingewie­
sen, die weder von Pauli noch Einstein erwahnt wird und die bereits die 
Lagrangefunktion zu den Bewegungsgleichungen aus der beriihmten Ar­
beit von Einstein-Infeld-Hoffmann des Jahres 1938 enthalt. Fiir eine mo­
derne Darstellung des Bewegungsproblems und der heute dafiir benutzten 
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Losungsmethoden sei wieder auf T. Damours Beitrag zu [30] verwiesen. 
Dort spielt auch die von Pauli erwahnte Unterscheidung von auBerem Feld 
und Selbstfeld eine gewisse Rolle. 

H29, Anm. 17: Erst vor kurzem gelang ein sehr aufwendiger, stren­
ger Beweis der globalen Existenz von glatten, nichttrivialen, geodatisch 
vollstandigen, asymptotisch flachen (geeignet definiert) Losungen der 
materiefreien Einstein-Gleichungen, die "nahe" (geeignet definiert) zum 
Minkowski-Raum sind [9]. 

H30, Anm. 18: Die Frage nach der Existenz und Interpretation der 
"kosmologischen Konstanten" ist gerade gegenwartig wieder sehr aktuell 
geworden. Neueste astrophysikalische Messungen von Luminositat ver­
sus Rotverschiebung an Supernovae vom Typ Ia deuten auf einen posi­
tiven Wert (d.h. positve Energiedichte, negativer Druck) und damit auf 
beschleunigte Expansion. Unter der Annahme eines flachen Universums 
kann man daraus den Anteil der von der kosmologischen Konstanten 
herrfihrenden Energiedichte an der gesamten Energiedichte berechnen, 
der sich zu etwa 70% ergibt. Nur etwa 1/6 der verbleibenden 30% konnen 
aber nach dem gangigen Urknallmodell der primordialen Nukleosynthese 
baryonischer Natur sei (siehe dazu etwa Kap. 9.5 in [51]), was dann auf das 
Problem der "Dunklen Materie" fiihrt. In diesem Zusammenhang sei auch 
erwahnt, daB sich bei Vermessungen der Winkelabhangigkeit von Aniso­
tropien des kosmischen Mikrowellenhintergrunds das erste Maximum (der 
erste "akustische Peak") bei etwa 10 abzuzeichnen beginnt, was eben ffir 
eine flache Geometrie spricht. Ffir mehr Informationen fiber den aktuellen 
Stand dieser momentan sehr spannenden Entwicklung siehe [2] und auch 
die kurze Ubersicht von N. Straumann [61]. Filr eine allgemeine Diskus­
sion theoretischer Interpretationen der kosmologischen Konstanten siehe 
S. Weinbergs Ubersichtsartikel [66]. 

H31, Anm. 18: Obwohl Altersbestimmungen an Kugelsternhaufen noch 
Unsicherheiten aufweisen, kann man eine sehr konservative untere Grenze 
von etwa 11- 12 x 109 Jahren angeben (zitierte Spitzenwerte reichen bis 
18 x 109 ). Entsprechend haben sich zwischenzeitlich auch die experimen­
tellen Werte der Hubble-Konstanten deutlich zu kleineren Werten hin ver­
schoben. Der von Pauli angegebene Wertebereich entspricht H = 200 ± 70 
in denjetzt fiblichen Einheiten km·s-1 .Mpc-1 (Mpc = 3, 086 x 1019 Km). 
Bis vor kurzem schwankten die zitierten Werte etwa zwischen 50 und 90 
(siehe den Beitrag von Ellis et al. zu [7]), scheinen sich aber nun aufgrund 
verbesserter Distanzbestimmungen auf 65 ± 10 einzupendeln [62,54], wo­
bei der genaue Wert auch etwas vom kosmologischen Modell abhangt. 
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H32, Anm. 19: Der wichtige Satz von Lichnerowicz, daB eine Lasung der 
Vakuum-Einstein-Gleichungen, die regular, global stationar und asympto­
tisch flach ist, uberhaupt flach sein muB, kann man als ein einfaches Ko­
rollar des Satzes uber die Positivitat der (ADM-) Masse auffassen. Dieser 
enthalt namlich als Teilaussage, daB eine Raum-Zeit mit verschwindender 
Masse flach sein muB. Nun ist aber im stationiiren Fall die Masse propor­
tional zum "Komar-Integral" Is *dK (vgl. z.B. KapiteI4.4. in [59]), wobei 
K die I-Form zum zeitartigen Killing-Feld ist, * die Hodge-Dualitatsab­
bildung und 8 eine 2-Sphiire im raumlich Unendlichen bezeichnen. Mit 
dem GauBschen Satz, der Killing-Identitat d * dK ex Ricci-Tensor und 
den Vakuum-Gleichungen Ricci- Tensor = 0 folgt das Verschwinden die­
ses Integrals. 

Interessanterweise gilt dieser Satz nicht mehr in der fiinfdimensiona­
len Kaluza-Klein-Theorie (vgl. Paulis erganzende Anmerkung 23). Dort 
existieren statische, regulare, raumlich asymptotisch flache Lasungen mit 
nicht verschwindender Masse, magnetischer und skalarer (,55) Ladung; 
sogenannte "Kaluza-Klein-Monopole" [26,58]. 

H33, Anm. 23: Dieser SchluB scheint zunachst nicht zwingend zu sein, 
da IJ.'v a priori nicht das Feld einer Poincare-invarianten Theorie ist und 
somit uber die Implementation der Drehgruppe noch nichts ausgesagt 
wird. 1st etwa die Drehgruppe im klassischen Konfigurationsraum der 
Felder (modulo Eichtransformationen) so realisiert, daB in ihr die ge­
schlossenen Orbits von 27r-Drehungen nicht zusammenziehbar sind, so 
wurde man aus einer quantenmechanischen Analogie heraus erwarten, in 
der Quantentheorie auch Zustiinde mit halbzahligem Spin konstruieren 
zu k6nnen, wie etwa beim skalaren Skyrme-Modell, in dem die genannten 
topologischen Verhaltnisse in den Sektoren ungerader Windungszahl (Ba­
ryonenzahl) vorliegen [24]. Dasselbe gilt nun interessanterweise auch fur 
die Gravitation in 3+1 Dimensionen [20], sofern die Cauchyflache einer 
bestimmten topologischen Familie angehart [25]. 

H34, Anm. 23: Bis heute sind h6herdimensionale Verallgemeinerungen 
der Kaluza-Klein-Theorie in der Elementarteilchenphysik und Kosmologie 
aktuell. Eine (auch historische) Ubersicht gibt [46]. In [60] findet man ei­
ne modernere differentialgeometrische Darstellung der zugrundeliegenden 
Konstruktionen. Es ist historisch bemerkenswert, daB Pauli bereits 1953 
solche Verallgemeinerungen in Form einer 4+2 - dimensionalen Theorie 
erwog (mit 82 als Faser), und dabei wesentliche Elemente einer nichta­
belschen Eichtheorie vorwegnahm (Yang-Mills publizierten 1954). Siehe 
die Anlagen zu den Briefen [1614] und [1682] in Band IV /2 von [44]. 

Auch heute sind noch viele der Probleme zwischen Quanten(feld)­
theorie und Allgemeiner Relativitatstheorie unge16st, insbesondere das 
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zentrale Problem der "Quantengravitation". Die Hauptstromungen der 
gegenwartigen Forschung sind: 1) Quantenfeldtheorie in gekriimmten 
Raum-Zeitenj 2) Quantisierung der Gravitation alleine, ohne Einbettung 
in eine vereinheitlichende Theorie aller Wechselwirkungen (kanonische 
Quantengravitation, Ashtekar-Programm)j 3) vereinheitlichende Theori­
en mit Gravitation und deren Quantisierung (Stringtheorien, M-Theorie)j 
4) Theorien, die auf alternativen mathematischen Konzepten von Raum 
und Zeit beruhen (nichtkommutative Geometrie). Sehr gute Einfiihrun­
gen in die verschiedenen Zugange enthalt [37]j siehe auch [13] fUr 1)-2) 
sowie Band 2 von [36], in dem konzeptuelle Probleme diskutiert werden. 
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