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Wer dieses reife und grofi angelegte Werk studiert,
mdchte nicht glauben, daf der Verfasser ein Mann von
einundzwanzig Jahren ist. Man weif nicht, was man am
meisten bewundern soll, das psychologische Verstind-
nis fiir die Ideenentwicklung, die Sicherheit der mathe-
matischen Deduktion, den tiefen physikalischen Blick,
das Vermdgen ibersichtlicher systematischer Darstel-
lung, die Literaturkenntnis, die sachliche Vollstindig-
keit, die Sicherheit der Kritik.

Diese erschipfende Ezposition auf etwa 230 Seiten
ist wie folgt gegliedert:

1. Entwicklung der speziellen Relativitdtstheorie mit
sorgfiltiger Berticksichtigung der fiir ihre Be-
griindung mafgebenden Erfahrungstatsachen.

II. Mathematische Hilfsmittel fiir die spezielle und all-
gemeine Relativitdtstheorie. Dem Kenner seien be-
sonders die Absdtze tiber Affintensoren und iber in-
finitesimale Transformationen empfohlen.

III. Weiterer Ausbau der speziellen Relativititstheo-
rie. Erschopfend vom formalen und physikalischen
Standpunkt.

IV. Allgemeine Relativititstheorie (75 Seiten). Muster-
hafte Darstellung der Ideenentwicklung. Vollstindi-
ge Darlegung der mathematischen Methoden zur
Liosung spezieller Probleme. Besonders wertvoll
sind die Darlegungen tiber den Energiesatz. Darle-
gung und Kritik der Weylschen Theorie.

Paulis Bearbeitung sollte jeder zu Rate ziehen, der
auf dem Gebiete der Relativitit schopferisch arbeitet,
ebenso jeder, der sich in prinzipiellen Fragen authen-
tisch orientieren will.

A. EINSTEIN



Wolfgang Pauli

zu Beginn seiner Studienzeit an der Universitdt Miinchen



Einfiihrung in die Neuausgabe
gemeinsam mit Karl von Meyenn

Wolfgang Paulis Enzyklopidieartikel ,Relativititstheorie“, der als 19.
Beitrag zum Band V (Physik) in der Encyklopidie der Mathematischen
Wissenschaften im Jahre 1921 erschien, gehort unbestritten zur ganz
grofien Physikliteratur des 20. Jahrhunderts.

Selbstbewuflt, kritisch und in der physikalischen sowie mathemati-
schen Argumentation scheinbar miihelos legt der gerade erst 21-jihrige
Pauli darin auf gut 230 Seiten die Situation der Speziellen und der All-
gemeinen Relativititstheorie, wie sie zum Ende des Jahres 1920 bestand,
vollstindig dar. Mit Recht erhielt er dafiir den ,Ritterschlag” Einsteins
in Form einer fast hymnischen Rezension; aber auch die anderen Gréen
der damaligen theoretischen Physik und Mathematik im deutschsprachi-
gen Raum, darunter Max Born, Arnold Sommerfeld und Hermann Weyl,
sparten nicht mit Superlativen bei ihrer Einschitzung dieser Leistung.

Sicherlich ist die Verstandesleistung enorm, die zu einer intellektuel-
len Durchdringung eines mathematisch-technisch so anspruchsvollen Ge-
bietes gehort, zumal wenn dieses Gebiet noch in seinen Kinderschuhen
steckt und die Leistung von einem Studenten im 3. Semester erbracht
wird. Doch wird man durch alleiniges Herausheben dieses ,,sportlichen®
Aspekts weder der intellektuellen Personlichkeit Paulis gerecht, noch wird
man damit neben dem natiirlich bestehenden historischen Wert auch ein
inhaltliches Interesse an einem Wiederabdruck begriinden kénnen: Denn
einerseits hat sich die Situation der experimentellen Uberpriifung grund-
legend verdndert, andererseits wiirde man heute die Darstellung der ma-
thematischen Grundlagen angemessener in die Sprache der modernen Dif-
ferentialgeometrie iibertragen.

Was Paulis Artikel aber dariiber hinaus bietet, und was sicherlich von
dauerhaftem Wert bleibt, ist seine iiber das kompilatorische Referieren
weit hinausgehende, offene begriffliche Diskussion und Kritik der Grund-
lagen beider Relativitédtstheorien. Zusammen liefern diese ja auch heute in
allen Bereichen fundamentaler Physik, von der Kosmologie bis zur Quan-
tenfeldtheorie, die giiltigen Beschreibungen von Raum und Zeit. Fiir diese
Art der Prisentation hatte Pauli in der ,,Encyklopidie® sicherlich ein sei-
nen Stirken sehr entgegenkommendes Medium gefunden. So ist es schwer
vorstellbar, dafi er diese etwa in einem notwendig auf Systematik angeleg-
ten Lehrbuch gleichermaBen hitte ausspielen kénnen. Die Vorteile einer
durchweg auf Systematik angelegten Prisentation werden ja meist durch
den charakteristischen Nachteil erkauft, daff Begriffsbildungen entweder
iiberhaupt nicht hinterfragt oder als mehr oder weniger notwendig, ver-
einzelt sogar als deduzierbar verklirt werden. Hier wirkt die Paulische
Darstellung gerade wegen ihrer zeitlichen Néhe zur Entstehung der Rela-
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tivitdtstheorie frisch und unvoreingenommen. In diesem Sinne gilt eben
auch heute noch Einsteins Empfehlung: ,,Paulis Bearbeitung sollte jeder
zu Rate ziehen, der auf dem Gebiete der Relativitit schopferisch arbei-
tet, ebenso jeder, der sich in prinzipiellen Fragen authentisch orientieren
will“,

Encyklopéddie und Relativitédtsartikel

Als Felix Klein zusammen mit Heinrich Weber und Franz Meier gegen
Ende des 19. Jahrhunderts den Plan zur Herausgabe einer mathemati-
schen Encyklopidie fafite, wollte er damit ein Gesamtbild der Mathematik
innerhalb der gegenwirtigen Kultur vermitteln. Ein solches Werk sollte
eine Aufnahme des aktuellen Bestandes und der historischen Entwicklung
der gesamten mathematischen Wissenschaft beinhalten. Die jeweils her-
ausragendsten Forscher bestimmter Gebiete der reinen und angewandten
Mathematik sollten hier, ,ohne die Individualitit des Einzelnen allzusehr
zu beschrinken, iiber die gesicherten Ergebnisse ihres Faches berichten.
Obwohl urspriinglich fiir eine Durchfithrung 6-7 Jahre vorgesehen wa-
ren, zog sich das Unternehmen wegen des Krieges und dem Einschluf§
weiterer, inzwischen neu entstandender Gebiete bis in die dreifliger Jah-
re des vergangenen Jahrhunderts hin. Mit der Redaktion des physika-
lischen Teils betraute Klein seinen Assistenten Arnold Sommerfeld, aus
dem er ,durchaus einen mathematischen Physiker“ machen wollte. Som-
merfeld arbeitete damals noch mit Klein an dem mehrbandigen Werk
iiber die Theorie des Kreisels und versuchte deshalb, diese Aufgabe an
Wilhelm Wien weiterzureichen. Obwohl er ihn auf die einmalig sich hier
bietende Gelegenheit hinwies, ,,der mathematischen Physik, in einer fiir
Jahrzehnte vielleicht magebenden Darstellung den Stempel personlicher
Uberzeugungen aufzudriicken“, sagte Wien ab. Die Aufgabe fiel wieder
an Sommerfeld zuriick, der nun allerdings mit um so grofierem Elan ans
Werk ging.

Von entscheidender Bedeutung fiir das Gelingen war die Mitwirkung
beriihmter Gelehrter wie Hendrik Antoon Lorentz, Ludwig Boltzmann,
Heike Kamerlingh-Onnes, Eduard Riecke und Wien. Die gesamte Physik
wurde gema8 einer von Felix Klein im Oktober 1900 in der Physikalischen
Zeitschrift veroffentlichten Disposition auf drei dicke Teilbénde verteilt.
Zu diesem Zeitpunkt existierten aber weder die Quanten- noch die Relati-
vitdtstheorie. Aber auch die 1912 durch Max von Laue entdeckten Ront-
genstrahlinterferenzen und die auf ihr gegriindete Gitterdynamik mufiten
natiirlich in einem solchen Werk ebenfalls zur Darstellung kommen. So
dauerte es schlieBlich bis zum Jahre 1925, bis der letzte der drei Bénde
fertiggestellt werden konnte.

Urspriinglich hatte sich Albert Einstein als der Begriinder der Rela-
tivitatstheorie bereit erklart, selbst das Referat fiir die Encyklopédie zu
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schreiben. Nachdem er aber im Friihjahr 1917 wegen Uberlastung abge-
sagt hatte, mufite ein neuer Referent gesucht werden. Sommerfeld, der
sich inzwischen ginzlich der Atomphysik verschrieben hatte, kam nicht
mehr in Frage. Die Darstellung der Relativititstheorie innerhalb der En-
cyklopiadie wurde dann besonders dringlich, als im Jahre 1919 die vor-
hergesagte Lichtablenkung am Sonnenrand unter gréStem o6ffentlichem
Aufsehen experimentell bestétigt wurde.

Um so willkommener war ihm deshalb der junge Pauli, der sich auf
diesem Gebiet sogar schon mit eigenen Publikationen hervorgetan hatte.
Es ist allerdings anzunehmen, dafl Sommerfeld erst Einstein konsultierte,
bevor er Pauli mit dieser Aufgabe betraute. Einstein, der gerade durch
Paulis Untersuchungen auf einen primiren Mangel der konkurrierenden
Weylschen Theorie aufmerksam geworden war, diirfte begeistert zuge-
stimmt haben.

Pauli befand sich im dritten Semester, als er im Sommer 1920 neben
seinem iiblichen Vorlesungsbesuch und der Beteiligung an den anderen
Aktivititen des Sommerfeldschen Instituts mit der Ausarbeitung des Re-
ferats begann. Obwohl er mit den Grundlagen der Speziellen und All-
gemeinen Relativititstheorie bereits vertraut war, mufite er gemif der
Anlage des Werkes umfangreiche Literaturrecherchen anstellen und einen
Briefverkehr mit verschiedenen Forschern aufnehmen, die aktiv auf die-
sem Gebiet arbeiteten. Uber redaktionelle und historische Fragen wurde
er durch Felix Klein personlich aufgeklart.

Innerhalb eines knappen Jahres konnte Pauli die ihm gestellte Aufga-
be bewiltigen und Anfang 1921 ein 237 Buchseiten umfassendes Manu-
skript an Felix Klein zur Begutachtung einreichen. Dieser bedankte sich
am 8. Mirz 1921 fiir die Zusendung und lobte das Ergebnis. Dieses erste
Ubersichtsreferat iiber ein umfassendes Gebiet der theoretischen Physik
war fiir den jungen Pauli eine hervorragende Schulung, die ihn spiter
besonders befihigte, zwei weitere Darstellungen der Quantentheorie und
Wellenmechanik zu liefern. Diese gehéren ebenso wie sein Relativititsar-
tikel zum bestindigen Schatz der Physikliteratur.

Neuausgaben

Kurz nach dem Erscheinen in der Encyklopidie wurde Paulis ,,Relati-
vitdtstheorie“ noch im Jahre 1921 unverdndert in Buchform mit einem
Vorwort Sommerfelds verdffentlicht. Dabei blieb es fiir die néichsten drei-
Big Jahre. Ein erster Vorstof seitens des New Yorker Dover-Verlages aus
dem Jahre 1951, den deutschen Originaltext zusammen mit einem eng-
lischen Vorwort neu abzudrucken, scheiterte aus nicht ganz geklirten
Umsténden. Sicher ist nur, da Pauli dieses nie verwendete Vorwort
tatséchlich schrieb und da88 es zu einigen Irritationen dariiber kam, wel-
chem der mittlerweile sowohl in Ost- als auch Westdeutschland existie-
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renden Teubner-Verlage, Leipzig oder Stuttgart, das Recht zur Lizenz-
vergabe zukiame. Nach einigem Hin und Her! entschied sich Pauli gegen
eine deutsche zugunsten einer englischen Ausgabe, die dann schliefilich im
Jahre 1958 in einer Ubersetzung von Gerard Field bei Pergamon Press in
London herauskam. Gleichzeitig erschien auch eine italienische Uberset-
zung des fritheren Pauli-Schiilers Paolo Gulmanelli im Verlag von Paolo
Boringhieri in Turin. Pauli behielt den Haupttext bis auf die Eliminati-
on von Druckfehlern unverdndert bei, fiigte jedoch neben einem neuen
Vorwort noch 23, teilweise recht ausfiihrliche, erginzende Anmerkungen
hinzu, die der zwischenzeitlich erfolgten Entwicklung Rechnung tragen
sollten. Die Anmerkungen und wahrscheinlich auch das Vorwort schrieb
Pauli gleich in englischer Sprache. Eine zweite deutschsprachige Auflage
erfolgte erst 1963 durch den bereits genannten italienischen Verlag, die
ebenfalls den Haupttext bis auf Korrekturen von Druckfehlern und einige
Anderungen in der Notation mathematischer Symbole unveréndert wie-
dergibt. In dieser wurden Paulis Vorwort und ergénzende Anmerkungen
aus der englischen Ausgabe in einer deutschen Ubersetzung von Klaus
Schilling mit aufgenommen.

Die vorliegende Neuausgabe hilt sich im Haupttext an die Buchaus-
gabe von 1921 mit dem Vorwort Sommerfelds, fiigt aber ebenfalls das
Vorwort und die erginzenden Anmerkungen in der Ubersetzung von Schil-
ling hinzu, in der einige Druckfehler beseitigt wurden. Die uns bekannten
Druckfehler des Haupttextes wurden im Anschlufl an diesen separat auf-
gelistet. Alle diese Zusétze sowie das Vorwort Sommerfelds wurden neu
gesetzt, wihrend der Haupttext in seiner Originalgestalt belassen wurde.
Darin wurden die Zeilen, auf die sich Paulis erginzende Anmerkungen
beziehen, durch Marginalziffern 1-23 kenntlich gemacht. Der deutschen
Boringhieri-Ausgabe folgend, zerféllt die achte Anmerkung in 8 und 8a.

Die englische und italienische Ausgabe von 1958 fillt in eine Zeit der
,Renaissance“ der Allgemeinen Relativititstheorie, die in den 25 Jahren
nach Geburt der Quantenmechanik hinter dieser im allgemeinen Interesse
der Physiker stark zuriickstand. Ausschlaggebend dafiir war sicherlich die
der Allgemeinen Relativititstheorie lange anhaftende Schieflage zwischen
hohem mathematischen Niveau und geringer experimenteller Zugénglich-
keit. Eindriickliche Dokumente einer einsetzenden Wiederbelebung sind
der Bericht des von Pauli prisidierten Berner Kongresses ,,50 Jahre Rela-
tivitatstheorie* aus dem Jahre 1955 und Band 29 der Reviews in Modern
Physics, in dem sich neben anderen Beitrigen zur Gravitation auch die
der legendiren ,,Chapel-Hill“~Konferenz von 1957 iiber , The Role of Gra-
vitation in Physics“ finden lassen.

! Niheres dazu findet man in Band IV/3 des Pauli-Briefwechsels, herausgege-
ben von K. von Meyenn im Springer-Verlag.
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Es wére ganz unmoglich, die seitdem anhaltende Entwicklung auf
theoretischem und vor allem auch experimentellem Gebiet auch nur an-
satzweise auf wenigen Seiten zusammenzufassen. Es ist aber méglich,
anhand von Anmerkungen zu speziellen Textstellen schlaglichtartig auf
einige ausgewihlte modernere Entwicklungen hinzuweisen und sie mit
weiterfilhrenden Referenzen zu unterlegen. Der Herausgeber hat die vor-
liegende Neuausgabe um insgesamt 34 solcher Anmerkungen ergénzt, die
sich sowohl auf den Haupttext als auch Paulis eigene erginzende Anmer-
kungen beziehen. Die betreffenden Textzeilen sind durch Marginalziffern
H1-H34 (H fiir ,,Herausgeber®) kenntlich gemacht.

Kritik versus schopferische Leistung bei Pauli

Dem Motto Pauca sed Matura, das der groBe Mathematiker Carl Friedrich
GauB sich als Siegelspruch gewihlt hatte, fiihlte sich auch Pauli verbun-
den. Um einen unnétigen Leerlauf in der wissenschaftlichen Forschung zu
vermeiden, war er stets bestrebt, nur mit ausgereiften und abgeschlos-
senen Ergebnissen an die physikalische Offentlichkeit zu treten. Getreu
dieser Devise richtete er in den dreifliger Jahren fiir den befreundeten
hollindischen Physiker Paul Ehrenfest sogar einen Offentlichen Nachrich-
tendienst fiir Physiker der dlteren Generation ein, der sie insbesondere vor
Arbeiten warnen sollte, durch welche ,,der Leichenberg, hinter dem allerlei
Gesindel Deckung sucht“, einen weiteren Zuwachs erfahren wiirde: ,Alle
sollen abgehalten werden, diese Arbeit zu lesen oder gar zu verstehen“.

Das gleiche Prinzip befolgte Pauli bereits in seinen frithesten Ar-
beiten. Nachdem er kurz nach Abschlul seiner Miinchner Doktorarbeit
im Oktober 1921 zu Max Born nach Géttingen gekommen war, um ihn
bei der Ausarbeitung der quantentheoretischen Stérungsmethoden zu un-
terstiitzen, wandte er diese Methode sogleich auf das im Brennpunkt der
damaligen Forschung stehende Heliumatom an. Doch infolge des nega-
tiven Ergebnisses — und wohl auch, weil er Bohrs engstem Mitarbeiter
Hans Kramers nicht in die Quere kommen wollte — verzichtete er auf eine
Veroffentlichung und iiberlie§ dem optimistischen Born die weitere Verfol-
gung des Problems. Wahrend dieser durch immer genauere Rechnungen
dennoch zum Ziel zu gelangen hoffte, zog Pauli daraus die Erkenntnis,
dal die Wurzel des Quantenrétsels nicht mathematischer, sondern phy-
sikalischer Natur sei und nur durch grundlegende Modifikationen der be-
stehenden Theorie gelost werden kénne.

Unfertige oder spekulative Gedanken &uflerte Pauli dagegen nur in
Gesprichen und in den zahlreichen Briefen, die er stindig mit seinen
Freunden und Kollegen austauschte. Diese haben sie dann — zuweilen
auch gegen seinen Willen — haufig ihren eigenen Veréffentlichungen zu-
grunde gelegt. Einen lebendigen Eindruck iiber den enormen Einflu}, den
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Pauli auf diese Weise auf viele seiner Zeitgenossen ausiibte, vermittelt sei-
ne noch erhaltene Korrespondenz. Nur hier kénnen wir etwas von seiner
Mitwirkung bei der Formulierung des Heisenbergschen ,Rumpfmodells“
erfahren, welches schliefllich zur Aufklirung der mysteriésen anomalen
Zeeman-Effekte und damit einer der Ursachen fiir das Versagen der &lte-
ren Atomtheorie fiihrte. Magebend war aber auch sein auf den Einfluf§
seines Paten Ernst Mach zuriickgehender positivistischer Standpunkt, der
einen Verzicht auf anschauliche Modelle und einen Riickzug auf prinzi-
piell beobachtbare Groflen forderte und damit durch Pauli ein wichti-
ger Wegbereiter der auf diese Prinzipien gegriindeten Quantemechanik
wurde. Weitere bekannte, nur durch seine Briefe dokumentierte Beispiele
fiir Paulis schopferische Leistungen sind sein Beweis der Aquivalenz des
Heisenberg-Born-Jordanschen Matrizenkalkiils mit der Schrédingerschen
Wellenmechanik, sein Beitrag zur statistischen Interpretation der Quan-
tenmechanik und seine Neutrinohypothese. Dabei waren Paulis Interes-
sen stets bestimmt durch eine dringende Suche nach grundlegenden und
tragfahigen Prinzipien. Der &hnlich gestimmte Paul Ehrenfest gehorte
entsprechend zu den friihen Bewunderern des ,brillianten, artistischen
Physikers“ und war auch einer der ersten, welche die volle Bedeutung sei-
nes ,, AusschlieBungsprinzips“ erkannten und der sich dafiir einsetzte, dafl
dem erst 31-Jihrigen die Lorentzmedaille der Amsterdamer Akademie
zuerkannt wurde.

Als der von Pauli sehr verehrte Lehrer Arnold Sommerfeld es einmal
nicht unterlassen konnte, eine an ihn gerichtete wissenschaftliche Mittei-
lung zu verdffentlichen, zog er sich prompt Paulis Unwillen zu: ,Sollte
ich einmal zu faul sein, eine Sache selbst zu publizieren“, lief§ ihn Pauli
wissen, ,,s0 werde ich sie Thnen brieflich mitteilen. Sie werden sie dann be-
stimmt in irgend einer Form friiher oder spiter verdffentlichen.“ Auch in
offentlichen AuBerungen konnte Pauli bisweilen einen ironischen Ton von
launischer Schirfe anschlagen. So beginnt er z.B. seine Besprechung des
Buches ,,Elementare Quantenmechanik® von Max Born und Pascual Jor-
dan in Die Naturwissenschaften mit dem Satz: ,Das Buch ist der zweite
Band einer Serie, in der stets Ziel und Sinn des n.ten Bandes durch die vir-
tuelle Existenz eines (n+1).ten Bandes deutlich gemacht wird“ und fafit
seine dann doch lingere inhaltliche Besprechung in dem finalen Urteil zu-
sammen: ,Die Ausstattung des Buches hinsichtlich Druck und Papier ist
vortrefflich.“ Dem eng befreundeten Otto Stern, der einmal Paulis wieder-
holte Spéttereien gegen die ,, Viktorianische Thermodynamik“ beanstan-
dete, versuchte sich Pauli dabei so zu erkliren: ,,Um Mifiverstindnisse zu
vermeiden, mochte ich aber zunéchst betonen, daf§ es sich nie um wiitende
Ausfille handelt, wenn ich Witze mache. Diese entspringen keiner wiiten-
den, sondern einer fréhlichen Stimmung und erleichtern mir psychologisch
die Einfiihlung in die phinomenologische Thermodynamik.“
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So manche schonungslose Auferungen, die selbst vor Personlichkei-
ten wie Bohr und Einstein nicht halt machten, trugen Pauli daher den
Ruf eines unerbittlichen und manchmal auch riicksichtslosen Kritikers ein,
was bisweilen die Akzeptanz eines immer vorhandenen und letztlich von
niemandem bestrittenen positiven und konstruktiven Teils seiner Kritik
unnotig erschwerte. Neben Paulis wissenschaftlichen Leistungen mag aber
gerade seine kompromifilose Aufrichtigkeit Einstein bewogen haben, ihn
in einer bewegenden Ansprache anliflich einer Feier zu seiner Nobelpreis-
verleihung seinen geistigen Nachfolger zu nennen. Und der durch einige
Attacken in der Vergangenheit etwas geschiittelte Max Born resiimierte
riickblickend ,,...ich wuBte seit der Zeit, da er mein Assistent in Géttingen
war, daf§ er ein Genie war, nur vergleichbar mit Einstein selbst, ja daf er
rein wissenschaftlich vielleicht noch grofier war als Einstein, wenn auch ein
ganz anderer Menschentyp, der in meinen Augen Einsteins Grofe nicht
erreichte.”

Ziirich und Neuburg a.D. DOMENICO GIULINI
im Februar 2000 KARL VON MEYENN
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Vorwort von Wolfgang Pauli
zur italienischen und englischen Ausgabe von 1958

Vor fiinfunddreifig Jahren wurde dieser Artikel iiber die Relativitédtstheo-
rie, den ich im recht jugendlichen Alter von einundzwanzig Jahren fiir die
“Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften” geschrieben hatte,
zum ersten Male als gesonderte Monographie zusammen mit einem Vor-
wort Sommerfelds verdffentlicht, der als Herausgeber dieses Bandes der
Encyklopédie fiir meine Wahl als Verfasser verantwortlich war. Es war
das Ziel dieses Artikels, eine vollstindige Ubersicht iiber die gesamte Li-
teratur zur Relativititstheorie zu geben,.die zu jener Zeit vorlag (1921).
Inzwischen ist die Produktion von Lehrbiichern, Berichten und Abhand-
lungen iiber die Relativitatstheorie zu einer Flut angewachsen, die beim
50-jdhrigen -Jubilium des Erscheinens der ersten Arbeit Einsteins iiber
Relativitédtstheorie erneut anstieg, in demselben Jahre 1955, in welchem
alle Physiker seinen Tod betrauerten.

In dieser Situation mufite jeglicher Gedanke an Vollstindigkeit
beziiglich der heute vorliegenden Literatur in einer revidierten Neuausga-
be von vornherein aufgegeben werden. Um den Charakter dieses Buches
als historisches Dokument zu erhalten, beschlof ich daher, den alten Text
in seiner urspriinglichen Form abzudrucken, am Ende des Buches hingegen
eine Reihe von Anmerkungen anzufiigen, die sich auf gewisse Textstellen
beziehen. Diese Anmerkungen geben dem Leser ausgewihlte Information
iiber spitere, mit der Relativitétstheorie zusammenhingende Entwicklun-
gen und auch meine persénlichen Ansichten iiber einige strittige Fragen.

Besonders in der letzten dieser Anmerkungen iiber einheitliche Feld-
theorien verhehle ich dem Leser meine Skepsis gegeniiber allen bisher un-
ternommenen Versuchen dieser Art, wie auch gegeniiber den zukiinftigen
Erfolgsaussichten von Theorien mit solchen Zielen nicht. Diese Fragen ste-
hen in engem Zusammenhang mit dem Problem des Giiltigkeitsbereiches
des klassischen Feldbegriffs in seiner Anwendung auf die atomistischen
Ziige der Natur. Die kritische Ansicht, die ich im letzten Abschnitt des
urspriinglichen Textes im Hinblick auf jede Losung in diesen klassischen
Richtungen duferte, ist seither sehr vertieft worden durch die erkenntnis-
theoretische Analyse der Quanten- oder Wellenmechanik, welche 1927 for-
muliert wurde. Einstein hingegen hielt die Hoffnung auf eine vollstindige
Losung in der Richtung einer klassischen Feldtheorie bis zu seinem Le-
bensende aufrecht. Diese Meinungsverschiedenheiten laufen auf das grofle
offene Problem des Verhiltnisses zwischen Relativitits- und Quanten-
theorie hinaus, das die Physiker vermutlich noch lange Zeit beschiftigen
wird. Insbesondere ist eine klare Verbindung zwischen der allgemeinen
Relativititstheorie und der Quantenmechanik noch nicht in Sicht.
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Gerade weil ich in der letzten Anmerkung einen gewissen Widerspruch
zwischen den Ansichten Einsteins selber auf der einen Seite und und den-
jenigen der meisten Physiker, mich eingeschlossen, auf der anderen Seite
iiber Probleme hervorhebe, die jenseits des urpriinglichen Rahmens der
speziellen und allgemeinen Relativitidtstheorie liegen, mochte ich dieses
Vorwort mit einigen versohnlichen Bemerkungen iiber die Stellung der
Relativititstheorie in der Entwicklung der Physik beschliefien.

Es gibt eine Ansicht, nach der die Relativitdtstheorie der Endpunkt
der “klassischen Physik” ist, d.h. Physik im Stil von Newton-Faraday-
Maxwell und beherrscht durch die “deterministische” Form von raumzeit-
licher Kausalitit, wihrend spéter der neue quantenmechanische Stil der
Naturgesetze in Kraft getreten ist. Dieser Gesichtspunkt scheint mir nur
teilweise richtig, und er wird dem gro8en Einflufl Einsteins, des Schopfers
der Relativititstheorie, auf die allgemeine Denkweise der heutigen Phy-
siker nicht geniigend gerecht. Durch ihre erkenntnistheoretische Analy-
se der Folgen der Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit (und damit aller
Signalgeschwindigkeiten) war die spezielle Relativitétstheorie der erste
Schritt weg von naiver Veranschaulichung. Der Begriff des Bewegungs-
zustandes des “lichttragenden Athers”, wie das hypothetische Medium
einst genannt wurde, mufite aufgegeben werden, nicht nur, weil er sich als
unbeobachtbar erwies, sondern weil er als Element eines mathematischen
Formalismus iiberfliissig wurde, dessen gruppentheoretische Eigenschaf-
ten von ihm nur gestort wiirden.

Durch die Ausweitung der Transformationsgruppe in der allgemeinen
Relativititstheorie konnte Einstein auch die Vorstellung von ausgezeich-
neten Trigheitssystemen als unvereinbar mit den gruppentheoretischen
Eigenschaften der Theorie eliminieren. Ohne diese allgemein kritische
Einstellung, welche naive Veranschaulichung zugunsten einer begrifflichen
Analyse der Beziehung zwischen Beobachtungsdaten und den mathemati-
schen Groflen in einem theoretischen Formalismus aufgab, wire der Auf-
bau der modernen Form der Quantenmechanik nicht moglich gewesen.
In der “komplementiren” Quantentheorie fiihrte die erkenntnistheoreti-
sche Analyse der Endlichkeit des Wirkungsquantums zu einem weiteren
Abriicken von naiven Veranschaulichungen. In diesem Falle mufiten so-
wohl der klassische Feldbegriff als auch der Bahnbegriff von Partikeln
(Elektronen) in Raum und Zeit zugunsten rationaler Verallgemeinerun-
gen aufgegeben werden. Wieder wurden diese Begriffsbildungen nicht al-
lein aus dem Grunde verworfen, weil die Bahnen unbeobachtbar sind, son-
dern auch, weil sie iiberfliissig wurden und die Symmetrie storen wiirden,
welche der dem mathematischen Formalismus der Theorie zugrundelie-
genden Transformationsgruppe eigen ist.

Ich sehe die Relativitiitstheorie als ein Beispiel dafiir an, wie eine
grundlegende wissenschaftliche Entdeckung, manchmal sogar gegen den
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Widerstand ihres Schopfers, ihrer eigenen autonomen Bahn folgend wei-
tere fruchtbare Entwicklungen hervorbringt.

Ich bin dem Institute for Advanced Study in Princeton fiir die Ermogli-
chung der Gelegenheit dankbar, die erginzenden Anmerkungen wihrend
meines dortigen Aufenthaltes zu schreiben. Und ich méchte meinen Kol-
legen in Princeton danken, mit denen ich viele der Probleme in diesen
Anmerkungen diskutierte.

Ziirich, den 18. November 1956 W. PauLl



Vorwort von Arnold Sommerfeld
zur ersten deutschen Buchausgabe von 1921

Bei dem scheinbar unerséttlichen Bediirfnis nach Darstellungen der Rela-
tivitdtstheorie, populidren sowohl als hochwissenschaftlichen, welches be-
sonders in Deutschland herrscht, glaubte ich dem Verlage raten zu sollen,
eine Sonderausgabe des vortrefflichen Artikels zu veranstalten, den Herr
W. Pauli jr. fiir die Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften,
Band V, verfafit hat. Obgleich damals noch Student, war Herr Pauli nicht
nur in den feinsten Gedankengingen der Relativitéitstheorie durch eigene
Untersuchungen heimisch, sondern auch mit der Literatur des Gegenstan-
des voll vertraut.

Der Artikel pafit sich seiner ganzen Anlage nach in den Rahmen der
Mathematischen Encyklopédie ein. Die Riickverweise auf friihere Artikel,
insbesondere auf die Elektronentheorie von H. A. Lorentz, die in ihrem
Schlufiparagraphen die Theorie des deformierbaren Elekrons ankiindigt
und daher selbst ein Markstein in der Geschichte der Relativititstheorie
bedeutet, mufiten in dieser Sonderausgabe natiirlich bestehen bleiben und
werden den Leser schwerlich stéren. Entsprechend dem allgemeinen Cha-
rakter der Encyklopadie werden die mathematischen Zusammenhénge in
voller Allgemeinheit und Abstraktion dargestellt; den mathematischen
Hilfsmitteln invariantentheoretischer und polydimensionaler Art ist be-
sonders der II. Abschnitt gewidmet. Entsprechend den Zielen des physi-
kalischen Encyklopéddie-Bandes andererseits steht aber letzten Endes die
physikalische Anwendung im Vordergrunde und wird die Moglichkeit der
empirischen Priifung nie aus dem Auge verloren; z. B. wird im I. Ab-
schnitt der vielgenannte Ritzsche Gegenvorschlag zur Relativitatstheorie
dargestellt und an Hand der Erfahrung mit einer Griindlichkeit kritisiert,
die der Bedeutung seines Urhebers entspricht.

In der ausgedehnten Beriicksichtigung des Beobachtungsmaterials un-
terscheidet sich der vorliegende Artikel von Weyls groler Systematik der
Raum-Zeit-Theorie, die natiirlich nur die besondere Auffassung Weyls,
zum Teil im Gegensatz zu derjenigen Einsteins, zum Ausdruck bringen
will; die Weylsche Theorie selbst und die Mieschen Gedanken, die sie wei-
ter ausbaut, werden im letzten Abschnitt kritisch dargestellt. Von dem
Laueschen Lehrbuch andererseits unterscheidet sich der Artikel Paulis
darin, dafl die Beweise im allgemeinen nicht vollstindig durchgefiihrt,
sondern nur ihrem wesentlichen Gedankengange nach angedeutet wer-
den. Wihrend das Lauesche Lehrbuch in der Auswahl des Stoffes sich
mannigfache Beschrinkungen auferlegen muf}, wird hier die vollstindige
Beriicksichtigung aller bis Ende 1920 erschienenen wertvolleren Beitrige
angestrebt. Dariiber hinaus sind auch die eigenen Ansichten des Verfas-
sers vielfach in den Bericht eingestreut.
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Es ist zu hoffen, da8} die vorliegende Sonderausgabe als eine niitzliche
Erginzung der Relativitétsliteratur wilkommen sein und in gleicher Weise
den Physiker wie den Mathematiker bei einem tieferen Eindringen in die
Theorie férdern wird.

Miinchen, den 30. Juli 1921 A. SOMMERFELD
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Eine Ergéinzung zu vorliegendem Artikel bilden nach der astronomischen
Seite der Artikel F. Kottler, Gravitation und Relativititstheorie (Beitrag zum Ar-
tikel 'VI¢, 22 von S. Oppenheim) und nach der mathematischen Seite die Artikel
von R.Weitzenbock, Neuere Arbeiten iiber algebraische Invariantentheorie, Diffe-
rentialinvarianten und L. Berwald, Differentialinvarianten der Geometrie (mit be-
sonderer Beriicksichtigung der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten), Bd. IIT 4
dieser Encyklopédie.

I. Grundlagen der speziellen Relativititstheorie.

1. Historisches (Lorents, Poincaré, Einstein). Die Umwandlung
der physikalischen Begriffe, welche die Relativititstheorie bewirkt hat,
war seit langer Zeit vorbereitet. Bereits im Jahre 1887 bemerkte
Voigt!) in einer Arbeit, die noch auf dem Standpunkt der elastischen
Lichttheorie steht, daB es mathematisch bequem ist, in einem bewegten
Bezugssystem eine Ortszeit ¢ einzufithren, deren Anfangspunkt eine
lineare Funktion der riumlichen Koordinaten ist, wihrend jedoch die
Zeiteinheit als unveriinderlich angenommen wird, Man kann nimlich
auf diese Weise erreichen, daB die Wellengleichung
129 _
¢ gt?
auch im bewegten System giiltig bleibt. Diese Bemerkung blieb je-
doch vollstindig unbeachtet, und erst in den grundlegenden Arbeiten,
die H. A. Lorentz*) 1892 und 1895 veroffentlichte, tritt eine derartige
Transformation wieder auf. Zu der formalen Erkenntnis, da8 die Ein-
fihrung einer Ortszeit ¢’ im bewegten System mathematisch bequem
ist, kamen hier wesentlich physikalische Ergebnisse hinzu. Es wurde
der Nachweis erbracht, daB bei Beriicksichtigung der Bewegungen der
in den Ather eingelagerten Elektronen alle Effekte 1. Ordnung in

dp —

1) W. Voigt, Uber das Dopplersche Prinzip, Gott. Nachr. 1887, p. 41. Man
erhillt die Voigtschen Formeln, wenn man in den weiter unten angeschriebenen
Gleichungen (1) x — J/1 — B* setat.

2) H. A. Lorentz, La théorie éléctromagnetique de Maxwell et son applica-
tion aux corps mouvants, Arch. Néerl. 25 (1892), p. 363; Versuch einer Theorie der
elektrischen und magnetischen Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895.
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dem Quotienten % aus Translationsgeschwindigkeit der Materie und

Lichtgeschwindigkeit, welche die Beobachtungen kennen gelehrt hatten,
quantitativ theoretisch erklirt werden konnen. Insbesondere ergab die
Theorie eine Erklirung dafiir, daB eine gemeinsame Geschwindigkeit
von Materie und Beobachter gegen den Ather, was die GroBen 1. Ord-
nung anlangt, auf die Erscheinungen keinen EinfluB hat.?)

Das negative Ergebnis des Michelsonschen Interferenzversuches?),

bei dem es sich um einen Effekt sweiter Ordnung in ci handelt,

machte jedoch der Theorie groBe Schwierigkeiten. Um diese zu be-
seitigen, verfielen Lorents®) und unabhingig von ihm Fitzgerald auf
die Hypothese, daB alle Korper bei einer Translationsbewegung mit
der Gteschwindigkeit v ihre Dimensionen verindern. Und zwar miiBte
die Verinderung der Langsdimensionen durch den Faktor le %’
bestimmt sein, wenn x die Verinderung der Querdimensionen angibt;
x selbst bleibt unbestimmt. Zur Begriindung dieser Hypothese fiihrt
Lorentz an, daB es sehr wohl mdoglich sei, daB die Molekularkrifte
bei der Translationshewegung geindert wiirden. Nehme man iiberdies
an, daB die Molekiile in Gleichgewichtslagen ruhen und rein elektrostatisch
aufeinander wirken, so folge aus der Theorie von selbst, daB im be-
wegten System Gleichgewicht vorhanden sei, wenn alle Abstinde in
der Translationsrichtung sich bei ungeéinderten Querdimensionen um

v* . . : .
Vl — verkiirzen. Nun galt es, diese ,Lorentz-Kontraktion® orga-

3) Das von Fizeau gefundene, sowohl dem Relativititsprinzip als auch der
Theorie von Lorentz widersprechende Resultat beziiglich der Beeinflussung der
Azimutinderung der Polarisationsebene des Lichtes beim schiefen Durchgang
durch eine Glasplatte durch die Erdbewegung wurde hernach von D. B. Brace
[Phil. Mag. 10 (1908), p. 591] und B. Strafer [Ann. d. Phys. 24 (1907), p. 137]
als irrtiimlich nachgewiesen. — Ferner ist zu erwihnen, daB die Theorie von
Lorentz die Moglichkeit offen lie8, mit Hilfe der Gravitation auch Effekte erster
Ordnung des . Atherwindes* zu konstatieren. So miiBte, wie Maxwell bemerkt
hat, die Translation des Sonnensystems gegen den Ather eine Ungleichheit von
erster Ordnung in den Verfinsterungszeiten der Jupitermonde zur Folge haben;
C. V. Burton [Phil. Mag. 19 (1910), p. 417; vgl. auch H. 4. Lorentz, Das Relati-
vitatsprinzip, 8 Haarlemer Vortrige, Leipzig 1914, p. 21] fand jedoch die zu
gewirtigenden Fehlerquellen ebenso groB wie den zu erwartenden Effekt, so da8 die
Beobachtungen der Jupitermonde zur Entscheidung fiir oder gegen die alte Ather-
theorie nicht herangezogen werden konnen.

4) Eine Beschreibung desselben gibt H. A. Lorentz im Artikel V 14 dieser
Encyklopidie.

5) H. A. Lorentz, De relative beweging van de aarde en dem aether, Amst.
Versl. 1 (1892), p. 74.
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nisch in die Theorie einzuarbeiten und auch die anderen negativen
Versuche®), einen EinfluB der Erdbewegung auf die Erscheinungen
festzustellen, zu deuten. Da ist zundchst Larmor zu nennen, der be-
reits 1900 die heute allgemein als Lorentz-Transformation bekannten
Formeln aufgestellt, also auch die Verinderung des ZeitmaBstabes bei
der Bewegung ins Auge gefaBt hat.") Lorenfz’ zusammenfassender
Artikel®), der Ende 1903 abgeschlossen wurde, brachte einige kurze
Andeutungen, die sich hernach als sehr fruchtbar erwiesen. Er ver-
mutet, daB bei Ubertragung der Verinderlichkeit der Masse von der
elektromagnetischen auf alle ponderablen Massen die Theorie dariiber
werde Rechenschaft geben konnen, daB auch bei Vorhandensein der
Molekularbewegung die Translation keine anderen Folgen hat als die
erwihnte Kontraktion. Hiermit wire auch der Versuch von Trouton
und Noble erklirt. Nebenbei wird die bedeutungsvolle Frage auf-
geworfen, ob vielleicht auch die Dimensionen der Elektronen durch
die Translation geéindert werden®). Doch stellt sich Lorentz in der
Einleitung zu seinem Artikel noch prinzipiell auf den Standpunkt, daB
die Erscheinungen nicht nur von der relativen Bewegung der betrach-
teten Korper, sondern auch von der Bewegung zum Ather abhingen®*).

Wir kommen nun zur Besprechung der drei Arbeiten von Lo-
rents'®), Poincaré'’) und Einstein®), welche diejenigen Uberlegungen
und Entwicklungen enthalten, die den Grundstock der Relativitits-
theorie bilden. Zeitlich voran geht die Arbeit von Lorentz. Es wird
vor allem der Nachweis erbracht, da die Mazwellschen Gleichungen

gegeniiber der Koordinatentransformation »

t— =z
xr — vt , ’ , 2 18
)] z'=xVTf§;, Yy =muny, 2 =uzxz, i =%V1‘——c_ﬁ"( =%> )

6) F. I. Trouton u. H. R. Noble, London Phil. Trans. A 202 (1903), p. 165;
Lord Rayleigh, Phil. Mag. 4 (1902), p. 678.

7) J. J. Larmor, aether and matter, Cambridge 1900, p. 167—177.

8) Artikel V 14 dieser Encyklopidie, SchluBabsatz Nr. 64 und 65.

9) 1. c. Anm. 8), p. 278.

9a) 1. ¢c. p. 154,

10) H. A. Lorentz, Amst. Proc. 6 (1904), p. 809 [Versl. 12 (1904), p. 986]:
Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity smaller than
that of light.

11) H. Poincaré, Paris C. R. 140 (1905), p. 1504, Rend. Pal. 21 (1906), p. 129
sur la dynamique de l'éléctron.

12) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 891: Zur Elektrodynamik be-
wegter Korper.

13) Um aus den Formeln bei Larmor und Lorentz (1) zu erhalten, muB man
in jenen noch z durch z — vt ersetzen, weil dort zuerst der gewdhnliche ber-
gang zum bewegten System gemacht wird.

15



H46 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

invariant sind, sofern man gleichzeitig die Feldstirken im gestrichenen
System passend wihlt. Dies wird jedoch nur fiir die Gleichungen im
ladungsfreien Raum exakt nachgewiesen. Die Terme, welche Ladungs-
dichte und Geschwindigkeit enthalten, sind bei Lorenfz im gestriche-
nen System nicht dieselben wie im ruhenden System, da er diese
GroBen nicht ganz richtig transformiert. Er sieht deshalb auch die
beiden Systeme nicht als vollig, sondern nur sehr angenihert als
gleichwertig an. Unter der Voraussetzung, daB auch die Elektronen
bei der Translation die oben erwihnte Deformation erfahren, sowie
daB alle Massen und Krifte genau so von der Geschwindigkeit ab-
héingen wie rein elektromagnetische Massen und Krifte, kann Lorentz
das Auftreten der Kontraktion bei allen Kérpern (auch bei Vorhanden-
sein von Molekularbewegung) sowie das negative Ergebnis aller be-
kannten Versuche, einen EinfluB der Erdbewegung auf die optischen
Erscheinungen festzustellen, erkliren. Als entfernte Folgerung ergibt
sich iibrigens, daB x = 1 gesetzt werden muB, d. h. daB die Quer-
dimensionen bei der Translation ungeiindert bleiben, wenn anders
diese Erklirung iiberhaupt moglich ist. Wir méchten noch ausdriick-
lich betonen, daB auch in dieser Arbeit Lorentz das Relativitétsprinzip
keineswegs evident war. Ferner ist fiir ihn im Gegensatz zu Einstein
charakteristisch, daB er die Kontraktion kausal zu verstehen sucht.

Die formalen Liicken, die die Arbeit von Lorents iibrig lieB, wur-
den von Poincaré ausgefiillt. Das Relativititsprinzip wird von ihm
als allgemein und streng giiltig ausgesprochen. Da er die Maxwell-
schen Gleichungen fiir das Vakuum wie die iibrigen bisher genannten
Autoren als giiltig annimmt, so kommt das auf die Forderung hinaus,
daf alle Naturgesetze gegeniiber der ,Lorentz-Transformation“'*) ko-
variant sein miissen. Die Unverdnderlichkeit der Querdimensionen
bei der Translation wird ganz naturgemidB aus dem Postulat her-
geleitet, daB die Transformationen, die den Ubergang von einem ruhen-
den zu einem gleichformig bewegten System vermitteln, eine Gruppe
bilden miissen, welche die gewdhnlichen Verlagerungen des Koordi-
natensystems als Untergruppe enthélt. Ferner werden die Lorentzschen
Transformationsformeln fiir Ladungsdichte und Geschwindigkeit kor-
rigiert und damit die vollige Kovarianz der Feldgleichungen der
Elektronentheorie hergestellt. Auf die Behandlung des Gravitations-
problems und die Verwendung der imaginiren Koordinate ¢c¢ in dieser
Arbeit werden wir noch zu sprechen kommen (vgl. Nr. 50 und 7).

14) Die Bezeichnungen ,,Lorentztransformation* und , Lorentzgruppe* finden
sich in dieser Arbeit Posncarés zum erstenmal.
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Durch Einstein wurde endlich die Grundlegung der neuen Diszi-
plin zu einem gewissen AbschluB gebracht. Seine Arbeit von 1905
wurde fast gleichzeitig mit Poincarés Abbandlung eingesendet und ist
ohne Kenntnis der Lorentsschen Abhandlung von 1904 verfaBt worden.
Sie enthilt nicht nur alle wesentlichen Resultate der beiden genann-
ten Arbeiten, sondern vor allem auch eine vollig neue, viel tiefere
Auffassung des ganzen Problems. Im folgenden wird dies im ein-
zelnen dargelegt.

2. Das Relativitétspostulat. Die vielen negativen Versuche®),
einen EinfluB der Erdbewegung auf die Erscheinungen durch Messun-
gen auf der Erde selbst festzustellen, lassen mit aller Wahrscheinlich-
keit, man kann wohl sagen mit Sicherheit, den SchluB zu, daB prin-
zipiell die Erscheinungen in einem System unabhingig von der
Translationsbewegung sind, die es als Ganzes hat. Priziser gesagt:
Es gibt eine dreifach unendliche Schar’®) von geradlinig und gleich-
formig gegeneinander bewegten Bezugssystemen, in demen sich die
Phinomene in vollkommen gleicher Weise abwickeln. Wir werden
sie im folgenden mit Einstein Galileische Bezugssysteme nennen, weil
in ihnen das Galileische Trigheitsgesetz gilt. Es ist unbefriedigend,
daB nicht alle Systeme als gleichwertig angesehen werden oder wenig-
stens eine kausale Begriindung fiir die Auszeichnung einer gewissen
Schar von Systemen gegeben wird. Diesem Mangel hilft die allgemeine
Relativititstheorie ab (vgl. Abschnitt IV). Vorliufig miissen wir uns
auf die Galileischen Bezugssysteme, also auf die Relativitit bei gleich-
formigen Translationshewegungen beschrinken.

Durch das Postulat der Relativitit wird der Ather als Substans
aus den physikalischen Theorien entfernt, da es keinen Sinn mehr hat,
von Ruhe oder Bewegung relativ zum Ather zu sprechen, wenn diese

15) Neben der unter ©) genannten Literatur ist anzufiihren: Die Wiederho-
lung des Michelsonschen Versuches von E. W. Morley und D. C. Milley, Phil.
Mag. 8 (1904), p. 768 und 9 (1905), p. 680. [Man vgl auch die Diskussion bei
J. Liiroth, Miinchen Ber. 7 (1909); E. Kokl, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 259 u. 662;
M. v. Laue, Ann. d. Phys. 38 (1910), p. 1566.] Weitere Versuche, eine durch die Erd-
bewegung verursachte Doppelbrechung zu finden D. B. Brace, Phil. Mag. 7 (1904),
p. 317; 10(19056), p. 71; Boltzmann-Festschrift 1907, p. 576 und einen Versuch von
F. 1. Trouton und A. O. Rankine, Proc. Roy. Soc. 8 (1908), p. 420, eine Anderung
des elektrischen Widerstandes eines Drahtes je nach seiner Orientierung zur
Richtung der Erdbewegung festzustellen. Man vgl. dazu auch den zusammen-
fassenden Bericht von J. Laub, Jahrb. f. Rad. u. EL. 7 (1910), p. 405 dber die experi-
mentellen Grundlagen des Relativititsprinzips.

16) Vou den trivialen Verschiebungen des Koordinatenursprungs und den Ver-
lagerungen der Achsen ist hier abgesehen.
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durch Beobachtungen prinzipiell nicht konstatiert werden konnen. Es
wird uns dies heute um so weniger befremden, als man nunmehr bereits
mit Erfolg begonnen hat, die elastischen Eigenschaften der Materie
auf elektrische Krifte zuriickzuftihren und es ganz widersinnig wiire,
wollte man hernach wieder versuchen, die elektromagnetischen Er-
scheinungen durch die elastischen Eigenschaften eines hypothetischen
Mediums zu erkliren!”). Die mechanische Athervorstellung war eigent-
lich bereits iiberfliissig und hemmend geworden, als die elastische
Lichttheorie durch die elektromagnetische ersetzt wurde. In dieser
war die Athersubstanz immer ein Fremdkorper geblieben. Neuerdings
hat Einstein'8) vorgeschlagen, den Begriff Ather weiter zu fassen und
darunter keine Substanz zu verstehen, sondern einfach den Imbegriff
derjenigen physikalischen Zustandsgrofen, die dem von gewohnlicher Ma-
terie freien Raume zugeordnet werden miissen. In diesem weiteren Sinne
gibt es natiirlich einen Ather, man hat nur zu beachten, daB er keine
mechanischen Eigenschaften hat, d. h. daB zu den physikalischen Zu-
standsgroBen des materiefreien Raumes keine Lagenkoordinaten und
Geschwindigkeiten gehoren.

Es konnte scheinen, daB das Relativitétspostulat, nachdem
man die Athervorstellung aufgegeben hat, unmittelbar evident ist.
Eine genauere Uberlegung zeigt jedoch, daB dies nicht zutrifft®).
Wir konnen selbstverstindlich nicht dem ganzen Weltall eine Trans-
lation erteilen und dann priifen, ob die Erscheinungen sich dadurch
sndern. Einen heuristischen und physikalischen Wert hat also unser
Satz nur dann, wenn man ihn fiir jedes abgeschlossene System als
giiltig ansieht. Wann aber ist ein System abgeschlossen? Geniigt es,
daB alle Massen hinreichend entfernt sind?2°) Die Antwort lautet
erfahrungsgemiB: Bei gleichférmigen Translationsbewegungen geniigt
es, bei anderen Bewegungen geniigt es nicht. Fiir diese Vorzugs-
stellung der ersteren muB noch eine Erklirung gegeben werden
(s. Abschn. IV, Nr. 62). Zusammenfassend konnen wir sagen: Das Re-
lativititspostulat besagt implizite, daB eine gleichformige Translation
des Schwerpunktes des Weltalls relativ zu einem abgeschlossenen
System auf die Erscheinungen in diesem ohne EinfluB ist.

17) Diesen naheliegenden Gedanken hat gelegentlich M. Born vorgebracht
[Naturw. 7 (1919), p. 136].

18) A. Einstein, Ather und Relativititstheorie, Berlin 1920, Rede gehalten
in Leiden.

19) Vgl. dazu A. Einstein, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 1059.

20) Auf die Notwendigkeit, auch in der speziellen Relativititstheorie die
fernen Massen mit in Betracht zu ziehen, hat in anderem Zusammenhang H. Holst
hingewiesen (vgl. unten Anm. 43).
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3. Das Postulat von der Konstang der Lichtgeschwindigkeit.
Die Theorie von Ritz und verwandte Theorien. Die Forderung der
Relativitit geniigt noch nicht, um die Kovarianz aller Naturgesetze
gegeniiber der Lorentz-Transformation zu folgern. So ist z. B. die
klassische Mechanik mit dem Relativititsprinzip durchaus im Einklang,
obwohl die Lorentz-Transformation auf ihre Gleichungen nicht anwend-
bar ist. Lorentz und Poincaré hatten nun, wie wir gesehen haben, die
Mazxwellschen Gleichungen ihren Betrachtungen zugrunde gelegt. Es
ist aber durchaus zu verlangen, einen so fundamentalen Satz wie die
Kovarianz aller Naturgesetze gegeniiber der Lorentz-Gruppe aus még-
lichst einfachen Grundannahmen herzuleiten. Dies geleistet zu haben,
ist das Verdienst Finsteins. Er hat gezeigt, daB bloB folgender Satz
der Elektrodynamik vorausgesetzt werden muB: Die Lichigeschwindig-
keit ist umabhingig vom Bewegungszustand der Lichtquelle. Ist diese
punktformig, so sind die Wellenflichen also auf jeden Fall Kugeln
mit ruhendem Mittelpunkt. Wir wollen diesen Sachverhalt wie iiblich
der Kiirze wegen mit dem Schlagwort ,Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit“ bezeichnen, obwohl diese Bezeichnung zu MiBverstindnissen
AnlaB geben kann. Von einer umiversellen Konstanz der Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit kann schon deshalb nicht die Rede sein, weil
diese nur in den Galileischen Bezugssystemen stets denselben Wert ¢
bat. Ihre Unabhingigkeit vom Bewegungszustand der Lichtquelle be-
steht jedoch auch in der allgemeinen Relativititstheorie zu recht. Sie
erweist sich als der wahre Kern der alten Atherauffassung. (Uber die
Gleichheit der numerischen Werte der Lichtgeschwindigkeit in allen
Galileischen Bezugssystemen vgl. Nr. §.)

Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, fiihrt die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit im Verein mit dem Relativitatspostulat zu einer
Neuerung des Zeitbegriffes. Es ist deshalb von W. Rifz*') und un-
abhiingig von ihm von Tolman?*), Kuns®) und Comstock®) die Frage
aufgeworfen worden, ob man nicht diesen radikalen Folgerungen ent-
gehen und dennoch in Ubereinstimmung mit der Erfahrung bleiben

21) W. Ritz, Recherches critiques sur 1'éléctrodynamique générale. Ann. de
chim. et phys. 13 (1908), p. 146 [Ges. Werke p. 317]; Sur les théories éléctro-
magnétiques des Maxwell-Lorentz, Arch. de Généve 16 (1908), p. 209 [Ges. Werke,
p. 427]; Du rdle de I'éther en physique, Scientia 3 (1908), p. 260 [Ges. Werke,
p. 447]; vgl. auch P. Ehrenfest, Zur Frage nach der Entbehrlichkeit des Licht-
dthers, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 817; Zur Krise der Lichtétherhypothese, Rede
gehalten in Leiden 1912, Berlin 1913.

22) C. Tolman, Phys. Rev. 30 (1910), p. 291 und 81 (1910), p. 26.

23) J. Kung, Am. J. of Science 30 (1910), p. 1313.

24) D. F. Comstock, Phys. Rev. 80 (1910), p. 267.
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kann, wenn man die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit leugnet und
bloB das erste Postulat beibehilt. Es ist klar, daB damit nicht nur
die Existenz des Athers, sondern auch die Mazwellschen Gleichungen
fir das Vakuum verworfen werden, so daB die ganze Elektrodynamik
neu aufgebaut werden muB. Dies hat in einer systematischen Theorie
nur W. Ritz getan. Er behilt die Gleichungen

@) rot €+~ H=0, divH=0

bei, so daB die Feldstirken sich in der gewShnlichen Elektrodynamik
~us einem skalaren und einem Vektorpotential herleiten lassen:

(2a) @=—grad¢p—%§[, H =rot A.

Die Gleichungen

‘ edV, %gbd Vpr
(5) (p(P, t)= W) QI(P7 t)=
t=t——

[rer T
4

der gewohnlichen Elektrodynamik werden jedoch ersetzt durch
vd Vp,

4 Pt~J————— (B, = [

@ eB= [t R = [

"'t—- PP’]‘/ ‘_q_
or

entsprechend dem Prinzip, daB nur die Geschwindigkeit einer Llcht—
welle relativ sur Quelle, von der sie ausgeht, sowie die Geschwindig-
keit einer elektromagnetischen Storung relativ sum Elekiron, das sie
verursacht, gleich ¢ ist. Wir wollen alle Theorien, welche diese An-
nahme machen, kurz Emissionstheorien nennen. Da das Relativitits-
postulat bei ihnen von selbst erfiillt ist, erkliren sie alle den Michel-
sonschen Interferenzversuch, und wir haben nun zu priifen, ob sie mit
den sonstigen optischen Erfahrungen vertriglich sind.

Da ist zuniichst zu bemerken, daB sie mit der elektronentheoretischen
Erklirung der Reflexion und Brechung unvereinbar sind, fiir welche die
Interferenz der von den Dipolen der Substanz ausgehenden Kugelwellen
mit der einfallenden Welle wesentlich ist. Denken wir uns némlich die
Substanz ruhend und die Lichtquelle gegen sie bewegt, so haben nach
Ritz die von den Dipolen ausgehenden Wellen eine andere Geschwin-
digkeit (ndmlich ¢) als die einfallende Welle, Interferenz ist also nicht
moglich. Die Emissionstheorien sind ferner nur durch kiinstliche
Zusatzhypothesen imstande, von dem fiir die Optik bewegter Medien
fundamentalen Figeauschen Stromungsversuch (vgl. Nr. 6) Rechenschaft
zu geben, was sehr schwer ins Gewicht fallt. Wir wollen noch ge-
nauer betrachten, was sie iiber den Dopplereffekt aussagen. Eine ein-
fache Uberlegung lehrt, daB die Frequenz sich genau so indern muB,
wie es die Athertheorie verlangt, die Wellenlinge dagegen wegen der
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veriinderten Geschwindigkeit dieselbe bleibt wie bei ruhender Quelle.?™)
Es fragt sich also, ob bei den gewdohnlichen, astronomischen Beob-
achtungen des Dopplereffektes die Anderung der Wellenlinge oder die
der Frequenz konstatiert wird. Man kann zugunsten der Emissions-
theorien annehmen, daB es sich bei Beobachtungen mit Prismen um
die Frequenz handelt. Bei den Beobachtungen mit Beugungsgittern
ist die Frage viel schwieriger zu entscheiden. Zolman ist der An-
sicht, daB hier die Wellenlinge in Betracht kommt, die Emissions-
theorien also dadurch widerlegt seien, Stewart®) dagegen vertritt die
entgegengesetzte Anschauung. Es 1aBt sich hier nicht ohne weiteres
eine Entscheidung treffen, da die Auffassung der Beugung bei den
Emissionstheorien schon an sich sehr unklar ist. In den Aussagen
iiber den Dopplereffekt am bewegten Spiegel gehen die verschiedenen
Emissionstheorien auseinander. Nach J. J. Thomson®*®) und Stewart®)
ist der bewegte Spiegel, was die Geschwindigkeit des reflektierten
Strahles anlangt, dquivalent mit dem Spiegelbild der Lichtquelle, nach
Tolman wirkt er wie eine neue Lichtquelle an seiner Oberfliche, nach
Ritz*'*) endlich ist die Geschwindigkeit des reflektierten Strahles
gleich der eines parallelen, von der urspriinglichen Lichtquelle aus-
gehenden Strahles. Bei ruhender Quelle und bewegtem Spiegel ist
also nach Thomson-Stewart kein Dopplereffekt der Wellenlinge zu er-
warten, nach Tolman ist er halb so groB wie der der gewdhnlichen
Optik, nach Rifz stimmt er mit diesem {iberein. Nun ist der Doppler-
effekt der Wellenlinge des von einem bewegten Spiegel reflektierten
Lichtes neuerdings wiederholt mit dem Interferometer bestimmt wor-
den®) mit dem unzweifelhaften Ergebnis, daB er mit dem von der
klassischen Optik geforderten iibereinstinmt. Die Annahmen von
Thomson-Stewart und Tolman sind damit widerlegt. Weiter hat
Q. Majorana®) auch den Dopplereffekt bei einer bewegten Lichtquelle
mit dem Interferometer bestimmt und hat gefunden, daB er ebenfalls
dem nach der klassischen Optik zu erwartenden entspricht. Sein Ver-

22a) Dies wurde zuerst von Tolman (Phys. Rev., 1. c. Anm. 22) hervorgehoben.

26) O. M. Stewart, Phys. Rev, 82 (1911), p. 418,

26) J. J. Thomson, Phil. Mag. 19 (1910), p. 301.

21a) W. Ritzu. P. Ehrenfest, . c., Anm. 21); s. auch C. Tolman, Phys. Rev. 35
(1912), p. 136. Wenn im folgenden von ,,Ritzscher Theorie* gesprochen wird, so
ist dabei die hier erwihnte, von Willkiir nicht freie Vorschrift mitinbegriffen
zu denken,

27) A. A. Michelson, Astroph. J. 87 (1913), p. 190; Ch. Fabry u. H. Bussson,
Paris C. R. 168 (1914), p. 1498; Q. Majorana, Paris C. R. 165 (1917), p. 424, Phil.
Mag. 36 (1918), p. 163 und Phys. Rev. 11 (1918), p. 411.

28) Q. Majorana, Phil. Mag. 87 (1919), p. 190.
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such ist jedoch gegen Ritz nicht entscheidend, worauf besonders
Michaud®) hingewiesen hat. Sei ndmlich L eine mit der Geschwin-
digkeit » vom ruhenden Spiegel S sich entfernende Lichtquelle, 4 ein
g fester Punkt vor dem Spiegel,
so kommt es in Majoranas
— . Versuch in letzter Linie auf
L 4 die Verinderung des Gang-

unterschiedes an, der beim
Hin- und Zuriicklaufen des
Fig. 1. Lichtes auf der Strecke A S=1
entsteht, wenn die Geschwin-
digkeit der Lichtquelle von Null auf v anwichst. Auf dem Hinweg

haben wir nun: Geschwindigkeit gleich ¢ — v, Frequenz », = 1/(1 —02),

c—v

also 1, = = 4. Bei der Reflexion am (ruhenden) Spiegel S

1
bleibt zwar die Frequenz die gleiche, die Geschwindigkeit wird aber

hernach ¢ + v, also die Wellenlinge i, = ¢ " L. }.( 14 ?c—’f) , wenn
wir uns auf GroBen 1. Ordnung beschrinken. Die gesuchte Anderung

des gesamten Gangunterschiedes ist also
2v v

4=21-_" .9,

(4 c

genau wie in der klassischen Theorie. Man kann iiberhaupt allgemein
zeigen, daB in den GroBen 1. Ordnung, solange es sich um geschlossene
Lichtwege handelt, zwischen der Rifzschen und der gewdhnlichen oder
der relativistischen Optik kein Unterschied besteht. Terrestrische
Versuche konnen also nur dann zwischen beiden Anschauungen ent-
scheiden, wenn sie sich auf Effekte 2. Ordnung erstrecken.’®) Als der-
artiges experimentum crucis konnte nach La Rosa®') und Tolman®®)
der Michelsonsche Interferenzversuch dienen, wenn man ihn nicht mit
irdischen Lichtquellen, sondern mit Sonnenlicht ausfiihrt. Die Rifzsche
Theorie wiirde im Gegensatz zur Relativititstheorie verlangen, daB
sich dann eine Streifenverschiebung bei Drehung des Apparates zeigt.

Effekte 1. Ordnung, die gegen Rilz entscheiden konnen, gibt es
jedoch sehr wohl, wenn man es nicht mit geschlossenen, sondern mit
offenen Lichtwegen zu tun hat. Diese Moglichkeit ist zwar nicht

29) P. Michaud, Paris C. R. 168 (1919), p. 507.

30) Dies wird gelegentlich von Ehrenfest bemerkt (Phys. Ztschr., 1. ¢. Anm. 21).

31) M. La Rosa, Nuovo Cimento (6) 3 (1912), p. 345 und Phys. Ztschr. 13
(1912), p. 1129.

32) C. Tolman, Phys. Rev. 35 (1912), p. 136.

22



4. Relativitit der Gleichzeitigkeit. Ableit, der Lorentz-Transformation usw. 553

bei terrestrischen, wohl aber bei astronomischen Messungen vorhanden.
Schon Comstock*®) hat auf mogliche Effekte bei Doppelsternen hin-
gewiesen. De Sitter®®) hat dann die Verhiltnisse quantitativ diskutiert
und kam zu folgendem Ergebnis: Bei in Wirklichkeit kreisférmigen
Bahnen spektroskopischer Doppelsterne miiBte bei Inkonstanz der
Lichtgeschwindigkeit der tatsichlich zur Beobachtung kommende
zeitliche Verlauf des Dopplereffektes dem einer exzentrischen Bahn
entsprechen. Aus den vorhandenen Bahnen mit sehr kleiner Exzen-
trizitat 148t sich entnehmen, daB die Lichtgeschwindigkeit von der
Geschwindigkeit v des Doppelsternes weitgehend unabhingig ist. Setat
man sie in der Form ¢ -+ kv an, so muB % < 0,002 sein. Hilt man
dieses Ergebnis mit den erwihnten Schwierigkeiten der Emissions-
theorien bei der Erklirung des Fizeauschen Versuches und bei der
atomistischen Deutung der Brechung zusammen, so kann man wohl mit
Sicherheit sagen, daB sich das Postulat von der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit als richtig, der von Rif¢ und anderen eingeschlagene Weg,
den Michelsonschen Versuch zu erkliren, als ungangbar erwiesen hat.

4. Relativitit der Gleichgeitigkeit, Ableitung der Lorents-
Transformation aus den beiden Postulaten. Axiomatik der Lorentz-
Transformation. Bei oberflichlicher Betrachtung scheinen die beiden
Postulate unvereinbar. Denken wir uns nimlich eine Lichtquelle L,
die sich relativ zum Beobachter A mit der Geschwindigkeit v bewegt,
wihrend der Beobachter B relativ zu L ruhen mdoge. Beide Beob-
achter miissen dann als Wellenflichen Kugeln sehen, deren Mittel-
punkte relativ zu ihnen ruhen, also verschiedene Kugeln. Der Wider-
spruch verschwindet jedoch, wenn man zuliBt, daB Raumpunkte, die
fiir A gleichzeitig vom Licht durchlaufen werden, fiir B nicht gleich-
zeitig durchlaufen werden. Wir sind damit unmittelbar zur Relativi-
tat der Gleichzeitigkeit gelangt. Damit hingt zusammen, daB iiber-
haupt erst eine Definition des Synchronismus zweier Uhren an
verschiedenen Orten gegeben werden muB. Als solche wihlt Einstein
folgende. Vom Punkt P gehe ein Lichtstrahl zur Zeit ¢, aus, werde
zur Zeit ¢q in @ reflektiert und gelange zur Zeit ¢, wieder nach P
zuriick. +Die Ubkr in @ lduft synchron mit der Uhr in P, wenn

tp+ t'p

to= —(p— ist. Das Licht verwendet FEinstein deshalb zur Zeit-

24a) D. F. Comstock, Phys. Rev., 1. c., Anm. 24).

33) W. de Sitter, Amst. Proc. 15 (1913), p. 1297 u. 16 (1913), p. 895; Phys.
Ztschr. 14 (1913), p. 429 u. 1267; vgl. auch die Diskussion bei P. Guthnik, Astr.
Nachr. 195 (1913), Nr. 4670, sowie den durch De Sitters zweite Note widerlegten
Einwand von E. Freundlich, Phys. Ztschr. 14 (1918), p. 835. Vgl. auch W. Zur-
hellen, Astr. Nachr. 198 (1914); p. 1.
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regulierung, weil wir iiber den Vorgang der Lichtausbreitung auf Grund
unserer Postulate bestimmte Aussagen machen kénnen. Es sind natiir-
lich auch andere Moglichkeiten der Uhrenvergleichung denkbar wie
Transport von Uhren, mechanische oder elastische Koppelungen u. dgl.
Wir miissen verlangen, daB sich bei diesen kein unlésbarer Wider-
spruch zur optischen Uhreneinstellung ergibt.

Wir sind nun imstande, die Transformationsformeln, welche die
Koordinaten 2,y,2,¢ und z',y’, 4", ¢ zweier gleichformig gegenein-
ander bewegter Bezugssysteme K und K’ verkniipfen, herzuleiten.
Die z-Achse legen wir in die Bewegungsrichtung derart, daB K’
gegen K sich in der positiven 2-Richtung mit der Geschwindigkeit »
bewegt. Von siamtlichen Autoren wird davon ausgegangen, daB die
Transformationsformeln linear sein miissen. Man kann dies damit
begriinden, daB gleichformige, geradlinige Bewegungen in K auch in
K’ gleichformig und geradlinig sein sollen (wobei iiberdies noch als
selbstverstindlich angenommen wird, daB endliche Koordinatenwerte
in K auch in K’ endlich bleiben. Es steckt darin auch die Annshme
der Giltigkeit der euklidischen Geometrie und der Homogenitit von
Raum und Zeit). GemiB den beiden Postulaten muB nun die Gleichung

2) Bty 2 - =0
die entsprechende Gleichung
@) 2?4yt 2 — =0

nach sich ziehen, was wegen der Linearitit der Transformation nur
mdglich ist, wenn
z'? + y” + z” —_ c?t’ﬂ —_ “(xZ + yﬂ + Zﬂ - c?ti)

ist, wo x eine von v abhiingige Konstante bedeutet. Beriicksichtigt
man noch, daB jede Bewegung parallel der z-Achse nach der Trans-
formation wieder parallel der z-Achse sein muB, so folgen daraus
durch ganz elementare Uberlegungen die Formeln (1) der Nr. 1. Es
ist jetzt noch eine besondere Betrachtung nétig, um zu zeigen, daB
% =1 zu setzen ist. Einstein geht so vor, daB er auf K’ noch einmal
die Transformation (1) mit entgegengesetzter Geschwindigkeit anwendet.

x4 ot’

z" = x(—v) Y '=x(—v)y, 2"=ux(—0)7,

yr—p¥
t’ +l,w
£ = % (— ) -
Vi—p

Man findet

2= x(0)x(— 0)z, y = 2(O)u(— 0)y, +"==x(o)x(— v}z,
t” = x(v)x(— v)t.
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Da nun K" relativ zu K ruht, muB es mit diesem identisch sein,
d. h. es muB gelten x(v)%(— v) = 1.

Nun bedeutet aber x(v), wie wir bereits in Nr. 1 bemerkt haben, die
Verinderung der Querdimension eines Stabes, und diese muB aus
Symmetriegriinden von der Richtung der Geschwindigkeit unabhingig
gein: x(v) = x(—v), woraus im Verein mit obiger Relation wegen
des positiven Vorzeichens von x, x(v) = 1 folgt. In #hnlicher Weise
schlieBt Poincaré. Er betrachtet die Gesamtheit aller linearen Trans-
formationen, welche die Gleichung (2) in sich iiberfiihren (diese Ge-
samtheit bildet natiirlich eine Gruppe), und fordert, daB sie als Unter-
gruppe enthilt:

a) die einparametrige Gruppe der Translationen parallel der
z-Achse (als Gruppenparameter fungiert die Geschwindigkeit v),

b) die gewohnlichen Verlagerungen der Koordinatenachsen. Hier-
aus folgt wieder x = 1. Einsteins Symmetrieforderung x(v) = »(— v
ist ndmlich in b) mitenthalten. Wir sind also zu dem definitiven

Resultat gekommen: v

. z—0t . ‘ , = aT
ey x=f/—_—I——T’ y=y 2=z, t=r_%p,
I 2?4yt — =y B —

Die zu (I) inverse Transformation erhilt man, wenn man v durch
— v ersetzt: v
t’+ ?,x’

'+ vt o o _
(a) z = y=y, #=42, t——ﬁ:-“)

=g

Der einfache Bau der Formeln (I) legt die Frage nahe, ob sie nicht

84) Es ist fiir manche Anwendungen von Wert, auch die Formeln fir die
Koordinatentransformation in dem allgemeinen Fall zu kennen, wo die z Achse
nicht die Richtung der Translationsgeschwindigkeit hat. Man erhiilt sie, indem
t in eine Komponente v, in der Richtung der Translationsgeschwindigkeit v des
Systems K gegen K’ und eine zu v senkrechte Komponente r, spaltet. Aus @
folgt zunichst

t i T
— bt ——z
¥, — T —b , Y =1, = _____0_;
yiep Viep
‘wegen
_ (rb)b (tb)” ’ ’ ’

U= Tt L=t —=r— P t=t”+tL

kann dies aber auch geschrieben werden 1
t— —(rv)
, 1 1 113 , c?
1a I =014+ {————1) () — ——— V=
@ +”’<v1—ﬂ' >( A Vi—p
Diese Formeln finden sich bei G. Herglotz, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 497 GI.(9).
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schon aus allgemeinen gruppentheoretischen Gesichtspunkten gefolgert
werden konnen, ohne daB die Invarianz von (2) vorausgesetzt werden
muB. Inwiefern dies der Fall ist, zeigen die Arbeiten von Ignatowsky
und von Frank und Rothe35) Setzt man bloB voraus:

1. daB die Transformationen eine einparametrige homogene line-

are Gruppe bilden,

2. daB die Geschwindigkeit K gegen K’ entgegengesetzt gleich

der von K’ gegen K ist, und

3. daB die Kontraktion der von K gesehenen, in K’ ruhenden

Lingen gleich ist der Kontraktion der von K’ gesehenen in K

ruhenden Lingen,
so folgt bereits, daB die Transformationsformeln die Gestalt haben miissen
(3) = x— vt , r_ t—avax .

V1— av? VY1 — av?

Uber das Vorzeichen, die GroBe und die physikalische Bedeutung von
o folgt natiirlich nichts. Aus den gruppentheoretischen Forderungen
1iBt sich also bloB die @uBere Form der Transformationsformeln ab-
leiten, micht ihr physikalischer Inhalt. Man bemerkt iibrigens, daB
aus (3) die Transformationsformeln
4) z'=x—0vt, t'=t
der gewohnlichen Mechanik hervorgehen, wenn man & = 0 setzt. Sie
werden jetzt allgemein nach dem Vorgang von Ph. Frank ,Galilei-
Transformation“ genannt. Man erhilt sie natiirlich ebenso, wenn man
in (I) ¢ = oo setzt.

5. Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation. Die Lorentz-Kon-
traktion ergibt sich als einfachste Folge der Transformationsformeln
(I) und damit auch der beiden Grundannahmen. Betrachten wir einen
in der z-Achse liegenden Stab, der im Bezugssystem K’ ruht. Die
Koordinaten seiner Enden z," und 2z, sind also von ¢ unabhingig,
und es ist
(5) zy — 2 =1,
gleich der Ruhlinge des Stabes. Wir denken uns andererseits im
System K die Linge des Stabes folgendermaBen bestimmt. Wir er-
mitteln 2, und x, als Funktion von ¢£. Den Abstand zweier Lagen,
die vom Anfangs- und Endpunkt des Stabes im System K gleichzeitig
eingenommen werden, nennen wir die Linge ! des Stabes im be-
wegten System:

(6) 2y(f) — () = 1.
35) W.v. Ignatowsky, Arch. Math. Phys. 17 (1910), p. 1 und 18 (1911), p. 17;

Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 972 und 12 (1911), p. 779; Ph. Frank u. H. Rothe,
Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 825 und Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 750.
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5. Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation. 57

Da diese Lagen in K’ nicht gleichzeitig sind, haben wir auch nicht
zu erwarten, daB [ gleich /, wird. In der Tat folgt aus (1):
1) — xy(t) — vt r__ () — ot also

FTyise T i
M) h= =LV,
der Stab ist im Verhiltnis /1 — g*: 1 kontrahiert, wie bereits Lo-
rentz angemommen hatte. Da die Querdimensionen eines Korpers
unveriindert bleiben, kontrahiert sich auch sein Volumen nach der
gleichen Formel
(Ta) V=",Y1—B.

Wir haben gesehen, daB diese Kontraktion mit der Relativitit der
Gleichzeitigkeit zusammenhingt, und es ist deshalb die Ansicht ge-
duBert worden®®), daB sie nur ,scheinbar, von unserer Raum-Zeit-
messung vorgetduscht ist. Nennt man nur dann einen Tatbestand
wirklich, wenn er von allen Galileischen Bezugssystemen aus in der-
selben Weise konstatiert wird, so ist die Lorentz-Kontraktion allerdings
nur scheinbar, denn der relativ za K’ ruhende Beobachter sieht den
Stab unverkiirzt. Wir halten das aber nicht fiir zweckmiBig, jeden-
falls ist die Lorentz-Kontraktion prinzipiell beobachtbar. Zur Beurteilung
dieser Frage ist ferner ein von Einstein®”) angegebenes Gedanken-
experiment lehrreich, welches zeigt, daB die zur Beobachtung der
Lorentz-Kontraktion notige Konstatierung der Gleichzeitigkeit rium-
lich entfernter Ereignisse durch MaBstibe allein, ohne daB Uhren ver-
wendet werden, vorgenommen werden kann. Verwenden wir nimlich
zwel MaBstibe 4, B, und 4, B; von der gleichen Ruhlinge [, die sich
relativ zu XK mit absolut genommen gleicher, aber entgegengesetzt
gerichteter Geschwindigkeit v bewegen, und markieren den Punkt A%,
in dem sich A4, und 4,, und den Punkt B* in dem sich B, und B,
iiberdecken. (Aus Symmetriegriinden folgt, daB diese Ereignisse in K
gleichzeitig stattfinden.) Der Abstand 4* B*, mit in K ruhenden Stében
ausgemessen, hat dann den Betrag

l=1L,y1—p
Man muB also sagen: Die Lorentz-Kontraktion ist nicht eine Eigen-
schaft cines MaBstabes allein, sondern eine prinzipiell beobachtbare,
reziproke Beziehung zweier relativ zueinander bewegten MaBstibe.

Eine analoge Veriinderung wie die Liingeneinheit erfihrt die Zeit-
einheit bei Bewegung. Betrachten wir wieder eine in K’ ruhende Uhr.

36) V. Variéak, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 169.
37) A. Einstein, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 509.
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Die Zeit t’, welche sie in K’ anzeigt, ist ihre Normalzeit 7, ihre Ko-
ordinate 2" konnen wir gleich O setzen. Aus (I) folgt dann

(8) t_—_ﬁ;, r=VY1— gt

Gemessen in der Zeiteinheit von K geht also die mit der Geschwindig-
keit v bewegte Ubr im Verhiltnisse J/1 — f%:1 langsamer, als wenn
sie ruhte. Diese Folgerung aus der Lorentz-Transformation ist zwar
in den Ergebnissen von Lorentz und Poincaré bereits implizite ent-
halten, wurde jedoch erst von Einmstein klar ausgesprochen.

Die Zeitdilatation gibt AnlaB zu einer scheinbar paradoxen Fol-
gerung, die bereits in FEinsteins erster Arbeit erwdhnt und spiter
von Langevin®®), Laue®) und Lorentz*®) genauer diskutiert wurde.
Im Punkt P mdgen sich zwei synchron gehende Uhren U, U, be-
finden. Bewegt man dann zur Zeit ¢ = O eine von ihnen U; mit der
konstanten Geschwindigkeit v wihrend der Zeit ¢ auf irgendeiner
Kurve nach P’, so geht sie hernach nicht mehr synchron mit U,. Sie

zeigt bei ihrer Ankunft in P’ die Zeit ¢}/'1— p* statt ¢ an. Ins-
besondere gilt das auch noch, wenn der Endpunkt P’ der Bahn mit
dem Anfangspunkt zusammenfillt. Der EinfluB der Beschleunigung
auf den Gang der Uhr kann vernachlissigt werden, so lange wir uns
in einem Galileischen Bezugssytem befinden. Betrachten wir ins-
besondere den Fall, daB U, auf der z-Achse bis zu einem Punkt @
und dann wieder zuriick nach P bewegt wird — wobei die Geschwin-
digkeitsinderungen in P und @ ruckweise erfolgen sollen —, so wird
dieser EinfluB jedenfalls unabhingig von ¢ und leicht zu eliminieren
sein. Das Paradoxon liegt im Folgenden: Beschreiben wir den Vor-
gang von einem Bezugssystem K*, welches relativ zu U, dauernd ruht.
Die Uhr U; bewegt sich dann relativ zu K* genau so wie U, relativ
zu K. Dennoch geht am Ende der Bewegung U, gegeniiber der Uhr
U, nach, U, also gegeniiber der Uhr U, vor. Die Auflosung des
Paradoxons besteht in der Bemerkung, daf das Koordinatensystem K*
kein Galileisches ist und in einem solchen der EinfluB der Beschleu-
nigung auf eine Uhr nicht vernachlissigt werden kann, weil hier die
Beschleunigung nicht durch eine #uBere Kraft, sondern, wie man in
der Newtonschen Mechanik sagt, durch eine Trigheitskraft erzeugt wird.
Die volle Aufklirung des Problems kann naturgemiB erst im Rahmen

38) P. Langevin, L'évolution de I'espace et du temps, Scientia 10(1911), p. 81.

39) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 118.

40) H. A. Lorentz, Das Relativititsprinzip, 3 Haarlemer Vorlesungen, Leipzig
1914, p. 31 u. 47.
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der allgemeinen Relativititstheorie gegeben werden (vgl. Abschn. IV,
Nr. 53 b); iiber die vierdimensionale Formulierung des Uhrenparadozons
siehe Abschn. III, Nr. 24). Wir bemerken ferner, da8 die Zeitregulierung
durch Uhrentransport, die wir in der vorigen Nummer ins Auge gefaBt
haben, nicht ohne weiteres moglich ist, sondern erst richtige Resultate
liefert, wenn man die Zeitangaben der Uhren auf die Transport-
geschwindigkeit Null extrapoliert.

DaB Versuche, einen EinfluB der Gesamttranslation eines Ko-
ordinatensystems auf die Erscheinungen innerhalb dieses Systems fest-
zustellen, gemiaB der Relativititstheorie ein negatives Ergebnis haben
miissen, ist evident. Dennoch ist es lehrreich nachzusehen, wie die
Versuche von einem nicht mithewegten System K aus gesehen werden.
Wir wollen hier eine derartige Betrachtung fiir den Michelsonschen
Interferenzversuch durchfiihren. Ist I, die in K gemessene Linge des
zur Bewegungsrichtung parallelen, I, die Linge des zur Bewegungs-
richtung senkrechten Apparatarmes, so sind die Lichtzeiten ¢, 7, die
zum Durchlaufen der Arme gebraucht werden, bekanntlich bestimmt
bk P e T
Nun ist wegen der Lorentz-Kontraktion

L=14LV1— 8, dagegen I, =1,
2,
Vi—p
Es scheint also, daB der mitbewegte Beobachter in K’ eine andere
Lichtgeschwindigkeit
9) ¢ =cY1—p%
beobachtet als der Beobachter in K. Dies ist eine Auffassung, die
Abraham*?) vertritt. Nach Finstein ist dagegen noch die Zeitdilatation
t'=ty1— g
zu beriicksichtigen, so daB
¢ty = ety = 21,
wird und die Lichtgeschwindigkeit in K’ dieselbe ist wie in K. Nach
Abraham gibt es keine Zeitdilatation. Die Abrahamsche Auffassung
18t zwar mit dem Michelsonschen Versuch im Einklang, steht aber im
Widerspruch mit dem Relativititspostulat, da sie prinzipiell Versuche
zuléBt, welche die ,absolute” Bewegung eines Systems zu bestimmen
gestatten.t?)

also ot, = ety —

41) M. Abraham, Theorie d. Elektrizitat 2, 2. Aufl, Leipzig 1908, p. 367.
42) Es mdgen an dieser Stelle auch die Gedankenexperimente von W. Wien
[Wiirzh. phys. med. Ges. 1908, p. 29 und Taschenb. f. Math. u. Phys. 2 (1911),
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Gehen wir nun noch genauer auf den Unterschied zwischen dem
Einsteinschen und dem Lorenizschen Standpunkt ein. Vor allem hat
Einstein gezeigt, daB bei einer tiefer gehenden Hassung des Zeitbe-
griffes der Unterschied zwischen ,Ortszeit“ und wahrer Zeit ver-
schwindet. Die Lorentzsche Ortszeit erweist sich als die Zeit im be-
wegten System K’ schlechtweg. Es gibt ebenso viele Zeiten und
ebenso viele Riume, als es Galileische Bezugssysteme gibt. Sehr wert-
voll ist es weiterhin, daB Einstein die Theorie unabhingig gemacht
hat von speziellen Annahmen iiber die Konstitution der Materie.

Ist aber deshalb das Bestreben, die Lorentz-Kontraktion atomistisch
cu deuten, vollkommen zu verwerfen? Wir glauben diese Frage ver-
neinen zu miissen. Die Kontraktion eines MaBstabes ist kein elemen-
tarer, sondern ein sehr verwickelter ProzeB. Sie wiirde nicht eintreten,
wenn nicht schon die Grundgleichungen der Elektronentheorie sowie
die uns noch unbekannten Gesetze, welche den Zusammenhalt des
Elektrons selbst bestimmen, gegeniiber der Lorentz-Gruppe kovariant
wiren. Wir miissen eben postulieren, daB dies der Fall ist, wissen
aber auch, daB dann, wenn dies zutrifft, die Theorie imstande sein
wird, das Verhalten von bewegten MaBstiben und Uhren atomistisch
zu erkliren. Nur muB man sich dabei stets der Gleichwertigkeit
der beiden relativ zueinander bewegten Koordinatensysteme bewuBt
bleiben.

Die erkenntnistheoretischen Grundlagen der Relativititstheorie
sind neuerdings auch von philosophischer Seite einer eingehenden
Priifung unterzogen worden.**) Dabei ist auch die Meinung vertreten
worden, daB die Relativitiitstheorie den Ursachbegriff iiber Bord wirft.
Wir sind der Ansicht, daB es erkenntnistheoretisch vollkommen be-
friedigt, zu sagen, die Relativbewegung ist die Ursache der Kontrak-
tion, da diese nicht die Eigenschaft eines MaBstabes, sondern eine
Relation zwischen zwei MaBstéiben ist, und daB map, um der Kausa-
litit zu geniigen, sich nicht wie Holst auf die Massen des Weltalls
berufen muB.

p. 287] und von G. N. Lewis und C. Tolman [Phil. Mag. 18 (1908), p. 516, FuBnote]

v
'—S.'l’}
in der Transformationsformel fiir

erwahnt werden, welche den Term —
yi—p

die Zeit veranschaulichen.

43) 8. insbesondere J. Pefzold, Ztschr. f. pos. Phil. 2 (1914), p 40; Verh.
d. deutsch. phys. Ges. 20 (1918), p. 189 und 21 (1918), p 495; Ztschr. f. Phys. 1
(1920), p. 467; M. Jakob, Verh. d. d. phys Ges. 21 (1919), p. 169 und 501; H. Holst,
Kgl. danske Vid. Selsk. Math.-fys. Meddelelser IT (1919), p.11; Ztschr. f. Phys. 1
(1920), p. 32 und 3 (1920), p. 108.
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6. Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten und seine
Anwendung auf Aberration und Mitfiihrungskoeffizient. Doppler-
effekt. Es ist ohne weiteres zu sehen, daB die Art, wie man in der
alten Kinematik Geschwindigkeiten zusammengesetzt hat, in der rela-
tivistischen Kinematik nicht mehr zu richtigen Resultaten fiibrt. Z. B.
ist klar, daB eine Geschwindigkeit v < ¢ mit ¢ zusammengesetzt, wie-
der ¢ geben muB und nicht ¢ 4 v. Die Transformationsformeln (I)
enthalten vollstindig die Regeln, wie man hier zu verfahren hat. Es
sei in K’ irgendeine Bewegung

¥=d), ¥y=y@), =4
gegeben. Durch (I) wird ihr eine Bewegung
z=uz(l), y=y@) +=20)
in K zugeordnet. Es ist gefragt nach dem Zusammenhang der Ge-
schwindigkeitskomponenten

da:' ’ ’ ’ dy' ’ dz, ’ ’ 3 7
-E-t—,_:uz =u cose, ZlT=uw —&7=u” u=Vuzl+uy'2+“'i
in K’ mit den entsprechenden Grifen

dx dy dz S
TGP = U UCOBE, =1, =1, u=]/u,’+uy’+u,’

in K. Aus (Ia) erhilt man

» . at' + > da’
dx’ 4 vdt g o _ ]
dw—_—7—1—_?, dy=ady, de=adz, dt_Tﬂ’*

und daraus mittels Division durch die letzte Gleichung

o S
’ e — 3 Y%
(10) U, = 4p + 7y U, = ——F u =l ¢ .

VU, y VU,

’ 3 vu,
1+-5 14— 14

Diese Relationen finden sich auch in der eingangs zitierten Arbeit
von Poincaré. Aus ihnen folgt sogleich
, , , /v sin &'\
Vu o4 2u'vcose _(u cl “)
' v cos &’ ’
cz

(11) u =

1+
was man auch schreiben kann

(11a) 'l/l_u‘_ Vl—%]/l_%

¢t , wvcose
14

c?

und ot L,
1——wusne
c

(12) tge = u’ cos o + v
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Die inversen Formeln resultieren daraus, wenn man v durch — v er-
setzt. Fiir die absoluten Betrige gilt also das kommutative Gesetz,
nicht aber fiir die Geschwindigkeitsrichtungen. Die Regeln fiir die
Spezialfille, daB die zusammenzusetzenden Geschwindigkeiten parallel
bzw. senkrecht zueinander stehen, konnen aus den Formeln (10) so-
fort abgelesen werden.

Ferner entnimmt man aus (11a), daB Unterlichtgeschwindigkeit
zu Unterlichtgeschwindigkeit hinzugefiigt, immer wieder nur Unter-
lichtgeschwindigkeit gibt. DaB tiberdies materielle Korper sich nicht
relativ zueinander mit Uberlichtgeschwindigkeit bewegen konnen, folgt
schon daraus, daB die Transformation (I) in diesem Fall imaginire
Werte fiir die Koordinaten liefert. Man kann aber noch mehr be-
haupten: Pflanzte sich eine Wirkung in einem System K mit Uber-
lichtgeschwindigkeit fort, so gibe es ein (gegen K mit Unterlicht-
geschwindigkeit bewegtes) System K’, in dem ein Ereignis, das in
K ein zweites, zeitlich nachfolgendes verursacht, erst nach dem letz-
teren eintrifft. Setzten wir nimlich an w, — %, =0, u > ¢, so wird
nach der Umkehrung von (10)

’ u—v

%=
U <0,

1_;?

sobald man - < > <1 wihlt. Die Begriffe Ursache und Wirkung

wiiren umgestoBen, so daB man auf die Unmoglichkeit, mit Uberlicht-
geschwindigkeit Signale zu senden, schliefen kannt!) Die Lichtge-
schwindigkeit spielt also in der Relativititstheorie in vieler Hinsicht
die Rolle einer unendlich groBen Geschwindigkeit. Um gelegentlich
aufgetauchten MiBverstindnissen vorzubeugen, mochten wir jedoch
noch besonders betonen, daB der Satz von der Unmoglichkeit der
Uberlichtgeschwindigkeit seiner Herleitung nach nur in den Gaiilei-
schen Bezugssystemen gilt.

Wir wollen nun den Fall genauer betrachten, daB die eine der
Geschwindigkeiten, die zusammengesetzt werden, gleich der Lichtge-
schwindigkeit wird, wobei wir aber die Richtung des Lichtstrahles
beliebig lassen; wir haben also ' = ¢. Dann folgt zuniichst aus (11)
u=c, d. h. Lichtgeschwindigkeit + Unterlichtgeschwindigkeit gibt
wieder Lichtgeschwindigkeit. Die Beziehung (12) ergibt sodann in
unserem Fall

V1 —p%sine
(13) tga =5

Dies ist die relativistische Aberrationsformel, die bereits Einstein in

44) A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 371.
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6. Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten usw. Dopplereffekt. 563

seiner ersten Arbeit hergeleitet hat. Eine strengere Begriindung fir
dieselbe werden wir weiter unten geben. In GréBen 1. Ordnung
stimmt sie mit der klassischen Formel iiberein. Die Relativititstheorie
bringt hier insofern eine prinzipielle Vereinfachung, als die Fille be-
wegte Lichtquelle — ruhender Beobachter und ruhende Lichtquelle —
bewegter Beobachter villig identisch werden.

Eine zweite wichtige Anwendung des Einsteinschen Additions-
theorems der Geschwindigkeiten, auf die nach einem unvollkommenen
Versuch von J. Laub*S) zuerst Laue*®) hingewiesen hat, besteht in
der Erklirung des Fresnelschen Mitfiihrungskoeffizienten. Gegeniiber
der elektronentheoretischen Erklirung von H. A. Lorentz*") kann die
Relativitatstheorie ebensowenig wie bei der Aberration im Ergebnis
etwas Neues liefern, wenigstens was die der Beobachtung allein zu-
ginglichen GroBen 1. Ordnung anlangt. Die relativistische Ableitung
hat jedoch den groBen Vorzug, daB sie einfacher ist als die elek-
tronentheoretische und vor allem, daB sie die Unabhingigkeit des
Endresultates von speziellen Annahmen iiber den Mechanismus der
Lichtbrechung in Evidenz setzt. Auch ist die Auffassung eine andere.
Man hat friher den Fizeauschen Versuch geradezu als einen Beweis
fir die Existenz eines ruhenden Athers angesehen, indem man ihn
dahin interpretierte*®), daB die Lichtwellen sich relativ zum bewegten

Medium nicht mit der Geschwindigkeit %, sondern mit der Geschwin-

digkeit —:— — % ausbreiten. Es liegt hier eine vom relativistischen

Standpunkt unberechtigte Anwendung der gewdhnlichen Kinematik
vor. Man hat die Sache vielmehr so aufzufassen, daB fiir einen mit dem
Medium mitbewegten Beobachter das Licht sich normal mit der Ge-

schwindigkeit —:— nach allen Richtungen fortpflanzt. Gerade deshalb

breitet es sich jedoch relativ zu einem mit der Geschwindigkeit v
gegen das Medium bewegten Beobachter nicht mit der Geschwindig-

keit < 4 v aus, sondern mit einer anderen V, die sich aus (10) be-
n

stimmt. Wir wollen uns hier auf den Fall beschrinken, daB die
Strahlrichtung mit der Bewegungsrichtung des Beobachters gegen das

45) J. Laub, Ann. d. Phys. 238 (1907), p. 738.

46) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 939.

47) Vgl die Darstellung im Artikel V 14, Nr. 60 dieser Encyklopidie. Eine
vereinfachte Ableitung des Mitfiihrungskoeffizienten vom elektronentheoretischen
Standpunkt gibt H. 4. Lorentz in der Naturw. Rundsch. 21 (1906), p. 487.

48) Siehe z. B. den Artikel V 13, Nr. 21, p. 103 dieser Encyklopidie von
H. A. Lorentz.

33
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Medium iibereinstimmt. Im allgemeinen Fall, auf den wir im Ab-
schnitt III, Nr. 36 ) zuriickkommen werden, ist das Additionstheorem
der Geschwindigkeiten mit Vorsicht zu handhaben. Es ist also zu

setzen u, =o' = —f; , hy=u="V, und die erste Gleichung (10) liefert
L4

)

1 + cn

wenn wir nur die Glieder 1. Ordnung beibehalten. Fiir dispergierende
Medien ist, wie bereits H. 4. Loréntz*’) bemerkt hat, auf der rechten
Seite noch eine Korrektur anzubringen.” Wie aus der Ableitung her-
vorgeht, bedeutet dann nimlich # den Brechungsindex derjenigen
Wellenliinge 1, welche im mitbewegten System K’ wahrgenommen
wird. Wegen des Dopplereffektes, dessen Theorie wir sogleich dar-

legen werden, bestimmt sie sich aus der fiir das System K giiltigen
Wellenldnge 1 zu

(14) V=

~ :; +1)(1——;:—,),

’ v nv
Y=a(l4 ) =1(1+%)
(Wir beschriinken uns wieder auf GréBen 1. Ordnung.) Also wird
c ¢ cdn PRas
n@®) ~ m@)  wtdr "¢
und wenn wir noch n statt %(1) schreiben, erhalten wir endlich

(14a) Verto(l——73)
Zeeman®®) ist es gelungen, das Vorhandensein dieses Zusatzgliedes
auch experimentell sicherzustellen.

Die Versuchsanordnung wurde neuerdipgs mehrfach modifiziert,
indem man das Licht nicht an festen, sondern an bewegten Klichen
austreten lieB, und zwar auch senkrecht auf der Bewegungsrichtung
des Korpers, in dem die Mitfiihrung bestimmt wird. Es wurden da-
bei bewegte Glas- oder Quarzkorper statt der Fliissigkeit bei Fizeau
verwendet. Die Theorie bedarf dann gewisser Modifikationen gegen-
iber der des Fizeauschen Versuchs, und es resultieren andere End-
formeln.’") Auch ersetzte man die translatorische Bewegung durch

49) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie d. elektrischen und optischen Er-
scheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895, p. 101.

50) P. Zeeman, Amst. Versl. 23 (1914), p. 246; 24 (1915), p. 18,

51) Solche Experimente wurden ausgefiihrt von G. Sagnac, Paris C. R. 157
(1913), p. 708 u. 1410; J. de Phys. (5) 4 (1914), p. 177 [Theorie bei M. v. Laue,
Miinchen Ber. 1911, p. 404 und Das Relativititsprinzip, 3. Aufl. 1919]; F. Harreg,
Diss. Jena 1911 und Bericht von O. Knopf, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 389 [Zur
theoretischen Deutung vgl.: P. Harzer, Astron. Nachr. 198 (1914), p. 378 und 199
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eine Drehung. Besonders bemerkenswert ist der Versuch von Sagnac®),
bei dem alle Apparatteile mitrotiert werden, weil er zeigt, daB die
Rotation eines Bezugssystems relativ zu einem Galileischen System
durch optische Experimente innerhalb des Systems selbst festgestellt
werden kann. Das Ergebnis des Experiments ist mit der Relativitits-
theorie vollig im Einklang. Schon frither hatte Michelson®*) einen
ghnlichen Versuch vorgeschlagen, um die Drehung der Erde optisch
nachzuweisen, und Laue®'®) hat diesen Vorschlag vom theoretischen
Standpunkt aus eingehend besprochen. Wir haben es hier mit einem
optischen Gegenstiick zum Foucaultschen Pendelversueh zu tun.

Als letzte der drei fiir die Optik bewegter Korper fundamentalen
Erscheinungen besprechen wir hier gleich den Dopplereffekt, obwohl
er nichts mit dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten zu tun hat.
Betrachten wir eine sehr weit entfernte Lichtquelle L, die im Sy-
stem K ruht. Mit einem zweiten System K’ bewege sich ein Be-
obachter in der positiven z-Richtung mit der Geschwindigkeit v rela-
tiv zu K. Die Verbindungslinie Lichtquelle-Beobachter schlieBe in K
gemessen einen Winkel ¢ mit der z-Achse ein, und die z-Achse liege
iiberdies senkrecht auf der durch diese beiden Richtungen bestimmten
Ebene. Dann ist in K die Lichtphase bestimmt durch

e””"’[’ zcosa-:ylina],
wo v die Normalfrequenz der Lichtquelle bedeutet. Wie wir im Ab-
schnitt III, Nr. 320) noch genauer ausfiilhren werden, muB die Phase
eine Invariante sein. Es gilt also

omiyt| X CO8C +y sina’ orin zoosa+ysine
S pZomety e =e_,,.,[,_ E_G_v-_]
Mittels (I) folgt daraus sofort
’ 1—
(15) vyl
r__ COSa——ﬁ . ,_sina'l/l._ﬁ!
(16) oS0 = feosa’ "M% = T _foosa ’

woraus man weiter entnimmt
. ,__sina)/1—g*

(16a) tge = “eosa—f

(1914), p. 10; A. Hinstein, Astron. Nachr. 199 (1914), p.9 und 47]; endlich P. Zee-

man, Amst. Versl. 28 (1919), p. 1451 und P. Zeeman u. A. Snethlage, Amst. Versl,

28 (1919), p. 1462; Amst. Proc. 22 (1920), p. 462 u. 512; Die Theorie aller dieser

Versuche wird ausfiihrlich entwickelt durch M. v. Laue, Ann. d. Phys. 62 (1920),

p. 448.

51a) A. A. Michelson, Phil. Mag. 8 (1904), p. 716; M. v. Laue, Miinchen Ber.,
math.-phys. K1 1911, p. 405.
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und

o 1 «
(16b) wy=Vitgws

Wir fiigen noch die Transformationsformel fiir den raumlichen Winkel
d® eines Strahlenbiindels hinzu. Da

a2’  dcose’

4%  dcosa’
folgt aus

, 1—p2

(160) 1+ﬂ008lx =l~:ﬁ
durch Differenzieren sofort

. 1—p
o)) 4%’ = (1 —fcos o)

Formel (15) bringt den Dopplereffekt zum Ausdruck, (16a) ist
die Umkehrung unserer fritheren Gleichung (13). Wir haben also
zugleich eine neue, strengere Ableitung der relativistischen Aberra-
tionsformel gewonnen. Wie zu erwarten war, stimmt auch der Aus-
druck fiir den Dopplereffekt mit dem klassischen in den GroBen 1. Ord-
nung, die allein der Beobachtung zuginglich sind, iiberein. Wie bei
der Aberration bringt hier die Relativititstheorie insofern eine prin-
zipielle Vereinfachung, als die in der alten Theorie und beim Schall
auch tatsichlich verschiedenen Fille: ruhende Lichtquelle — bewegter
Beobachter und bewegte Lichtquelle -— ruhender Beobachter voll-
kommen identisch werden.

Fiir die Relativititstheorie charakteristisch ist der Umstand, daB
auch dann, wenn die Geschwindigkeit der Lichtquelle senkrecht zur
Blickrichtung gelegen ist (cos« = 0), der Dopplereffekt nicht ver-
schwindet. Vielmehr wird nach (15) in diesem Fall

’ v
(174a) v VisF
Diese transversale Dopplerverschiebung nach Rot ist vollkommen im
Einklang mit der fiir jede bewegte Uhr postulierten Zeitdilatation
(Nr. 5). Bald nachdem Stark den Dopplereffekt in dem von den Kanal-
strahlteilchen emittierten Licht beobachtet hatte, wurde von Einstein %)
auf die Moglichkeit hingewiesen, diesen transversalen Dopplereffekt
durch Beobachtungen an Kanalstrahlen zu verifizieren. Bisher ist es
jedoch nicht gelungen das Experiment durchzufiibren, da es #uBerst
schwierig ist, « genau gleich 90° zu machen und den relativistischen
4 transversalen Dopplereffekt vom gewdhnlichen longitudinalen zu trennen.

3

52) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1907), p. 197.



7. Die vierdimensionale Raum-Zeitwelt (Minkowski). 567

II. Mathematische Hilfsmittel.

7. Die vierdimensionale Raum-Zeitwelt (Minkowski). Wie im
vorausgehenden Abschnitt dargelegt wurde, lassen sich die Postulate
der Relativitdit und der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in die
eine Forderung der Invarianz aller Naturgesetze gegeniiber der Lorentz-
Gruppe zusammenfassen Unter Lorentz-Gruppe wollen wir von nun
an die Gesamtheit aller 0o linearen Transformationen verstehen, welche
die Identitat (II) befriedigen. Jede derartige Transformation kann aus
Drehungen des Koordinatensystems (zu denen eventuell auch noch
Spiegelungen hinzutreten konnen) und aus der speziellen Lorentz-
Transformation vom Typus (I) zusammengesetzt werden.’®) Mathe-
matisch gesprochen ist also die spezielle Relativititstheorie die In-
variantentheorie der Lorentz-Gruppe.

Fir ihre Entwicklung sind die Arbeiten Minkowskis®) grund-
legend geworden. Durch konsequente Ausnutzung von zwei Umstéin-
den gelang es ihm, die Theorie in eine auBerordentlich elegante mathe-
matische Form zu bringen.

1. Fiirt man statt der gewohnlichen Zeit t die imaginire Grope
u == ict ein, so verhalten sich in der Lorentz Gruppe, also auch in den
gegensiber dieser Gruppe invarianten Naturgesetzen, Raum und Zeitkoor-
dinaten formal vollig gleich. In der Tat geht dann die fiir die Lorents-
Gruppe charakteristische Invariante

2t 4yt 4 o — 2

53) Sobald man von den Transformationen der Koordinaten selbst zu denen
ihrer Differentiale iibergeht, entspricht den Verschiebungen des Koordinaten-
ursprunges keine Transformation mehr (vgl. die folgende Nr.). Uber die Ein
schriinkung der in der Lorentz-Gruppe zuléssigen Transformationen, welche :von
den Realititsverhiltnissen gefordert wird, und iber die Umkehr der Zeit vgl. Nr. 22.

b4) H. Minkowsks: 1. Das Relativiiitsprinzip, Vortrag gehalten in der math.
Gesellsch. zu Gottingen am 5. Nov. 1907, abgedruckt im Jahresber. d. Deutsch.
Math. Ver. 24 (1915), p. 372 und in den Ann. d. Phys. 47 (1915), p. 927. 2. Die
Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorginge in bewegten Korpern,
Gott. Nachr. 1908, p. 53 und Math. Ann. 68 (1910), p. 472, auch separat, Leipzig
1911. 8. Raum und Zeit, Vortrag gehalten auf der Naturforscherversammlung
in Koln amh 21. Sept. 1908, abgedruckt in der Phys. Ztschr. 10 (1909), p 104,
auch in der Sammlung, Das Relativititsprinzip, Leipzig 1913. Im folgenden
zitiert als Minkowsks I, II und I

Als Vorliufer Minkowskis muf Poincaré (Rend. Pal. L. c. Anm. 11) genannt
werden, der bereits die imaginéire Koordinate u = ict gelegentlich einfiihrt und
fters schon diejenigen Grofen zusammenfaBt und als Koordinaten eines Punk-
tes im R, deutet, die man heute als Komponenten eines Vektors bezeichnet
Auch der invariante Abstand spielt in seinen Uberlegungen eine Rolle.
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iiber in
(18) w4 y* + 2 Wl
Es ist deshalb zweckmiaBig, nicht von vornherein Raum und Zeit zu
trennen, sondern die vierdimensionale Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit an
sich zu betrachten, die wir mit Minkowsk: kurz Welt nennen wollen.

2. Da der Ausdruck (18) gegeniiber Lorentz-Transformationen in-
variant und auBerdem eine quadratische Form der Koordinaten ist, liegt
es nahe, ihn als Quadrat der Entfernung des Weltpunktes P(z, y, 2, u)
vom Koordinatenursprung zu definieren in Analogie zum entsprechen-
den Entfernungsquadrat z* 4 42 -4 2® im gewohnlichen Raum. Dadurch
wird in der Welt eine Geometrie (Metrik) festgelegt, die eine weitgehende
Verwandischaft mit der Euklidischen Geometrie hat. Eine volle Identitit
beider Geometrien ist wegen des imagindren Charakters der einen
Koordinate nicht vorhanden, der zum Beispiel zur Folge hat, daB zwei
Weltpunkte mit dem Abstand Null nicht notwendig zusammenfallen
miissen; in Nr. 22 werden diese Verhiltnisse niher erliutert. Unge-
achtet dieser Unterschiede in den geometrischen Verhdltnissen konnen
jedoch die Lorentz-Transformationen in Analogie zu den Drehungen
des Koordinatensystems im R, als orthogonale lineare Transformatio-
nen der Weltkoordinaten und als (imagindre) Drehungen der Welt-
achsen angesehen werden. Und ebenso wie der gewdhnliche Vektor-
und Tensorkalkiil aufgefaBt werden kann als Invariantentheorie der
orthogonalen linearen Koordinatentransformationen des Ry, nimmt die
Invariantentheorie der Lorentz-Gruppe die Form eines vierdimensio-
palen Vektor- und Tensorkalkiils an.®®) Zusammenfassend konnen wir
also das zweite fiir die Minkowskische Darstellung der Theorie wesent-
liche Moment so formulieren: Infolge des Umstandes, daf die Lorentz-
Gruppe eine quadratische Form der vier Weltkoordinaten invariant laft,
kann die Invariantentheorie dieser Gruppe geometrisch eingekleidet werden
und erscheint dann als naturgemdifle Verallgemeinernng des gewohnlichen
Vektor- und Tensorkalkiils fiir eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit.

8. Ubergang zu allgemeineren Transformationsgruppen. Um
hier gleich auch die fiir die allgemeine Relativititstheorie ndtigen
mathematischen Hilfsmittel entwickeln zu konnen, wollen wir sehon
hier einige formale Ergebnisse derselben vorwegnehmen.

Es ist dort nicht mehr mdglich, den Abstand zweier in endlicher
Entfernung voneinander befindlicher Weltpunkte in so einfacher Weise

55) Die entscheidenden Ansiitze fiir denselben finden sich in den zitierten

Arbeiten Minkowskis. Eine systematische Darstellung wurde zuerst von Sommer-
feld gegeben: A.Sommerfeld, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 749 und 33 (1910), p. 649.
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8. Ubergang zu allgemeineren Transformationsgruppen. 569

zu definieren, wie es durch die Relation (18) geschehen ist. Doch
138t sich auch hier das Quadrat des Abstandes ds zweier umendlich
benachbarter Punkte darstellen als quadratische Form der Koordinaten-
differentiale. Wir bezeichnen die Koordinaten statt mit z,y, 2, v mit
zY, 2% 2% «%, kurz mit 2, die Koeffizienten dieser Form entsprechend
mit g;, und lassen mit Einstein die Summenzeichen fort, indem wir
ein fiir allemal festsetzen, daf iiber jeden Index, der zweimal vor-
kommt, zu summieren ist, wobei er die Werte 1, 2, 3, 4 durchliuft.
Dann konnen wir schreiben

(19) s’ =g, dz'da* (9 = 90)-

Die Summen auf der rechten Seite sind so auszufiihren, daB ¢ und
k unabhiingig voneinander je die Werte 1, 2, 3, 4 durchlaufen. Die
Kombinationen ik, in welchen ¢==% ist, kommen deshalb insgesamt
je zweimal, die Kombinationen ¢4 nur einmal in (19) vor. Dies hat
zum Beispiel die Konsequenz, daB bei Differentiation der quadratischen
Form

J =gy wu
nach « sich ergibt

aJ :
(20) T = 290,

was auch im Einklang ist mit dem FEulerschen Satz

th p—

Im Linienelement (19) werden die g,; im allgemeinen beliebige
Funktionen der Koordinaten sein konnen. Dementsprechend hat es
die allgemeine Relativititstheorie, nachdem die GroBen g,, explizite
eingefiihrt sind, mit der Invariantentheorie der Gruppe aller Punkt-

transformationen .
= 2'*(al, 22, 28, o)

zu tun.

Wir geben noch mit teilweiser Ergiinzung des bisher Gesagten
die folgende Zusammenstellung der fiir die Physik wichtigsten Trans-
formationsgruppen, indem wir dem Erlanger Programm von F. Klein 56*)
folgen. Jede der angefiihrten Gruppen enthiilt die vorangehenden als
Untergruppen (B’ ausgenommen).

56a) F. Klein, Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultit, Er-
langen 1872; wiederabgedruckt in den Math. Ann. 43 (1893), p. 63. Vgl. auch
Kleins Vortrag: Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentz-Gruppe, Jahres-
ber.. d. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 281 und Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 17.
Siehe auch die Bemerkungen in F. Kleins Gesammelten mathematischen Ab-
handlungen, 1. Band, Berlin 1921, p. 566—567.
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A. Die Gruppe der orthogonalen linearen Transformationen (Lorentz-
Gruppe), welche das Quadrat der Distanz
$ =2 + 2' 4 2" 4 2
invariant 188t. Dabei konnen die inhomogenen Transformationen nach
Belieben mitgezihlt werden oder nicht. Definiert man die Lorentz-

Gruppe jedoch als die Gruppe der linearen Transformationen der Ko-
ordinatendifferentiale, welche das infinitesimale Abstandsquadrat
ds? =dz}®+ da® + dz,® 4 dz .}

invariant lassen, so besteht sie nur aus oo® homogenenm Transforma-
tionen. Fiir manche Anwendungen sind jedoch gerade die Verschie-
bungen des Koordinatenursprunges wichtig. AuBerdem hat man noch zu
unterscheiden zwischen den eigentlichen orthogonalen Transformationen
mit der Funktionaldeterminante 4 1, welche sich stetig in die iden-
tische Transformation iiberfiihren lassen, und der umfassenderen Gruppe,
die auch die gemischt orthogonalen Transformationen mit der Funk-
tionaldeterminante — 1 enthilt, welche mit einer Umklappung ver-
bunden sind.

B. Die affine Gruppe, die alle linearen Transformationen enthalt.

B’. Die Gruppe der konformen Abbildungen, welche die Gleichung

2 + 2 + 2 + 2% =0
des Lichtkegels in sich iiberfiihrt, so daB
2+ &+ o+ 2 = o(2 + 1’ + 7' + 7))
wird, wo g eine beliebige Funktion der Koordinaten ist. Uber ihre
Anwendbarkeit auf die Mazwellschen Gleichungen und ihre Rolle in
der Nordstromschen Gravitationstheorie vgl. Nr. 28 und 65d).

C. Die projektive Gruppe der linear gebrochenen Transformatio-
nen. Auf diese beziehen sich hauptsichlich die &dlteren Untersuchun-
gen der Mathematiker iiber nichteuklidische Geometrie. Fiir die Phy-
sik ist sie bisher von geringerer Wichtigkeit (vgl. jedoch Nr.18).

D. Die Gruppe aller Punkttransformationen, der die invariante
Differentialform (19) adjungiert ist. Ihre Invariantentheorie ist die
Tensorrechnung der allgemeinen Relativititstheorie.

E. Uber die noch umfassendere Gruppe von Weyl siehe Abschn. V,
Nr. 65.

9. Tensorrechnung bei affinen Koordinatentransformationen.)
Um den Ubelstand zu vermeiden, daB ein und dieselben Formeln in

56) AuBer der in Nr. 7 zitierten Literatur kommt hier in Betracht: H. Gragmann,
Ausdehnungslehre von 1862, Berlin; M. v. Laue, Das Relativitatsprinzip, Braun-
schweig, 1. Aufl.1911, 8. Aufl.1919; H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, Berlin, 1. Aufl. 1918,
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der speziellen und in der allgemeinen Relativititstheorie in verschie-
dener Weise geschrieben werden, wollen wir gleich die affine Gruppe
unseren Betrachtungen zugrunde legen und uns nicht auf orthogonale
Transformationen beschrinken. Geometrisch bedeutet dies, daB wir
auch schiefwinklige (nicht aber krummlinige) Koordinatensysteme zu-
lassen. Die g,, sind Konstante, haben aber nicht immer die Normal-
werte g,, =0} wie in den orthogonalen Systemen. Dabei ist das
GroBensystem 0} definiert durch

. |0 fir ik
@0 %= y t=k.

Der Tensorkalkiil kann nun in verschiedener Weise begriindet
werden. Entweder man deutet die Tensorkomponenten als Projek-
tionen gewisser geometrischer Gebilde, oder man charakterisiert sie
rein algebraisch durch ihr Verhalten bei Koordinatentransformationen.
Minkowski faBt bloB den Vierervektor geometrisch auf, wihrend er
zu dem von ihm zuerst eingefithrten Begriffe des Flachentensors (oder
wie er sagt, des Vektors II. Art) auf rein algebraischem Wege ge-
langt. Durch Sommerfelds Arbeiten®®*) wurde jedoch die geometrische
Methode die herrschende und blieb sie, bis die Lorentz-Gruppe durch
allgemeinere Transformationsgruppen ersetzt wurde. In der fiir den
Tensorkalkiil der allgemeinen Punkttransformationsgruppe grundlegen-
den Abhandlung von Ricci und Levi-Civita®®), an die Einstein ) an-
kniipfte, findet sich ndmlich auBer einem Ansatz fiir die Interpretation
der kontra- und kovarianten Vektorkomponenten keine geometrische
Betrachtung. Erst durch spitere Arbeiten von Hessenberg, Levi-Civita
und Weyls") wurde das geometrische Moment wieder mehr betont.

2. Aufl. 1919, 3. Aufl. 1920; G. Ricct u. T. Levi-Civita, Méth. de calcul différentiel
absolu et leurs application, Math. Ann. 54 (1901), p. 136; A. Einstein, Die for-
male Grundlage der allgemeinen Relativitiitstheorie, Berl. Ber. 1914, p. 1030 und:
Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie, Ann, d. Phys. 49 (1916), p. 769,
auch separat als Broschiire, Leipzig 1916. Eine abweichende Terminologie ver-
wenden G. N. Lewss, Proc. Am. Acad. 46 (1910), p. 166 und E. B.Wilson und G. N.
Lewis, Proc. Am. Acad. 48 (1912), p. 387, vgl. auch den Bericht von G. N. Lewss,
Jahrb. f. Rad. u. EL 7 (1910), p. 321. Ferner: H. Kafka, Ann. d. Phys. 68 (1919),
p. 1; H. Lang, Diss. Miinchen 1919 und Ann. d. Phys. 61 (1920), p. 32. Uber die rezi-
proken Vektorsysteme vgl. man auch C. Runge, Vektoranalysis, Leipzig 1919,
dessen Darlegung sich aber auf den R, beschrinkt. Man vgl. zu den folgenden
Darlegungen dieses Abschnittes auch R. Weitzenbick, Art. IIIE 7 dieser Enzykl.,
zweiter Teil, Abschn. C. — Es sei noch bemerkt, da die hier dargelegte Tensor-
rechnung bei affinen Koordinatentransformationen nur der Terminologie nach
von der in der Algebra iblichen Invariantentheorie der Formen verschieden ist.

56a) 4. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 1. c.

57) Vgl. Literaturangabe in Nr. 10, 14 u. 16, Anm. 58a), 65), 66), 67) u. 77).
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572 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

Voll zur Geltung kommt es auch in der Dissertation von Lang.%)
Die rein algebraische Darstellung hat den Vorzug der Einfachheit
und Ubersichtlichkeit, die geometrische den der Anschaulichkeit. Wir
folgen hier zunichst der ersteren, um dann fiir spezielle Fille der
hier entwickelten Begriffe und Sitze auch geometrische Interpreta-
tionen zu geben.

Die GroBen a,;,,,...”*"~, in denen die Indizes unabhingig vonein-
ander die Werte 1,2,3,4 annehmen konnen, heiBen Tensorkompo-
nenten, und zwar in den Indizes ¢klm ... kovariante, in den Indizes
rst ... kontravariante Komponenten, wenn sie sich bei der affinen
Koordinatentransformation

(22) o= a2t

mit der Umkehrung

(23) ot = wta

(worin die Koeffizienten @} die Bedingungen

(24) el =oat =0}

erfiillen), wie folgt transformieren:

(25) a'i“mmr:tu. — lnl,“.”ga‘t...&;&kl&lﬂ. . “graa‘ .. .57a).

Hierin ist der allgemeinen Vorschrift gemiB iiber die doppelt vor-
kommenden Indizes zu summieren. (Uber die Verallgemeinerung die-
ser Definition fiir beliebige Koordinatentransformationen siehe Nr. 14.)
Die Zahl der Indizes der Komponenten eines Tensors heiBt sein Rang.
Die Tensoren 1. Ranges heiBen auch Vektoren. Das einfachste Bei-
spiel fiir solche sind die (kontravarianten) Koordinaten z* eines Punk-
tes. Auch die durch (21) definierten GrdBen d} bilden zufolge (24)
die Komponenten eines Tensors, und zwar im Index ¢ kovariante und
im Index k kontravariante. Dieser Tensor 0} hat iiberdies die Eigen-
tiimlichkeit, daB seine Komponenten in allen Koordinatensystemen die
gleichen Werte annehmen.

Durch Addition zweier Tensoren erhdlt man einen neuen Tensor
gleichen Ranges, durch Multiplikation einen Tensor héheren Ranges,
z. B. @+ b, =¢,

aby = ¢y, abt=cl.
Durch Verjiingung, d. h. Summation iiber korrespondierende Indizes
57a) Wir hielten es fiir richtiger, die Benennungen ,kontravariant* und
. kovariant* entsprechend der historisch #lteren Bezeichnung ,kogredient* und
kontragredient* zu vertauschen, so daB dann die GroBen, die sich so wie die
Koordinaten transformieren, kovariant genannt wiirden. Doch fiigen wir uns.

hier der jetzt allgemein iiblichen, von Ricci u. Levi-Civita herriihrenden, auch
von Einstein und Weyl (1. c. Anm. 56) angewandten Bezeichnung.
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9, Tensorrechnung bei affinen Koordinatentransformationen. 573

der oberen und unteren Reihe, erhilt man einen Tensor niedrigeren
Ranges. So z. B. aus dem Tensor 2. Ranges #} die Invariante ¢ = #
(wobei unserer Vorschrift entsprechend das Summenzeichen wegge-
lassen ist). Man kann auch Multiplikation und Verjingung kombi-
nieren. Man bilde z. B. zuerst durch Multiplikation aus @, und ¥
den Tensor st=ab

und dann durch Verjiingung die Invariante
s =s}.
Diese erhdlt man aber auch direk? aus den Vektoren a; und ¥ mittels

der Operation s = ab.

Ebenso erhilt man aus dem Tensor 2. Ranges a,, und dem Vektor z

den Vektor Y, — a2t

und die Invariante J = a2t

Die hier angewandte Regel 1iBt auch eine Umkehrung zu: Ist a
bei beliebigem Vektor z° eine Invariante, so sind die a; kovariante
Komponenten eines Vektors; ist a* = a** und a**z,z, bei beliebigem
Vektor z; eine Invariante, so sind die a** kontravariante Komponen-
ten eines Tensors 2. Ranges usf. Die Verallgemeinerung dieser Sitze
fiir Tensoren beliebigen Ranges erhellt unmittelbar.

Ein Tensor heift in den Indizes ¢ und % symmetrisch bzw. schief-
symmetrisch, wenn seine Komponenten bei Vertauschung der Indizes
i und k sich nicht &ndern, bzw. bloB ihr Vorzeichen wechseln (z. B.
O = Uy, bzw. a,;, = — @,;). Wie leicht zu verifizieren ist, sind diese
Relationen vom uufillig gewihlten Koordinatensystem unabhingig.
Dabei ist aber wesentlich, daB die beiden Indizes ¢ und % derselben
Indexreihe (entweder beide der oberen oder beide der unteren) an-
gehdren.

Die in (19) eingefiihrten GroBen g, bilden ebenfalls einen Ten-
sor, wie aus der Invarianz von g,,2'2*%) folgt. Er ist sowohl fiir
die Geometrie als auch fiir die Physik von der gréBten Bedeutung
und heiBt der metrische Fundamentaltensor. Man kann aus den g,,
auf folgende Weise neue Tensorkomponenten gewinnen. Man bilde
zuerst die Determinante g der g,

(26) g= lgikgi

68) Im Giiltigkeitsbereich der affinen Gruppe brauchen die beiden Punkte,
deren Entfernungsquadrat durch g,; #fz* bestimmt ist, nicht als unendlich be-
nachbart angenommen werden, vgl. die folgende Nr.
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574 V 19. W. Pauli jr. Relativitdtstheorie.

und dividiere dann die zu einem bestimmten Glied g,, konjugierte
Unterdeterminante durch g. Man erhdlt auf diese Weise 10 GroBen
¢ (¢* = g**), welche die Relationen

(27) 9ia9'* =0
erfilllen. (Es sei auch gleich die Beziehung
(265) 9% =+

angemerkt.) Wir behaupten, daB sie kontravariante Tensorkomponen-
ten 2. Ranges sind. Beweis: Aus den kontravarianten Komponenten
of eines Vektors erhilt man durch Multiplikation mit g,, und Ver-
jiingung kovariante Komponenten:

(28) @ =gy a".
Da die Umkehrung dieses Gleichungssystems
(284a) o = g'ta,

lautet und die Komponenten @, ganz beliebig sein kionnen, folgt nach
dem frither erwihnten Satz der Tensorcharakter der g**.

Wir bezeichnen die GroBen @, und af als kovariante und kontra-
variante Komponenten desselben Vektors. Analog definiert man an
Tensoren hoheren Ranges das Herauf- und Heruntersetzen der Indizes
und betrachtet die betreffenden GroBensysteme als zum gleichen Ten-
sor gehorig, z. B.

(28b) @y = 9:, 00" = 9,07, & =g'"g"a,, =g"at.
Durch das Herauf- und Heruntersetzen von Indizes wird die Richtig-
keit einer Relation zwischen Tensoren nicht gestort, nur muB beim

Verjiingen stets tiber korrespondierende Indizes der oberen und der
unteren Reihe summiert werden, z. B.

29 J = o,b' = a'b,,

(29) ¢, = a, bt =a}b, ¢ = a"*b, = ai b

Hiermit sind die Regeln der Tensoralgebra erschopft. Die Ten-
soranalysis, d. h. die Vorschriften, wie man durch Differentiation von
Tensoren nach den Koordinaten neue Tensoren ableitet, folgt fiir die
affine Gruppe sofort aus der Tensoralgebra durch die Bemerkung, daB

sich die Operation 8%" formal in jeder Hinsicht wie die kovarianten

Komponenten eines Vektors verhilt. Die naturgemiBe Ordnung und
geometrische Deutung dieser Operationen kann erst bei der Be-
sprechung des Tensorkalkiils der allgemeinen Transformationsgruppe
gegeben werden.
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10. Geom. Bedeutung der kontra- u. kovarianten Komponenten eines Vektors. 575

10. Die geometrische Bedeutung der kontra- und kovarianten
Komponenten eines Vektors.’®*) Den Vektor konnen wir geometrisch
darstellen als Strecke und nennen ihn deshalb auch Linientensor.
Seine kontravarianten Komponenten sind dann durch deren Parallel-
projektionen auf die Koordinatenachsen gegeben. Wenn wir den An-
fangspunkt des Vektors in den Koordinatenursprung legen, so sind
sie zugleich identisch mit den Koordinaten des Endpunktes, und diese
transformieren sich in der Tat beim Ubergang zu einem neuen Ko-
ordinatensystem nach der vorigen Nr. genau so, wie es von den
kontravarianten Komponenten eines Vektors definitionsgemiB verlangt
wird. Analog wie im Ry liBt sich ferner die Summe zweier Vek-
toren als Diagonale des Parallelogramms darstellen.

Wir miissen nun Entfernungen und Winkel einfiihren und gehen
zu diesem Zweck von einem Cartesischen (orthogonalen) System
(X, X,, X;, X,) aus. In diesem ist das Langenquadrat eines Vektors g
mit den Komponenten X, gegeben durch

(30) P=2X2%),
und zwei Vektoren heiBen aufeinander senkrecht stehend, wenn
(31) (xy) ==X,

verschwindet. Im allgemeinen heiBt (ry) das skalare Produkt der
Vektoren g, y. Die Invarianz dieser Definition gegeniiber orthogonalen
Transformationen folgt aus der Invarianz von (30) mittels der Relation

(A + uy)’ = A7 + 22u(xy) + o'y’
Da diese Form in 4 und p definit ist®®), folgt auch noch
(ED)’ - 2’ 1)2 é— O)
(worin iiberdies das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ¢ und y par-
allel sind: ¢ = ay). Wir konnen also durch

( &h)

(32) cos (8 9) = vy

den von zwei Richtungen eingeschlossenen Winkel definieren. Die
geometrische Bedeutung des skalaren Produktes ist dieselbe wie im
gewohnlichen Raum: es ist gleich dem Produkt aus der Orthogonal-
projektion des Vektors ¢ auf die Richtung von t) und der Linge von .

58a) In den Darlegungen dieser Nr. schlieBen wir uns an G. Hessenberg an
[Math. Ann. 78 (1917), p. 187].

59) Wir nehmen hier an, da in (30) alle Quadrate das positive Zeichen
haben und die Koordinaten reell sind. Auf die abweichenden Verhiiltnisse in
der wirklichen Raum-Zeitwelt kommen wir in Nr. 22 zuriick.
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516 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

Man erkennt das sofort, weun man das orthogonale Koordinaten-
system speziell so wahlt, daB eine Koordinatenachse die Richtung
von Y hat, was immer moglich ist.

Um nun auch die Ausdriicke fiir Linge und skalares Produkt in
einem Dbeliebigen schiefwinkligen Koordinatensystem zu finden, cha-
rakterisieren wir zundchst ein solches System durch seine vier Achsen-
vektoren ¢, k = 1,2, 3, 4, deren kontravariante Komponenten in die-

sem System e, = (1,0,0,0)
&g =(0,1,0,0)
s =(0,0,1,0)
& = (Or 0,0, 1)
lauten. Ihre Lingen sind im allgemeinen von 1 verschieden. Es wird
also zwar die Linge eines Vektors selbst mit einem fiir alle Koordi-
natensysteme gleichen MaBstab gemessen, die Projektionen auf die
Achsen dagegen mit MaBstiben, die sogar fiir die Achsen desselben

Koordinatensystems im allgemeinen verschieden sind. Es kann dann
jeder Vektor ¢ in der Form geschrieben werden

(33)

(34) t=ate,.

Fiir Entfernung und skalares Produkt folgt daraus sofort
(35) P =(7'e) - (@'e) = (80) ¥'a = g, 42,
(36) (&) = (Fe) (v'e) = (¢,8) 2'y* = g, 2y

mit

C) I = (&%)

Wir haben also zugleich die geometrische Bedeutung der GroBen g;,
ermittelt.

Nun filhren wir das zum Vektorquadrupel e, reziproke Vektor-
quadrupel e* ein. Es ist definiert durch die Relationen

(38) (e,6,%) = 4/,

d. h. die Vektoren ¢;* stehen auf den von je drei Vektoren e, gebildeten
Réumen senkrecht, und ihre Lingen sind auBerdem geeignet normiert.
Bezeichnen wir nun mit #; die Parallelprojektionen von g auf die re-
ziproken Achsen gemessen mit den zugehorigen EinheitsmaBstiben,
so gilt

(39) L= me*.

Um den Zusammenhang zwischen den z; und den 2* zu finden, mul-
tiplizieren wir nun die Gleichung

(398:) xkek* = xkek
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10. Geom. Bedeutung der kontra- u. kovarianten Komponenten eines Vektors. 577

skalar mit ¢, Mit Riicksicht auf (37) und (38) erhalten wir
(40) = gut',
das heiBt: Die Parallelprojektionen des Vektors ¢ auf die reziproken
Achsen, gemessen mit den resiproken Einheitsmapstiben sind seine ko-
varianten Komponenten.®) Multiplizieren wir andererseits (39a) skalar
mit ¢, so folgt
7 = (e e, )y,

also wegen 2’ = gtz
(41) gt = (e 0.
Indem man die Ausdriicke (34) und (39) fiir ¢ einerseits einzeln qua-
driert, andererseits miteinander multipliziert, erhilt man noch
(35a) = guv'v = gtz = zat
und ebenso ergibt sich fiir das skalare Produkt aus

t=72'¢, = z6%, y=yte, =y
(36a) (tY) = gua'y* = g* 5y, = vy = o'y,.

Es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Achsenvektoren ¢,
bei einer Koordinatentransformation verhalten. Sind e/ die Achsen-
vektoren des neuen (gestrichenen) Koordinatensystems, dann gilt fiir
einen beliebigen Vektor ¢

r=a"'e] = ate,.
Mit Riicksicht auf (22) und (23) folgt daraus

(42) [ =l
und
(43) e, = afe,.

Die w} sind also die Komponenten der neuen Achsenvektoren im alten
System, die o} die der alten Achsenvektoren im neuen System. Man be-
statigt tiberdies die aus (25) folgenden Transformationsformeln fiir
den Fundamentaltensor g, auf Grund von (37) und (42).

60) Bei Ricci und Levi-Civita sowie bei Lang, 1. c. Anm. 56), werden die
kovarianten Vektorkomponenten als Orthogonalprojektionen auf die urspriinglichen
Achsen gedeutet. Dann muB aber noch ein Faktor hinzugefiigt werden, der die
Eipfachheit und Symmetrie der Formeln stort. Aus (39) folgt nimlich durch
skalare Multiplikation mit ¢;:2; = (¢;z). Die Orthogonalprojektion von g auf ¢;
ist also gleich

@; a; x;

zufolge von (87).

el Ve ¢) 9ii
(Uber ¢ ist hierin nicht zu summieren) Es sei noch bemerkt, daB im Carte-
sischen System, in dem die g, die Werte 0} annehmen, der Unterschied zwi-
schen kontra- und kovarianten Komponenten verschwindet und auch die Achsen-
vektoren e; dieses Koordinatensystems mit ihrem reziproken Vektorquadrupel
identisch werden.
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11. Flichen- und Raumtensoren. Vierdimensionales Volumen.
Nach der Strecke ist das nichsthohere geometrische Gebilde die
Fliche, dementsprechend folgt auf den Linientensor der Flichentensor.
Zu diesem gelangt man auf folgendem Weg. Zwei Vektoren i,
spannen ein zweidimensionales Parallelepiped auf. Dessen achsen-
parallele Projektionen auf die sechs zweidimensionalen Koordinaten-
ebenen, gemessen in den sechs Parallelepipeden der Achsenvektoren e,,
sind gegeben durch
(44) bt = aiyt — oty
Sie bilden also die kontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Ranges,
und zwar eines schiefsymmetrischen: es bestehen die Relationen
(45) [ gri,

LaBt man die reziproken Achsen und die aus den e* gebildeten Ein-
heitsflichen an die Stelle der oben verwendeten treten, so erhiilt man
die kovarianten Komponenten

(44a) i = 2 — ;.

Man nennt nun jeden schiefsymmetrischen Tensor 2. Ranges, d. h.
jeden Tensor 2. Ranges, dessen Komponenten die Relationen (45) er-
fiillen, einen Fldchentensor. Zwar liBt sich nicht jeder solche Tensor
in der Form (44) darstellen, — denn die £ dieser speziellen Form er-
fiilllen die Identitat

(46) glﬂ gﬁi + 213242 + EM 823 —_ 0

— wohl aber als die Summe zweier einfacher Flichentensoren der
Form (44). Die Invariante

(#7) J=1E.8"

stellt den Inhalt des Parallelogramms dar. Sind allgemeiner £, und
7y zwel Flichentensoren der speziellen Form (44), so gibt die In-
variante

(48) J=LEun*

das Produkt aus der Orthogonalprojektion des Parallelepipedes &,
auf 7, und der GroBe von 7,, an. Die analogen Invarianten fiir all-
gemeine Flichentensoren sind die Summe von Produkten derartiger
FlichengroBen.®*) Uber die invariantentheoretische Bedeutung der
linken Seite von (46) beim allgemeinen Flichentensor siehe Nr. 12.

60a) Wir mochten in diesem Zusammenhang auf die Pliickerschen Linien-
koordinaten hinweisen. Sind @, ... 2, und 4, ...y, die homogenen Koordinaten
zweier Punkte einer Geraden des dreidimensionalen Raumes (so daB g‘— —f;—’
4 4

und g‘ e Z—’- deren gewdhnliche Koordinaten sind), so liBt sich die Gerade
4 4
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Der Raumtensor wird dargestellt durch ein dreidimensionales
Raumstiick, welches von drei Vektoren g, Y, § aufgespannt wird. Seine
Komponenten sind gegeben durch die Determinanten

LE ' & L& n &
(49) g =8 o £, En=1& m &
g ¢ igz /e

Sie erfiillen die Symmetriebedingungen, daB sie beim Vertauschen
zweier Indizes das Vorzeichen wechseln. Die Zahl der unabhingigen
Komponenten ist 4. Zum Unterschied vom Flichentensor ist (49)
schon der allgemeinste Raumtensor, d. h. jeder Tensor 3. Ranges,
dessen Komponenten die erwihnten Symmetriebedingungen erfiillen,
1aBt sich in der Form (49) darstellen.

Vier Vektoren r®, r®, @, ¢ spannen ein vierdimensionales
Volumelement auf. Im cartesischen System ist dessen GroBe einfach
gleich der Determinante der 4><4 Komponenten der Vektoren y. Nach
(34) und (89) driickt sich diese durch die Komponenten im schief-
winkligen System wie folgt aus:

(50) S = |2 e =2, - |ef],

wie man durch Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinan-
ten findet. |e;| und |e*| bedeuten darin die Determinanten der 4><4
Komponenten der Vektoren e, bzw. ¢* im cartesischen System. Man
erhilt ihren Wert durch Quadrieren und nochmalige Anwendung des

definieren durch die sechs GroBen p;, = x;y, — x,y;, deren Verhdltnisse von der spe-
ziellen Wahl der zwei Punkte auf der Geraden unabhingig sind. Diese GriBen
p;; geniigen der Relation (46). Die formale Analogie zum Fliichentensor in der
vierdimensionalen Welt ist eine vollkommene.

Ist ferner §;;, zundichst ein spezieller Flichentensor vom Typus (44a), so
wird durch daf = &%z einem jeden Vektor a* eine infinitesimale Verschiebung
zugeordnet. Da da‘ in der Ebene des Flichentensors £i* liegt und auf z, seuk-
recht steht, hat man es mit einer infinitesimalen Drehung des R, vom Betrag
und Umlaufssinn von §;; zu tun. Ist &, ein Flichentensor von allgemeiner Art,
so entsteht die betreffende Verschiebung durch Addition zweier zueinander ortho-
gonaler Drehungen und kann als Schraubung bezeichnet werden. Minkowsks
selbst (III, 1. c. Anm. 54) hebt die Analogie des Flachentensors zur Kraftschraube
hervor. Die entsprechende Analogie im dreidimensionalen Raum findet eine
weitgehende Anwendung auf die Mechanik in der Schraubentheorie von Sir
Robert Ball (A Treatise on the Theory of Screws, Cambridge 1900). Vgl. auch
den zugehdrigen Aufsatz von F. Klein, Ztschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 237 und
Math. Ann. 62 (1906), p. 419.

Es sei auch bemerkt, da die selbstiindige Bedeutung der Flichentensoren
gegeniiber den Vektoren in mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten schon von
H. Grapmann, 1. c. Anm. 56), erkannt und niher ausgefiihrt wurde.
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Multiplikationssatzes der Determinanten mit Riicksicht auf (37), (41)
und (26a) zu
| . 1
=) | =g:l=19; [e*=]|(e*e*)|=g" = 7
Also ergibt sich endlich fiir das mvariante Volumen:
(1) S=|#1vy =181
Da sich das vierfache Integral
Szt da? da® dat,
welches wir der Kiirze wegen einfach f dxz schreiben wollen, beim
Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem wie die Determinante

| #*| transformiert, ist das Volumen eines beliebigen Gebietes nach
(51) gegeben durch

(62) 2=[Vyda.
Ist das Integral f Wdz

eine Invariante, so nennen wir mit Weyl®) % eine skalare Dichte.
Eine solche entsteht aus einem gewdohnlichen Skalar durch Multipli-

kation mit Vy.

Analoges gilt von der Vektordichte mit den Komponenten w,
die durch die Bedingung definiert ist, daB die (iiber ein unendlich
kleines Gebiet erstreckten) Integrale

f wdr
einen Vektor bilden. Allgemein sprechen wir in einem analogen Sinn
von einer Tensordichte. Man erhilt sie ebenfalls aus gewdhnlichen
Tensoren durch Multiplikation mit }g.

Bei der in Nr. 9 besprochenen Systematik der Tensoren wurde
auf die Symmetriebeziehungen der Komponenten keine Riicksicht ge-
nommen. Wir haben jedoch gesehen, daB z. B. die schiefsymmetri-
schen von den symmetrischen Tensoren 2. Ranges in geometrischer
Hinsicht vollstindig verschieden sind. Bei der Tensoranalysis wird diese
Verschiedenheit von neuem hervortreten (s. Nr. 19 u. 20). Es empfiehlt
sich infolgedessen nach dem Vorgang von Weyl®?) und in Anlehnung
an die Terminologie in Grafmanns Ausdehnungslehre neben der frither
verwendeten auch eine neue Systematik der Tensoren einzufiihren.
Man bilde wie in (44) und (49) die GroBenreihe &, % E* ... Die
Tensoren 1. Stufe (Linientensoren) 1., 2., 3., ... Ranges entstehen
dann aus den linearen, quadratischen, kubischen, . .. Formen der einen

61) H. Weyl, Ztschr. f. Math. 2 (1918), p. 384; Raum — Zeit — Mafterie,
8. Aufl.,, Berlin 1920, p. 92ff.
62) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 46—51.
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Verschiebung g at, a, ggk, a‘ug.'ghg;, )
Ebenso bei den Tensoren 2. Stufe (Flichentensoren):

b, binmEE™ ..
Damit die Koeffizienten durch die Formen eindeutig bestimmt sind,
miissen sie gewissen Normierungsbedingungen geniigen. Die a;;, a;,, ...
z. B. miissen bei Vertauschung zweier beliebiger Indizes unverindert
bleiben, die b,, miissen schiefsymmetrisch sein, endlich muB fiir die
Komponenten b,,,, des Flichentensors 2. Ranges gelten:

(53a) bitim = — beirm = — bikmi = Oz
(53b) bitim + bitme + Oimes =0,
letzteres folgt aus den Relationen (46). Ein derartiger Flichentensor

2. Ranges ist der Kriimmungstensor (s. Nr. 16). Die Zahl der unab-
hingigen Komponenten eines solchen Tensors reduziert sich im n-di-

mensionalen Raum auf Grund von (53a) und (53b) auf = (n —1 Die

hier dargelegte Systematik umfaBt bei weitem nicht alle GroBen, die
unter die in Nr. 9 formulierte Definition des Tensors fallen. Doch
spielen nur diejenigen Tensoren, die sich ihr einordnen lassen, in den
physikalischen Anwendungen eine Rolle.

12. Duale Ergéinzung zu Flichen- und Raumtensoren. In einer
vierdimensionalen Mannigfaltigkeit kann jedem Flichenstiick
(54) Bk = iyt — oFyp
ein normales zugeordnet werden von der Eigenschaft, daB alle Ge-
raden des letzteren auf allen Geraden des ersteren senkrecht stehen.
Wir nennen es zu £* dual, wenn es auBerdem dieselbe GroBe hat. Es
ist zundchst bestimmt durch

E*ﬂc x*f Kk x*k?/*i,

worin die Vektoren z*, y*! auf 2/, 4 normal sind:

e =0, z*y =0, y*s'=0, y¥y—=
Eine einfache Rechnung zeigt dann, daB die Komponenten £*i* aus
den Komponenten von £, einfach durch eine gerade Permutation
hervorgehen, wobei aber noch ein Faktor /g bzw. 2z hinzuzufiigen ist:

Ve

1 1 1
U=l BM—LE, B— g,

(54a) 1Z Z] Vs

Ere ]/—l—ggl" gt ]_;_!;_gw g1 1715_534'

Analog durch Vertauschung von £* und g*#*:
g = V.a e N V.q B, bt= }/.; £n,

b4b _
( ) by® = Vg B4, B = ﬁ B, EF= Vg .
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Durch die gleichen Relationen ordnet man dem Flichentensor &* auch
dann den dualen zu, wenn dieser nicht von der speziellen Form (44)
ist. Durch skalare Multiplikation des Flichentensors §,, mit seinem
dualen Tensor £** nach (48) erhilt man eine Invariante von beson-
ders einfachem Bau:

(46a) J= %Eikg*‘k = ]71;‘ (Big sy + Eisbas + Eiub).

In genau entsprechender Weise liBt sich einem Raumtensor &*
ein dualer Vektor £*f zuordnen. Es ist dies diejenige Strecke, die auf
allen Geraden des Raumstiickes senkrecht steht und deren Linge
gleich ist dem Voluminhalt desselben. Es ergibt sich wieder fiir
irgendeine gerade Permutation ¢klm:

& O T

13. Ubergang zur allgemeinen Geometrie Riemanns. Wir gehen
nun dazu iiber, die Invariantentheorie der Gruppe aller Punkttransforma-
tionen zu besprechen. Hierzu ist erforderlich, zunichst auf die MaB-
bestimmung und die Sitze der allgemeinen Riemannschen Geometrie
einzugehen. Die dlteren Geometrien von Bolyai und Lobatschewsky,
welche das Euklidische Parallelenaxiom aufgegeben haben, behalten alle
das Axiom der freien Beweglichkeit starrer Punktsysteme (Kongruenz-
axiom) bei und gelangen deshalb bloB zu den speziellen Fillen der
Riume konstanter Kriimmung. Auch von der projektiven Geometrie
ausgehend kommt man zu keiner allgemeineren Metrik. Die Moglich-
keit einer solchen wurde zuerst von Riemann®) ins Auge gefaBt.
Die Modifikation des Begriffes vom starren Korper in der speziellen
und allgemeinen Relativititstheorie hat es mit sich gebracht, daf man
heute die so lange als evident angesehenen Kongruenzaxiome aufgeben
und dempach die allgemeine Riemannsche Geometrie den Betrach-
tungen iiber Raum und Zeit zugrunde legen mus.

Wir nehmen an, daB sich eine gewisse endliche Umgebung eines
jeden Punktes der Mannigfaltigkeit, die wir betrachten wollen (wir
wollen der Kiirze wegen bisweilen einfach von ,Raum“ sprechen) ein-
eindeutig und stetig durch Koordinaten z',x?% ... 2" kennzeichnen
laBt. Von der ganmzen Mannigfaltigkeit braucht dies keineswegs vor-

63) B. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde
liegen. Habilitationsvortrag, gehalten im Jahr 1854. Aus dem NachlaB Rie-
manns herausgegeben von Dedekind in den Gott. Nachr. 13 (1868), p. 183. [Rie-
manns Ges. Werke, p. 254.] Neuerdings separat als Broschiire erschienen, her-
ausgegeben von H. Weyl, Berlin 1920.
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ausgesetzt zu werden. Die Zahl n der Dimensionen der Mannigfaltig-
keit lassen wir zunichst beliebig. Der Grundbegriff der Metrik ist
dann die Lénge s einer gegebenen Kurve
at = a*(t), (k=12,...n)
wo ¢ einen beliebigen Parameter bedeutet. Erst nachdem sie irgend-
wie physikalisch definiert ist, konnen die Ergebnisse der mathemati-
schen Untersuchung auf die in der Wirklichkeit vorhandene Mannig-
faltigkeit angewendet werden. Im R, miissen wir uns jedenfalls den
starren MaBstab durch einen beliebig biegsamen MaBfaden ersetzt denken.
Es handelt sich nun darum, iiber die Funktion s(f) plausible An-

nahmen zu machen. Indem solche Annahmen bloB iiber den Differen-
tialquotienten odl—: gemacht werden, kennzeichnet sich die Riemannsche

Geometrie als Nahegeometrie, im Gegensatz zur Euklidischen Ferngeo-
metrie. Als erstes Axiom stellen wir folgendes auf.

Azxiom I. Der Differentialquotient g{ in einem bestimmien Kurven-

punkt soll blof abhingen von den Differentialquotienten %‘? in diesem

Punkt, nicht von den hioheren Differentialquotienten und vom sonstigen
Verlauf der Kurve.
Da die Bogenlinge s von der Wahl des Parameters ¢ unabhingig

ist, folgt daraus, daB g—: eine homogene Funktion ersten Grades der

GroBen %? sein muB. Als Abstand zweier Punkte wird man die

Bogenlinge der kiirzesten sie verbindenden Linie bezeichnen. Eine
solche Linie heiBt auf einer zweiten senkrecht stehend, wenn die Di-
stanz von irgendeinem Punkt P der Linie 1 vom Schnittpunkt S
beider Linien kleiner ist als die Distanz von P von irgendeinem an-
deren Punkte @ der Linie 2. GemidB dem Axiom I. kommt es dabei
auf die Lage des Punktes P auf der Linie 1 nicht an, sondern nur

auf die Differentialquotienten (‘%") und (%‘)2 in S. Man kann da-
1

her auch sagen, die Richtung 1 ist orthogonal zur Richtung 2. Im
allgemeinen wird daraus nicht folgen, daB auch 2 orthogonal auf 1

ist. Wir wollen jedoch die Art der Funktion g—i durch ein zweites
Axiom festlegen:

Aziom 11. g—i soll die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form

doy . | ds dat dak
der 2 sen: d_t=Vg"’°WW’

wofiir wir kirzer schreiben kinnen:
(19) ds? =g, d2’ da*.
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Dies ist die in Nr. 8 angeschriebene Gleichung. Das Axiom II. kann
als Pythagoreischer Lehrsatz fiir unendlich benachbarte Punkte be-
zeichnet werden. Gerade diese Einschrinkung seines Giiltigkeitsbe-
reiches charakterisiert den Ubergang von der Fern- zur Nahegeometrie.
Infolge des Axioms IL ist die Orthogonalitit zweier Richtungen eine
reziproke Beziehung. Umgekehrt, wenn dies immer eine reziproke
Beziehung ist, muB das Linienelement von der Form (19) sein.) Man
kann deshalb das Axiom II. auch durch das folgende ersetzen:

Aziom II'. Wenn die Richtung 1 in P orthogonal ist auf der
Richtung 2, so ist auch 2 orthogonal auf 1.

Legt man das Axiom II zugrunde, so kommt man fiir n =2
auf die Gaupsche Geometrie auf beliebig gekriimmten Flichen zuriick.
Sowie man sich jede derartige Fliche in einem euklidischen Ry denken
kann, kann auch jeder Riemannsche Raum R, in einem euklidischen

Ryn+1) eingebettet werden ("—(”;:l) entspricht dabei der Zahl der
2

Komponenten g¢;;). Doch lassen sich alle fiir die Relativititstheorie
wichtigen geometrischen Sitze auch herleiten, ohne da8 von dieser
Moglichkeit Gebrauch gemacht wird. Der Winkel (1, 2) zwischen
zwei Richtungen d2* und 02° in einem Punkt P kann genau so defi-
niert werden wie im euklidischen Raum, nur miiBten die geraden
Strecken durch unendlich kleine kiirzeste Linien ersetzt werden. Man
findet analog zu (32)

— 9 a0 at .
(56) cos (1,2) Vgirdaidat - Vg, daid
Durch Bestimmung des Linienelementes in "—(”;—*-—1) unabhiingigen Rich-

tungen (d. h. in ”(L;_—l) Richtungen, fiir welche die ’_‘QL;_‘_Q reihige

Determinante der zugehdrigen GroBen dz*da* nicht verschwindet)
konnen die g, in jedem Punkt ermittelt werden.
Bei einer beliebigen Punkttransformation

(67) gi=2a'"(2'... 2" (t=12...n)
transformieren sich die Differentiale d2* homogen linear
(58) dz't = el dat,
. pald
(59) o = %& ’

mit den entsprechenden inversen Relationen,

64) D. Hilbert, Grundlagen der Physik, 2. Mitt., Gott. Nachr. 1917, p. 53;
W. Blaschke, Leipz. Ber., math.-phys. Kl. 68 (1916), p. 560.
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(60) dot = aldz’s,
_ oxt
(61) e =12,

genau wie in (22) die Koordinaten. Dies ist der Zusammenhang der
allgemeinen Transformationsgruppe mit der affinen Gruppe. Wesent-
lich ist jedoch der Umstand, daB die o nicht beliebige Funktionen
der Koordinaten sein konnen, sondern den Integrabilititsbedingungen

0 dof

(62) 5%‘ = 5’2‘1’

die man auch durch die inversen Bedingungen
dat o

(63) 7 = i

ersetzen kann, geniigen miissen. An einem bestimmten Punkt P,
konnen die o} jedoch beliebige Werte annehmen. Solange es sich
also um Relationen zwischen Tensoren in einem und demselben Punkt,
also nicht um Differentiation und Integration eines Tensorfeldes han-
delt, konnen alle Tensoroperationen der affinen Gruppe unmittelbar
tibertragen werden. Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken:
In der Tensoralgebra ist der Riemannsche Raum in dem ins Auge
gefaBten Punkt P, ersetzbar durch den ,Tangentialraum®, den man
erhilt, indem man den g,, iiberall dieselben konstanten Werte g;,(P,)
erteilt, welche sie im Riemannschen Raume bloB im Punkt P, an-
nehmen. Die Form ds? ist ihrer Bedeutung nach invariant, die g;,
bilden die kovarianten Komponenten eines Tensors zweiten Ranges.
Auch die Regeln fir den Ubergang zu den kontravarianten Kompo-
nenten ¢g** und fiir die Bildung des Volumelementes d X kdnnen aus
der Tensoralgebra iibernommen werden.

14. Begriff der Parallelverschiebung eines Vektors, Fiir die
geometrische Begriindung des Tensorkalkiils im Riemannschen Raum
hat sich der Begriff der Parallelverschiebung eines Vektors immer
mehr als fundamental erwiesen. Zuerst aufgestellt von Levi-Civita ®)
auf Grund des Einlagerns des Riemannschen Raumes R, in einen
euklidischen Raum R a4 1) (vgl. vorige Nr.), wurde er hernach von

2
Weyl®) direkt hergeleitet. Spiter hat ihn Weyl auch fiir Mannig-
faltigkeiten, in denen das Linienelement noch gar nicht definiert ist,
axiomatisch festgelegt (vgl. Abschn. V).57)

65) T. Levi-Civita, Notione di parallelismo etc., Rend. Pal. 42 (1917), p. 173.

66) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 97—101.

67) H. Weyl, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 384; Raum — Zeit— Materie, 3. Aufl,,
Berlin 1920, p. 100—102.
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Wir betrachten wieder die Kurve
ot = a*(¢)

und in jedem Punkt P derselben die Gesamtheit aller von ihm aus-
gehenden Vektoren. Es handelt sich dann darum, von allen Abbil-
dungen g — f:'(gk, f)

der Vektorgesamtheit von P,(f,) auf die Vektorgesamtheit von P(f)
eine spezielle Gruppe in invarianter Weise herauszuheben und als Par-
allelverschiebungen oder Translationen zu kennzeichnen. Es ist nun
nicht moglich einfach zu postulieren, daB zwei parallele Vektoren in
Punkten von endlichem Abstand dieselben Komponenten haben sollen.
Denn wenn das in einem Koordinatensystem der Fall ist, wird es
in einem anderen im allgemeinen nicht zutreffen. Die betreffende
Eigenschaft der Translationen muB vielmehr so formuliert werden:

1. Es gibt in jedem Punkt P ein solches Koordinatensystem, daB
die Anderung der Komponenten eines Vektors bei infinitesimaler Trans-
lation lings aller von P ausgehenden Kurven verschwindet, d. h. daB
in P ay

at
ist.

Indem das Wegtransformieren der infinitesimalen Anderung der
Vektorkomponenten fiir alle von P ausgehenden Kurven gleichzeitig
verlangt wird, werden erst die Parallelverschiebungen lings verschie-
denen Kurven miteinander verkniipft. Eine einfache Betrachtung zeigt,

daB die Anderung ‘;—f der Vektorkomponenten infolge der Forderung 1

in einem beliebigen Koordinatensystem

dz* .,
(64) d—t=—Ff"7d—t§

betriigt, wo die I'?, bloB von den Koordinaten, nicht von den %zg ab-

héingen. Sie erfiillen die Symmetriebedingung

Umgekehrt zeigt man, daB die Forderung 1 erfiillt ist, wenn (64)
und (65) zu Recht bestehen. Gegeniiber linearen Koordinatentrans-
formationen verhalten sich die I'., wie die Komponenten eines Ten-
sors, nicht aber gegeniiber der allgemeinen Transformationsgruppe.
Letzteres ergibt sich schon daraus, daB die I';, immer zum Verschwin-
den gebracht werden konnen, wihrend die Komponenten eines Ten-
sors in jedem Koordinatensystem simtlich verschwinden, wenn es in

eimem System der Fall ist, da sie sich homogen linear transformieren.
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Wir definieren gleich noch die GroBenreihe I, . durch
(66) F;,n=.%krfu Fi:=9ikrb
Die Definition der Parallelverschiebung wird vervollstindigt durch
die zweite Forderung.
2. Die Translation ist eine kongruente Abbildung, das heiBt sie
148t die Liénge der Vektoren unveriindert:

- d . d
(67) 7 0a88) = 5 (5E) = 0.
Dadurch werden die geoditischen Komponenten mit dem metrischen
Fundamentaltensor verkniipft. DaB auch die Winkel bei der Parallel-
verschiebung unverindert bleiben, ist eine einfache Folge der Forde-

rung 2. Da die Relationen (64) und (67) bei beliebigen & gelten
miissen, ergibt sich sofort

N

a ir
(68) ’a%f = I‘i,rs + Fr,in
1 agir ayu a.qra —
(69) ) (a—xf + oz - a-’lJ') - r'l,ra'

Die GroBen I';, folgen dann aus (66). Christoffel, in dessen Arbeit®?)
die durch (69) und (66) definierten GréBen zum erstenmal in der Lite-

ratur gedruckt vorkommen, schrieb [ris] und {ris} an Stelle von I ,
und I'},. Sie werden auch vielfach Christoffelsche Dreiindizessymbole
genannt. Weyl®) bezeichnet sie als Komponenten des affinen Zusammen-
hangs, da die infinitesimale Translation geméB (64) eine affine Abbildung
der Vektoren ist. Hier sollen sie einfach die gesddtischen Komponenten
des betreffenden Bezugssystems genannt werden. Ein Koordinatensystem,
in welchem sie im Punkt P verschwinden, heiBt selbst in P geoditisch.

Aus der Invarianz von £ bei beliebigem %' ergibt sich ferner
mit Riicksicht auf (64) die Transformationsformel fiir die kovarianten
Komponenten §; zu:

a; r dx’ az! r
(10) @ =T b =Lu g
. d, .
endlich folgt aus 7 (9*EE) =0
die Identitit .
daik , :
(1) s T¢I =0,

68) E. B. Christoffel, Crelles J. 70 (1869), p. 46. Vgl. auch R. Lipschitz,
Crelles J. 70 (1869), p. 71. Die betreflenden Entwicklungen von Riemann wur-
den 1861 in einer Pariser Preisarbeit niedergelegt und erst 1876 in der ersten
Ausgabe von Riemanns gesammelten Werken verdffentlicht (vgl. Ges, Werke,
1. Aufl.,, p. 370).

69) H. Weyl, Raum — Zeit — Materie, 3. Aufl.,, Berlin 1920, p. 101.
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Wir merken noch die aus (26) und (27) durch Differentiation folgen-

den Gleichungen an:

(72) dg*t =— giryk'dgrn a9y =— 9,9:.99"",
ogt ir gk 0 rs 0 29"

(72a) §%=_9 g %: %='—girghaixzy
und
(73) dg = gg'tag, = — 99.,4g*,

? 99k dgit
(73&) a—i‘=gg“ %:-gg‘k%
Aus (69) erhdlt man noch durch Verjiingung

g — 1 09, __ 1 Vg _ dlogVyg
(74) F:r_g Pr,i:— -é—g X ﬁ%“'— PY
und sodann aus (71):
19 * rs T

15. Geoditische Linien. Die Richtung der Kurve z* = #*(f) in
irgendeinem ihrer Punkte P ist charakterisiert durch den Vektor uf

(76) u = %? ) (s = Bogenlinge)

der die Richtung der Tangente an die Kurve in P und die Lénge 1
hat. In der Tat ist ‘
(17) w dai dot

=9 g5 a5 =

1.

Die geoditische Linie ist nun eine Kurve, die hre Richtung stets bei-
behalt.™) Dies soll besagen: Konstruiert man in irgendeinem Punkt P,
der geoditischen Linie den zugehdrigen Richtungsvektor «f, so erhilt.
man die Richtungsvektoren in den anderen Punkten durch Parallel-
verschieben von ' lings der geoditischen Linie. Nach (64) und (70)
driickt sich das analytisch aus durch die einander vollig dquivalenten
Relationen

(78) ‘(ii—':‘ =TI, ww= ~;— Bag;: wu
und _
g o ree
letztere kann man auch schreiben:

a2zt . da” dx*
(80) Tt T g =0

70) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl,, Berlin 1918, p. 102.
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Dies sind die Differentialgleichungen der geoditischen Linie. Aus
(80) folgt riickwirts wegen der Invarianz der Linge eines Vektors
bei der Parallelverschiebung

(17a) 9 ‘fz—f %‘:—k = const,,

d. h. (80) gilt nur fiir einen solchen Kurvenparameter s, der bis auf
einen konstanten Faktor gleich der Bogenliinge ist.

Die geoditischen Linien konnen auch durch ein Variationsprinzip
charakterisiert werden. Sie sind némlich zugleich die in Nr. 13 er-
wihnten kiirsesten Linien, oder genauer gesagt die ,Extremalen®?®),
fiir welche die Variation der Kurvenlinge verschwindet (letztere braucht
nicht notwendig ein Minimum zu sein). Seien A und B die festen
Anfangs- und Endpunkte, s die Bogenlinge, 4 ein beliebiger Para-
meter; dann ist also zu zeigen, daB fiir die geoditischen Linien

(81) afds-aJV,,flj“;j‘dz=o

wird. Die g, sind dabei gegebene Funktionen der Koordinaten 2,
variiert werden die Funktionen 2* = 2*(31).

An der Relation (81) wollen wir nun eine aus der Mechanik be-
kannte Umformung™®) vornehmen. Zu diesem Zwecke wahlen wir
den Parameter 1 speziell so, daB er auf der Extremalen mit der
Bogenlinge s zusammenfillt und stets denselben Wertebereich durch-
lduft. In den resultierenden Differentialgleichungen kann dann A durch
s ersetzt werden. Setzen wir uun

1 dxt dak
(82) L= 9.5 35

oL di
ds =
f /V dxt dzt’
Gk g7 ar

und da die Wurzel fiir die Extremale gleich 1 wird, kann statt (81)
einfach geschrieben werden

B B
(83) dedl=6del=O.
A A

708) Vgl. A. Kneser, Art. 118 dieser Encykl, p. 597 u. 600.

70b) Es handelt sich dort um den Ubergang von der Jacobischen Form des
Prinzips der kleinsten Wirkung zum Hamltonschen Prinzip. Vgl. A. VoB, Art
IV 1 dieser Encykl., p. 96.

so wird
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Damit ist die vollstindige Analogie mit dem Hamilfonschen Prinzip
der Mechanik hergestellt, wenn L als Lagrangesche Funktion aufge-

faBt wird. Schreiben wir also fiir den Moment noch z* statt %f—‘ = %‘”sf ,

so lauten die aus (83) resultierenden Differentialgleichungen

d 3L L .
(84) o 55— 5= 0%

Da nach (20) 0% = g, %" i, ergibt dies in der Tat

d dz¥\ 1 9g,, da" da’

7 00d5) =5 T4 T @
was mit (78) dibereinstimmt. (In einer Mannigfaltigkeit, in welcher
die Form ds® nicht definit ist, versagt die hier gegebene Ableitung
fir diejenigen Kurven, auf denen durchweg ds=— 0 ist. Uber die

Ausnahmsstellung dieser ,Nulllinien® vgl. Nr. 22.)

16. Raumkriimmung. Der Begriff der Raumkriimmung wurde
zuerst von Riemann™) aufgestellt, und zwar als eine Verallgemeine-
rung des Gaufschen FlichenkriimmungsmaBes fiir n-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten (siehe dariiber Nr. 17). Seine zugehdrigen analytischen
Entwicklungen blieben aber bis zur Publikation der Pariser Preis-
arbeit™) unbekannt; hier finden sie sich sowohl nach der Elimina-
tionsmethode, als auch nach der Variationsmethode fertig ausgefiihrt.
Vorher waren jedoch Christoffel’™) und Lipschitz™) bereits zu den glei-
chen Ergebnissen gelangt, indem sie die Bedingung dafiir aufstellten,
daB eine vorgegebene quadratische Form

g dzidzt (9;x Funktionen der z)
Z(dxi)z

transformiert werden kann. Dies ist seinerseits wieder ein spezieller
Fall des gleichfalls von Christoffel in Angriff genommenen Aquivalenz-

in die Form

70¢) Wiithrend in der gewShnlichen Mechanik die Lagrangeschen Gleichungen
entstehen, wenn man fiir die Raumkoordinaten alle moglichen Punkttransforma-
tionen zulidBt, zeigt das Obige, daf dieselbe Form erhalten bleibt, wenn auch
die Zeit beliebig mittransformiert wird; die unabhiingige Variable ist jetzt natiir-
lich nicht ¢, sondern s. Vgl. T. Levi-Civita, 1'enseignement mathém. 21 (1920), p.5.

71) B. Riemann, Habilitationsvortrag 1. ¢. Anm. 63).

72) 1. ¢. Anm. 68).

13) E. B. Christoffel, Crelles J. 1. ¢. Anm, 68).

74) R. Lipschitz, Crelles J. 70 (1869), p. 71; 71 (1870), p. 244 u. 288 und
72 (1870), p. 1, ferner ebenda 82 (1877), p. 316. Letztere Arbeit ist bereits nach
der Vertffentlichung von Riemanns Preisarbeit erschienen.
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problems der quadratischen Differentialformen, der Frage, wann zwei
Formen 9,40 d* wnd ¢, do’ida’t

ineinander transformiert werden komnen. Dieses allgemeine Aquivalenz-
problem ist jedoch bisher fiir die Physik nicht von Bedeutung ge-
worden. Auf einem zwar rein formalen, aber verglichen mit Christoffels
weitlaufigen Rechnungen sehr kurzen Weg haben Ricci und Levi-
Civita™), deren Darstellung sich Finstein'®) angeschlossen hat, den
Kriimmungstensor abgeleitet. Endlich fanden Hessenberg™) und Levi-
Civita™) im AnschluB an den Begriff der Parallelverschicbung eines
Vektors eine anschauliche geometrische Deutung fiir denselben.

Es war in Nr. 14 immer nur die Rede von der Parallelverschie-
bung eines Vektors lings einer gegebenen Kurve, niemals von der
Parallelverschiebung vom Punkt P nach P’ schlechtweg. Diese ist
in der Tat bloB bei euklidischer Geometrie vom Zwischenweg unab-
hiingig. Verschiebt man dagegen im allgemeinen Fall einen Vektor
£ lings einer geschlossenen Kurve parallel, so erhilt man am Ende
einen vom Ausgangsvektor & verschiedenen Vektor {*), Durch Be-
niitzung dieses Sachverhaltes kann man den Kriimmungstensor defi-
nieren. Es sei namlich eine zweiparametrige Kurvenschar

2 = *(u, v)

gegeben. Nun verschieben wir den beliebigen Vektor & vom Punkt

Poo(w, v) ber Pyy(u + A w, 0), Pyy(u—+ Au, v 4 Av) Py (u, v+ Av)

wieder zuriick nach Py, (u, v), abwechselnd auf Kurven mit konstantem

v und Kurven mit konstantem u. Die Differenz £** — £ — At* muB

offensichtlich von der Ordnung Au Av sein, da sie Null wird, sobald
Agh

eine der GroBen Awu oder Av verschwindet. Der im —> . auf den
Au->0 AuAv’

Ao->0
es hier allein ankommt, kann mit Hilfe von (94) ohne weiteres ex-

mittelt werden und ergibt sich zu

. AEh dai dak
(85) lim ot = Riup 52 42,
worin . A
7 aPi' aril:
(86) RBy=3 — 24 s —I'.T

75) G. Riccs und T. Levi-Civita, Math. Ann. 1. ¢. Anm, 56).

76) A. Einstein, Ann. d. Phys. 1. ¢. Anm. 56).

17) G. Hessenberg, Math. Ann. 78 (1917), p. 187, 1. ¢. Anm. 58a).

78) T. Levi-Civita, Rend. Pal., 1. c. Anm. 65). Vgl. auch die Darstellung
von Weyl in der 1. und 3. Aufi. von Raum — Zeit— Materie.
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Wegen des Vektorcharakters der linken Seite von (85) — es ist zu
beachten, daB in At* die Differenz von zwei Vektoren im selben Punkt
gebildet wird — folgt, daB auch die rechte Seite Vektorcharakter hat.
Demnach sind die GroBen R};; die Komponenten eines Tensors. Es
ist der Kriimmungstensor, der nach seinen Entdeckern auch der Rie-
mann-Christoffelsche Tensor heiBt. Der Sinn der Formel (85) wird
noch etwas anschaulicher, wenn man von den Differentialquotienten

zu den Differentialen iibergeht. Schreibt man da’ fiir Z—fdu und

ozt fiir ‘Z—x:dv, und fiihrt unter Ausnutzung der Antisymmetrie von

R}, in j und k den Flichenvektor
do'* =da'dat — da*da’
ein, so nimmt sie die Gestalt an
(87) AE = LRl Eder %)
Durch die gleiche Uberlegung, die zu (86) fiihrt, erhilt man fiir die

Anderung der kovarianien Komponenten bei der Parallelverschiebung
lings des genannten geschlossenen Weges aus (70):

(88) A§, = 3 B, bde’
mit ar,,. 0T,
Ryiju= a;:k — "5‘% + gaﬂ(Fa.h;‘r{?,ik - Fa,hkrﬂ,ij)
(89) — _1_(3’9,,, 99 Y 0'g;; )
=3 \ozor T 550w — dvow — o0

+ gaﬂ(ra,hir[i’,ik - Fa,urp,u)'

Es ist ferner leicht zu zeigen, daB
AL, = 9,08

ist; infolgedessen sind auch R, die zu Ri; kovarianten Kompo-
nenten:
(91) Rhijk = Gho Bisr
Aus (89) folgt, daB die R,,;, die Symmetriebedingrngen
(92) Rmk= ‘—Rm;= - thjk= Rjkhi’ Rln'jk + Rw:.' + ‘thij =0
erfiillen, nach Nr. 14 ist also der Kriimmungstensor als Flichentensor

2. Ranges anzusprechen. Das Bestehen der Relationen (92) kann auch,
wie Hessenberg™) gezeigt hat, direkt aus der Definition (87) des Kriim-

78a) Bei einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit fiihrt das hier bespro-
chene Verfahren zum bekannten Zusammenhang des Gaupschen Kriimmungs-
maBes mit dem ExzeB bzw. Defekt der Winkelsumme eines geoditischen Drei-
eckes, den bereits Gaup dargelegt hat.

79) G. Hessenberg, 1. c. Anm. 77).
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mungstensors gefolgert werden. Da Riemann an Stelle von R, (hijk)
schreibt, werden diese GroBen manchmal auch Vierindizessymbole ge-
pannt. Im euklidischen Raum verschwinden sie, denn sie verschwinden
zunichst sicher in den Koordinatensystemen, in welchen die g;, kon-
stant sind, und aus ihrem Tensorcharakter folgt dann, daB sie in jedem
Koordinatensystem verschwinden. Dieses Verschwinden ist also eine
notwendige Bedingung dafiir, daB die Form g, d2*d2* in die Form
2>(da’*)® transformiert werden kann.

Aus dem Flichentensor 2. Ranges R}y erhilt man durch Verjiin-
gung einen Linientensor 2. Ranges R,;:

(93) ‘R = “R(:ak gaﬂ‘Rasﬂk yaﬂ'Rsaltﬂ
Die Symmetrie desselben folgt aus

gaﬁRaiﬂk = 9"’ Rgyoi = gaﬂRakﬁi'
Seine Komponenten sind nach (86) gegeben durch:
or :'za or ;x k
(94) ‘Rik = W axa + ia Lﬂ F?kr}:{;.
Durch abermalige Verjiingung ergibt sich aus ihm die Kriimmungs-
invariante

(95) R = ikR‘k.WD)

Es moge noch bemerkt werden, daB bei Herglofz®) und in den neueren
Arbeiten von Weyl®) die Kriimmungstensoren definitionsgemif das
entgegengesetzte Vorzeichen haben wie hier und bei den anderen
Autoren.

17. Riemanns Normalkoordinaten und ihre Anwendungen, Fiir
viele Zwecke erweist sich die Einfiihrung des folgenden, von Riemann
in seinem Habilitationsvortrag erwihnten Koordinatensystems als niitz-
lich. Es sei ein beliebiges Koordinatensystem a* gegeben. Man ziehe
nun von irgendeinem Punkt P, aus alle geodatischen Linien. Ihre Rich-
tungen sind charackterisiert durch die Tangentialvektoren in P, mit

den Komponenten (%k)o. In einer gewissen Umgebung von P, wird

es nur eine geoditische Linie geben, welche durch einen gegebenen
Punkt P und durch P, geht. Ist s die geoditische Bogenlinge PP,
so kann also der Punkt P in eineindeutiger Weise charakterisiert
werden durch die Werte

(96) ¥ = (‘Ef:—)o- s.

79a) Sie tritt zuerst bei R. Lapschitz, Crelles J. 72 (1870), 1. c. Anm. 74) auf.
80) Vgl. niichste Nr. Anm. 82).
81) H. Weyl, 1. c. Anm. 67).
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Diese i sind die Riemannschen Normalkoordinaten. Offensichtlich
tangiert das Koordinatensystem der y das Koordinatensystem der z in
P,, so daB dort die g;, und iiberhaupt die Komponenten cines belie-
bigen Tensors in beiden Systemen tibereinstimmen. Wir kennzeichnen
sie durch eine iibergeschriebene 0, z. B. §,,. Einer beliebigen Trans-
formation des 2-Systems entspricht eine affine Transformation des y-
Systems. Wir lassen nun das z-System ganz auBer Betracht und
fragen nach der Gestalt des Linienelementes im Normalsystem. Zu-
niichst miissen in P, nach (80) die I}, verschwinden, da alle von P,
ausgehenden geoditischen Linien lineare Gleichungen haben.

(97) I, =0,
d. h. das Normalsystem ist in P° geoddtisch. Im beliebigen Punkt
P sind nicht die Gleichungen aller von ihm ausgehenden geoditischen

Linien linear, sondern bloB die der einen geodiitischen Linie, welche
auch durch P, geht. Dies wird ausgedriickt durch

(98) Ly vy =0,

worin I'%,(y) die Werte der geoditischen Komponenten im Punkt mit
den Koordinaten y bedeuten. Diese Gleichung muB fiir alle y gelten.
Sind umgekehrt die Relationen (97) und (98) fiir ein vorgegebenes
Koordinatensystem erfiillt, so ist dieses ein Normalsystem. Man kann
beweisen®'®), daB infolge dieser Relationen das Linienelement ds* die
Form haben muB:

(99) ds*=judy'dy' %ghs;k(y) W dy’ — y'dy") (v dy* — y'dy)).
In der Summe muB man die Indexpaare (hi) und (jk) unabhingig
voneinander alle (;) moglichen Kombinationen durchlaufen lassen.

Aus (99) kann auch riickwiirts auf (97) und (98) geschlossen werden,
so daB diese Form des Linienelementes die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir bildet, daB das Koordinatensystem der y* ein
Normalsystem ist. Die p,;,, sind regulire Funktionen der y und ver-
halten sich gegeniiber linearen Transformationen der y wie die Kom-
ponenten eines Flichentensors 2. Ranges, konnen auch stets so be-
stimmt werden®'?), daB sie dessen Symmetriebedingungen erfiillen (vgl.
Nr. 11). Der Kriimmul;_)gstensor im Nullpunkt hiingt in iiberaus ein-
facher Weise mit den Werten der p,,;, daselbst zusammen: Es ist

(100) Roin = 3Puise-

81a) Vgl. dazu die Erliuterungen von H. Weber in Riemanns Ges. Werken,
2. Aufl,, p. 405 sowie F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537.
81b) H. Vermeil, Math, Ann. 79 (1918), p. 289.
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Die R,;;, messen also in dieser Darstellung direkt die Abweichung
der Geometrie von der euklidischen. Riemann bemerkt weiter, daB
fir den Kall einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit — ihr Linien-
element sei gegeben durch

ds® =y, du’ 4 2p,,dudv 4 pedv® —

die einzige unabhiingige Komponente R,,, des Kriimmungstensors ge-
méf der Formel

(101) K= — Rlsts -
Y11 V22— %12

das Gaufsche KrimmungsmaB K der Fliche bestimmt. Dies wird
durch direkten Vergleich von (89) mit den Gaufschen Formeln fiir
K gezeigt. Sind u, v speziell Normalkoordinaten der Fliche, so daB
das Linienelement die Form

(102) ds® = p,,du? + 2p,dudv + Py do® + x(u, v) (udv — vdu)®

annimmt, so kann das Gaufsche Kriimmungsma8 in P, wegen (100),
(101) auch geschrieben werden
3 8%

(103) K=— ﬁu ;'22 - ';’fz .
Das Vorzeichen von K ist historisch begriindet durch das Verhiltnis
der Fliche zum euklidischen R;, in dem sie eingebettet ist, und hat
nichts zu tun mit den MaBverhaltnissen der Fliche selbst. Es schiene
im Hinblick auf die Entwicklung (99) des Linienelementes natiirlicher
das Vorzeichen entgegengesetzt zu wihlen, z. B. die Krimmung der
Kugel negativ zu nennen.

Mit Hilfe der Normalkoordinaten kann nun der Begriff der Kriim-
mung des R, auf den der Flachenkriimmung zuriickgefiithrt werden.
Auf diese Weise ist Riemann iiberhaupt zuerst zu jenem Begriff ge-
langt. Es seien zuniichst zwei Richtungen gegeben, welche durch die
Vektoren £ und # charakterisiert seien. Die Linge dieser Vektoren
ist gleichgiiltig. Sie bestimmen das lineare Richtungsbiischel

gu oo
Bt = gigh — Ehy,

Liings jeder Richtung des Biischels konstruieren wir die von P° aus-

gehende geoditische Linie. Die Gesamtheit dieser geodatischen Linien

bildet eine Fliche, auf deren KrimmungsmaB es uns ankommt. Das

Linienelement der Fliche ergibt sich, indem man in (99) die Substi-
tutionen macht: ¥ = Eu + .

und die Flidchenrichtung

Es wird von der Form (102), worin die GviBen 7,, und = die Werte
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annehmen:
Pu = Gub't = &8 Pa=130uEn" + Ev) =, by =Jur'nt =,
n = 21’1.;;‘7;5“5"‘-
(34) (k)
Fiir das KrimmungsmaB erhilt man daraus mit Riicksicht auf (100)
und (103) sofort

(h%;?hijkghigjk (h.)zojfu;kﬁ“é-”‘

104 —K= ! - == YU .

(104 TEaRE" G590k — gragsEiES
(hs) (J&)

(Der Index O ist fortgelassen worden.)

Mit den Normalkoordinaten hat dieses Resultat nichts mehr zu tun,
es wird einfach jeder Flichenrichtung (die Grife von &* hebt sich
offensichtlich weg) ein invariantes G'aufsches KriimmungsmaB zuge-
ordnet, welches nach Riemann das KriimmungsmaB des Raumes R,
in der betreffenden Flichenrichtung heiBt (nachdem man ihm noch
das entgegengesetzte Vorzeichen gegeben hat). Dabei tritt auch klar
zutage, daB die GroBen R,,,, die Komponenten eines Flichentensors
2. Ranges bilden.

Im AnschluB an die von Riemann herrithrende Formel (104) hat
Herglotz®) gezeigt, wie man auch den verjiingten Kriimmungstensor
und die Krimmungsinvariante geometrisch interpretieren kann. Seine
Ergebnisse sind diese: Es seien n orthogonale Richtungen gegeben,

welche (:) Flichenrichtungen bestimmen. Ist K(rs) die Raumkriim-

mung in der durch den 7*® und s*® Vektor bestimmten Flichenrich-
tung, so wird zundchst die Kriimmungsinvariante R gleich der dop-
pelten Summe:

(105) E—2 Z)K(rs),

die tiber alle Indexkombinationen (rs) zu erstrecken ist. Sie ist un-
abhéingig von der Wahl der » Richtungen 1, 2, ... % und kann als
die mittlere Kriimmung des R, in dem betreffenden Punkt bezeichnet
werden. Ist durch den Vektor & eine weitere Richtung O bestimmt,
50 bestimmt die Summe

200, ) Bukidh
(106) (02)'1{'(01-) sin® (0, r) =45,

welche sich gleichfalls von der Wahl der » Ausgangsrichtungen als
82) G. Herglotz, Zur Einsteinschen Gravitationstheorie, Leipzig Ber., math.-

phys. K1, 68 (1916), p. 199. Die Deutung der Kriimmungsinvariante findet sich
schon vor Herglotz bei H. A. Lorentz, Amst. Versl. 24 (1916), p. 1389.
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unabhiéingig erweist, den verjiingten Kriimmungstensor. Hiermit ist
auch der geometrische Beweis fiir den Tensorcharakter von R,, und
die Invarianz von R, die beide frither bloB arithmetisch begriindet
wurden, nachgeliefert. LiBt man insbesondere eine der n orthogonalen
Ausgangsrichtungen, etwa 1, mit der Richtung O zusammenfallen, so
wird

(107) R—;é—ff = S'E(1).
r=2

Aus (105) und (107) folgt endlich fiir das mittlere Kriimmungsma8
des auf der Richtung 1, welche durch den Vektor ¢ charakterisiert
ist, senkrecht stehenden R, _, der Ausdruck

1 R'_ gi&k Gl' El'gk
(108) (rZ‘;KO's) = T[R - é:_gi = é:g‘ ’
r4=1, 81
worin
(109) Gi= R, — {9.R

ygesetzt ist. Dieser Tensor spielt in der allgemeinen Relativitatstheorie
eine wichtige Rolle.

Es moge hier noch ein einfaches Theorem von Vermeil®®) er-
wihnt werden, welches auf der Entwicklung (99) des Linienelementes
beruht. Das Volumen V, einer Kugel mit dem Radius » im eukli-
dischen R, hat den einfachen Wert

Vﬂ = Cﬂ"”’

wo C, ein Zahlenfaktor ist, auf dessen Wert es hier nicht ankommt.
In einem beliebigen Riemannschen Raum wird V, eine komplizierte
Funktion von r. Denkt man sie sich in eine Potenzreihe nach » ent-
wickelt und behilt nur das auf C,»* nichstfolgende Glied bei, so er-
gibt sich

(110) Vo=Crt 45 ),

. n 6 nte

wo R die Kriimmungsinvariante im Kugelmittelpunkt ist. = Durch
Differentiieren erhélt man daraus die Formel fiir die Oberfliche O,
der Kugel:

(111) 0, =nCr=t{1 4 7 7 ...},

Man kann diese Relationen zu einer neuen geometrischen Definition
der Kriimmungsinvariante benutzen:

W2) R=lim (2% —1) "D i (2 1) &

r>0\Ca” r>o WOt rt

83) H. Vermesl, Notiz iiber das mittlere KriimmungsmaB einer n-fach ausge-
dehnten Riemannschen Mannigfaltigkeit. Gott. Nachr., math.-phys. K1., 1917, p. 834.
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Die Einfiihrung der Normalkoordinaten fiihrt die Frage nach den
Invarianten gegeniiber beliebigen Transformationen auf die Frage nach
den Invarianten bei linearen Transformationen zuriick.*) So kann be-
wiesen werden, daB R (abgesehen von einem belanglosen, konstanten
Faktor) die einzige Invariante ist, welche bloB die g, selbst sowie
deren erste und zweite Differentialquotienten enthilt und in den letz-
teren linear ist.**) Und alle Linientensoren zweiten Ranges, welche
diese Eigenschaften haben, sind in der Form
(113) &R+ cgRg, + ¢59, (¢,, ¢s, ¢; Konstante)
enthalten.3*)

18. Die Spezialfille der euklidischen Geometrie und der kon-
stanten Kriimmung. DaB im euklidischen Raum der Kriimmungstensor
R,;;, verschwindet, ist ohne weiteres einzusehen (vgl. Nr. 16). Doch
hat bereits Riemann in seinem Habilitationsvortrag darauf hingewiesen,
daB sich dieser Satz umkehren liBt: Verschwindet der Kriimmungs-
tensor, so ist der Raum euklidisch, d. h. es kann dann stets ein Koor-
dinatensystem gefunden werden, in welchem die g,, Konstante sind.
Einen allerdings sehr umsténdlichen Beweis fiir diese Behauptung hat
zuerst Lipschitz®) gegeben. Am durchsichtigsten und anschaulichsten
ist der Gedankengang, den Weyl®) angedeutet hat. Im allgemeinen
Fall ist das Ergebnis der Parallelverschiebung eines Vektors wesent-
lich abhiingig von dem Weg, auf welchem sie erfolgt. Dies wird nur
dann nicht zutreffen, wenn sich die Vektorkomponenten nicht blo8
als Funktionen von s, sondern auch als Funktionen der Koordinaten
x* 8o bestimmen lassen, daB iiberall und fiir alle Kurvenrichtungen
(64) befriedigt ist. Das heiBt aber, die & miissen die Differential-
gleichungen .

(114) e 1 4

befriedigen. Stellt man nun ihre Integrabilititsbedingungen auf, so
zeigt sich, daB sie gleichlautend werden mit R,,;, = 0. Verschwindet
also der Kriimmungstensor, so liBt sich das Gleichungssystem (114)
stets 1osen, die Richtungsiibertragung ist vom Zwischenweg unabhingig,
man kann auch sagen, sie ist integrabel. Jetzt braucht man nur noch

84) Vgl. die allgemeinen Angaben bei E. Noether, Invarianten beliebiger
Differentialausdriicke, Gott. Nachr., math.-phys. K1., 1918, p. 37 und die Aus-
fithrungen bei H. Vermeil, 1. c. Anm. 81b).

84a) Vgl. H. Vermeil, 1. ¢. Anm. 83) und H. Weyl, Raum — Zeit — Materie,
4. Aufl. 1921, Anhang.

85) R. Lipschitz, Crelles J. 70 (1869), p. 71, 1. c. Anm. 74).

86) H. Weyl, Raum — Zeit — Materie, 1. Aufl.,, Berlin 1918, p. 111,
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statt des gegebenen Koordinatensystems K mit den Achsenvektoren
¢, ein neues Koordinatensystem K’ mit den Achsenvektoren e, von
folgender Eigenschaft einzufiihren. Die e/ im beliebigen Punkt P,
sollen zu den ¢/ im beliebigen zweiten Punkt P, parallel sein. Ihre
Komponenten ¢} im System K (vgl. Nr. 10) miissen deshalb nach
(114) die Gleichungen

(115) 0 — —rhar

7878

befriedigen. Fine solche Koordinatenwahl wird dadurch méglich, daB
zufolge von (115) die Integrabilititshedingungen (63) von selbst er-
fiilllt sind. In der Tat ist

ok 13

o = 0 G — — e
in ¢ und ! symmetrisch. Es gibt nun in jedem Punkt n Vektoren,
némlich die n Achsenvektoren ¢, deren Komponenten in K’ bei jeder
infinitesimalen Translation konstant bleiben. Da ein beliehiger Vektor
¢ sich aus den e; linear zusammensetzen 1iBt und die infinitesimale
Translation nach Nr. 14 affin ist, werden auch die Komponenten von
t in K’ bei derselben nicht geiindert. Das ist aber nur méglich, wenn
die geoditischen Komponenten von K’ iiberall verschwinden, d. h. die
9';x Konstante sind. Man bestitigt dies auch leicht durch direkte Be-
od;
ot

Eine umfassendere Klasse von Riemannschen Riumen sind die-

jenigen, deren KriimmungsmaB sowohl von der Flichenrichtung als
auch vom Ort unabhingig ist, welche also nach (104) charakterisiert
sind durch die Relation

(116) Ry + @919 — 9nd:s) =0,
wo « eine (positive oder negative) Konstante bedeutet. Durch Ver-
jiingung folgt daraus moch

Hiermit ist der Beweis vollendet.

rechnung von

(117) Ri+ (n—1)ag, =0
und
(118) R=—nn—1)e

Fiir spitere Anwendungen merken wir auch noch den Ausdruck fiir
den durch (109) definierten Tensor G,, an:

(119) G, ===,

Fiir «=0 kommt man auf den Fall verschwindender Kriimmung zuriick.

Ein Beispiel fiir einen Raum konstanter Kriimmung ist eine #-
dimensionale Kugel, die wir uns in einem euklidischen R, , einge-
oettet denken konnen. Wenn man bloB auf ihre inneren MaBverhilt-
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nisse achtet, spricht man besser von einem sphirischen Raum R,
Wir haben dann

(120) ds? = S(dz) + (dan+1)?
(121) Z(xt)! + (a+1) = a?.

Die Indizes in den Summen laufen immer von 1 bis ». Fiihren wir
zunichst als Koordinaten auf der Kugel die 2* (in 1, ... n) ein, was
der Parallelprojektion auf die Aquatorebene z"*+! = 0 entspricht, so
ergibt sich durch Elimination von z*+! aus (120) mittels (121):

(122) = S+ 5 mde) ("= 26,

Der Aquator 2"+1=0 ist eine singuldre Linie des Koordinatensystems,
und zu jedem Wertesystem fiir die Koordinaten gehGren swei Punkte
des sphirischen Raumes R,. Man kann auch die Kugelpunkte vom
Zentrum aus auf die Ebene z"+! = — a projizieren, was der Koor-
dinatentransformation

.__Z'_ i 1 lxﬂ"‘ll _ a
(128) =4 ( Z(x )) = P YRR
entspricht. Lassen wir im Endresultat die Akzente wieder fort, so
nimmt das Linienelement die Geestalt an:

(12) 38— oo (@ + 1) S(@e) — @dah):

Das Koordinatensystem umfaBt iiberhaupt nur die eine Halbkugel, der
Aquator riickt ins Unendliche (r = o).

Ebenso erhiilt man durch stereographische Projektion:
(125) o= r-',a:", e 1

¥ 2a i

1+4a

2 (asy
r’ 2
(l+ 4a)
wobei im Endresultat die Akzente gleichfalls weggelassen wurden.

Singulir wird dieses Koordinatensystem blo§ im Pol z"+'= a, dort
wird ndmlich r = oo.

(126) ds* =

Eine vierte Form des Linienelementes erhilt man durch Einfiih-
rung der Normalkoordinaten, was durch die Substitution von

(127) o= —~1/(9——-2(y‘)) % %sin%, "+ = a cos &
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in (122) bewirkt wird. Es ergibt sich

(128)  dst =L sint & S(@a)? + 5 (1 — 5 sin® &) (g
Wegen
(129) ('2]‘; (y'dy* — y'dy)t = ¢* 2(dy)* — (ydy)?

(in der Summe der linken Seite ist jede Kombination (ik) bloB ein-
mal zu zihlen) kann dies auch geschrieben werden

(1288) ds? = J(@y) — o (1 — g sin’ £) Say* — pay:

Die ¢ sind also in der Tat Normalkoordinaten. Man kann diese Aus-
driicke auch anf dem Umweg iiber Polarkoordinaten ableiten. Dem
Ursprung des Systems der g entspricht der Pol 2*+! = a; bei ¢ = ax
wird es singulir, weil allen Werten von y, welche die Bedingung
o = ax erfiillen, derselbe Punkt némlich der Pol 2**+! = — g entspricht.
Man erhilt bereits alle Kugelpunkte, wenn man ¢ an die beschriin-
kende Bedingung ¢ < a= kniipft.

Aus (128a) folgt zundichst mit Riicksicht auf (99) und (100),
daB im Punkt y* = O das KriimmungsmaB des Raumes von der Flichen-
richtung unabhingig ist, daB also dort eine Relation von der Form
(116) gilt. Der Koeffizient « nimmt wegen

i,(l—-%—:sin"i) =L

[4 a/o=0 8a?
nach (100) den Wert an:
(130) €=

DaB die Relationen (116) mit demselben Wert von « in allen Punkten

des sphirischen Raumes gelten, folgt aus der Existenz einer Bewegungs-

gruppe G, (»11), Welche gestattet, einen vorgegebenen Punkt und ein
LA

zugehoriges ,n-Bein“ gleichzeitig in irgendeinen anderen Punkt und
ein anderes n-Bein iiberzufiihren und zwar, was wesentlich ist, in der
Weise, daB die Lingen aller Kurven bei der Bewegung unverindert
bleiben. Bezeichnen wir nimlich mit S den Ubergang (135) vom
System 2%, ... 2"*! des euklidischen R, ;, zum Normalkoordinaten-

n(n 4 1)
2

orthogonalen Transformationen des erstgenannten Systems, so ist
G,.(,.+1) = S-1T8

)
die gesuchte Bewegungsgruppe. Sie zeigt, daB das Linienelement in
allen Normalkoordinatensystemen dieselbe Form hat, wo auch immer

system im spharischen B, mit T die parametrige Gruppe der
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602 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

im sphérischen Raum R, ihr Nullpunkt liegen mag. Daraus folgt so-
gleich die Allgemeingiiltigkeit der Relationen (116) und (130) im
sphirischen Raum. Man kann das natiirlich auch durch direkte Rech-
nung bestétigen.

Die Konstanz des KriimmungsmaBes ist offenbar immer dann
vorhanden, wenn der R, folgende Eigenschaft hat: In einer gewissen
(endlichen) Umgebung eines jeden Punktes des R, liBt sich ein Ko-
ordinatensystem so bestimmen, daB das Linienelement dort eine der
vier #quivalenten Formen (120), (122), (124) und (128) annimmt;
o« braucht nicht notwendig positiv za sein. Ist & negativ, so hat man
in den betreffenden Formeln iiberall a® durch — a® zu ersetzen, und
es gilt dann

1

(130a) U

al

Riemann hat nun in seinem Habilitationsvortrag darauf hingewiesen,
und Lipschitz®) hat zuerst bewiesen, daB auch umgekehrt aus der
Giiltigkeit von (116) immer die genannte Eigenschaft des R, folgt.
Vermeil®) gab mittels Potenzreihenansatzes fiir das Linienelement in
den Normalkoordinaten einen einfacheren Beweis des allgemeinen
Satzes, daB bei gegebenem Kriimmungstensor auch schon die Form
des Linienelementes in Normalkoordinaten eindeutig bestimmt ist.
Dies wurde gleichfalls schon von Riemann augedeutet. In der Physik
hat dieser Umkehrsatz bisher keine Anwendung gefunden.

Fiir kosmologische Fragen (vgl. Abschn. IV) von Bedeutung ist
jedoch folgender Umstand. Durch die Form des Linienelementes sind
die Zusammenhangsverhiltnisse des R, im GroBen keineswegs eindeutig
bestimmt. Dies ist derjenige Punkt, wo die projektive Auffassung
die differentialgeometrische zu erginzen hat. Krstere gestattet fiir
die Raume Fkonstanter Kriimmung ohne weiteres die Frage nach
dem Zusammenhang des ganzen Raumes zu beantworten. So ergeben
sich, wie zuerst Klein?) gezeigt hat, fiir die Riume mit konstanter
positiver Kriimmung zwei Moglichkeiten. Entweder entsprechen im
Koordinatensystem der Darstellung (122) jedem Wertesystem der Koor-
dinaten zwei oder nur ein Raumpunkt. Im ersteren Fall heift der
Raum sphérisch, im zweiten in Anlehnung an die projektive Auf-
fassung elliptisch. Beide Arten von Réumen sind, obwohl unbegrenzt,

88) R. Lipschits, Crelles J. 1. ¢. Anm. 74).

89) H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289, 1. c. Anm. 81b).

90) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 573; 6 (1872), p. 112 und insbeson-
dere Math. Ann. 37 (1890), p. 544, wo das Problem in seiner ganzen Allgemein-

heit geldst wird. Ferner Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultét
in Erlangen 1872, wiederabgedruckt in den Math. Ann. 43 (1893), p. 63.
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dennoch endlich im Riemannschen Sinn. Das Gesamtvolumen des
elliptischen Raumes ist offenbar halb so groB wie das Gesamtvolumen
des sphirischen Raumes gleicher Kriimmung. Gleiches gilt vom Ver-
hiltnis der gesamten Lingen der (geschlossenen) geoditischen Linien
in beiden Réumen. Bei den Réumen mit konstanter negativer Kriim-
mung ist die Zahl der Moglichkeiten viel groBer. Besonders bemer-
kenswert ist die Cliffordsche Fliche, welche die Moglichkeit einer
endlichen Mannigfaltigkeit mit der Krimmung Null zeigt. Die ganze
Frage nach den Zusammenhangsverhiltnissen der Mannigfaltigkeiten
konstanter Kriimmung im GroBen wurde von Killing als Problem der
Clifford-Kleinschen Raumformen bezeichnet.

19. Die Integralsiitze von GauB und Stokes im vierdimensionalen
Riemannschen Raum. Die Komplikation der Tensoranalysis der all-
gemeinen Transformationsgruppe gegeniiber der der affinen Gruppe
rithrt daher, daB es jetzt nicht mehr gestattet ist, die Komponenten
von zwei Tensoren, welche an verschiedene Punkte gekniipft sind, ein-
fach zu addieren. Um aus Tensoren durch Differentiation neue Ten-
soren abzuleiten, muB man deshalb im allgemeinen den in Nr. 14 ent-
wickelten Begriff der Parallelverschiebung zu Hilfe nehmen. Die be-
treffenden Regeln wurden zuerst rein formal von Christoffel®!) abge-
leitet und spiter von Ricci und Levi-Civita®®) in ein System gebracht.
Vereinfachungen und geometrische Interpretationen brachten die Ar-
beiten von Weyl®®), Hessenberg®) und Lang®®).

Bei gewissen Operationen, die zunichst betrachtet werden sollen
und sich auf Tensoren ersten Ranges im Sinne der Nr. 11 beziehen,
gehen jedoch die geoditischen Komponenten in das SchluBresultat
nicht ein. Es ist deshalb eine naturgemiBe Forderung, bei ihrer Her-
leitung den Begriff der Parallelverschiebung nicht zu beniitzen. Zu-
niichst kann aus einem Skalar ¢ durch Differentiation ein Vektor
grad ¢ abgeleitet werden, wie unmittelbar aus der Invarianz von

p) .
dp = ;% da'
folgt. Dabei ist zu beachten, daB die %’% kovariante Komponente sind:

(181) grad,p = UL

oxt
Um weitere Relationen zu finden, miissen wir die Integralsitze von
91) 1. c. Anm, 68).
66a) 1. ¢. Anm. 56).

92) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl. 1918, p. 103—107.
93) 1 ¢. Anm. 177).
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604 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

Gauf und Stokes auf unseren Fall anwenden, wobei wir uns aber auf
vierdimensionale Mannigfaltigkeiten beschrinken wollen. Die betref-
fende Verallgemeinerung des Gaufschen und Stokesschen Satzes fiir
Raume beliebiger Dimension findet sich in allgemeinster Weise bei
Poincaré®®) und Goursat®P). Fiir den Fall der speziellen Relativitits-
theorie (euklidische Geometrie und orthogonale Koordinaten) wurden
die Formeln auch von Somunerfeld®*) entwickelt.

Es seien
(132) fi7 Fik, Atk
die Komponenten eines Linien-, Flichen- und Raumtensors,
(133) ds, de', dS*, dX

die eines Kurven-, Flichen, Raum- und Weltelementes, mit den abso-
luten Betrigen
(133a) ds, de, dS, |[dZ|.

Die Komponenten (133) driicken sich durch die Koordinaten so
aus: Die ds’ sind direkt gleich den Koordinatendifferentialen

(134a) dst = da;
sind ferner dz’, 02’ resp. da', 02/, bz’ die Komponenten zweier bzw.

dreier Linienelemente in unabhingigen Richtungen auf dem Flichen-
bzw. Raumelement, so ist

dai, 0z
134D do't = ’
( ) ° dz*, ozt
dz’, 04, bz
(134c¢) A8 = |da* 04, dat|.

da’, 42, 2
Setzt man diese Ausdriicke in irgendein Flichen- bzw. Raumintegral
f o(z)dc'* bzw. f @(2)dS** ein, so entspricht dies derjenigen Schreib-
weise der mehrfachen Integrale, die Klein™) gelegentlich eingefiihrt
und die Grapmannsche genannt hat. Sie ist die naturgemiBe, da sie
sofort das Verhalten mehrfacher Integrale bei Koordinatentransfor-

mationen abzulesen gestattet, und Klein®) zieht sie deshalb der ge-
wohnlichen Schreibweise vor. Jedoch hat die letztere den Vorzug

93a) H. Poincaré, Acta Math. 9 (1887), p. 321.

93b) E. Goursat, Liouvilles J. (6) 4 (1908), p. 331.

55a) A. Sommerfeld, 1. c. Anm. 55). Die Divergenz des Flichentensors wird
dort in anderer Weise hergeleitet, als es hier geschieht.

94) F. Klein, Uber die Integralform der Erhaltungssiitze usw., Gott. Nachr,
math.-phys. K1, 1918, p. 894.
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groBerer Einfachheit, obzwar sie wieder den Nachteil mit sich bringt,
das Verhalten des Integranden gegeniiber Koordinatentransformationen
nicht unmittelbar in Evidenz zu setzen. Man gelangt zu ihr, wenn
man die unabhingigen Richtungen d, & (d, d, d) bei den einzelnen
Komponenten des Flichen (Raum-)elementes parallel den zugehérigen
Koordinaten annimmt. Dann wird ndmlich

de'* = da'dat, dS*F = daidatda,
wofiir man noch einfacher schreibt
(135) de** = dadat, dS* = daidatda.

Es ist aber wohl zu beachten, daB sich diese Ausdriicke bei Koordi-
natentransformationen wie die Komponenten eines Flichen- bzw.
Raumtensors verhalten.

Wir konnen nun aus den Tensoren (132) und (133) zweierlei
Arten von Invarianten bilden.

1. Die Orthogonalprojektionen von f, F, 4 auf ds, de¢, dS multi-
pliziert mit dem Betrag der letzteren Tensoren:

(1368) f.ds = f,da!
(136b) F,d6 = F,do*
(136¢) AsdS = A, dSH,

2. Die Orthogonalprojektion des Vektors f auf die Normalrichtung
zu d8, des Flichentensors F' auf die zu d6 normale Flichenrichtung,
des Raumtensors 4 auf die zu s normale Raumrichtung, immer mul-
tipliziert mit dem Betrag der letzteren Tensoren. Man findet den

Wert dieser Ausdriicke mit Hilfe der dualen Ergiinzungen zu ds, de,
dS (nach Nr. 12 (54b), (55) zu:

(187a)  f.d8=fdS* =SYgfi dSkm = Sfid§kmn

(§kim) (tkim)

(137h)  Fydo = Fitdet, = SYgFitde'n = SFi*dgin

($kim) (§kIm)

(187c)  A,ds = AMdsh, = Vg AHdsm = SuHdsm.

(§kim) Gkim)

Die Summen > sind darin iiber gerade Permutationen zu erstrecken,
(ikim)

und f, &, A sind die zu f, F, A gehorigen Tensordichten (Nr. 11).
Die Verallgemeinerung der Integralsitze von Gauf und Stokes
1aBt sich nun so formulieren. Wir integrieren (136a) iiber eine ge-
schlossene Kurve, (136b) und (137D) iiber eine geschlossene Fliche
und (137a) iiber ein geschlossenes Raumstiick. [Die analogen Sitze
fiir (136¢) und (137¢) lassen wir beiseite, da sie in der Physik bisher
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606 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

keine Anwendung gefunden haben.] Diese Integrale lassen sich in
Integrale iiber das von ihnen eingeschlossene Flichen-, Raum- bzw.
Weltgebiet verwandeln:

(1388) Jf.d8 = [Rotuf - d6 = [Rot ,,f - da**
(138b) JF,do=[Rot,F-dS =[Rot,, F - dS*
(139a) Jf,d8 =[Divf-dZ=[Divfdz

(139b) JFydo=[Div F.d8 =[ SDiv‘F- dskn

(@kim)
Dabei ist gesetat:

0 /]
(1408)  Rot,f=2k 204

. —
oF, oF oF
(140) - Rot =55 + ' +
und
. P ) 12
(141a) me-:a_fx‘ (Dwf=i/—§' la/i
. _ o0 ¢k . 1 3V§F:'k
(141b) DivF = 28 (Dwep_%_ A7}

Das Wichtige dabei ist, daB die Invarianz der Ausgangsintegrale
auch die Invarianz der Endintegrale nach sich zieht. Diese kann aber
nur dann vorhanden sein, wenn schon der Integrand an jeder Stelle
invariant ist, da das Integrationsgebiet beliebig klein gewihlt werden
kann. Daraus folgt nun weiter, daB Rot,f und Rot, F' die kovari-
anten Komponenten eines Flichen- bzw. Raumtensors, Div F eine ska-
lare Dichte und Div? F die kontravarianten Komponenten einer Vektor-
dichte sind. Diese Eigenschaften der Operationen Rot und ®iv kinnen
in die Regel zusammengefaBt werden:

1. Die Operation Rot erhioht die Stufe des Tensors (vgl. Nr. 11),
die Operation Div erniedrigt sie.

2. Bei der Operation Rot werden die kovarianten Komponenten
des Tensors, bei der Operation Div die kontravarianten Komponenten
der Tensordichte differenziert. Wir fiigen noch hinzu:

3. Die Operationen Rot und Div entsprechen einander dual. Es
folgt dies aus den Relationen (137). In der Tat ist z. B.

(142) Rot;,, F' = Div " F*,
wie man leicht nachrechnet.

Wie in der gewdhnlichen Vektorrechnung konnen die Operationen
Grad, Rot, Div miteinander kombiviert werden. Es ergibt sich

(143) Rot Grad ¢ — Div Div F = Rot Rot f = 0.
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Wendet man hintereinander die Operation Div und Grad auf einen
Skalar ¢ an, so gelangt man zur Verallgemeinerung der Laplaceschen
Operation 4. Man bezeichnet sie nach einem Vorschlag von Cauchy
mit 0. In die Invariantentheorie n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten
wurde sie bereits von Beltrami**) eingefithrt; ihre erste Anwendung
im Fall der speziellen Relativititstheorie kommt bei Poincaré vor. Es
ist dabei zu beachten, daB man nach der Grad-Bildung zufolge (141a)
zu den kontravarianten Komponenten der Vektordichte iibergehen muB:
(144) D¢ — Div Grad g = 1/175%" (Vag*22).-
Fiir konstante g,, wird daraus

2
(1449) Op=g*, 02,
In diesem Spezialfall kann man auch mittels der Operation O aus
einem Vektor f; einen neuen Vektor ableiten. Es gilt dann nimlich
wie in der gewdhnlichen Vektorrechnung

(145) Div,Rot f = Grad,Divf — Of,.
Diese Relation 1iBt jedoch fiir nicht konstante g,, keine Verallgemei-
nerung zu.

Es sei noch bemerkt, daB sich hier die in Nr.11 aus geo-
metrischen Griinden eingefiihrte Systematik der Tensoren auch rech-
nerisch aufs beste bewdhrt. Die Tensoren 1. Ranges sind vor denen
hoheren Ranges analytisch dadurch ausgezeichnet, daB sich aus ihnen
ohne Zuhilfenahme der geoditischen Komponenten des Bezugssystems
durch Differentiation neue Tensoren bilden lassen.

20. Herleitung von invarianten Differentialoperationen mit Be-
nutzung der geodiitischen Komponenten. Wir kommen nun zur
zweiten Gruppe von Differentialoperationen, bei welcher der Begriff
der Parallelverschiebung eine wesentliche Rolle spielt. Fiir die phy-
sikalischen Anwendungen sind nur zwei von diesen Operationen von
Bedeutung, nimlich diejenigen, welche den Operationen

oa,

Fix = Gk

und \
t, = % (Div des Tensors zweiten Ranges)

der affinen Gruppe entsprechen. Um ihren Ausdruck in der all-
gemeinen Transformationsgruppe zu finden, machen wir folgende Kon-
struktion. Es sei zunichst in jedem Punkt der Kurve % = 2*(f) ein

94a) E. Beltrami, Sulla teorica generale dei parametri differenziale, Me-
morie Acc. di Bologna (2) 8 (1869), p. 549.
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Vektor mit den Komponenten af gegeben. Ist P ein beliehig heraus-
gegriffener Kurvenpunkt, so konstruieren wir durch Parallelverschie-
bung des Vektors a’(P) lings der Kurve eine zweite Vektorgesamtheit
@(P"), P’ beliebig, wobei also in P @ und a' iibereinstimmt:
@(P) = a(P).
Nunmehr kann durch
A = lim

P'—» P

ai(P’)— @i (P")

4t
in invarianter Weise ein Vektor definiert werden, da im Zihler die
Differenz zweier Vektoren im selben Punkt gebildet ist. Aus (64)
und (70) folgt sofort

(146 8) 4= rial und
(146b) = "—“’ Iie, S

Wird an Stelle von ¢ die Bogenlinge s und an Stelle von af der
Tangentialvektor u’ = % gesetzt, so erhdlt man auf diese Weise den

Vektor der ,Beschleunigung®, dessen Komponenten B mit den linken
Seiten von (80) iibereinstimmen:
i ; dar dx

(147) B =G dst + I ds ds

Ist &' nicht nur lings einer Kurve, sondern als Vektorfeld gegeben,

i k
so ist —— da g:k d;’:, und durch (146) wird jeder Richtung % ein
Vektm :

da* dx*
4, = ik =gy 4= a- it

zugeordnet. Daraus folgt daB
dal

(148a) y arra + Iiar
(148b) a4y — ;’;‘,_ Ira,

die Komponenten eines Tensors bilden. Er ist die gesuchte Ver-
allgemeinerung des Tensons ~—% der affinen Gruppe.

Ein Vektorfeld af, fiir welches der zugehorige Tensor g;, in einem
Punkt P verschwindet, heiBt in diesem Punkt stationdr. Nach Nr. 16
und 18 gibt es im euklidischen Raum und nur in diesem Vektor-
felder, die in allen Punkten eines endlichen Gebietes stationdr sind.

Da das GroBensystem @, weder symmetrisch noch schiefsymme-
trisch ist, haben wir es hier nicht mit einem Tensor im geometrischen
Sinne der Nr. 11, sondern bloB mit einem Tensor im weiteren Sinne
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der Nr. 9 zu tun. Wir konnen a,, spalten in einen schiefsymmetri-

schen Teil da;  Cay
45t — a0
und einen symmetrischen Teil
. da, | day ,
(148¢) Ay =% (%% + a“aé:) — I'}a,.

Mit Hilfe der stationdren Vektorfelder konnen wir nun nach dem
Vorgang von Weyl®) die Divergenz eines Tensors 2. Ranges T ab-
leiten. Es sei & ein in P stationires Vektorfeld, so da8 in diesem Punkt

ok —_
P T Lt
agi r

und R S

ist. Dann bilden wir nach (141a) die Divergenz des Vektors

fi = Tg, = TEg.
Setzen wir die angeschriebenen Werte fiir die Ableitungen der £, ein,
so kommt

(149) Din f = 2T — Div T & — Div ‘T -
mit 0T}k oz}

M t'. s __ R4 1 agre rs
(150&) @lbi‘I=W—$,I’,.s— amk'—“?‘?x—,% .
(150b) Div'T = 22T L qrorys,

T ist dabei die zu T gehorige Tensordichte, und aus der Invarianz
von (149) folgt, daB (150a) und (150b) die ko- bzw. kontravarianten
Komponenten einer Vektordichte bilden.

Im euklidischen Raum kann die Divergenz eines Tensors zweiten
Ranges auch noch anders interpretiert werden. Sind # und s zwei
Einheitsvektoren, so moge 7|, = T;,r's* die Komponente des Tensors
nach diesen zwei Richtungen heiBen. Ist #* in P beliebig vorgegeben,
so kann man im euklidischen Raum dieser Richtung in jedem Punkt
P’ eine parallele Richtung 7 in eindeutiger und invarianter Weise
zuordnen. Das Vektorfeld 7 ist offenbar {iberall stationdr und kann
in (149) fiir & genommen werden, so daf gilt

Div (TF) = Div;- T.
Setzt man nun in (189a) f = (T7), so folgt sofort

(151) J TS = [Div;Tde = [Div;TdZ,
P N (Y 1
(151 a) Div7 T = lim VTR

95) H. Weyl, Raum —Zeit — Materie, 3. Aufl.,, 1920, p. 104.
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eine Formel, die von Lang®) abgeleitet wurde. Man kann fiir vor-
liegenden Zweck jeden nichteuklidischen Raum durch einen euklidi-
schen Tangentialraum ersetzen, da die zweiten Differentialquotienten
der g,, in das SchluBresultat (150) nicht eingehen und die ersten Ab-
leitungen der g, durch geeignete Wahl der Koordinaten in beiden
Riumen immer zur Ubereinstimmung gebracht werden konnen. Des-
wegen kann das Ergebnis des Grenziiberganges in (151a), der Vektor-
charakter von Div;F, allgemeine Giiltigkeit beanspruchen, obwohl das
Integral der rechten Seite nur im euklidischen Raume einen Sinn hat.

Der Vollstindigkeit halber sei hier noch die folgende allgemeine
Formel angefiihrt, die in der Physik jedoch keine weitere Rolle spielt.
Aus dem Tensor a**-_,, = folgt durch Differentiation der Tensor
hoheren Ranges

; daikt ... . .
iki... _— rst i ki i0l.--
(152) @t =t e, Thae
+_ _1"'9 a;l:l oste- _I"Q alkl rot--

Die durch (152) dargestellte Operatlon, die swh schon be1 C’hrzsto/fel
findet, nennen Ricci und Levi-Civita kovariante Differentiation.

Man hat sie frither wie folgt benutzt, um die Divergenz des
Tensors 2. Ranges abzuleiten. Man bildete zuerst gemiB (152) den
Tensor 7/* durch Differentiation von I'“* und verjiingte dann:

Div‘T = T*

Es moge noch erwihnt werden, wie Ricci und Levi-Civita®®) zu
dem Ausdruck fiir den Kriimmungstensor gelangt sind. Man gehe
aus vom beliebigen Vektor @, und bilde zuerst nach (148b) a,,, dann
nach (1562) a,,. Auf der rechten Seite stehen dann sowohl Glieder,
welche nur die @ selbst, als auch Glieder, welche die ersten und
zweiten Ableitungen der a@; enthalten. Letztere heben sich aber fort,
wenn man die Differenz a,, ,—a;, , bildet, und es bleibt einfach stehen

Ciry — QG = R, a,.
Damit ist dann der Tensorcharakter des GroBensystems R%,,, bewiesen.
Diese Methode verschafft aber keine Einsicht in seine natiirliche geo-
metrische Bedeutung.

21. Affintensoren und freie Vektoren. Obwohl die allgemeine
Relativitatstheorie es nur mit Gleichungen zu tun hat, die gegeniiber
beliebigen Transformationen der Koordinaten kovariant sind, spielen
dennoch in ibr auch GroBensysteme eine Rolle, die sich nur gegeniiber

96) Lang, Diss. Miinchen, 1. ¢. Anm. 56).
56b) Ricci und T. Levi-Civita, 1. c. Anm. 56), vgl. auch die Darstellung bei
Einstein, Ann. d. Phys. 49, L. ¢. Anm. 56).
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linearen (affinen) Koordinatentransformationen wie Tensoren verhalten.
Wir npepnen sie Affintensoren. Solche Affintensoren sind z. B. die
geoditischen Komponenten. Insbesondere kommen aber auch Affin-
tensoren U} vor, deren zugehorige Temsordichten U} = U}y in
Jjedem Bezugssystem den Gleichungen

(153) M0

geniigen, Es ist klar, daB sich die U} bei allgemeinen Koordinaten-
transformationen nicht linear-homogen transformieren kénnen. Man
kann jedoch aus den U} durch Integration ein GriBensystem oJ, ab-
leiten, das sich gegeniiber einer viel allgemeineren Gruppe von Trans-
formationen als der affinen wie ein Vektor verhilt.

Um dies zu zeigen, stellen wir zuerst eine vorbereitende Hilfs-
betrachtung an. Es sei ein Vierervektor s* mit der zugehdrigen Vektor-
dichte ¥ gegeben, dessen Div iiberall verschwindet.

(154) o 0.

oxk

Es habe ferner ¥ nur innerhalb einer ,Weltrohre“ von Null ver-
schiedene Werte oder nehme jedenfalls nach auBen so rasch ab, daB
die {iber auBerhalb der Weltrohre gelegene Gebiete erstreckten Inte-
grale, die im folgenden vorkommen, verschwinden, wenn man das
Integrationsgebiet hinreichend weit entfernt. Wir betrachten ferner
nur solche Koordinatensysteme, in denen die Riume konstanter Zeit
z* = const. die Weltrdhre nur in einfach zusammenhingenden Be-
reichen schneiden. Nun benutzen wir den Umstand, daB nach (139a)
und (154), das Integral f s,d8 stets verschwindet, wenn es itber ein
geschlossenes Raumstiick integriert wird. Als Integrationsgebiet wihlen
wir zuerst zwei Querschnitte z*==const., die wir uns durch auBerhalb
der Weltrohre gelegene Raumteile verbunden denken. Dann folgt
mit Riicksicht auf (137a), daB das Integral

(155) J = [tda'dzida®

fir beide Querschnitte den gleichen Wert hat, d. h. von z* unab-
hingig ist. Nun filhren wir ein zweites Koordinatensystem K’ ein,
das innerhalb der Weltrohre nur der Bedingung zu geniigen hat, daB
die Raume z™ = const. die Weltr6hre in einfach-zusammenhiingenden
Bereichen schneidet, auBerhalb der Weltrohre aber konstante g,, ha-
ben soll. Indem wir nun als Integrationsgebiet einen Querschnitt
2* = const. und einen Querschnitt 2’4 == const. nehmen, die wir immer
so wihlen konnen, daB sie sich gegenseitig nicht schneiden, ergibt sich

Staztdatda® = [4da"dz da",
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612 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

d. h. das Integral J ist gegeniiber allen hier zugelassenen Koordinaten-
transformationen invariant.

Auf diesen Fall kann man nun den des Integrals iiber die Kom-
ponenten eines Affintensors zuriickfihren. Man multipliziere diesen
Affintensor mit einem Vektor p*, dessen Komponenten innerhalb der
Weltrohre konstant sind,

Ut = U}y

U* verhilt sich gegeniiber allen linearen Transformationen wie ein
Vektor. In allen Koordinatensystemen K’, die aus dem urspriinglichen
System K durch eine solche Transformation hervorgehen, sind die
Komponenten p" ebenfalls innerhalb der Weltrhre konstant, und es
gilt deshalb in ihnen auch die Gleichung

our

7 = 0
Nach (155) ist deshalb das Integral

J = fUtdz'dz*da®

gegeniiber linearen Transformationen invariant und hat auch fiir
jeden Querschnitt denselben Wert. Da aber

. J = Jpt,
worin

(156) J, = [Utdaldatda®

und der Vektor p* ganz beliebig war, haben die GréBen ./, Vektor-
charakter gegeniiber linearen Transformationen.’)

Wir zeigen nun nach dem Vorgang von Finstein®), daB sie
diesen Vektorcharakter auch behalten, wenn man vom Koordinaten-
system K zu irgendeinem Koordinatensystem K’ iibergeht, welches
auBerhalb der Weltréhre mit K iibereinstimmt. Zu diesem Zweck
brauchen wir nur ein Koordinatensystem zu konstruieren, welches auf
einem Querschnitt z* = ¢, mit K, auf einem anderen Querschnitt
2" = ¢, mit K’ iibereinstimmt. Da schon bewiesen ist, daB fiir zwei
verschiedene Querschnitte 2* = const. desselben Koordinatensystems
die J, die gleichen Werte haben, ist hiermit auch gezeigt, daB die
J, in K und K’ dieselben Werte haben. Sie sind von der Koordinaten-
wahl innerhalb der Weltrohre iiberhaupt nicht abhingig. Es ist inter-
essant, daB man ausgehend von dem Affintensor U}, der sich nur

97) Es wurde dies zuerst bewiesen von F'. Klein, Uber die Integralform der
Erhaltungssiitze usw., Gott. Nachr., math.-phys. K1, 1918, p. 394, wo die freien
Vektoren ausfiihrlich bebandelt werden. Die hier gegebene Ableitung riihrt von
H. Weyl her, Raum — Zeit — Materie, 8. Aufl 1920, p. 234.

98) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 448.
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22. Realititsverhiltnisse. 613

bei linearen Koordinatentransformationen kovariant verhilt, durch
Integration zu einem GroBensystem J, gelangt, das sich gegeniiber
einer viel allgemeineren Transformationsgruppe wie ein Vektor verhilt.
Der Vektor J; unterscheidet sich von den gewdhnlichen Vektoren da-
durch, daB er nicht an einen bestimmten Punkt gebunden ist. Wir
nennen ihn im AnschluB an die Terminologie der Mechanik mit Klein
einen freien Vekior.

22. Realitétsverhiltnisse. Es wurde in diesem Abschnitt stets
so gerechnet, als ob die Form ds® definit wire. In der wirklichen
Raum-Zeitwelt ist das jedoch keineswegs der Fall, vielmehr hat ds®
in der Normalform drei positive und ein negatives Zeichen. Formal
bleiben alle bisherigen Ergebnisse auch fiir diesen Fall hestehen, da
man durch Einfiilhrung einer imaginiren Koordinate den einen Fall
auf den anderen zuriickfiihren kann (vgl. Nr. 7). Geowetrisch miissen
die Formeln jedoch etwas anders gedeutet werden.

Bleibt man zunichst im Giiltigkeitsbereich der speziellen Rela-
tivitdtstheorie und fiihrt als vierte Koordinate z* = ct ein, so liBt
sich bei gegebenem Anfangspunkt des Koordinatensystems die Welt
in gegeniiber Lorentz-Transformationen invarianter Weise in zwei Teile
zerfillen, die charakterisiert sind durch

(4) 7,2 + 2 + 2 — 2,2 <0 (Vor- und Nachkegel)
und

(B) 7, + 2® + 2 — 2,2 >.0 (Zwischengebiet).
Getrennt werden sie durch den Kegelmantel

(©) 2t + 2" + 2 — 2} =0,

auf dem die Weltlinien der Lichtstrahlen verlaufen.

L#8t man den Anfangspunkt eines Vektors mit dem Ursprung O
des Koordinatensystems zusammenfallen, so heit der Vektor raum-
artig, falls sein Iindpunkt in das Weltstiick (B), zeitartig, falls er in
das Weltstiick (A), und ein Nullvektor (Vektor vom Betrag Null) falls
er auf den Kegel (C) fillt. Die Lorentz-Transformation stellt sich
wegen des verinderten Vorzeichens der vierten Dimension eigentlich
nicht dar als Drehung des Koordinatensystems, sondern als Ubergang
von einem System konjugierter Durchmesser des Hyperboloids

2+ 2 —wf=1
zu einem anderen. (Diese Interpretation der Lorentz-Transformation
sowie auch die iibrigen hier gebrauchten Bezeichnungen kommen zuerst
bei Minkowsk: vor.) Durch eine einfache geometrische Betrachtung oder
auch durch eine einfache Anwendung der Formel (I) fiir die Lorentz-
Transformation kann gezeigt werden, daB durch geeignete Koordinaten-
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614 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

wahl fiir die Punkte des Weltstiickes (A) stets rdumliche, fiir die
Punkte des Weltstiickes (B) stets zeitliche Koinzidenz (Gleichzeitig-
keit) mit dem Ursprung erzielt werden kann. Und was im wesent-
lichen das gleiche ist: Durch geeignete Koordinatenwahl konnen stets
die zeitliche Komponente eines raumartigen oder alle riumlichen
Komponenten eines zeitartigen Vektors zum Verschwinden gebracht
werden. Nach den Ergebnissen der Nr. 6 konnen iiberdies nur die
Weltpunkte (A) mit dem Ursprung kausal verkniipft sein. Fiir die
durch das Linienelement
dst = (dx'): + (do%) 4 (da?)? — (da)?

bestimmte Geometrie, die hier besprochen wurde, moge mit Klein und
Hilbert der Terminus pseudoeuklidisch eingefiihrt werden.

Ganz analoge Unterschiede zwischen der Geometrie des positiv
definiten und des indefiniten Linienelementes gelten im Fall der all-
gemeinen Riemannschen Geometrie. Man konstruiere alle vom Punkt

P, ausgehenden geoditischen Linien, welche in P, den Bedingungen
geniigen:

dad daxk
(4) g‘k% ”dft‘<0
oder “

dxt d
B) .%kd—a: >0
oder

dzt dx*
©) Gug =0

(t = Kurvenparameter). Sie fiillen gewisse Weltstiicke bzw. den diese
trennenden Kegelmantel (C) stetig aus. Die entsprechenden Richtungen
(Vektoren) in P, heiBen wieder zeitartig, raumartig bzw. Nullrich-
tungen (Nullvektoren).

Diese Einteilung der Raum-Zeitwelt hat, wie Hilbert®) betont
hat, eine Einschrinkung der zuldssigen Punkttransformationen zur
Folge. Es miissen nimlich in zuldssigen Koordinatensystemen die
drei ersten Koordinatenachsen stets raumartige, die vierte stets zeit-
artige Richtung haben. Dies ist erfiillt, wenn erstens die aus ds*
durch Nullsetzen von da* entstehende quadratische Form positiv definit
ist, wofiir die Bedingungen lauten:

911 J1a ‘ U 94 912 9is
9u >0, >0, Ja1 923 955 | >0
9oy 933 |
Is1 Gs2 955 |

99) D. Hilbert, Grundlagen d. Phys,, 2. Mitt., Gott. Nachr., math.-phys. K1,
1917, p. 63.
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22. Realititsverhi#ltnisse. 615
und wenn zweitens gilt 9 < 0.
Diese Ungleichungen diirfen durch zulissige Koordinatentransformationen
nicht verletzt werden. Da die Determinante g der g,, zufolge dieser
Ungleichungen stets negativ ist, muB in den fiir den definiten Fall
entwickelten Tensorformeln stets /g durch )/— g ersetat werden.**®)
Nach (B) kann die Bogenlinge einer Weltlinie auch imaginir
werden, und zwar ist dies immer der Fall bei der Weltlinie eines
materiellen Korpers. Es ist deshalb in diesem Falle praktisch, statt
der Bogenlinge s die Eigenzeit v einzufiihren, die bestimmt ist durch
(157) s =1icT.
Sie gibt die Zeit an, die eine auf dieser Weltlinie bewegte Uhr an-
zeigt. Denn in einem Koordinatensystem, in welchem die Uhr mo-
mentan ruht, wird dv = d¢. Auch fiihren wir statt

. ds
~ ds
den Vektor
. dg
ein, fiir welchen
(159) Gt = uu' = — ¢

gilt.

Unter den geoditischen Linien spielen die geodéitischen Nullinien,
die auf dem Kegelmantel (C) liegen, eine Ausnahmerolle. Fiir sie gilt
nimlich zwar das Variationsprinzip (83) und die Differentialgleichungen
(80), aber nicht das Variationsprinzip (81). Denn erstens konnen die
Koordinaten hier nicht als Funktionen der Bogenlinge dargestellt werden,
weil diese verschwindet, so daB auch in (80) ein anderer Kurvenparameter,
der nur bis auf eine willkiirliche multiplikative Konstante bestimmt
ist, stehen muB. Und zweitens kann wegen des Verschwindens der

Jix %ﬁ; %k, die bei der Ableitung von (83) aus (81) in den Nenner

99a) Minkowski (1. c. Anm. 55), Abh. II) und Klein (Phys. Ztschr., 1. c.
Anm. 56a) stellen an die zuldssigen Punkttransformationen noch eine weitere

4
a':; + >0, Vertauschung von Vergangen-

heit und Zukunft also ausgeschlossen sein, damit man es mit einer wirklich
kontinuierlichen Gruppe zu tun hat. Es folgt jedoch aus der Kovarianz gegen-
tiber dieser engeren Gruppe schon rein formal bereits die Kovarianz gegeniiber
der Umkehr der Zeit, sofern die Gleichungen nicht ganz kiinstliche Irrationali-
taten enthalten (iiber diesen letzteren Punkt vgl. Abschn. V). AuBerdem scheint
die Kovarianz aller Naturgesetze gegeniiber der Umkebr der Zeit nach unserer
heutigen Auffassung auch aus physikalischen Griinden geboten. Wir werden
deshalb die hier erwihnte Einschrinkung nicht annehmen.

einschriinkende Bedingung: Es soll stets
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kommt, der Schlu8 von (81) auf (83) nicht mehr gezogen werden.
Man muB die geoditischen Nullinien vielmehr so definieren: Die geo-
ditischen Nullinien sind vor den anderen auf dem durch (C) be-
stimmten Kegel liegenden Kurven dadurch ausgezeichnet, daB ein
Kurvenparameter A existiert, fiir welchen die Differentialgleichungen
d*zi ; dx’ da’
ar Thog =0
und somit auch das Variationsprinzip (83) befriedigt sind. Fiir die
geoditischen Linien, welche keine Nullinien sind, bleiben dagegen die
Entwicklungen der Nr. 15 bestehen.

Auch das Ergebnis von Vermeil betreffend den Zusammenhang
des Volumens einer Kugel im Riemannschen Raum mit der Kriim-
mungsinvariante (Nr. 17) 1iBt sich nicht unmittelbar auf den inde-
finiten Fall iibertragen, weil hier der Kugel das unendlich ausgedehnte
Hyperboloid entspricht.

SchlieBlich sei noch erwihnt, daB gewdhnlich in der speziellen
Relativitdtstheorie die Normalform des Linienelementes definitions-
gemiB mit drei positiven und einem negativen Vorzeichen angenom-
men wird, wihrend in der allgemeinen Relativititstheorie drei nega-
tive und ein positives Vorzeichen angenommen werden. Hier soll
einheitlich an der ersten Bezeichnungsart festgehalten werden.

23. Infinitesimale Koordinatentransformation und Variations-
sitze. Ist eine GroBe invariant gegeniiber Koordinatentransforma-
tionen iiberhaupt, so ist sie insbesondere auch invariant gegeniiber
infinitesimalen Koordinatentransformationen. Der Nutzen, den die Be-
trachtung der letzteren gewihrt, riihrt daher, daB aus der Invarianz
einer GroBe ihnen gegeniiber gewisse Differentialgleichungen herge-
leitet werden konnen, denen die GroBe geniigen muB. Wir definieren
nun eine solche infinitesimale Koordinatentransformation durch
(160) 7t =o' + &E(x),
wo & eine unendlich kleine GriBe ist. Die & konnen in ganz be-
liebiger Weise von den Koordinaten abhiéingen. Alle Differenzen zwi-
schen gestrichenen und ungestrichenen Funktionen hat man sich im
folgenden nach Potenzen von & entwickelt zu denken. Dabei kommt
es uns schlieBlich allein auf das Glied erster Ordnung an, welches
die Variation der betreffenden Funktion heift. Um die Variation
irgendeines Tensors beim Ubergang vom ungestrichenen zum gestrichenen
Koordinatensystem zu erhalten, hat man in die allgemeine Transfor-
mationsformel (25) die Werte

A

161) =22t w=lT g

ok % =

o
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28. Infinitesimale Koordinatentransformation und Variationssitze. 617

0wt dat
ot 07"
bis auf GroBen hoherer Ordnung in & richtig. Wir merken noch den
Wert fiir die Transformationsdeterminante an:

einzusetzen. Letztere folgen aus = 0,/ und sind natiirlich nur

ow o0& 0 xk ok
(162) W‘=1+sw, la— =125
Auf diese Weise erhidlt man fiir die Variation des Vektors
(163) dot=eSw, do,=—el8q

und fiir die des Tensors zweiten Ranges:

dai* — & (3_5; art 4 ?_E:Gir)

(164) doi = & (3 o — G a)
da, = —¢ (gi; @+ gi; “;r)

Entsprechende Formeln gelten inshesondere fiir die Variation von g,,.
Es sei noch angemerkt, daB aus (72) fiir ein beliebiges symmetrisches
System ¢, von Zahlen

(165) t, 09" = — t*dg;,

folgt (Hierin ist wie iiblich #* = gi*g*f¢,, gesetst.) Ebenso folgt
aus (73):

(73b) Vg = %V—_gg”‘ag,.k = %V:Eyik dag**.

In (163) und (164) handelt es sich immer um die Varation

(166) da'=a‘(x) — a'(z), ... da*=a"*(Z) — a**(z), ... usw.
Wesentlich hiervon verschieden ist die Variation

(167)  0*af=a@(z) — a'(®), ... O*a*= @*(z) — u*(x), ... usw.
Sie hingt mit jener offenbar zusammen durch die symbolische Relation

0
(168) =0 —¢ 57 &
woraus sich unmittelbar die Ausdriicke 0*a’, 0*a,, usw. ergeben. Aus
(164) und (167) folgt die wichtige Formel

2 08 100 cress
orgudo= ef[— T e — 5 o v ds
oder nach (150a):

1 ; .
(169) ?ffl"‘é*g“dz= e[f%tbii Edx ——fa%k (TrE) dx:l.
SchlieBlich betrachten wir noch die Variation des Integrals

J==fi$(x)dx.
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618 V 19. W. Pauli jr. Relativitdtstheorie.

Es ist
37 = [ B(@)az — | B@)de = | B(z)| 2% |de — | B(z)dz,
f xf f o= f
also mit Ritcksicht auf (162) und wegen B (2) — B (s) + ¢ 1o &

(170) 6f%dx=f6*%dx+e 2 da.

Hierin ist 0% = W(z) — W(x). Wenn & an der Grenze des In-
tegrationsgebietes verschwindet, liefert der zweite Term der rechten

Seite von (170) keinen Beitrag zu d f Wdzr, da er nach (139a) in
ein Integral iiber die Grenze verwandelt werden kann. Ist nun J eine
Invariante, also B eine skalare Dichte, so muf die Variation (170)
fiir belicbige & verschwinden. Indem man zuerst den allgemeinen Aus-
druck fiir 0% bei irgendeiner Variation der Feldtensoren, aus denen
sich T aufbaut, aufstellt und dann die letztere Variation speziell nach
(164) durch eine infinitesimale Anderung des Koordinatensystems er-
zeugt, erhilt man aus (170) gewisse Identititen. Dabei kann in ge-
wissen Fillen noch & als an der Grenze des Integrationsgebietes ver-
schwindend angenommen werden, was die Rechnungen vereinfacht.
Dies wird durch die folgenden Beispiele erliutert, die mit Riicksicht
auf die spiteren physikalischen Anwendungen durchgerechnet werden.
a) Aus dem Vektor p; werde durch Rot der Klichentensor

(171) F, =2 _ 2o

und aus diesem die Invariante
(172) L=} F,F*
abgeleitet. Ist & die zu L gehorige skalare Dichte

L=LY—y,

so kann aus der Integralinvariante

fﬂd:c

eine fiir die ponderomotorische Kraft der Elektrodynamik wichtige
Transformation abgeleitet werden. Wir beschrinken uns dabei auf
gsolche Variationen der Felder und Koordinaten, die an der Grenze
des Integrationsgebietes verschwinden. Zunichst seien ¢; und g, als
unabhingige Variable betrachtet. Bei einer Variation derselben (von
der genannten Art) wird zunichst nach einfacher Rechnung mit Riick-

sicht auf (165):
08 = FrIF,, — &gy,
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist:
(173) Sy = V—l:fg Sy =F, Fo,9°'— i F, Fy,.
Durch partielle Integration folgt dann:

(174) 8 [Rdz = [(2Fd9,— &dg,,)da,
mit aget

(115) =

woraus noch folgt: -

Nun erzeugen wir speziell die Variationen d¢; und dg,, durch eine
infinitesimale Koordinatentransformation, was infolge des Verschwin-
dens derselben an der Gebietsgrenze nach (170) erzielt wird, wenn
man in (174) fir 0p, und dg,,, 0*¢, und d*g,, substituiert. Mit
Riicksicht auf (163), (168) erhilt man zunichst:

0 ; o0&
Forg=—e (P52 + o)
und nach partieller Integration wegen (169) und (175a):

0= [ @Fo*p,— &*o%g,) = — 26 [ (F,f* + Div,@)kde.

Da der letzte Ausdruck fiir beliebige & verschwinden muB, folgt
Fff=— Din,&
oder ausgeschrieben o )
] 08} 19095 zrs

(176) Fuft =— (axk — % oa O )
Diese Identitit werden wir in Nr. 30 und 54 beniitzen.

b) Durch die Untersuchungen von Lorentz'®), Hilbert'), FEin-
stein1%), Weyl'%®) und Klein'™) iiber das Hamilionsche Prinzip in

100) H. A. Lorentz, Amst. Versl. 23 (1915), p. 1073; 24 (1916), p. 1389 u.
1759; 26 (1916), p. 468 u. 1380.

101) D. Hilbert, Grundlagen d. Physik, 1. Mitt., Gott. Nachr., math.-phys,
Kl, 1915, p. 395.

102) A. Einstein, Berl. Ber. 1916, p. 1115 (auch abgedruckt in der Samm-
lung, Lorentz, Einstein, Minkowsk: ,,Das Relativitatsprinzip*, 3. Aufl,, Leipzig 1920).

103) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 117; Raum—Zeit—Materie, 1. Aufl.
1918, 3. Aufl. 1920.

104) F. Klein, Zu Hilberts erster Note iiber die Grundlagen der Physik,
Gott. Nachr., math.-phys. K1, 1917, p. 469; Uber die Differentialgesetze von Im-
puls und Energie in der Einsteinschen Gravitationstheorie, ebenda 1918, p. 235.
— Die von Klein gegeniiber Hilbert erzielte Vereinfachung wird dadurch ermog-
licht, daB er auch solche Variationen der Koordinaten beniitzt, die am Rand
des Integrationsgebietes micht verschwinden (wie es iibrigens in der klassischen
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der allgemeinen Relativititstheorie, deren physikalische Bedeutung im
Abschnitt IV besprochen werden soll, gewinnt die Variation der zur
Kriimmungsinvariante R gehorigen Integralinvariante

f Rd z
ein besonderes Interesse.

Man zerlegt zundchst diese Invariante f Rdz in ein Voluminte-

gral, welches nur die ersten Ableitungen der g;, enthdlt und ein Ober-
flichenintegral:
(177) SRz = —[®az + [1..),

Obertliche
worin

118) G =V—g6, G=gHILIl,— L)
G ist offensichtlich nur gegeniiber linearen Transformationen eine In-

variante (Affinskalar). Das Integral /. Sdz ist aber nach (177)
dariiber hinausgehend invariant gegenuber allen Transformationen,
welche sich nur auf das Innere des Integrationsgebietes erstrecken
und die Randwerte der Koordinaten sowie der g,, und ihrer Ablei-
tungen unverdndert lassen. Diese beiden Invarianzeigenschaften des

J 1@5 dz werden nun dazu benutzt, um einige fiir die Theorie wichtige
mathematische Identititen nachzuweisen. Der Umstand, daB im Inte-
grand des zu variierenden Integrals die zweiten Ableitungen der g,,
nun nicht mehr auftreten, wirkt dabei sehr vereinfachend, obzwar er
fiir die Moglichkeit, das im folgenden eingeschlagene Verfahren an-
zuwenden, nicht grundsitzlich erforderlich ist.

Wir erhalten zuniichst bei einer beliebigen Variation des g,,-

ik
Feldes, wenn wir zur Abkiirzung g * = g‘: 5 Setzen:

_fa@;dx — _f(»ﬁ—k 09" + o ag,;*)d z

_ (1o 0@ "
_f(aw"'a‘g? AL ‘/w

Die Ausrechnung zeigt nun'%), da8

0o 0@ 0@ —
35" gt~ agit — Ou =V—96,

wird, wo G,; der in (109) definierte Tensor ist. Also ergibt sich

(179) —fé@dw—f@i.mg'*dx f— ag,kag- dx

Mechanik seit Lagrange vielfach geschieht). Hierdurch werden manche Bezie-
hungen iibersichtlicher. Ein #hnliches, wenn auch nicht so systematisch durch-
gefiihrtes Rechenverfahren findet sich schon bei Lorentz (1. c. Anm. 100).
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Da das letatere Integral offensichtlich als Oberflichenintegral ge-
schrieben werden kann, gilt nach (177) auch

(180) 3[Rz — [6,8¢%dz+ [(...).

Oberfisiche
Wir erzeugen jetzt speziell die Variation der g,, durch eine Va-

riation 0% des Koordinatensystems. Dann ergibt sich aus (179) zu-
folge (169) und (170):

(181) o [Saz—2 [Din®-Fdat
0 (08 .. .,
afg—z; (55 0*0"* — 2028 + ©8) do.
Nun spezialisieren wir weiter die infinitesimale Koordinatentransfor-

mation so, daB sie f & dz invariant 148t.

1. Die & sollen am Rand verschwinden. Dann folgt:

1 3@f 19 rs (Mre —
(182a) Din® =7 — 5 T @ =0,
(182b) Div® =227 4 g1 =0

Hitten wir bloB diese Identitit ableiten wollen, so hitte sich die
Rechnung sehr abkiirzen lassen. Herglotz®**) hat darauf aufmerksam
gemacht, daB sich als einfache Konsequenz dieser Identitit ein inter-
essanter Satz ergibt, der schon frither auf anderem Wege von Schur15+)
bewiesen worden war. Ist analog zu (116)

Rln'jk = — «(9,9a _gijghk))
wobei aber « zunichst noch eine Funktion der Koordinaten sein kann,

so folgt durch Substitution von (119) in (182a) fiir n > 2 sofort
oa

Yy 0, « = konst.
Das heit: Ist das Krimmungsmaf eines Riemannschen Raumes R,
(n>2) in jedem seiner Pumkie von der Flichenrichtung unabhingig,
so ist es auch vom Ort unabhdngig.

2. Die & sollen konstant sein. Wir konnten sogar die & allge-
meiner als lineare Funktionen der Koordinaten ansetzen, jedoch sind
die weiteren Identititen, die daraus resultieren, fiir uns nicht von
Wichtigkeit. Da nunmehr das erste Integral in (181) zufolge (182)
fortgelassen werden kann, muB fiir konstante & das zweite Integral

105) Wegen ihrer Durchfilhrung vgl. man H. Weyl, Raum — Zeit — Materie,

1. Aufl. 1918, p. 191, 3. Aufl. 1920, p. 205, 206, sowie auch A. Palatini, Rend.
Pal. 43 (1919), p. 203.

82%) G. Herglotz, 1. c. Anm. 82).
105a) F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537.
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ebenfalls identisch verschwinden. Dies ist aber nur mdglich, wenn
fir diesen Fall der Integrand identisch verschwindet, da das Integra-
tionsgebiet beliebig klein angenommen werden kann. Da nun nach
(164), (168) bei konstanten & 0%g™* = — g7*& zu setzen ist, nimmt
der Integrand die Form an:

B (— g 07 — 26} + ©0)).

Setzen wir also noch

(183) U} = 5 (e 90— B,
so folgt: \

ous+6h _
(184) L el P

Die Auswertung des Ausdruckes (183) fiir I} aus dem Wert (178)
von & liefert

a8s) ur=1{r, deV=0 V=0 gy,

Y
wofiir man im Fall /— g = const. auch schreiben kann
(185&) V—QU;", Uk = Iﬂ: Fr as ___ 1 Gak 106)

Wir haben es hier offenbar mit einem Afﬁntensor zu tun, wie er
in Nr. 21 betrachtet wurde. Uber seine physikalische Bedeutung vgl.
Abschnitt IV, Nr. 57 und 61.

III. Weiterer Ausbau der speziellen Relativititstheorie.
a) Kinematik.
24. Vierdimensionale Darstellung der Lorentz-Transformation.
Die im Abschnitt I besprochenen kinematischen Folgerungen der
Relativititstheorie lassen sich viel iibersichtlicher darstellen, wenn man
die vierdimensionale Raum—Zeitwelt den Betrachtungen zugrunde
legt. Man kann zwei verschiedene Darstellungen nebeneinander ver-
wenden. Erstens die imagindre:
=z, P=y, P=2z z*t=ict
und zweitens die reelle
=z, =y, P=2 o*=ct.
Die erste ist die historisch altere, schon von Poincaré™®") verwendete,
die zweite wird von Minkowski in seinem Vortrag ,Raum und Zeit“
benutzt. Die spezielle Lorentz-Transformation (I), bei der z* und 2®

106) Uber die Durchfiibrung der Rechnung vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys.
49 (1916), p. 806, GL (50) im Fall /— g = konst.; W. Pauli jr., Phys. Ztschr.
20 (1919), p. 25, im allgemeinen Fall.

107) H. Poincaré, Rend. Pal. 1. ¢. Anm. 11), p. 168.
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unverindert bleiben, ist in vollstindiger Analogie zur Drehung des
Koordinatensystems im R, gegeben durch die Formeln

#'' =z cos @ + 2*sing ' =2z'chy — ztshy
(186) bzw. 2’4 = — x'shy 4 2*chy
Zt= —z'sing + 2*cos ¢ | (p =iyp).

Erstere finden sich zuerst explizite bei Minkowski 1I, G1. (1); (er
schreibt ¢v an Stelle von @). Da fiir 2'! = 0, # = v¢ sein muB, sind
@ und ¢ bestimmt durch

tqu:iﬂ) th¢=ﬂ,
woraus folgt
1 i 1
187 COS QP = ——— chyp = ——,
(187) T Viop
. tf _ g
WO=yie | MV Ty
Z,
z, L,
Ll
¢ v
t‘ [4
T i !
t‘ P 5 z
T 10
¢
¥ Z
Fig. 2. !

Im imagindren Koordinatensystem ist die spezielle Lorentz-Transfor-
mation eine Drehung, im reellen ein Ubergang zu einem anderen Paar
von konjugierten Durchmessern der invarianten Hyperbel
() — (@ = 1.
In jenem gibt es keinen Unterschied zwischen kovarianten und kontra-
varianten Komponenten eines Vektors. In diesem ist a, = — a*, all-
gemein zieht bei einem beliebigen Tensor das Hinauf- oder Hinunter-
setzen eines Index 4 einen Vorzeichenwechsel nach sich.

Die Lorentz-Kontraktion wird durch den rechten Teil der oben-
stehenden i'igur 2, in der 2' = z als Abszisse und z* = i¢t als Or-
dinate aufgetragen ist, unmittelbar in Evidenz gesetzt. Sie ist so ge-
zeichnet, als ob z* reell wire.
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L, und L, sind die Weltlinien des im System K’ ruhenden Sta-
bes; ihr Abstand [, ist gleich seiner Ruhlinge. Im bewegten System
K ist als Linge ! des Stabes die auf einer zur z'-Achse parallelen
Geraden durch I, und L, abgeschnittene Strecke P auszusprechen.
Offenbar ist

(188) ] — b

cosgp’
was nach (187) mit (7) iibereinstimmt.'®) In analoger Weise ver-
anschaulicht der linke Teil der Figur 2 die Einsteinsche Zeitdilatation.
Als Uhr, die im System K’ rubhend angenommen werde, fungiere
irgendein periodischer Vorgang. Die Weltpunkte des Ablaufs der

Perioden liegen auf einer zur z'*-Achse parallelen Geraden. Ihr Ab-
z‘

B

2 L

L,

L ,
P 4

L,

P Z
Fig. 3.

stand v ist die normal gemessene Periodendauer. (Die Zeiteinheit ist
hier der Einfachheit halber so angenommen, daB die Lichtgeschwin-
digkeit gleich eins wird.) Die in K gemessene Periodendauer ¢ ist
dann gegeben durch die Projektionen der Strecken 7 auf die 2*-Achse.
Folglich wird

(189) T =—

= sy’
was infolge von (187) mit (8) identisch ist.

Eine einfache Verallgemeinerung dieser Betrachtung fiihrt zu
einer Veranschaulichung des Uhrenparadoxons (vgl. Nr. 5).1%) In Fi-
gur 3 sind L, und E; die Weltlinien der Uhren U, und U, von
denen in Nr. 5 die Rede war.

Die Zeit 7, welche die Ubr U, im Weltpunkt @ (der vom Sy-
stem K betrachtet mit P riumlich zusammenfillt) anzeigt, ist bis

108) Die analoge Figur fiir das reelle Koordinatensystem findet sich in
Minkowskis Vortrag ,,Raum und Zeit*.

109) Man vgl. hierzu Anm. 4) zu Minkowsksis Vortrag ,,Raum und Zeit" in
der Sammlung, Das Relativititsprinzip, Leipzig 1913, sowie M. v. Laue, Phys.
Ztschr. 13 (1912), p. 118
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25, Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten. 625

auf den Faktor —2- gleich der Liénge s des gebrochenen Linienzuges L.

Verallgemeinernd wird man fiir beliebig bewegte Uhren, wenn die
Beschleunigung nicht allzu stark ist, annehmen diirfen, daB die Zeit 7,
die sie anzeigen, gleich ist

(157a) T =f1/1 —pldt ==,

wo s wieder die Linge der zugehorigen Weltlinie bedeutet. 7 ist
offenbar die durch (157) definierte Eigenzeit der betreffenden Uhr, das
ist also die Zeit, wie sie von einem jeweils mit der Uhr mitbewegten
Beobachter konstatiert wird. Von zwei Uhren, die vom Weltpunkt 4
zum Weltpunkt B bewegt werden, gibt also die gleichformig bewegte
die kleinste Zeit an (vgl. Fig. 3).

256. Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten. Die Transfor-
mationsformeln der Geschwindigkeit beim Ubergang zu einem bewegten
Koordinatensystem K’ lassen sich einfach und iibersichtlich schreiben,
wenn man statt des dreidimensionalen Vektors % den in (158), (159)
definierten vierdimensionalen Vektor «* einfiihrt, dessen Komponenten
in unserem Fall die Werte haben:

(190) Wt ) = —2—, w—= .
1% 1%
V c? c?

Die Transformationsformeln beim Ubergang zum System K’ lau-
ten dann nach (186) und (187):

. v
ul4 ¢ —ut
no__ c
[
Vimi
(191) 4 —z}iul-{-u‘
wi= %
= =
1——
pe
| wi=u}, u'd=d},

aus denen man leicht die Formeln (10) bis (12) der Nr. 6 gewinnt,
insbesondere ist (11a) identisch mit der Transformationsformel fiir u*.
Die entsprechenden Formeln fiir reelle Koordinaten ergeben sich aus
der Vorschrift vom Anfang der Nr. 24.

Eine andere Deutung fiir die Zusammensetzung der Geschwindig-
keiten, die zuerst Sommerfeld'®) gegeben hat, folgt aus der Bemer-
kung, daB sich die Winkel g,, ¢, bei zwei aufeinanderfolgenden Dre-

110) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 826.
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hungen einfach addieren, wenn man zunichst das Additionstheorem
zweier gleichgerichteter Geschwindigkeiten ins Auge faBt. Dieses er-
gibt sich dann aus (187) als eine Folge des Additionstheorems der
Tangensfunktion:

t, t
g9 = tg(p + ) = oL

Analoge Deutungen lassen sich fiir den allgemeineren Fall der Zu-
sammensetzung beliebig gegeneinander geneigter Geschwindigkeiten
aufstellen, insbesondere liBt sich die Formel (11a), die den Betrag
der resultierenden Geschwindigkeit angibt und die Ungiiltigkeit des
kommutativen Gesetzes fiir die Geschwindigkeitsrichtungen durch die
sphirische Geometrie auf einer Kugel vom Radius ¢ veranschaulichen.!'?)
V. Varicak'") weist auf die Analogie der Zusammensetzung der Ge-
schwindigkeiten in der Relativititstheorie mit der Streckenaddition in
der Bolyai-Lobatschefskyschen Ebene hin.

26. Transformation der Beschleunigung. Hyperbelbewegung.
Ahnlich wie bei der Geschwindigkeit fihrt man in der Relativitits-
theorie statt des dreidimensionalen Vektors it den durch (147) defi-
nierten, jetzt fiir das Linienelement der speziellen Relativitatstheorie
zu spezialisierenden vierdimensionalen Vektor B mit den Komponenten

(147a) p=_a%
ein. In der speziellen Relativititstheorie ist
dw sdu;
Uy =Wt
so daB aus w,u’ = —c? durch Differentiation folgt:
(192) B =ud —0.

111) Auch die Lorentz-Transformation sowie die relativistischen Formeln
fir Dopplereffekt, Aberration und Reflexion am bewegten Spiegel werden von
Varicak mit der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie in formalen Zusammen-
hang gebracht. Man vgl. die Noten: V. Vari¢ak, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 93,
287, 586; Belgrader Akademieber. 88 (1911); das zusammenfassende Referat im
Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 21 (1912), p. 103; sowie Agramer Akademieber.
(1914), p. 46; (1915), p. 86 und 101; (1916), p. 79; (1918), p. 1; (1919), p. 100.

Der in Rede stehende Zusammenhang mit der Bolyas- Lobatschefskyschen
Geometrie 148t sich (was von Varicak nicht bemerkt wird) kurz so charakteri-
sieren: Deutet man dz!, dz? dz% dz* als homogene Koordinaten in einem
projektiven dreidimensionalen Raum, so bedeutet die Invarianz der Gleichung
(dzY® + (dxH*+ (dz”)? — (dz*)* =0 die Einfiihrung einer Cayleyschen MaBbe-
stimmung und zwar unter Zugrundelegung eines rcellen Kegelschnitts. Das
weitere folgt auf Grund der bekannteu Uberlegungen von Klein [Math. Ann. 4
(1871), p. 112] von selbst,
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Der Zusammenhang von B mit dem Vektor i des dreidimensionalen
Raumes ist gegeben durch

LB B — iy i) 1

103 l (B,B,Bs)—ll(l (32)+ c? (l—ﬂ’)”
( ) l B4_z(uu) L
¢ (1—p*

Von besonderem Interesse sind die Transformationsformeln der
Beschleunigung aus einem momentan mit der Materie mitbewegten
System K’ auf ein System K, relativ zu dem sich die Materie mit
der Geschwindigkeit u bewegt. Legen wir die 2-Achse in die Ge-
schwindigkeitsrichtung, so wird in diesem Fall

(BY, B* B® =i, 13“:0,

1 B s __ W 3 u, .
B—ilntip, B=ibn, p=by
Aus den Transformatmnsformeln fiir d1e Komponenten von B:
g B : B2 s— B, — BB
B eyt BP=DB? B=D1B B, gt

die man aus den zu (186) inversen Relationen erhilt, folgt dann weiter
(194) i, = /(1 — )%, i, = /(1 — f7), @, =it/ (1 — f%).
Diese Relationen finden sich schon in der ersten Arbeit Einsteins.1!?)

Als gleichformig beschleunigt wird man in der relativistischen
Kinematik naturgemiB eine solche Bewegung bezeichnen, fiir die in
dem jeweils mit der Materie bzw. dem Massenpunkt mitbewegten Sy-
stem K’ die Beschleunigung stets denselben Wert b hat. Das System
K’ ist fir jeden Augenblick ein anderes; fiir ein und dasselbe Gali-
leische System K ist die Beschleunigung einer solchen Bewegung
zeitlich nicht konstant. So liegen die Verhiltnisse bei der geradlini-
gen gleichformig beschleunigten Bewegung. Da der allgemeinere Fall
auf diesen durch eine Lorentz-Transformation zuriickgefiihrt werden
kann, konnen wir uns auf ihn beschrinken. Aus (194) gewinnt man
dann leicht durch Integration

(x — m)* — 2t — t,)? =———konst =a?

und wenn man noch den Koordinaten- und Zeitanfangspunkt so wihlt,

daB fiir t=0, .%=O, x_____fbi
wird, nimmt die Gleichung der Bahn die Form an
(195a) 2! — = :—: = konst. = a°.

112) Eine sehr einfache, elementare Ableitung derselben findet sich bei
A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braunschweig, 1. Aufl. 1919, p. 320
u. 321, 2. Aufl. 1920, p. 317 u. 318,
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628 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

Die Geschwindigkeit wachst nicht unbegrenzt, sondern nihert sich
asymptotisch der Lichtgeschwindigkeit. Die zugehdrige Weltlinie ist
eine Hyperbel, weshalb die gleichférmig beschleunigte Bewegung der
Relativitatstheorie auch Hyperbelbewegung genannt wird, im Gegen-
satz zur ,Parabelbewegung der alten Mechanik. Im imaginiren Ko-
ordinatensystem ist die Weltlinie ein Kreis mit dem Radius a:
(195b) (2')* + (2*)? = a®.

Durch die imaginire Bogenlinge s der Weltlinie driicken sich die
Koordinaten z', 2* so aus:

(196a) x‘=acos—2—, x*=asin%,

bzw. im reellen Koordinatensystem

(196b) =ach?, z*=ash®.

Daraus geht hervor, daB der Vektor B die Richtung des Radius

und den Betrag %i= b hat. Da man in der «, ic{-Ebene zu einer

beliebigen Bahnkurve in jedem ihrer Punkte einen Kriimmungskreis
konstruieren kann, gibt es zu jeder Bewegung eines Massenpunktes in
jedem Augenblick eine oskulierende Hyperbelbewegung.

Die Hyperbelbewegung ist zuerst von Minkowski''®) als beson-
ders einfache Bewegung erkannt und hernach von Born''¥) und Sommer-
feld'1%) genauer diskutiert worden. Uber ihre dynamische und elektro-
dynamische Bedeutung vgl. Nr. 37, 32 ).

b) Elektrodynamik.

2%. Invarianz der Ladung. Viererstrom. In der Lorenfzschen
Elektronentheorie geniigen Dichte ¢ und Geschwindigkeit u einer
elektrischen Ladung der Kontinuititsgleichung

9 1 a
(A) 5% -+ div gu == 0.11%%)
Es liegt nahe, diese Gleichung als vierdimensionale Div zu schreiben:
(197) =0 (Divs = 0),
worin die GréBen s° definiert sind durch
(198) (8, s) —ot, st=i

118) H. Minkowsks, III, 1. c. Anm. 54).

114) M. Born, Aun. d. Phys. 30 (1909), p. 1.

115) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 670, L ¢. Anm. 55).
1158) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl. Nr. 2, G (II).
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Wir miissen nun verlangen, daB (A) und somit auch (197) fiir jedes
(alileische Bezugssystem gelten soll, und daraus kann man schlieBen,
daB die s die Komponenten eines Vierervektors sind. Man nennt ihn
den Viererstrom. Er findet sich im wesentlichen schon bei Poincare.
Zwar bleibt in den Transformationsformeln fiir die GroBen s, die aus
der Invarianz von (197) entnommen werden kénnen, zuniichst ein
Faktor unbestimmt, der noch irgendwie von der in die Lorentz-Trans-
formation eingehenden Geschwindigkeit abhéingen kionnte; man kann
aber durch eine Betrachtung, die zu der in Nr. 5 beim Faktor » der
Transformationsformeln fiir die Koordinaten verwendeten vollig ana-
log ist, zeigen, daB er gleich Eins sein muB. Der Vektorcharakter
von s liefert auBer den mehrfach erwidhnten Transformationsformeln
fir die Geschwindigkeit folgende Transformationsformel fiir die La-
dungsdichte: 9(1 v )

c? z

(199 A W
| Ty

Ihre physikalische Bedeutung erhellt, wenn man das Koordinaten-
system K’ speziell so wihlt, daB die Ladungsdichte in K’ ruht. Dann
ist u, — w = und indem wir fiir diesen Fall noch g, statt ¢" schrei-
ben, ergibt sich
2
(199a) eo=9V1—Z—,, 9=—°°:“,
T
Umgekehrt folgt (199) mit Riicksicht auf das Additionstheorem der
Geschwindigkeiten aus (199a) zuriick. Nun gilt aber wegen der

Lorentz-Kontraktion fiir ein materielles Volumelement d ¥ nach (7a):

av —av,)/1-%,

also wird

(200a) edV = 0,dV,,
das heiBt

(200b) de = de,.

Die in einem bestimmien materiellen Volumelement enthaltene Ladung
ist eine Invariante. DaB der Betrag der Gesamtladung eines Teilchens
sich nicht #ndert, wenn man ihm eine Bewegung erteilt, folgt natiir-
lich direkt aus (A) und kann erfahrungsgemiB als weitgehend ge-
sichert bezeichnet werden, da sonst die elektrische Neutralitit eines
Atoms durch bloBe Anderung der Bewegung der in ihm enthaltenen
Elektronen aufgehoben werden konnte. Die Relation (200b) besagt
dariiber hinausgehend, daB die Ladung eines jeden materiellen Volum-
elementes invariant bleibt.
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Sommerfeld ') geht umgekehrt aus von (200a) und schlieBt
daraus in folgeuder Weise auf den Vektorcharakter von s. Das vom
raumlichen Volumelement dV wihrend der Zeit di iiberstrichene
vierdimensionale Volumen

ay.das* (a* = dct)
ist als solches eine Invariante. Das gleiche gilt nach Voraussetzung
(200a) vom Produkt iodV.
Der gleichfalls invariante Quotient % dieser GroBen liefert aber mit

den Vektorkomponenten dz',...da* multipliziert, das in (198) ange-
gebene System der GroBen s, welches folglich ebenfalls einen Vierer-
vektor bildet.

Mit Hilfe des Vektors ' 1aBt sich zufolge (190), (199a) s ein-
fach schreiben:

: 1 i
(201) s'= oo
und die Kontinuititsgleichung wird
(197a) Aeow) .

Uber den Beweis fiir den Vektorcharakter von s' aus den Maz-
wellschen Gleichungen siehe die folgende Nummer, iiber die Deutung,
welche der Erhaltungssatz (197) in der Theorie von Weyl erfahrt,
vgl. Abschn. V, Nr. 65 d).

28. Die Kovarianz der Grundgleichungen der Elektronentheorie.
In Nr. 1 wurde bereits hervorgehoben, daB die Nichtkovarianz der
Lorentzschen Grundgleichungen fiir das elektromagnetische Feld gegen-
iiber der Galilei-Transformation einer der Hauptantriebe zur Begriin-
dung der Relativititstheorie geworden ist. In seiner Arbeit von
1904") war Lorentz sehr nahe daran, die Kovarianz dieser Glei-
chungen gegeniiber der Gruppe der Relativititstheorie zu beweisen.
Vollstindig erbracht wurde der Beweis von Poincaré''®) und Ein-
stein''?) unabhiingig voneinander. Die vierdimensionale Formulierung
rithrt von Minkowski®) her, der hierzu den Begriff des Flichenten-
sors, wie wir heute sagen, zuerst aufgestellt hat.

Um die Feldgleichungen in vierdimensional-invarianter Weise
darzustellen, wird man zuerst diejenigen vier Gleichungen zusammen-

116) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 752, 1. c. Anm. 55).
117) H. A. Lorentz, 1. c. Aum. 10).

118) H. Poincaré, 1. c. Anm. 11).,

119) A. Einstein, 1. c. Anm. 12).

120) H. Minkowsks, 1, 1. c. Anm. 54).
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fassen, welche die Ladungsdichte nicht enthalten, das sind die Glei-
chungen

(B)
Setzt man

(202)

rot€ 4 1§ = 0120%),
div) = 0.

{ (Fay Figy Fi) =€, (Fy, Fyy, Fis) =9
bzw. im reellen System (F,, = — F},),

so kann man (B) schreiben

(203) e (Rot F' = 0)
[vgl. (140Db)].

Aus der Invarianz von (203) gegeniiber Lorentz-Transformationen
folgt dann, daB das GroBensystem F), einen Flichentensor bildet. Der
in den Transformationsformeln zunichst unbestimmt bleibende Faktor

wird wieder in der bereits mehrfach erwihnten Weise eliminiert.
Fiihrt man statt ), den durch (461) definierten dualen Tensor F*#* ein:

(202&) (F-)!-Al, F*42’ F*AS) —_— .ﬁ’ (F*ES, F*Sl’ F* 12) —_— 1@,

so kann nach (142), (141b) das Gleichungssystem (203) auch ge-
schrieben werden

(203a) =0 (Div F* = 0).
Es ist jedoch bekannt, daB im gewdhnlichen Raum € ein polarer
(eigentlicher), © ein axialer Vektor (Flichentensor) ist und nicht
umgekehrt. Wir halten deshalb den Flichentensor (202) fiir die natur-
gemdfle Darstellung des elektromagnetischen Feldes, den zu ihm dualen
Flichentensor (202a) fiir eine kiinstliche Bildung. Bei Minkowski®!)
finden sich beide Schreibweisen der Feldgleichungen. Die erstere, die
in vielen Fillen, insbesondere in der allgemeinen Relativititstheorie,
iibersichtlicher und bequemer ist, geriet jedoch spiter in Vergessen-
heit, insbesondere wird sie von Sommerfeld'®®) nicht erwihnt. Erst
im Jahr 1916 hat Einstein'®®) wieder die Aufmerksamkeit auf sie
gelenkt.

Aus dem Tensorcharakter von F), folgen die Transformations-
formeln fiir die Feldstirken beim Ubergang zu einem bewegten Be-
zugssystem. Es moge hier die Geschwindigkeit v der Lorentz-Trans-

120a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl. GL (IV), (V).
121) H. Minkowsks, 1, 1. ¢. Anm. 54).
122) A. Sommerfeld, 1. ¢. Anm, 55).

123) A. Einstein, Eine neue formale Deutung der Mazwellschen Gleichun-
gen, Berl. Ber. (1916), p. 184.
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632 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.
formation beliebig gegen die z-Achse des Koordinatensystems orien-
tiert sein. Dann ergibt sich

6 —g g ETeld,

(204)

Die Aufspaltung des Feldes in elektrisches und magnetisches hat
also nur relative Bedeutung. Ist z. B. im System K bloB ein elektri-
sches Feld vorhanden, so ist in einem relativ zu K bewegten System
K’ auch ein magnetisches Feld vorhanden. Diese Bemerkung beseitigt
gewisse Hirten der Auffassung der Vorginge bei der Induktion durch
Bewegung eines Magneten einerseits, durch Bewegung des Leiters, in
dem der Strom induziert wird, andrerseits.'?*)

Auch die elektromagnetischen Potentiale: skalares Potential ¢,
Vektorpotential N der Lorentzschen Theorie gestatten eine einfache
vierdimensionale Deutung. Wie zuerst Minkowski®*) bemerkt hat,
lassen sie sich zu einem Vektor der vierdimensionalen Welt, dem
Viererpotential, zusammenfassen:

(205) (‘Pn 2% ‘Ps) = g, =19.
Die Ausdriicke

C=rot A = —grad p — —}9'1‘“)
fiir die Feldstirken lauten dann
] o9 09;
(206) F,= 7;’} — ot (F = Rot )

[vgl. (140a)].

Das Viererpotential ist eine mathematische HilfsgroBe, die sich
in vielen Fillen als niitzlich erweist, unmittelbare physikalische Be-
deutung hat es in der Lorentzschen Theorie keine. Das erste System
(203) der Feldgleichungen ist eine Folge von (206) und umgekehrt,
wenn (203) gilt, kann das Vektorfeld @, immer so bestimmt werden,
daB (206) befriedigt ist. Durch diese Relation ist aber ¢; nicht ein-
deutig bestimmt; ist vielmehr @, eine Losung von (206) bei gegebenem

F,,, so wird durch ¢; 4 % (¥ beliebige skalare Funktion der Raum-
Zeit-Koordinaten) (206) gleichfalls befriedigt. Zur eindeutigen Defi-
12a) A. Einstein, 1. c. Anm. 12).

54a) H. Minkouwsks, I, 1. c. Anm. 54).
124) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 4, Gl (IX), (X).
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nition von ¢, wird deshalb in der Lorentzschen Theorie die Bedingung
; 199 _
div 2[ + ?—?)T == 0125)
hinzugefiigt, welche sich vierdimensional #ibersichtlich in der Form

(207) 2w —0 (Divp = 0)
schreiben liBt. Eine vierdimensionale Deutung des Hertzschen Vek-
tors 3 ist bisher nicht gegeben worden.

In analoger Weise wie (B) liBt sich das zweite System
(©) ot — T E=ol divE—p

der Lorenizschen Gleichungen'®*), welches die Ladungsdichte enthils,
behandeln. Aus (198) und (202) folgt sofort

sk
(208) = (Div F=3s)

[vgl (141b)]. Definiert man die Ladungsdichte durch (C), so folgt
unmittelbar der Vektorcharakter des GroBemsystems s, der friiher
schon auf andere Weise begriindet wurde. Driickt man in (208) die
Feldstirken gemiB (206) durch das Vektorpotential aus, so kommt

(vgl. 145): Div, Rot ¢ = Grad, Divp — O ¢, = s,
und infolge (207)
(209) Up;=—s,.

Die Kovarianz der elektromagnetischen Feldgleichungen gegen-
tiber der Lorentz-Gruppe legt die Frage nahe, ob es noch umfassen-
dere Gruppen gibt, bei denen diese Kovarianz stattfindet. Diese Frage
wird durch Cunningham und Bateman*) beantwortet. Die allgemeinste
derartige Gruppe ist die der konformen Abbildungen (Nr. 8, B'), welche
die Gleichung des Lichtkegels st —0

in sich iberfiihrt. Neben den Transformationen der Lorentz-Gruppe
enthilt sie noch Transformationen durch reziproke Radien an einer
vierdimensionalen Kugel bzw. einem Hyperboloid im reellen Koordi-
natensystem. Durch die Theorie von Weyl erscheint Batemans
Theorem in einem neuen Licht (vgl. dariiber Abschn. V). Einen ein-
fachen Beweis dafiir, daB die Lorentz-Gruppe verkniipft mit der
Gruppe der gewdhnlichen Ahnlichkeitstransformationen die einzige

126) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 4, Gl. (2).

126a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl, Nr. 2, Gl (I), (Ia) und (IV).

126) E. Cunningham, Proc. London math. Soc. 8 (1910), p. 77; H. Bateman,
Proc. London math. Soc. 8 (1910), p. 223.
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lineare Gruppe ist, gegeniiber der die Lorentgschen Differentialgleichun-
gen kovariant sind, gibt Ph. Frank.'*")

29. Ponderomotorische Kraft und Dynamik des Elektrons. Schon
in seiner ersten Arbeit hat Finstein gezeigt, daB die Relativitéitstheorie
es ermoglicht, iiber die Bewegungsgesetze einer beliebig rasch sich be-
wegenden Punktladung im elektromagnetischen Feld vollig bestimmte
Aussagen zu machen, wenn diese fiir unendlich kleine Geschwindig-
keiten derselben bekannt sind. Unter Punktladung ist hier irgendeine
Ladung verstanden, deren Dimensionen so klein sind, daB das #uBere
Feld in dem Gebiet, das die Ladung erfiillf, als homogen angesehen
werden kann. Die ,Punktladung” braucht also nicht ein Elektron zu
sein. Ist € die Feldstirke des duBeren elektrischen Feldes, ¢, m La-
dung und Masse unserer ,Punktladung” in einem Koordinatensystem
K, in dem die Punktladung in dem betreffenden Augenblick ruht, so
gilt in diesem System: ..

(210) my o s = ¢@.

Mit Hilfe der Formeln (197) und (207) 1aBt sich daraus sofort das
Bewegungsgesetz in einem System K ableiten, relativ zu welchem
sich die Ladung (und das System K’) mit der Geschwindigkeit u in
der positiven z-Richtung bewegt. Es ergibt sich

m, d*z

P G —cC =G -{—-:—[u.@]}z

m &y _ £l m_ & (g4 1
il [ [u@]}y, e = C+ 9]
Zunéchst sieht man, daB auf der rechten Seite genau die Lorentzsche
Kraft®) steht. Wihrend sie in den dlteren Darstellungen als neues
Aziom eingefiihrt wird, ist sie hier eine Folge des Relativititsprinzips.
Hierzu ist allerdings zu bemerken, daB in dieser Aussage, was Glieder

(211)

von zweiter und hoherer Ordnung in % anlangt, kein physikalisches

Gesetz, sondern eine Definition der Kraft enthalten ist. In der Tat
scheint es zundchst willkiirlich zu sein, was man auf die linken und
was man auf die rechten Seiten der Gleichungen (211) bringt. Man

konnte z B. auch mit (1 — ﬁ”)’2 bzw. mit (1 — ﬂ’)'} heriibermulti-
plizieren und dann die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke als

Komponenten der Kraft bezeichnen. FEinstein hat anfangs e@’ auch
im bewegten System K als Kraft bezeichnet. In der relativistischen

127) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 35 (191t), p. 599.
128) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl.,, Nr. 3, Gl. (VI).
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Mechanik wird jedoch gezeigt, daB die oben formulierte von Planck'*)
herrithrende Definition der Kraft, nimlich den Lorentzschen Ausdruck

(212) @=e{@+—cl—[u®]}

bei einer beliebig bewegten Ladung als Kraft zu bezeichnen, die
zweckmiBigste, ja einzig naturgemiBe ist. Es zeigt sich némlich, daB
nur bei dieser Kraftdefinition die Kraft sich als zeitliche Anderung
eines Impulses auffassen 1iBt, der in abgeschlossenen Systemen kon-
stant bleibt (vgl. Nr. 37). Aus (212) und (207) folgen fiir die Kraft
die Transformationsformeln

(213) R=8,8=8V1—p, & =8)1—4,
wobei angenommen ist, daf im Koordinatensystem K’ die Materie,

auf welche die Kraft wirkt, im betreffenden Moment ruht.
In der alteren Literatur hat man vielfach auf Grund von (211)

— o als longitudinale, — ™ als transversale Masse bezeichnet;
a—pot a-—pyt
es ist jedoch zweckmiBiger, (211) in der Form
d .
zu schreiben, wobei jetzt durchweg
(215) m— V%‘*

als Masse erscheint.’*®) Dieser Ausdruck fiir die Abhiingigkeit der
Masse von der Geschwindigkeit wurde speziell fir die Masse des
Elektrons zum erstenmal von Lorents'™) abgeleitet, unter der An-
nahme, daB auch die Elektronen bei der Bewegung die ,Lorentz-Kon-
traktion erleiden. Die Theorie des starren Elektrons von Abraham
hatte eine kompliziertere Formel fiir die Massenverinderlichkeit er-
geben.’®?) Es bedeutete einen Fortschritt, daB die Relativitatstheorie
das Lorentzsche Gesetz der Massenveriinderlichkeit ohne eine beson-
dere Annahme iiber Gestalt und Ladungsverteilung des Elektrons be-

129) M. Planck, Verhandl. d. deutschen phys. Ges. 4 (1906), p. 136.

130) Dieses Ergebnis ist bereits in den Entwicklungen von Planck [l. c.
Anm. 129)] implizite enthalten und wurde hernach insbesondere von C. Tolman,
Phil. Mag. 21 (1911), p. 296 betont.

131) H. A. Lorentz, Amst. Proc., 1. ¢. Anm. 10).

182) Siehe dariiber H. 4. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl, Nr. 21, GL (77),
(78). Das (deformierbare) Elektron konstanten Volumens von Bucherer sei seines
historischen Interesses noch erwihnt: A. H. Bucherer, Mathematische Einleitung
in die Elektronentheorie 1904, p. 68. Siehe auch M. Abrakam, Theorie d. Elek-
trizitat, 2, 3. Aufl.,, Leipzig 1914, p. 188,
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griinden konnte. Auch braucht iiber die Natur der Masse nichts vor-
ausgesetzt zu werden, vielmehr gilt (215), wie hier fiir elektromagne-
tische Kriifte gezeigt wurde und wie in der relativistischen Mechanik
fir beliebige Krifte verallgemeinert wird (vgl. Nr. 87), fiir jede pon-
derable Masse. Die alte Auffassung, man konne durch Ablenkungs-
versuche an Kathodenstrahlen die konstante ,wahre“ von der ,schein-
baren elektromagnetischen Masse unterscheiden®®), 1Bt sich also
nicht aufrechterhalten.

Die Formel (215) fir die Massenverinderlichkeit oder richtiger
das Bewegungsgesetz (211) bietet die Moglichkeit, die Relativititstheorie
durch Versuche iiber die Ablenkung von raschen Kathodenstrahlen oder
p-Strahlen in elektrischen und magnetischen Feldern zu priifen. Die
dlteren Messungen von Kaufmann'*) schienen fiir die Abrahamsche For-
mel zu sprechen, doch hat Kaufmann die Genauigkeit seiner Messungen
iiberschiitzt. Durch die Versuche von Bucherer'®), Hupka'*®) und Rat-
nowski ") neigte sich die Entscheidung bereits mehr der relativistischen
Formel zu, und die neueren Messungen von Neumann'*®) [mit einer
Ergiinzung von Schifer'®)] sowie von Guye und Lavanchy™®) sprechen
eindeutig fiir die letatere. Die Theorie der Spektren gibt uns jedoch
heute in der Feinstruktur der Wasserstofflinien ein viel genaueres
Mittel, die Art der Abhingigkeit der Masse des Elektrons von seiner
Geschwindigkeit zu finden!), und fiihrte zu einer vollen Bestitigung

133) Siehe z. B. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 65.

134) W. Kaufmann, Gott. Nachr., math.-nat. K1. 1901, p. 143; 1902, p. 291;
1903, p. 90. Ann. d. Phys. 19 (1906), p. 487 und 20 (1906), p. 639.

135) A. H. Bucherer, Verh. d. deutschen phys. Ges. 6 (1908), p. 688. Phys.
Ztschr. 9 (1908), p. 765. Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 513 und 29 (1909), p. 1063.
Siehe auch die anschlieBenden Versuche von K. Wolz, Ann. d. Phys. 30 (1909),
p. 378; sowie die Diskussion zwischen Bucherer und Bestelmeyer: A. Bestelmeyer,
Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 166; A. H. Bucherer, Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 974;
A. Bestelmeyer, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 231.

136) E. Hupka, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 169; vgl. dazu auch die Dis-
kussion von W. Heil, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 519.

187) S. Ratnowsky, Dissertation Genf 1911.

138) G. Neumann, Breslauer Dissertation 1914. Auszug in den Ann. d. Phys.
46 (1914), p. 529; Referat von C. Schifer iiber diese Neumannschen Versuche in
Verh. d. deutschen phys. Ges. 156 (1913), p. 935; Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1117.

139) C. Schéfer, Ann, d. Phys. 49 (1916), p. 934.

140) Ch. E. Guye u. Ch. Lavanchy, Arch. de Genéve 41 (1916), p. 286,
353, 441.

141) K. Glitscher, Dissertation Miinchen 1917, Auszug in den Ann. d. Phys.
82 (1017), p. 608. Vgl. auch A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braun-
schweig, 1, Aufl. 1919, p. 3731, 2. Aufl. 1920, p. 370, der auf W. Lenz als ersten
Urheber dieser Priifung der Massenveréinderlichkeit hinweist.
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29. Ponderomotorische Kraft und Dynamik des Elektrons. 637

der relativistischen Formel, die deshalb jetzt als empirisch vollstindig
gesichert betrachtet werden kann. Die Massenveriinderlichkeit bei
anderen Massen als dem Elektron experimentell zu konstatieren, ist
bisher wegen der Kleinheit der Effekte nicht gelungen, nicht einmal
bei den schnellen «-Strahlen.

Die Gleichung (211) liBt sich in eine vierdimensional invariante
Form bringen, wenn man von der Kraft auf die Gesamtladung zur Kraft

(215) =o€+ [u§)]

auf die Volumeneinheit (Kraftdichte) iibergebt. Dieser Ausdruck legt
ndmlich nahe, das Produkt des Flichentensors F;,, mit dem Vierer-
strom-Vektor s* zu bilden

(216) fi=
Der resultierende Vektor f; hat die Komponenten
(217) A =T, fi=ie(E3)

Die Kraft auf die Volumeneinheit (Kraftdichte) liefert die drei rium-
lichen Komponenten eines Vierervektors, dessen zeitliche Komponente
die (dwrch ¢ dividierte) pro Zeit- und Volumeneinheit geleistete Arbeit
(Leistungsdichte) ist. Dieser wichtige Umstand wurde im wesentlichen
schon von Poincaré''*) erkannt und hernach von Minkowski®*) klar
formuliert. Aus (201) und (216) geht hervor, daB der Vierervektor £,
der elektromagnetischen Kraftdichte auf dem Geschwindigkeitsvektor
u' senkrecht steht:

(218) fiw = 0.

Nun kann auch das Bewegungsgesetz (214) in vierdimensional
invarianter Schreibweise formuliert werden, und zwar kann dies auf
zweierlei Weise geschehen. Einmal konnen wir den Vierervektor K,
mit den Komponenten

8 Ut
(219) (K, K, Ky) = Viep" K, =1 (@;.)

einfiihren. DaB diese GroBen tatsichlich einen Vierervektor bilden,
folgt aus den Transformationsformeln (213) fiir die Kraft. Man nennt

17%?—7 die Minkowskische Kraft im Gegensatz zur Newtonschen Kraft
. Die Bewegungsgleichungen lauten dann einfach

aras ) du;
(220) my - =K' oder m, 3+ =K,

11a) H. Poincaré, 1. c. Anm. 11).
54a) H. Minkowsks, I, 1. c. Anm. 54).
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Zweitens kann man die Bewegungsgleichungen auf die Volumenein-

heit beziehen. Bedeutet w, die Ruhmassendichte 2.:,1, so wird

s dy, ’
(221) bog =1 mg=F
Es muB jedoch bemerkt werden, daB der physikalische Sinn dieser
letzteren Gleichungen, wenn sie auf das Elektron angewandt werden,
nicht ganz durchsichtig ist (vgl. Abschn. V, Nr. 63), wenigstens so-
lange man auch hier dem Vektor f; die durch (216) angegebene Be-
deutung beilegt; sie gelten dann zunichst nur, wenn das Eigenfeld
des betreffenden Teilchens auf der rechten Seite nicht miteinbezogen
wird.

Fiir 4 = 4 liefern die Gleichungen (220), (221) den Energiesatz,
der eine Folge der Bewegungsgleichungen ist. In der Tat sind die
4 Gleichungen (219) bzw. (221) nicht unabhiingig voneinander, denn
durch skalare Multiplikation mit « erhélt man nach (192) und (218)
die Identitit 0 = 0.

Uber die Verallgemeinerung der Definition des Kraftvektors und
der Bewegungsgleichungen siehe Nr. 37.

30. Impuls und Energie des elektromagnetischen Feldes. Diffe-
rential- und Integralform der Erhaltungssitze. In der Elektrodynamik
wird gezeigt, daB sich die Lorenfgsche Kraftdichte f darstellen 1aBt
als Resultiecrende der durch die Mazwellschen Spannungen erzeugten
Flichenkrifte und der (negativ genommenen) zeitlichen Anderung der
Impulsdichte des Athers.*?) Jene sind definiert durch

T, = (€€, — %@2657‘) + (09— 9%, k=12 3)

diese durch g — %@, S = c[EH]™)
und es gilt dann
(D) =div 7 —g.

Es zeigt sich nun, daB sich diese Vektorgleichung mit der (skalaren)
Energiegleichung

ow . 2 2
® W tdve——(u, W—iE+5)")
zu einer vierdimensionalen Vektorgleichung zusammenfassen 1aBt. Man
bilde zundchst aus dem Flichentensor F;, den symmetrischen Tensor

2. Ranges
(222) So'k = ‘;_(Iﬂ"Fkr - ‘F?:-Fkh) = 'F'irFkr - '}_.FrnF” ) 6ik‘

142) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7.
148) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 6.
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Es sei gleich hier bemerkt, daB sein Skalar verschwindet
(223) S/ =0.
Seine Komponenten sind

Sp=—1T, fir s, k=1,2,3
(224) (8% 85, 85t) = (Su4y Sy Spp) = _Z‘ 6 =icg
Sp=8,=84%=—W.

Die riumlichen Komponenten des Tensors S sind also (im wesent-
lichen) gleich den Maxwellschen Spannungskomponenten, ‘die rium-
lich-zeitlichen gleich dem Poyntingschen Vektor und der Impulsdichte,
die zeitliche gleich der Energiedichte. Die Gleichungen (D) und (E)
lassen sich dann, wie zuerst von Minkowski'*) bemerkt wurde, durch
Einfiihrung des durch (216) definierten Vierervektors f zusammen-
fassen in das Gleichungssystem:

(225) f, = o8¢ (f = — Div S).

ox*
Fir ¢=1,2,3 stellt es den Impulssatz, fir i =4 den Energie-
satz dar. Man pflegt es deshalb als Impuls-Energiesatz und den Ten-
sor S als Impuls-Energietensor des elektromagnetischen Feldes zu be-
zeichnen.

Es zeigt sich ferner, daB sich die Ableitung der Gleichung (C),
(D) aus den Feldgleichungen (A), (B) durch die vierdimensionale
Schreibweise erheblich vereinfacht: Die Formel (176) ist identisch mit
(225), wenn man ¢, mit dem Viererpotential, F;, mit dem Flichen-
tensor der Feldstirken und s mit dem Viererstrom identifiziert. Man
braucht deshalb nur die in Nr. 23 unter a) gegebene Ableitung fiir
den Fall konstanter g,, zu spezialisieren, wobei sie sich noch erheb-
lich vereinfacht, um (225) zu erhalten. Doch ist auch die direkte
Rechnung leicht auszufiihren.

Nicht nur in formaler, sondern auch in physikalischer Hinsicht
bringt die relativistische Deutung des Impuls-Energiesatzes neue Ge-
sichtspunkte. Wenn in jedem Koordinatensystem der Energiesatz
[4. Komponente von (225)] gilt, folgt der Impulssatz von selbst.
Beide Sitze gehen vollstindig gleichwertig in die Beschreibung der
Naturvorginge ein. Entsprechend der Deutung des Vektors & in (E)
als Energiestrom sind konsequenterweise die GrdBen T}, als Kompo-
nenten des Impulsstromes anzusprechen. Da der Impuls selbst schon
ein Vektor ist, bilden sie (im gewdhnlichen Raum) einen ZTensor, im
Gegensatz zum Vektor & der Energiestromung. Die Mazwellschen

144) H. Minkowsks, 11, 1. ¢. Anm. b4).
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Spannungen, die friiher als reine RechengroBen betrachtet wurden#%),
erhalten hierdurch eine greifbare physikalische Deutung. Sie rithrt von
Planck ') her. (Uber die Verallgemeinerung dieser Deutung und der
Gleichungen (225) fiir nicht elektromagnetischen Impuls vgl. Nr. 42.)
An den Stellen, wo ponderomotorische Krifte auf die Materie wirken,
wird nach (225) elektromagnetischer Impuls aus mechanischem erzeugt
oder in solchen verwandelt, und Analoges gilt von der Energie. (Uber
die Versuche, jeden Impuls und jede Energie als elektromagnetisch
aufzufassen, vgl. Abschn. V.) An allen anderen Stellen strémen jedoch
der Impuls und die Energie des elektromagnetischen Feldes wie eine
im allgemeinen kompressible, im Spezialfall stationdrer Felder sogar
inkompressible Fliissigkeit mit unzerstorbarer Substanzmenge.

Der Tensor S, bezieht sich auf die Impuls- und Energiedichite,
und es fragt sich, wie sich Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines
Systems beim Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem ver-
halten. Indem wir die Besprechung des allgemeinen Falles der Nr. 42
vorbehalten, moge hier nur der Fall behandelt werden, wo Impuls und
Energie rein elektromagnetisch sind, wo also die Kraftdichte f; und
die elektrische Ladungsdichte iiberall verschwinden, so daB hier nach
(225)

o8k . »
(225a) 7= =0 (Div §=0)

gilt. Dies trifft zu fiir das Feld einer beliebig gestalteten Lichtwelle,
die frei durch den Raum hineilt. Sie mdge einen endlichen Raum er-
fillen, damit auch ihre Gesamtenergie und ihr Gesamtimpuls endlich
sind. In der Welt entspricht ihm eine Rohre von endlichem Quer-
schnitt. Es sind hier also genau diejenigen Verhiltnisse vorhanden,
die in Nr. 21 vorausgesetzt wurden, und aus den dortigen Entwick-
lungen folgt, daB aus den GroBen S;* durch Integration iiber das Vo-
lumen die Komponenten eines Vierervektors hervorgehen:

(226) J,= 2 [[[ssav.

Nach (224) hiingen sie in einfachster Weise mit dem Gesamtimpuls

146) H. A. Loventz, Art. V 14 dieser Encykl.,, Nr. 7, p. 163.

146) M. Planck, Verh. d. deutschen phys. Ges. 6 (1908), p. 728; Phys. Ztschr.
9 (1908), p. 828.

Akzeptiert man diese Deutung, so darf man sich allerdings nicht an dem
paradoxen Umstand stoBen, daB eine Impulsstrdmung auch dann vorhanden sein
kann, wenn die Impulsdichte iiberall verschwindet (wie es z. B. im rein elektro-
statischen Feld der Fall ist). Bei der Energiestromung besteht keine derartige
Moglichkeit.
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G und der Gesamtenergie E des Systems (der Lichtwelle) zusammen:
(227) (Jyy Jyy Jy) = ¢@, J, = iE.
Wir konnen also sagen: Gesamtenergic und Gesamtimpuls bilden in

unserem Fall einen Vierervekltor. Daraus folgen nach (186), (187) so-
fort die Transformationsformeln

G’ G ¥ G'—G. G'—G

(228) z Vl—ﬁ’ ’ y y? ¢ Y=
' E = E—vG,
V1i—p?

Wir bemerken noch, daB der Vektor J, nicht raumartig sein kann.
Wire dem so, so gibe es nimlich ein Koordinatensystem, in welchem
G =+ 0, aber E =0 wire. Dies ist aber unmoglich, da E nur ver-
schwinden kann, wenn {iberhaupt kein Feld vorhanden ist. Man hat
also

(229) 171<0, e<¥.

G kann also nur ein Nullvektor oder zeitartig sein. Ein Beispiel fiir
die erste Moglichkeit ist ein seitlich begrenzter ebener Wellenzug von

endlicher Linge. Denn fiir diesen ist bekanntlich G = —ﬁ—: Da man

diese Beziehung J;Ji=0 schreiben kann, muB sie fiir jedes Bezugs-
system giiltig sein. Ist o der in K gemessene Winkel zwischen Strahl-
richtung und Geschwindigkeit des Systems K’ relativ zu K, so folgt
ferner aus (228) die Einsteinsche Transformationsformel fiir die Energie
einer endlichen ebenen Welle47):

3 ’ 1—fcose

(228a) E = e E

Ist dagegen J zeitartig, so gibt es stets ein Koordinatensystem K,
in welchem der Gesamtimpuls verschwindet. Ist E, der Wert der
Gesamtenergie in diesem System, so folgt aus (228) fiir ein System
K, relativ zu dem sich K, mit der Geschwindigkeit v bewegt:

(228b) E=_2 , 6= """ = F

Ein Beispiel dafiir ist die Kugelwelle von endlicher Breite oder ein
System von zwei entgegengesetzt gerichteten, sonst vollkommen gleichen
ebenen Wellenziigen. Wegen der Verallgemeinerung dieser Relationen
fiir nicht elektromagnetischen Impuls (bzw. Energie) sieche Nr. 42.

147) A. Eingtein, 1. ¢. Anm. 12), § 8.
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31. Das invariante Wirkungsprinzip der Elektrodynamik. Nach-
dem bereits Poincaré™®) sich von der Invarianz des Schwarzschildschen
Wirkungsintegrals'4%) gegeniiber der Lorentzgruppe iiberzeugt hat, hat
Born'?) die vierdimensionale Vektorschreibweise auf das Wirkungs-
prinzip angewandt und dasselbe auf diese Weise sehr iibersichtlich
gestaltet.

Schwarzschild™®) bildet zuerst durch Integration iiber den drei-
dimensionalen Raum die Lagrangesche Funktion

1 1

@ —eav + fop— Lw)av
und erhilt hiernach durch Integration iiber die Zeit die Wirkungs-
funktion. NaturgemidB wird man die Integration iiber Raum und Zeit

in ein vierfaches Integral vereinen.!**) Bezeichnen wir mit L die In-
variante

(230) L=3FF*=9—@,
so liBt sich die (doppelte) Wirkungsfunktion einfach schreiben
(231) W= [(L—2¢s5)dz.

Das in Frage kommende Wirkungsprinzip besagt nun, daB die Variation
von W unter gewissen Bedingungen verschwindet:

(232) oW =0.

Diese Bedingungen sind:

1. Das Integral W werde iiber ein bestimmtes Weltsttick integriert,
unabhingige Variable seien die Komponenten ¢; des Viererpotentials,
die an der Grenze des Integrationsgebietes vorgegebene Werte haben
sollen. Der Viererstrom &, d. h. die Weltlinien der elektrischen La-
dungen und ihr Betrag werde nicht variiert. Nach Nr. 23, (174),
(175) ist dann

(233) oW =2 [ (5 — &) o5

und (232) liefert das zweite System der Maxwellschen Gleichungen
(208). Das erste System ist schon durch die Existenz des Vierer-
potentials erfiillt und wurde von vornherein vorausgesetzt.

2. Das Feld ¢ ist eine bestimmte Funktion der Weltkoordinaten
und wird nicht variiert; dagegen sollen die Weltlinien der Materie
variiert werden. Das Integral iiber L liefert dann keinen Beitrag zur
Variation, das zweite muB erst umgeformt werden. Ist de das Ladungs-

148) H. Poincaré, Rend. Pal., 1. ¢. Anm. 11).

149) K. Schwarzschild, Gott. Nachr., math.-naturw. Kl., 1903, p. 125. Siehe
auch H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 9.

160) M. Born, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 571.

112
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element, welches einem bestimmten Substanzelement zugeordnet ist,
und v die Eigenzeit der zugehorigen Weltlinie (von einem irgendwie
fixierten Nullpunkt an gerechnet), so kann man nach der Bedeutung
(201) von s schreiben

fgod2= icfde dr, ftp‘S‘d2= @fdﬂflp“;—fdt.

Wir integrieren iiber den Weltzylinder, der erhalten wird, wenn man
auf jeder Weltlinie der Substanz die gleiche Liinge abtriigt. Anfangs-
und Endpunkte der Weltlinien sollen nicht variiert werden. Dann
ergibt sich durch partielle Integration zunichst

1OW = ifdef(%axf-—%w%)df

= — {fdc Fyutdaidr,
oder auch

(234) poW = — [F,s0ddS = — [f,0043.

Born verfihrt so, daB er der Variation der Substanz-Weltlinien noch
die Nebenbedingung

(235) 8 fas =0
hinzufiigt. Nach Nr. 15 ist fiir eine Weltlinie mit stets zeitartiger
Richtung, wie sie hier vorliegt, bei fixen Endpunkten und konstanten g;,:
(236) 8 f dr =2 f 34 3 2tds,
also folgt aus (232) diesmal
du,
Lo gy = fi

wo u, ein konstanter Lagramgescher Multiplikator ist. Diese Rela-
tionen stimmen mit (221) iiberein, wenn man g, als Ruhmassendichte
deutet. Wie in Nr. 29 ist hier vom Eigenfeld des betreffenden Teil-
chens abgesehen.

Weyl®®') dagegen legt der Variation die Nebenbedingung (235)
nicht auf, fiigt aber zur Wirkungsfunktion noch ein Glied

2fhedS = 2icfdm - [
hinzu:

(231a) W, =2[p,2dS+ W, oW, =0.
Zufolge (234) und (236) folgt daraus ebenfalls (221).

151) H. Weyl, Raum — Zeit — Materie, 1. Aufl., § 32, p. 215.
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32. Anwendungen auf spesielle Fille. «) Dic Integration der
Potentialgleichungen. Bekanntlich werden die Differentialgleichungen
(207) und (209), wenn s als Funktion von Ort und Zeit gegeben ist,
integriert durch

u .
/VQQ" rPQ dVQ /(9 —C—)Q t rPQ va
2 = - = S 162
(287) o dnrpy ' A, dnrp, )

In diesen Ausdriicken fiir die Potentiale wird die Symmetrie der
Differentialgleichungen in Raum und Zeit nicht voll ausgenutzt. Dies
geschieht dagegen bei einem von Herglolz'**) schon vor Aufstellung
der Relativititstheorie gefundenen Verfahren, welches von der parti-
kularen Losung 1

R}q

der Gleichungen (209) ausgeht, in der jetzt PQ zwei Weltpunkte
und R ihren vierdimensionalen Abstand bedeuten. Durch Multiplika-
tion mit einer passenden Funktion $(@) und Integration iiber eine den
Strahl £p...00 positiv umfahrende Schleife in der komplexen to-Ebene
erhilt Herglotz daraus den iiblichen Ausdruck fiir das Potential. Der
Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daB man bei der Berechnung
der Feldstirke erst differenzieren und hernach erst die komplexe
Integration ausfihren kann, wodurch die Rechnung iibersichtlicher
wird. Unter dem EinfluB der Relativititstheorie hat spiter Sommer-
feld*®*) das Herglotzsche Verfahren modifiziert und erginzt.

Fiir Punktladungen geht (237) iiber in das Wiechertsche Elemen-
targesetz ' u
@) dxg, = | A=

r r
P C"r P c r

tp bedeutet den von dem Ort der Ladung zur Zeit ¢ — %P zum Auf-

punkt gezogenen Vektor. Es gestattet nach Minkowski'*®) eine ein-
fache vierdimensional-vektorielle Deutung. Es sei

(239) g = E(r)

152) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 8, Gl. (XI), (XII). Von der
seit Ritz [l c. Anm. 21)] vielfach diskutierten Moglichkeit der Ldsung durch

vorauseilende Potentiale (in ‘den Formeln t+% statt ¢ — %) ist hier abgesehen.

153) G. Herglotz, Gott. Nachr., math.-naturw. K1, 1904, p. 549

1564) A. Sommerfeld, Ann, d. Phys. 33 (1910), 1. ¢. Anm. 55), § 7, p. 665 f.
165) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 17, Gl. (70).

156) H. Minkowski, III, 1. ¢. Anm. 54).
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die Weltlinie der Ladung als Funktion ihrer Eigenzeit, P wie oben
der Auf-Weltpunkt. Durch diesen lege man einen ,Nullkegel“ in die
Vergangenheit. Er schneidet die Weltlinie der Ladung in einem be-
stimmten Punkt @, und zwar in einem einzigen Punkt, wenn die
Richtung der Weltlinie stets zeitartig ist. Sind z° die Koordinaten
des Aufpunktes P und

(240) Xi=1a'— &,
so wird also durch die Forderung
(241) XX'=0

der Punkt @, und somit auch der zugehdrige Wert von z als ein-
deutige Funktion der z* bestimmt:

(242) —

Die Ausdriicke (238) fiir die Potentiale lassen sich nun auf Grund
von (205) und (190) sofort zusammenfassen zu

(238a) dmp, = — %

Die Berechnung der Feldstirken wird durch Einfihrung der Eigen-
zeit erheblich vereinfacht. Aus (241) findet man zunichst fir die
Ableitungen der Funktion (242) nach den Koordinaten 2* von P:

X(@'—u‘ at) 0,

oxk
. ot X,
(243) S = s

Die weitere Rechnung ist ganz elementar und ergibt fiir die Feld-
stirken:

@) 4aFy = — o [0+ (X, F2)} X — w.X)

e du; duy
+ s (32 X — T2 X)),

Setzt man in den Aufpunkt eine zweite Ladung & mit dem Geschwin-
digkeitsvektor @, so ergibt sich aus (216) die von der ersten auf die
zweite Ladung ausgeiibte Kraft &: Fiir den durch (219) definierten
Vierervektor K, der Minkowskischen Kraft folgt

ek st = il 4 (% )
— (X.u") (‘%’& #)] X,
— o @+ (X )} &
Tt (X )

(245)
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Sommerfeld leitet sowohl das Wiechertsche Elementargesetz (238a)
als auch die Ausdriicke (244), (245) durch komplexe Integration
mittels des oben erwihnten Verfahrens ab. (245) ist in Uberein-
stimmung mit der von Schwarzschild'®") angegebenen ,elementaren
elektrodynamischen Kraft®,

B) Das Feld der gleichformig bewegten Punktladung. Da die Elek-
tronentheorie mit der Relativititstheorie im Einklang ist, kann letztere,
was die Ermittlung des elektromagnetischen Feldes bei gegebener
Elektronenbewegung anlangt, zu keinen anderen Ergebnissen fiihren
als denen, welche bereits die vorrelativistische Lorentzsche Theorie
erhalten hatte. Die Regeln fiir die Transformation der Feldstirken
ersparen einem aber oft, auf die Differentialgleichungen oder auf die
allgemeine Formel (244) zuriickzugreifen, wenn das Feld fiir ein be-
stimmtes Koordinatensystem bekannt ist. Handelt es sich z. B. darum,
das Feld einer im System K gleichformig bewegten Punktladung zu
finden, so ermittle man zuerst das Feld im System K’, in welchem
die Ladung ruht: e

€= =5 .

r

Aus (207) folgt dann sofort
€ = ;T x', € = e—% (3

, e I
_e el
7 Yisp

Bezeichnet r = (z, y, #) den Vektor, dessen Endpunkt der Aufpunkt,
dessen Anfangspunkt der mit jenem dn K gemessen gleichzeitige Ort
der Ladung ist, so wird

(246) . o

£ I L _"J 168
3 ,Vl p” é 7 '3 )

Die elektrische Feldstirke ist also auch hler mdial gerichtet, die

magnetische steht senkrecht auf dem Radiusvektor und auf der Be-

wegungsrichtung. Der Fliche gleicher absoluter GriBe der elektri-

schen Feldstirke ist im bewegten System nicht die Kugel, sondern

157) K. Schwarzschild, Gott. Nachr., math.-phys. K1. 1903, p. 182; vgl. auch
H. A. Lorentz, Art. V14 dieser Encykl, Nr. 25.

158) Diese Ableitung findet sich zuerst bei Poincaré, Rend. Pal., 1. c.
Anm. 11), § 5.
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das Heaviside-Ellipsoid, welches schon 1889 von Heaviside'®®) in die
Elektrodynamik eingefihrt wurde. Es erweist sich einfach als das
Gebilde, in welches die Kugel durch eine Lorentz-Transformation iiber-
gefiihrt wird.

Das Feld (246) kann auch durch Spezialisieren aus der all-
gemeinen Formel (244) gewonnen werden. Man fiihre den Vektor X’
ein, der von der in unserem Fall geraden Weltlinie der Ladung aus-
geht, auf ihr mormal steht und im Auf-Weltpunkt endet. Im Ruh-
system K’ sind seine Komponenten (tr’,0). Man findet leicht

X=X, + cisui C(Xw), X X'=|X'|= cl’(X’ur)’

| X' =— 2 (X,w)
also

(246 2) 4xF, — cl—;,‘-,(u,. X, — wX,).

9) Das Feld der Hyperbelbewegung. Nach der gleichformigen Be-
wegung ist der einfachste Fall die ,gleichformig” beschleunigte, das
ist in der Relativitdtstheorie die Hyperbelbewegung (s. Nr. 26). Das
Feld einer Punktladung, welche eine Hyperbelbewegung beschreibt,
wurde zum erstenmal von Born'®) ermittelt. Sommerfeld*!) bedient
sich bei dessen Berechnung der Integration in der komplexen Ebene.
Eine elementare Darstellung gibt auch Lawe.!®?) Legt man den Ur-
sprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Hyperbel und
1aBt die z'z*-Ebene mit der Ebene der Hyperbel zusammenfallen, so
ist der Punkt

£‘=acos%, E‘:=asin%, B=t=0

der Weltlinie (196a) der Ladung, welcher durch (241) dem Aufpunkt
2, ...z* zugeordnet ist, bestimmt durch

R! 2
(247) cos(zp—¢)=%, =2
Hierin ist gesetzt
(248) R=Vza, o' =gcosp, z*=psing.
Die Komponenten des Viererpotentials werden
e sin e co8 9P
(249) ‘P1=mm%,—), Py=03=0, @ =———""—-"

159) Vgl. H. A.Lorentz, Art. V14 dieser Encykl., Nr.11b, daselbst &ltere Literatur.

160) M. Born, 1. c. Anm. 114).

161) A. Sommerfeld, 1. ¢. Anm. 115).

162) M. v. Laue, Das Relativititsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig 1911,
p. 108, § 184d).
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In dem Koordinatensystem, in welchem die Ladung zur Zeit
t— % gerade ruht, verschwindet ¢, im Zeitmoment ¢{. Im System, in

welchem der Aufpunkt mit dem Mittelpunkt der Hyperbel gleichzeitig
ist, ergibt sich fiir die Feldstirken
G —— ie a_1p=__ie[acos(1p—(p)—9]
= 4mosin®(y —g) de dxae*sin’®(yp — ¢)
e a'[R*4 a®—2¢?
n [(R*+4 a?)® — 4a??]%’

_ ie S0y tey
(250) € = — i —y) 720 — fmacm W =) —
2e a’e

= 7 [(B*F a¥)* — 4a'o'T%
(worin jetzt y statt 2 geschrieben ist).

$=0.
Die Hyperbelbewegung ist also auch dadurch ausgezeichnet, daB sie
nicht mit Bildung einer Wellenzone und entsprechender Ausstrahlung
verkniipft ist. (Dagegen ist Ausstrahlung vorhanden, wenn zwei ge-
radlinig-gleichformige Bewegungen durch ein Stiick Hyperbelbewegung
in einander iibergefithrt werden.)

Es liegt nahe, zur Berechnung des Feldes der Hyperbelbewegung
ein mit der Ladung mithewegtes, also nicht Galileisches Bezugssystem
einzufiihren. Als z-Koordinate kann in demselben die oben mit ¢ be-
zeichnete Grofe, als Zeit am besten der Winkel ¢ eingefiihrt werden,
der bis auf einen Faktor mit der Eigenzeit der bewegten Ladung
ibereinstimmt. Das Linienelement in diesem Koordinatensystem wird
(251) ds* = (') + (€)' + (d5°)" + (§')(d&)’

(g(l) =, £ = x(2)7 O A 9’)-

Die Feldgleichungen in diesen Koordinaten konnen mit Hilfe der
in Abschnitt II aufgestellten Hilfsmittel sofort hingeschrieben werden.
Das Problem wird dann statisch, aber nicht eindimensional, die Rech-
nungen vereinfachen sich nicht wesentlich. Es ist historisch inter-
essant, daB schon Born'®®) das Problem durch Einfiihrung eines mit-
bewegten Systems behandelt hat. Der von ihm verwendete Zeitpara-
meter ist ein anderer als der oben benutzte, die Differentialgleichungen
erhielt er durch Zuriickgreifen auf das von ihm bereits friiher in in-
varianter Weise formulierte Variationsprinzip (Nr. 31).

0) Invarianz der Lichtphase. Reflexion am bewegten Spiegel.
Strahlungsdruck. In Nr. 6 wurden die relativistischen Formeln fiir

163) M. Born, 1. c. Anm. 114).
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Dopplereffekt und Aberration aus der Invarianz der Lichtphase her-
geleitet. Die Begriindung fiir die letztere ergibt sich unmittelbar aus
den Transformationsformeln fiir die Feldstirken. Da die Phase einer
ebenen Welle iiberdies eine lineare Funktion der Raum-Zeitkoordinaten
ist, kann sie als skalares Produkt aus dem Koordinatenvektor und aus
einem Wellen-Vierervektor I, geschrieben werden

(252) — vt 4 (fr) = 1,2
 ist der dreidimensionale Ausbreitungsvektor, dessen Richtung mit
der der Wellennormale iibereinstimmt und dessen Betrag gleich der
reziproken Wellenlinge (Wellenzahl) ist. Ist speziell die Wellennor-
male parallel der zy-Ebene, so wird

(2524) l,= (% cos «, % sin o, O, Q)'

[4

Im Vakuum ist I, ein Nullvektor. Die Transformationsformeln
(15), (16) der Nr. 6 folgen unmittelbar. Auf Grund von (204) lassen
sie sich leicht durch die Transformationsformeln fiir die Amplitude
A erginzen. Es ergibt sich

r 4 1—pfcose 4.

(253) A'= A—————Vl — )
Nimmt man noch die Transformation des Volumens ¥V eines seitlich
begrenzten, endlichen Wellenzuges hinzu:

(254) y—y V=P

1—fcosa’

so folgt fiir die Gesamtenergie E = 1 4*V desselben wieder die For-
mel (229a).%) Der Vergleich mit (15) lehrt, daB sich Energie und
Amplitude genau so transformieren wie die Frequenz, das Volumen
dagegen umgekehrt:

E E 4
(255) ’V' = 7 7

, Vv '=7Vw.

Die erste dieser Relationen hebt Einstein'®) als besonders bemerkens-
wert hervor; das Wiensche Verschiebungsgesetz ist damit verkniipft.

In engem Zusammenhange mit den Transformationsformeln fiir
Frequenz und Richtung einer ebenen Welle beim Ubergang zu einem
bewegten Bezugssystem stehen die Gesetze der Reflexion am bewegten
Spiegel (der als vollkommen leitend und eben vorausgesetzt werden
moge). Diese Gesetze lassen sich ndmlich offensichtlich durch Ein-
filhrung eines mit dem Spiegel mitbewegten Koordinatensystems K’
auf die fiir einen ruhenden Spiegel giiltigen zuriickfiihren.!®) Die

164) A. Einstein, 1. ¢. Anm. 12), § 8.
165) A. Einstein, 1. ¢. Anm. 12), § 7.
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Relativititstheorie kann auch hier nur in der Form der Herleitung,
nicht im Ergebnis etwas Neues bringen.!®®) Die Formeln der #lteren
Theorie sind hier sogar exakt richtig, da alle vorkommenden GroBen
mit den MaBstiben und Uhren desselben Systems gemessen werden,
Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation das Ergebnis somit nicht be-
einflussen konnen.

Seien «,, @, die in K gemessenen Winkel der Normale der ein-
fallenden und reflektierten Welle mit der Richtung der Geschwindig-
keit des Spiegels, oy, @)’ die entsprechenden Winkel in K, v, v, die
Frequenzen der einfallenden und reflektierten Welle in K, v,"=v,'= 1’
die entsprechenden Frequenzen in K'. Bewegt sich der Spiegel
parallel seiner eigenen Ebene, so wird oy = 2% — ', und aus (15),
(16) folgt daraus auch ey = 2z — ¢, v, = »,. D. h. das Reflexions-
gesetz unterscheidet sich in diesem Fall nicht von dem des ruhenden
Spiegels. Daraus ergibt sich weiter, daB es immer nur auf die Ge-
schwindigkeitskomponente in der Richtung der Spiegelnormale an-
kommt. Wir konnen deshalb annehmen, daB der Spiegel sich normal
zu seiner eigenen Ebene bewegt; seine Geschwindigkeit v sei positiv
gezdhlt in der Richtung der Normale nach innen, «,, ¢, sowie o', o’
sind jetzt Einfalls- und Reflexionswinkel und es gilt

o =n—a

Aus (15), (16) folgt dann

(255) v3(1 — B cos @) = »,(1 — f cos «,)
(256) v, 8in ¢y = v, sin @,
—_ 1 3
(257) tg ~ 2“'.—_%@%.
Ferner
cosey —f _ cos o, — f
1—fcose, 1—fcose,’

woraus sich ergibt

14 gt — 2
(2574a) COS 0g = — (1i2;2‘;§ Zi +p'ﬂ

and
2
(258) M L—lg_‘ifﬁf‘i_lji.
Eine sehr elegante Methode, um diese Formeln abzuleiten, gibt
Bateman.®") Um in K’ die Phase der reflektierten aus der der ein-

166) Vgl. die vor Aufstellung der Relativitéitstheorie erschienenen, ausfiibr-
lichen Diskussionen der Reflexionsgesetze am bewegten Spiegel bei W. Hicks,
Phil. Mag. 8 (1902), p. 9; M. Abraham, Boltzmann-Festschrift 1904, p. 85; Ann.
d. Phys 14 (1904), p. 236; Theorie der Elektrizitit (2), 1. Aufl, Leipzig 1905,
p. 848, § 40; ferner auch E. Kohl, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 28.

167) H. Bateman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 890.
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fallenden Welle zu erhalten, hat man einfach " durch —z’ zu ersetzen.
Dies ist zugleich der Ubergang zum Spiegelbild. Um die entsprechende
Transformation in K zu erhalten, hat man zuerst durch eine imaginire
Drehung um den Winkel -4 ¢, der bestimmt ist durch (187), zu K’
iiberzugehen, dann die z-Achse umzuklappen und dann durch Drehung
um — ¢ wieder zu K iiberzugehen. Diese Operationen sind aber dquiva-
lent mit einer Drehung um 2 o und nachfolgender Umklappung der x- Achse.

Setzt man also

tg 29’ oU

so wird nach (187):
U— 2¢*y

F v
eos2<p—}+g,, sin2q;=i-1_2.ﬁp‘

(259) |

\
und die Transformationen

(= x— Ut ct4 o? 2¢tv
V = c’tv'x_l_c’—v"t’
1_.__
(260)

z t—c’x c’+v’ 2

= ——— it — 5
U* T — v -

=
| c

vermitteln den Ubergang zwischen Gegenstand (z,¢) und Bild (z,7)
im bewegten Spiegel. Ein Punkt des bewegten Spiegels, fiir den
x = vt ist, wird in sich selbst transformiert (F = z, £ = ¢), bewegt
sich der Gegenstand mit derselben Geschwindigkeit wie der Spiegel
(z = vt + a), so gilt das gleiche vom Bild (# =% 4 @), wie es sein
muB. Das Bild eines in K ruhenden Punktes bewegt sich mit der
Geschwindigkeit U, die man auch aus dem Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten durch Zusammensetzen von v mit v erhélt. Die Phase
der am bewegten Spiegel reflektierten Welle geht aus der der ein-
fallenden unmittelbar durch die Substitution (260) hervor, und die
Relationen (257), (257a), (258) konnen, wenn man noch wegen der
Umklappung der z-Achse tiberall = — «, statt «, einfiihrt, vollig
analog zu (16a), (16) und (15) geschrieben werden:

U
_ 4y
(257 g5t = |/ —F gt
T
cos a; — %
(2567'a) cos (T — ap) =

1— —cose,
c
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1— gcosal
4

258’ Vg =V ———
- Y-
Varicak'*®) interpretiert diese Formeln durch die Bolyas-Lobatschewsky-
sche Geometrie.

Die Relationen (255) gestatten sofort, auch die Anderung der
Amplitude bei Reflexion am bewegten Spiegel anzugeben.!63*)

(261) '%‘2=":‘:) A2=A1'1—2ﬁl(io_s;;+p,'
Die Differenz der pro Zeit- und Flicheneinheit austretenden Energie
1 4,2 (c cos ¢y — v)

und der eintretenden

+ 4. (— ¢ cos e; + v)
muB gleich sein der pro Zeiteinheit vom Strahlungsdruck p geleisteten
Arbeit pv.1%%) Daraus bestimmt sich p in Ubereinstimmung mit dem
Ergebnis der vorrelativistischen Theorie zu:

g (cos @, — f)? , , ,
(262) p=4A4, —Al__p—,—=Al’cos’a =p.
Der Lichtdruck ist eine Invariante. In Nr. 45 wird gezeigt, daB dies
von jedem Druck gilt.

&) Das Strahlungsfeld eines beweglen Dipols. Das Feld des Hertz-
schen Resonators ist in (243) als Spezialfall enthalten. Handelt es
sich iiberdies nur um das Feld in der Wellenzone (groBe Entfernung),
so kann nicht nur X, vom Mittelpunkt des Dipols gezihlt werden, son-
dern auch fiir u, statt des Geschwingkeitsvektors der Einzelladungen
der des Doppelmittelpunktes genommen werden. Bedeuteten v, b
Geschwindigkeit des Dipols, Beschleunigung der schwingende~ _a-

i

dung sur Zeit t-—%, t den von der retardierten, R=r —r-

den von der gleicheeitigen Lage des Dipols zum Aufpunkt gezogenen

Vektor, r, den Einheitsvektor %, R, den entsprechenden Vektor

R, = ?;_ =1, ———Z— , ¥ den Winkel zwischen v und t, so erhilt man

mit Riicksicht auf (241):
( - o n 0
! €= [,EQTI{?ME T (ry0) R, — 0 (R, 1))

e 1
(263) = dnctr (1= Beosd)® [r,

@ = dmeir(l : B cos§)® {(t, '5) [bzl] + [617,]} = [tl @]

168) V. Varicak, 1. c. Anm. 111).
168a) A. Einstein, 1. c. Anm. 12), § 7.

[R,0]]
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Die Relativitiitstheorie gestattet ohne weiteres diese zuerst von
Heaviside'®®) und dann genauer von Abraham'™) abgeleiteten Ausdriicke
aus den Hertzschen Formeln fiir das Feld des ruhenden Dipols ab-
zuleiten. Das einfachste Verfahren besteht darin, daB man sich zu-
nichst nach dem Vorgang von Poincaré'™) davon iiberzeugt, daB auch
im bewegten System € und § aufeinander und auf v, senkrecht stehen
und den gleichen Betrag haben. Man kann némlich diesen Sachverhalt
durch die invarianten Vektorgleichungen

F,X*=0, F*,X*=0

ausdriicken. Sodann braucht man nur noch die Energiedichte aus
der Transformationsformel fiir den Tensor S, zu berechnen.

Mit der vom bewegten Dipol ausgestrahlten Impuls- und Energie-
menge beschiftigt sich vom Standpunkt der Relativititstheorie
M. v. Laue.™) Die Gleichungen (228b) miissen hier zu recht be-
stehen, da die Ezistenz des Wellenfeldes vom Vorhandensein der elek-
trischen Ladungen unabhéingig ist. Mit Riicksicht auf die Zeitdilatation
folgt daraus fir die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie

Im Ruhsystem ist aber
dE & .,
Tat T 6met ?
und die Transformationsformeln (193) fiir die Beschleunigung er-
geben daraus sofort
_GE_ e [ B2 BB 1 (o, (0D)
dt _6nc’{(l-—ﬂ’)’+(1 —pH ~ 6mct (1—49*')’»{"2 +1——?*}
d8 v dE
Tdt T ctdt”

(264)

in Ubereinstimmung mit der Abrahamschen Berechnung aus dem
Feld (263). Die ausgestrahlte Energie setzt sich additiv zusammen
aus den Anteilen, die von der longitudinalen und der transversalen
Komponente von b allein hervorgebracht wiirden.

Betrachtet man den Vorgang vom System K’ aus, so erhellt, daB
die Geschwindigkeit des Dipols durch die Ausstrahlung nicht geéindert

169) O. Heaviside, Nature 67 (1902), p 6; vgl. auch H. 4. Lorentz, Art. V 14
dieser Encykl., Nr. 14, p. 180 und die dort zitierte Literatur.

170) M. Abraham, Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 236; Theorie der Elektrizitit
2, 1. Aufl. (1905), § 13—15.

171) H. Poincaré, Rend. Pal., 1. ¢. Anm. 11), § 5.

172) M. v. Laue, Verh. d. deutschen phys. Ges. 10 (1908), p. 888; Ann. d.
Phys. 28 (1909), p. 436.
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wird (in K’ gleich Null bleibt). Infolge der Trigheit der Energie
ist jedoch der Satz von der Erhaltung des Impulses trotz der Im-
pulsausstrahlung (264) nicht verletzt (vgl. Nr. 41).

¢) Die Reaktionskraft der Sirahlung. Wenn in dem betreffenden
Moment v = 0 ist, so ist die Gr6Be der Reaktionskraft der Strahlung
bestimmt durch @ — §.179)
zc’
Hieraus haben unabhingig voneinander Laue'™) und Abraham'™)
durch eine Lorentz-Transformation den Ausdruck fiir die Reaktions-
kraft auf eine bewegte Ladung abgeleitet. Hierzu geniigt es nach
(219) einen Vektor K; zu finden, dessen 3 riumliche Komponenten
fiir vy = 0 mit obigem Ausdruck fiir & iibereinstimmen und dessen
zeitliche Komponente in diesem Fall verschwindet. Zu diesem Zweck
mache man den Ansatz
(265) K,—

e? (diu;
6x:c? dz; + au,.}

und bestimme o« aus der Bedingung K« = 0. Mit Riicksicht auf
(159) und (192) findet man

1 adhey 1 du, du*
(266) R o
und fiir & ergibt sich:

et 1 (e, o 8D (»
(2658) R=6?c3—1——_ﬁ={”+ t’«,-(1( )’)+c’(1 ’)L(”°)+c'(1 > }
Abraham'™) bringt auch den Nachweis, daB das Zeitintegral von R,
erstreckt iiber die Dauer der Ausstrahlung, gleich dem ausgestrahlten
Impuls, und ebenso das Zeitintegral von (v®) gleich der ausgestrahl-
ten Energie ist. Bei der Hyperbelbewegung verschwindet &, wie es
sein muB, da hier keine Ausstrahlung erfolgt (s. oben unter y).

33. Minkowskis phénomenologische Elektrodynamik bewegter
Korper. Durch die Feldgleichungen (203) und (208) der Elektronen-
theorie sind alle Fragen der Elektrodynamik bewegter Korper prin-
zipiell beantwortet. Wegen unserer moch unvollstindigen Kenntnis
des Aufbaues der Materie ist es jedoch berechtigt, die Frage zu stellen,
was das Relativititsprinzip iiber die (makroskopischen) Vorginge in
bewegten Korpern auszusagen gestattet, wenn man die Vorginge in
ruhenden Korpern als durch die Erfahrung gegeben annimmt. Diese

113) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl,, Nr. 20, p. 190, Gl (74).
174) M. v. Laue, 1. c. Anm 172).
176) M. Abraham, Theorie d. Elektrizitit 2, 2. Aufl. (1908), p. 387.

124



88. Minkowskis phinomenologische Elektrodynamik bewegter Korper. 655

Frage hat Minkowski'™®) beantwortet, indem er zeigte, daB aus den
Mazwellschen Gleichungen

(F) rot €422 —0, div® =0
" D .

(@) rot,p——}aa—t=8, divd=p

(H) D=:E, B—=pp, I=0€

fir ruhende Korper und dem Relativititsprinzip die Gleichungen fiir
bewegte Korper eindeutig folgen. Analog wie bei der vierdimensio-
nalen Formulierung der Gleichungen der Elektronentheorie faBt man
zuerst die Gleichungen, welche Ladungsdichte und Strom nicht ent-
halten, zusammen und dann die iibrigen. Dies gibt AnlaB zur Ein-
fihrung der beiden Flichentensoren

(267) (Fm F,, Fa) = 'i@, (Fss’ Fy,, Fu) =B
(268) (Hm H,, Ha) = i%, (st’ Hy,, Hﬂ) =9
und des Vierervektors

(269) J, % JH =3, J'=ip

wit den zugehdrigen Transformationsformeln

(€ + 3 om))
@:l =€, @: = ? 3 -
(267 a) Vi—¢
, (e [v€1),
%n = §Bu; %; = Vi—p
’SD, o o @7 2 o)),
(2688') { n "y Fs Vl—l‘_——ﬂ,
§—%, B — ﬁ@- ry [”9]);
] " Fy Vl——'—ﬁ_’
, %|—ﬁ? , 9—? (bs)
269 "W = 4‘_, P\ ) by~
( a) Vi——ﬂ’ 3, 3 0 Vl _pg

Wenn in K’ die Materie ruht, ist v die Geschwindigkeit der Ma-
terie in K (im Gegensatz zur Geschwindigkeit u der Elektronen)

und B = —cv— Die Gleichungen (F), (@) bleiben auch fiir bewegte

176) H. Minkowsks, II, 1. c. Anm. 64; siehe auch die Ableitung von A. Ein-
stein und J. Lawb, Ann. d. Phys. 26 (1908), p. 532, in der vom Tensorkalkiil
kein Gebrauch gemacht wird.
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Korper bestehen und schreiben sich

: 0F, | 0Fy, | 0F _ oF*i
@10) Tttt =0 (resp. S = 0)
) ome _ g,

ox*

Streng gelten sie nur fiir gleichformig bewegte Korper und wegen
der Additivitit der Felder auch bei Vorhandensein von mehreren
Korpern, die sich mit verschiedenen Geschwindigkeiten gleichformig
bewegen und durch Vakuumzwischenriume getrennt sind. Die An-
niherung, mit der die Gleichungen (270), (271) gelten, wird allge-
mein um so groBer sein, je kleiner die Beschleunigung der Materie ist.

Uber die physikalische Bedeutung der in ihnen vorkommenden
GroBen ist zu sagen, daB €, D bzw. B, § im Vakuum die Kraft auf
einen in K ruhenden elektrischen bzw. magnetischen Einheitspol sind;
in ponderablen Kérpern haben sie keine unmittelbar anschauliche Be-
deutung. Ferner ist J, ¢ auch im System K als Strom und Ladungs-
dichte zu bezeichnen. Die Berechtigung hierzu ergibt sich im Nicht-

leiter, wo ' = 0 ist, direkt aus (269a), denn hier wird ¢ = V—l_g: 5
also de = odV invariant, und I = ¢ ,:_ stimmt mit dem Konvektions-

strom iiberein. Ferner befriedigt J* allgemein die Kontinuititsgleichung
oJ"

(272) g =0
Deshalb ist  allgemein Leitungs- -+ Konvektionsstrom und ¢ die
Ladungsdichte.

Es ist ferner von Vorteil, statt €, § die in K gemessenen Krifte
C*, §* auf einen mit der Materie mitbewegten elektrischen bzw. magne-
tischen Einheitspol emzufiihren. Nach (213) und (267a), (268a) ist

(273) 6* =€+~ [v8], 9*=9H—[vD).

Im Gegensatz zu €, § haben diese Vektoren auch im Innern der pon-
derablen Korper eine unmittelbare physikalische Bedeutung. Auch die
Feldgleichungen (270), (271) nehmen durch Einfiilhrung von €%, %
an Stelle von €, $ eine einfache und anschauliche Form an. Ist A
ein beliebiger Vektor, so moge die Operation 9 definiert werden durch

4 f A, do — f%_‘[udam),

wobei iiber eine mit der Materie mithewegte Fliche zu integrieren

ist. Dann wird = .o
A=7+0 div ¥ — rot [o A )

177) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 13 dieser Encykl.,, Nr. 4, p. 78, GL. (12), (13).
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und die Feldgleichungen lassen sich schreiben

rot@*r———}@, div3 =0
(274) L
rotH*= —D+ Sy divd =o.

J; bedeutet den Leitungsstrom:
(273) I=o-+3.

Die Gleichungen (274) gestatten auch ohne weiteres den Ubergang
zur Integralform.”) Aus den Transformationsformeln (269a) folgt,
daB die Trennung des Stromes in Leitungs- und Konvektionsstrom nicht
vom Bezugssystem unabhingig ist. Auch wenn in K’ keine Ladungs-
dichte und bloB Leitungsstrom vorhanden ist, tritt in K eine Ladungs-
dichte und somit auch Komvektionsstrom aufl®*) Die betreffenden
Transformationsformeln erbilt man aus (269a) und (275):

) , 3
@ %
v b

(— 3:) ¢+ (_ ;)
[5 r 2 ¢ —_— _—c
(277) 0 —gvl__—-—ﬂ'———]mﬁ7 9= Viep
(Uber die elektronentheoretische Begriindung dafiir siehe die fol-
gende Nr.)

Die Gleichungen (F), (G) bzw. (274) bilden nur ein inhaltsloses
Schema, solange nicht die Verkniipfungsgleichungen, die den Zusam-
menhang zwischen €% $* und D, B angeben, hinzugefiigt werden.
Man findet sie, indem man die bisher noch nicht verwendeten Glei-
chungen (H) heranzieht. Aus (267a), (268a), (273) folgt sofort:

[ D+ [0g]=¢ [+ 0B]} =<6,
| 38— LpE=(p—Lpo)) =upm

&
J,L - SI‘. ’

(218)

178) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V13, Nr. 6 und Art. V14, Nr. 83. Die dort
verwendeten GroBen €', §’ sind mit unseren E*, H* identisch, und die Gleichungen
(I a), IV’ a) 1. c. stimmen mit (274) tberein. Die Gleichungen (I{I”), (1V") sind
zwar ebenfalls gleichlautend mit (F), (G), doch ist der Zusammenhang zwischen
9 und $’ bei Lorentz ein anderer als der durch die zweite Beziehung (273) ge-
gebene. Dagegen ist seine GriBe & mit der unseren identisch [vgl. (108) 1. c.
mit der ersten Gl (273)]. Siehe auch Minkowskis eigenen Vergleich seiner For-
meln mit denen von Lorentz [H. Minkowsks, 11, 1. ¢. Anm, 54), § 9].

178a) H. A. Lorentz, Alte und neue Fragen der Physik, Phys. Ztschr. 11
(1910), p. 1234; insbesondere p. 1242, M. v. Lawe, Das Relativititsprinzip,
1. Aufl,, Braunschweig 1911, p. 119.
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Nach D und B aufgelost geben diese Gleichungen bei Elimination von

", o*: o mPEe— ([To]- o (29))
(2784) e "
w1 —p9—(—1{[T€]—u2(70))

= 1—epf? .

und bei Elimination von €, $ mittels (273):
fe-2(5e)) oo

(278b) v L= ’
. DD L\ 1

gt (o~ (29)) + e

_ il .

Fiir unmagnetisierbare Korper (u = 1) stimmen diese Gleichungen in
den Gliedern erster Ordnung mit dem von Lorents angegebenen Zu-
sammenhang von D, B mit seinen GréBen €, §’, die unserm €% H*
entsprechen, iiberein.!™)

Analog wie (278) aus den zwei ersten Relationen (H), geht die
Differentialform des Ohmschen Gesetzes fiir bewegte Korper aus der
letzten Gleichung (H) hervor. Nach (276), (267a), (273) ergibt sich

(279) 8m =d)1l "—F @*nr su. = Vf_i_?@*u

was man auch schreiben kann
c b (D
(2799) S— = (e - (E@)
Die Transformationsformel (277) fiir die Ladungsdichte kann jetzt
auch geschrieben werden
F+f2e) _ore(ze)
Tt T visE T e
Fir die Gleichungen (278), (279) hat Minkowski auch eine vier-
dimensional-invariante Schreibweise angegeben:
H,v*=sF,; ",
(280) Fivt=p HA O oder
Fyo,+ Fyo,+ Fyop=p (Hy v, + Hy o+ H0,)'™)
179) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl.,, Nr. 45, p. 227, Gl (XXXIV").
Fiir unmagnetisierbare Korper ist nach Lorentz
B=§ =9+ W}
vgl. L. ¢. (XXX'), sowie Nr. 42.
180) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl. 1918, p. 158, Gl. (46).

128



84, Elektronentheoretische Ableitungen. 659

und

(281) J; + (0 I v, = — 6 F, o

Hierbei bedeuten * die Komponenten der Vierergeschwindigkeit der
Materie. Um die Richtigkeit dieser Gleichungen darzutun, braucht
offenbar bloB der Nachweis erbracht zu werden, daB sie fiir das mit
der Materie mitbewegte Koordinatensystem K’ in die Beziehungen
(H) tibergehen; von letzterem kann man sich unmittelbar iiberzeugen.

Jede der drei Relationen (280), (282) stellt ein System von vier
Gleichungen dar. Die vierte Gleichung ist jedoch eine Folge der
iibrigen, denn wenn man (280), (281) skalar mit v multipliziert, so
verschwinden beide Seiten identisch.

Die Grenzbedingungen ergeben sich durch Lorentz-Transformation
aus den Grenzbedingungen fiir ruhende Korper. An den Grenzflichen
bewegter Korper miissen die Tangentialkomponenten von €* und $¥
sowie die Normalkomponenten von B stetig sein. Dabei ist jedoch
angenommen, daB v stetig ist. Bei einem an das Vakuum grenzen-
den Korper gelten die gleichen Bedingungen, wenn man in dem Aus-
druck (273) fir €¥, D* v auf beiden Seiten der Geschwindigkeit des
Korpers gleichsetzt. Es gilt auch fiir die Flichendichte o der elek-
trischen Ladung ®,, — D,; = 47w w. Diese Bedingungen folgen auch
direkt aus (274), wenn man verlangt, daB die zeitlichen Anderungen
der FeldgroBen fiir einen mit der Materie mitbewegten Punkt, die

man durch Anwendung des Operators % -+ (v grad) erhilt, stets end-

lich bleiben miissen.'st)

Ebenso wie die Minkowskischen Feld- und Verkniipfungsglei-
chungen aus den entsprechenden Gesetzen fiir ruhende Kérper durch
eine Lorentz-Transformation hervorgehen, fiihrt nach Ph. Frank!8?)

eine Galilei-Transformation zu den Gleichungen der Hertsschen
Theorie.83)

34. Elektronentheoretische Ableitungen. Da die Feldgleichungen
der Elektronentheorie gegeniiber der Lorentz-Gruppe kovariant sind
und fiir ruhende Korper durch Mittelwertsbildung die Maxwellschen
Gleichungen ergeben, miissen sie fiir bewegte Korper notwendig auf

181) Die Grenzbedingungen in der Minkowskischen Elektrodynamik werden
digkutiert bei 4. Einstein und J. Laub, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 445 und
M. v. Laue, Das Relativititsprinzip, 1. Aufl. 1911, p. 128 und 129.

182) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 27 (1908), p. 897.

183) E. Henschke, Berl. Dissert. 1912; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 887 und
1. Ishiwara, Jahrbuch f. Rad. u. Elektr. 9 (1912), p. 560; Ann. d. Phys. 42 (1918),
p. 986 leiten die Feldgleichungen aus einer Verallgemeinerung des Variations-
prinzips (232) her.
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die Minkowskischen Feldgleichungen fithren. Born!®*) konnte dies nach
hinterlassenen Aufzeichnungen von Minkowski in der Tat zeigen, indem
er die Bewegung der Elektronen als eine variierte Bewegung der
Materie auffaBte. Aus der ersten Variation ergibt sich die elektrische
Polarisation, aus der zweiten ein weiterer Anteil derselben sowie die
Magnetisierung.

Es blieb ferner aufzukliren, wieso Lorentz'®) auf Grund der Elek-
tronentheorie zu Gleichungen gelangt ist, welche von den Minkowsk:-
schen verschieden sind. Fiir unmagnetisierbare Korper konnte bereits
Ph. Frank'®®) nachweisen, daB dies an der Nichtberiicksichtigung von
Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation lag. Die naturgem#Be Uber-
tragung des Lorentzschen Gedankenganges ins Vierdimensionale und
zwar fiir beliebig beschaffene bewegte Korper gibt Dillenbach'®). Der
Tensor F,, wird definiert als der Mittelwert des mikroskopischen
Feldtensors F;,, der Stromvektor J* als der Mittelwert des Anteiles

%90 ui 4 ‘2‘90 u} der Leitungselektronen und der konvektiven La-

dungen. Die Mittelwerte sind zu erstrecken iiber ,physikalisch un-
endlich kleine Weltgebiete. Nach (208) handelt es sich nun wesent-
lich darum, den Mittelwert des Stromvektors g,u} der Polarisations-
elektronen zu finden. Durch eine der Lorenteschen véllig analoge
Betrachtung, wobei nur an die Stelle der Raumgebiete iiberall Welt-
gebiete treten, ergibt sich

—  oM*
(282) Qo u}’, = Sk
wobei M¢* zunichst definiert ist durch

M = o, ' ut.

Da aber der Mittelwert von
) ) d . .
o0& Ut - g7 = gy 1t b

verschwindet, kann man setzen

< ik 1 TR N
(259) M= § o @ — 24,
Definiert man dann H* durch

(284) B — Pt

so folgt (271) aus (208) durch Mittelwertsbildung. Ist die Geschwin-

184) Minkowski-Born, Math. Ann. 68 (1910), p. 526; auch separat, Leipzig
1910; siehe dazu auch 4. D. Fokker, Phil. Mag. 39 (1920), p. 404.

185) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Kap. IV.

186) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 27 (1908), p. 1059.

187) W. Dillenbach, Dissert. Ziirich 1918; Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 523.
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digkeit der Polarisationselektronen relativ zum Molekiilschwerpunkt
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, so hiingt der Flichentensor M,
mit der in iiblicher Weise definierten elektrischen Polarisation

B=NDer

EJR=N—‘:— elr, u]

(zeitliche Mittelwerte, N = Zahl der Molekiile pro Volumeneinheit,
u = Elektronengeschwindigkeit, X erstreckt tiber alle Elektronen eines
Molekiils) in einfacher Weise zusammen:

(M4, M M) = _—ip

PEl
|/1-—-,
¢t

(285) -

(M3, M%, M¥) = =
(v = Geschwindigkeit der Materie).
Die Definition (284) von H* wird dann mit Riicksicht auf
(267), (268):
(284a) D=C+P, Hp=B—M
Aus (285) folgen die Transformationsformeln:

1
§]3;1 = ﬂsm S‘BL = w

und der Magnetisierung

(2500 (®+ > o)

m;,=m“, SR_'L': = -
12

ci

Ist ein im System K elektrisch umpolarisiertes Teilchen magnetisiert, so
ist es in K auch elektrisch polarisiert; ist ein in K’ unmagnetisches Teil-
chen elektrisch polarisiert, so ist es in K auch magnetisch.**'*) Aus diesem
Grunde ist es nicht sachgemiB, Magnetisierungselektronen von (elektri-
schen) Polarisationselektronen zu unterscheiden, und wir haben deshalb
oben beiden denselben Namen Polarisationselektronen gegeben, wobei
an elektrische und magnetische Polarisation zu denken ist. Man kann
sich von den Formeln (285a) natiirlich auch ohne Beniitzung des
Tensorkalkiils auf Grund der Definition von B und M Rechenschaft
geben. Ist die Substanz speziell so beschaffen, daB im mitbewegten

System K’ P=E—1C M=w—1,

187a) H. A. Loreniz, 1. c. Anm. 178a).
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8o folgen wegen der Kovarianz dieser Beziehungen gegeniiber Lorentz-
Transformationen unmittelbar die Tensorrelationen

{ Myt =—(s—1) Fo*

Mo+ Myyo,+ My, = (w— 1) { Hyo, + Hyo,+ Hyvy ),
die mit Hilfe von (284) in (280) tibergehen. Man kann (286) auch
schreiben ‘ B — _:.:_ [0IR] — (¢ — 1) G*

(2864a) 1 _
| &+ L) =— Do*

Es bleibt noch iibrig, die Transformationsformeln fiir Ladungs-
dichte und Leitungsstrom theoretisch zu begriinden. Sind Ni, N.,

uj, w. die Anzahl der positiven bzw. negativen Teilchen pro Vo-
lumeneinheit und ihre Geschwindigkeiten, so gilt definitionsgemiB

(286)

o =¢e N, —e N.
I =e  Niup —e.N-u. und im System K:
o=¢ N —e N,
S;=e, N (u, —v)—e N_(u_—0)
Durch intermediire Einfiihrung der Koordinatensysteme K3 und K2,

in demen positive bzw. negative Teilchen ruhen, findet man nun aus
dem Additionstheoren der Geschwindigkeiten die Beziehungen

v
1+ (-—, u')
’ (4
Y=
(=), = L=BM gy IS
+(@v) 1+ ()
(wobei die Indizes -+ und — weggelassen wurden, weil die Formeln

fiir beide Indizes vollkommen gleichlautend sind). Hieraus und aus
der Invarianz der Ladung (e = ¢') folgt dann sogleich (276) und (277).
Insbesondere ist also eine elektronentheoretische Erklirung fiir das merk-
wiirdige Auftreten von Ladung in bewegten, stromdurchflossenen Lei-
tern gewonnen.'’)

35. Impuls-Energietensor und ponderomotorische Kraft der
phinomenologischen Elektrodynamik, Joulesche Wirme. Das Re-
lativititsprinzip gestattet, aus den Ausdriicken fiir den Impuls-Ener-
gietensor und die ponderomotorische Kraft bei ruhenden Kérpern ein-
deutig auf die in bewegten Korpern zu schlieBen. Fir die ersteren
wurden jedoch von verschiedenen Autoren verschiedene Ansitze ge-

187b) H. A. Lorents, 1. c. Ann. 187a).
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macht, und die Frage, welcher von ihnen vorzuziehen ist, kann noch
nicht als endgiiltig geklirt gelten. Es mogen zuerst diejenigen Er-
gebnisse der Relativititstheorie besprochen werden, die von der spe-
ziellen Wahl des Ansatzes fir den Energietensor unabhiingig sind.

Energiedichte W, Energiestrom &, Impulsdichte ¢ und die Span-
nungskomponenten T}, (3, k =1, 2, 3) wird man wie fiir die Felder
im Vakuum zu einen Tensor S;, zusammenfassen:

Sp=—1T, fir 4,k=1,23
(287) (S10s Sy Byy) = €8, (Syy, Sy, 8) = %@
Su=—W.

Uber die Symmetrieverhiltnisse dieses Tensors ist zunichst noch nichts
ausgesagt. Die Gleichungen

(288) =divl —§

(289) O Laive+ Q-+ A4=0

geben die ponderomotorische Kraft und den Energiesatz ihnlich wie
in (D), (E), Nr. 30. In letsterem bedeutet @ die pro Zeit- und Vo-
lumeneinheit entwickelte Joulesche Wirme, 4 die pro Zeit- und Vo-
lumeneinheit geleistete Arbeit

(289a) 4 = (fv).

Im Koordinatensystem K', in welchem die Materie im betreffenden
Augenblick gerade ruht, verschwindet A. NaturgemiB wird man (288),
(289) zur vierdimensionalen Vektorgleichung

. a8t

(290) fi=— 5t

zusammenfassen. Die Komponenten f; haben dann die Bedeutung:

(291) o for ) =F, fi=(Q+ 4).

Daraus folgt, daB f; hier nicht auf v senkrecht steht, vielmehr ist
P — ¢

(292) = — ViR

Da die rechte Seite von (292) ebenso wie die linke invariant sein
muB, folgt die Transformationsformel

(298) Q= QVI—F.

Sie gilt wegen der Invarianz des vierdimensionalen Volumens auch
fir die gesamte bei einem bestimmten Vorgang entwickelte Wirme
in Ubereinstimmung mit der relativistischen Thermodynamik (vglL
Nr. 46) und erscheint hier als eine Konsequenz der Forderung, daB
die Kraftdichte in der durch (288) angegebenen Weise aus Spannungs-
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664 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie,

tensor und Impulsdichte abgeleitet werden kann, im Verein mit dem
Tensorcharakter von S;.

Die Tatsache, daB f;+* von Null verschieden ist, fiilhrt zu einem
eigenttimlichen Dilemma. Die Bewegungsgleichungen kénnen nimlich
nur dann die Form (221) haben:

dv;

Auoﬁ,_=fa‘)

wenn (f;v*) = 0 ist, da die linke Seite, skalar mit ' multipliziert,
identisch verschwindet. Man steht also vor der Alternative, entweder
die Gleichungen (290) fiir die Viererkraft oder die Bewegungsglei-
chungen (221) fallen zu lassen. Minkowski'®®) beschritt den erstge-
nannten Weg. Er fithrt jedoch zu einer von (293) verschiedenen
Transformationsformel fiir die Joulesche Wirme und somit zu einem
Widerspruch mit den Forderungen der relativistischen Thermodynamik.
Die richtige, von Abraham'®®) herriihrende Formulierung ist folgende:
In der allgemeinen relatiyistischen Dynamik wird gezeigt, daB jeder
Energie trige Masse zugeschrieben werden muB (siche Nr. 41 u. 42)
Wird also Wirme entwickelt, so bleibt die Ruhmassendichte nicht
konstant und die Bewegungsgleichungen miissen geschrieben werden

(294) & (wov) =1

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (292) durch skalare Multiplikation
mit o,

. du, ‘ 1
(299) ==+ i
also

. du, _ Q
(2908) et

im Einklang mit dem Satz von der Trigheit der Energie (Nr. 41).
Aus (294) ergibt sich die bemerkenswerte Tatsache, daB die Ge-
schwindigkeit eines Korpers sich nicht immer zu #ndern braucht, wenn
auf ihn eine Kraft wirkt.!%) Betrachten wir z.B. einen in K’ ruhenden,
stromdurchflossenen Leiter. Da der stationire Strom (vom System K’
beurteilt) im ganzen auf ihn keine Kraft ausiibt, bleibt er in Ruhe.

188) H. Minkowsks, I, 1. c. Anm. 54).

189) M. Abraham, Rend. Pal. 28 (1909), p.1; vgl. auch die Diskussion zwi-
schen Abraham und Nordstrim: G. Nordstrom, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 681;
M. Abraham, Pbys. Ztschr. 10 {(1909), p. 737; G. Nordstrom, Phys. Ztschr. 11
(1910), p. 440; M. Adraham, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 527. Die Nordstromschen
Einwiinde lassen sich nicht aufrechthalten.

190) M. v. Laue, Das Relativitétsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig 1911, p. 142.
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35. Impuls-Energietensor u. ponderom. Kraft der phiinomenol. Elektrodyn. 665

Dennoch wirkt nach (294) im System K eine Kraft auf ihn. Ein
analoger Fall begegnete uns bereits in Nr. 32¢).

Wir kommen nun dazu, die verschiedenen Ansitze fiir den Im-
pulsenergietensor §;, zu diskutieren. Was zunichst ruhende Korper
betrifft, so stimmen alle Autoren darin iiberein, daB fiir hysteresefreie
Medien Energiedichte W und Energiestrom © gegeben sind durch

(296)  W—1((ED)+(§F)) wd &=-c[EH].

Wihrend aber Mazwell und Heaviside'™) fiir den Spannungstensor T

(des dreidimensionalen Raumes) den Ansatz machten:

(297) Ty= €D, — 3 (€D)of + £:B, — 3($B)d}, (1,k=1,2,3)

akzeptiert Herfz'®') den in ¢ und % symmetrischen Ausdruck

(298) T, =3€D, + €,D)— ;(€ED)d} + (5,8, + $:8)
—3(9%B) 0}

der sich in anisotropen Medien (Kristallen) von (297) unterscheidet.

Ebenso sind auch fiir die Impulsdichte g zwei Ansitze moglich. Ent-
weder

(299) g =5[D9%],

was in homogenen, isotropen Medien nach (296) auch
(299a) §=%6

geschrieben werden kann. Oder

(300) g=1[EP] =56,

Sind die Ausdriicke fir W, &, T, g in ruhenden Korpern vor-
gegeben, so sind die entsprechenden Ausdriicke fiir bewegte Korper
eindeutig bestimmt, da die Komponenten eines Tensors in irgend-
einem Koordinatensystem aus den Werten derselben in einem Ko-
ordinatensystem ableitbar sind. Entsprechend der vorangestellten
Ziweideutigkeit im Ansatz von 7, und g hat man bisher fiir den
Tensor S;; hauptsichlich die folgenden Ansiitze diskutiert.

1. Der Ansatz von Minkowski.**®) Er stiitzt sich auf die Aus-
driicke (297), (299) fiir ruhende Korper. Wie leicht nachzuweisen
ist, wird dann

(301) S} = F, B — L H, F 3},

191) Wegen der Literatur vgl. man H. A. Lorentz, Art. V 13 dieser
Encykl., Nr. 23,

192) H. Minkowsks, Abh. II, 1. ¢. Anm. 54). Zu den gleichen Ausdriicken
fiir S;; gelangten auch G. Nordstrom, Dissert. Helsingfors 1908 und auf Grund
eines Variationsprinzips J. Ishiwara, Ann. d. Phys, 42 (1913), p. 986.

135



666 V 19. W. Pauls jr. Relativititstheorie.

und die Ausdriicke (296), (297), (299) bleiben auch in bewegten Kirpern
giiltig. Auch bleibt die im Vakuum giiltige Relation (223)

(223) Sf=0

bestehen.

Die Viererkraft f, ergibt sich aus S} gemiB (290). Im Ruh-
system K’ haben ihre Komponenten die Werte
(302) 6 )=’ €+ BT, f =i 6).

Es muB noch erwéhnt werden, daB Dallenbach'®) auf Grund einer
allerdings nicht zwingenden elektronentheoretischen Uberlegung gleich-
falls den Minkowskischen Impulsenergietensor abgeleitet hat, und zwar
gibt er ihn in einer auch fiir beliebig inhomogene und anisotrope
Medien giiltigen Form an. Auf eine zweite Weise leitet er ihn aus
einem Wirkungsprinzip ab, das ihm auch die Feldgleichungen ergibt.!*)

2. Der Ansatz von Abraham.'®) Die Unsymmetrie des Min-
kowskischen Ausdruckes (301) fiir den Impulsenergietensor fiithrt zu
sehr merkwiirdigen, der Erfahrung allerdings nicht direkt wider-
sprechenden Folgerungen. Z.B. treten Drehmomente auf, welche nicht
durch eine Anderung des elektromagnetischen Drehimpulses kompen-
siert werden. Abraham'®) hat deshalb einen symmetrischen Impuls-
energietensor konstruiert, indem er fiir ruhende Korper die Ausdriicke
(298), (300) annimmt. Dies fiihrt in homogenen, isotropen Medien auf

Sik = %(Erﬂh + H;'rFkr) - %Fr:HN&ik
— 3 (e — 1) (0,2 + L)

= F, H —1F, H*0}— (en — 1) Q"

= H,F* —1F, Hr*8} — (eu — 1), Q"
Der schon bei Minkowsk: vorkommende ,Ruhstrahlvektor¢ £¢ ist
dabei definiert durch
(804) F,— F, o, H— H,o, &— o,F,(H* + H¥v 4 Hiv'},
In dem mit der Materie mithewegten Koordinatensystem K’ haben
die Komponenten der hier vorkommenden Vektoren die Werte
(304a) {(FI” Fy), F)=C,F/=0; (H H),H)=9,H =0,

(R, &), ) =¢€",82,/=0.
Die Identitit der drei Ausdriicke (803) folgt aus ihrer Ubereinstim-

mung im Ruhsystem K’. Die Relation (223) 1st hier gleichfalls giiltig.

(303)

193) W. Dillenbach, 1. c. Anm. 187).

194) W. Dillenbach, Ann. d. Phys, 59 (1919), p. 28,

1956) M. Abrakam, Rend. Pal. 28 (1909), 1. c. Anm. 189) und ebenda 30 (1910),
p. 33, Theorie d. Elektrizitit 2, 8. Aufl., Leipzig 1914, p. 2981F, § 38, 89.
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Fiir bewegte Korper gelten hier die Ausdriicke (296), (298), (300) fir
W, ©, T,;, ¢ nicht mehr, Abraham'®) hat die betreffenden Ausdriicke
sowie auch den fiir die ponderomotorische Kraft explizite ausgerechnet.
Die hier verwendete vierdimensional invariante Formulierung riihrt
von G ammel'®) her. In der ponderomotorischen Kraft in ruhenden
Korpern tritt beim Abrahamschen Impulsenergietensor zu (303) noch
der Zusatzterm tp—196

¢ ot
hinzu. Wegen der Kleinheit dieses Terms diirfte es kaum gelingen, ein
praktisch ausfiihrbares experimentum crucis zwischen den beiden An-
siitzen anzugeben. Es sei noch erwihnt, daB Laue'”") sich den Abra-
hamschen Annahmen anschlieft.

Ein sehr gewichtiges Argument fiir die Symmetrie des phino-
menologischen Impulsenergietensors scheinen uns folgende, gleichfalls
von Abraham®) herrithrende elektronentheoretischen Erwfigungen zu
sein. Die Viererkraft ist als Mittelwert der mikroskopischen Vierer-
kraft aufzufassen, also nach (290) auch der Impulsenergietensor als
Mittelwert des mikroskopischen.'*) Bei der Mittelwertsbildung geht aber
die Symmetrieeigenschaft eines Tensors nicht verloren [ebensowenig wie
das Bestehen der Relation (223)].

3. Der Ansatz von FEinstein und Laub.*®) Zu einem sowohl
von dem Minkowskischen als auch von dem Abrahamschen Ansatz
fir die ponderomotorische Kraft in ruhenden Kérpern (und somit
auch fiir den Impulsenergietensor) vollkommen verschiedenen Ergebnis
kommen Finstein und Laub. Sie finden niimlich, daB sich die be-
obachtete Kraftdichte f=1[%,8]

auf einen ruhenden, stromdurchflossenen Leiter zusammensetzt aus

einer Oberflichenkraft (1 — %) [9,.] (§, = magnetische Feldstirke
des iuBeren Feldes) und der Kraft

f= [3:9:1,
die als die eigentliche Volumkraft anzusprechen ist, im Gegensatz zur
Gleichung (303), nach der die Volumkraft [J,B] ist. Der Impuls-
energietensor, den die genannten Autoren angeben, ist ebenfalls dem-

196) R. Grammel, Ann. d. Phys. 41 (1913), p. 570.

197) M. v. Laue, Das Relativititsprinzip, 1. Aufl.,, Braunschweig 1911,
§ 22, p. 1351,

198) M. Abraham, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 537.

199) Die Einwendungen, die Dillenbach [l. c. Anm. 187)] dagegen erhebt,
scheinen nicht stichhaltig.

200) A. Einstein und J. Laub, Ann. d. Phys. 26 (1908), p. 541.
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entsprechend zu modifizieren. Die Uberlegungen von Einstein und
Laub wurden jedoch von Gans®) angefochten.20%)

36. Anwendungen der Theorie. «) Die Versuche von Rowland,
Rintgen, Eichenwald und Wilson. Die Erklirung der genannten Ver-
suche kann die Relativititstheorie aus der Elektronentheorie®) voll-
kommen iibernehmen, soweit es sich um unmagnetisierbare Korper

handelt und soweit GroBen hoherer Ordnung in —z vernachlissigt

werden kionnen.?®) Die letztere Vernachlissigung moge zunichst auch
hier beibehalten werden, dagegen sollen beliebige Werte fiir die Per-
meabilitit p zugelassen werden. In der Ausdehnung der Theorie auf
magnetisierbare Korper ist ein wesentlicher Fortschritt zu erblicken,
den die Elektrodynamik von Minkowski hier gebracht hat.

Der Versuch von Rowland weist nach, daB der Konvektionsstrom
dasselbe magnetische Feld erzeugt wie ein Leitungsstrom von der

Stirke o %- Seine Erklirung folgt unmittelbar aus den Feldglei-

chungen (&) und den Transformationsformeln (269a) fiir den Strom .
Wenn er frither als ein Argument fiir die Existenz des Athers heran-
gezogen wurde, so muf dem vom relativistischen Standpunkt entgegen-
gehalten werden, daB er bloB die von der Relativititstheorie geforderte
Abhingigkeit der Zerlegung des elektromagnetischen Feldes in einen
elektrischen und einen magnetischen Teil vom Bezugssystem beweist.

Rontgens®®) Versuch bésteht in dem Nachweis, daB bei der Be-
wegung eines Dielektrikums in einem elektrischen Feld an dessen Be-
grenzung ein Flichenstrom auftritt, der ein magnetisches Feld erzeugt.
Eichenwald zeigte hernach, daB seine GroBe

(3052) =8B =p8(E—1I€|

betriigt, wo B die Polarisation des Dielektrikums bedeutet. Bei der
praktischen Ausfiihrung des Versuches rotiert das Dielektrikum zwischen
den Platten eines Kondensators. Doch ist es jedenfalls mit weit-
gehender Niherung zulissig, die Theorie fiir gleichférmig bewegte
Korper auf diesen Fall zu iibertragen. Sei also ein Dielektrikum

201) R. Gans, Uber das Biot-Savartsche Gesetz, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 806.

202) Die Angabe von Grammel [l. c. Anm. 196)], die Ausdricke von Ein-
stesn und Laub fiir die ponderomotorische Kraft widersprichen dem Relativitits-
prinzip, ist unrichtig, da diese Ausdriicke nur fir das Ruhsystem K’ Giiltigkeit
beanspruchen.

208) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 13 dieser Encykl.,, Nr.17 und Art.V 14,
Nr. 84. Daselbst dltere Literatur.

204) Vgl. dazu auch A. Weber, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 184.
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parallel den Kondensatorplatten bewegt, €, = o die Flichendichte der
(freien) Ladung auf denselben. Da B quellenfrei ist und im AuBenraum
mit  iibereinstimmt, geniigt es, die Wirbel von B zu untersuchen.
Da wir es hier ferner mit einem stationdren Feld zu tun haben, sind
nach (F), (G), € und O wirbelfrei. Wir wollen nun GréBen von

héherer Ordnung in —% konsequent vernachldssigen. Mit Riicksicht

darauf, daB § und B selbst GroBen erster Ordnung sind, folgt dann aus
(278a) D — 6

B=pd— (eu — D[ E]-

Der Wirbel von B ist also bestimmt durch den Wirbel von (¢p — 1) [—:’; @] ,
der sich hier auf einen Flichenwirbel j reduziert vom Betrag

(305b) il = Blee — 1)|€],

wo |€| der Wert von € im Innern des Dielektrikums ist, und von
der Richtung von v. Fiir g =1 reduziert sich dies auf den Wert
(305a) der Elektronentheorie. Fiir magnetisierbare Kérper wurde der
Effekt nicht untersucht.

Das Gegenstiick zum Versuch von Eickenwald ist der von H. A. Wil-
son.2%)  Zwischen den Platten eines kurzgeschlossenen Kondensators
rotierte ein dielektrischer Zylinder in einem parallel zu den Konden-
satorplatten gerichteten Magnetfeld. KEs zeigte sich eine Aufladung
der Platten. Wir ersetzen wieder die Rotation durch eine geradlinige
Bewegung, und zwar mdge sie parallel zu den Platten, aber senkrecht
auf dem Magnetfeld erfolgen. Nach (F) liBt sich € zunichst aus
einem Potential ¢ ableiten. Da nun die Platten kurzgeschlossen waren,
folgt ¢, — @3 = 0 und somit auch € = 0, und D gibt direkt die ge-
suchte Ladungsdichte @. Die Grenzbedingungen verlangen in diesem
Fall, daB § keinen Sprung erfihrt. Nach (278a) wird also

—1)fH N
(306a) @ =(E—:"_—_—8:—‘;,— ~ (ep — 1)BH.
Fiir unmagnetisierbare Korper folgt das Ergebnis der Elektronentheorie
(306 D) o= (¢—1)pH.

205) H. A. Wilson, Phil. Trans. (A) 204 (1904), p. 121. Uber einen #lteron
negativ verlaufenen Versuch von Blondlot mit Luft als Dielektrikum sowie {iber
den Standpunkt der #lteren Elektronentheorie vgl. II. A. Loren’z, Art. V 13
dieser Encykl.,, Nr.20; Art. V 14, Nr. 45. Uber die Diskussion des Wilsonschen
Versuches vom Standpunkt der Relativititstheorie siehe 4. Einstein und J. ELaubd,
1. ¢. Anm. 176); M. v. Laue, Das Relativitdtsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig 1911,
p- 129f; H Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 155,
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H. A und M. Wilson®") ist es gelungen, den Effekt auch an einem
magnetisierbaren Isolator, den sie sich durch Einbetten von Stahl-
kugeln in Siegellack kiinstlich herstellten, zu messen. Das Ergebnis
bestitigt den relativistischen Wert (306a) fiir die Ladungsdichte.

Die #ltere Hertesche Theorie gibt statt (305a) und (306a) die
mit der Erfahrung unvertriglichen Werte

il =B€| wd o=pH

B) Widcrstand und Induktion in bewegten Leitern.®”) Auf Grund
von (279) findet man, daB fiir ein endliches bewegtes Leiterstiick

(807) R,J = [(€*d3),

wo R, den Ruhwiderstand des Leiters und J = |J| ¢ bedeutet. Die
durch (280) gegebene Verinderung der Leitfdhigkeit wird nidmlich
durch die Verinderung der Drahtlinge und des Drahtquerschnittes
infolge der Lorentz-Kontraktion bei der Berechnung des Widerstandes
gerade kompensiert. So stellt sich der Versuch von Trouton und
Rankine®®®) von einem bewegten System K aus gesehen dar. Das In-
duktionsgesetz fiir bewegte Leiter folgt aus der ersten Gleichung (274) zu

d
(308) J(@*as) = = [8B,ds,
dagegen ist

[€as + 2% [%8,d.

Aber (308) ist auch durchaus in Ubereinstimmung mit der Erfahrung,
da nach (279) nicht €, sondern €* den Leitungsstrom bestimmt.

) Die Ausbreitung des Lichtes in beweglen Medien. Mitfiihrungs-
koeffizient. Versuch von Airy. Um die Gesetze der Lichtausbreitung
in bewegten Medien zu finden, ist es nicht notig, auf die Feld-
gleichungen zuriickzugreifen. Vielmehr miissen sie sich direkt aus
den Gesetzen fiir ruhende Kérper durch Lorentz-Transformation er-
geben. Wir betrachten zuniichst ein nicht absorbierendes Medium.
Die invariante Lichtphase ist wieder durch (252) gegeben, wobei jetzt
I, die Komponenten hat:

(309) l,= (i— cos @, -;:— sime, O, 2),

4

wenn die z-Achse senkrecht zur Korpergeschwindigkeit und zur

206) H. A. u. M. Wilson, Proc. Roy. Soc. (A), 89 (1913), p. 99.

207) Man vgl. hierzu 3. Abraham, Theorie d, Elekirizitat 2, 3. Aufl,, Leipzig
(1914), p 388; M. v. Laue, Das Relativititsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig (1911),
p 126f; H. Weyl, Raum—Zeit—Materie, 1. Aufl,, Berlin (1918), § 22.

208) .F. T. Trouton und A. O. Rankine, 1. c. Anm. 15).
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Wellennormale gelegt wird. Im mithewegten System K’ ist speziell
(310) w'=--
Daraus folgen die Transformationsformeln

v
14 —cosa’
’ +w,

311a V=Y ——
(B112) Viep
1 , ,
» ;v cosa’ 4+ ffe oy v .,
—Ccos @ =1vp W — sSine == — 8ln &
w —  —— w w
Vi— gt
|
1 —ul?cosa'—]-ﬁ/c 1 E;smaVl—ﬁ’
; COoS o = ———"7—’ E’ Sin o = -__’l)_h_.—
14 —cose’ 1 - cosa’
+w cos« +w «
sine’ Y1 — f2
(311b) tg o= SR VI—F

, w’
cos &’ 4 ﬁT

14 fncosa’
(311c) w—c]/(ncos o+ P+ n’sin’a’(l—ﬁ’).
Die Relation (311a) gibt den Dopplereffekt, (311b) die Aberration,
(311c) den Mitfitlhrungskoeffizient. Sie stimmen in Gliedern erster
Ordnung mit den Ausdriicken der dlteren Theorie iiberein. Letatere gibt

(311d) w=—:-+v(1—$;) cos o',

(Uber den Einflu der Abhingigkeit des Brechungsindex von der
Wellenlinge siehe Nr. 6.) Das Brechungsgesetz an bewegten Grenz-
flichen 1iBt sich ebenfalls durch Lorentz-Transformation aus dem fiir
ruhende Grenzflichen gewinnen, fiihrt aber zu verwickelten Formeln.

Es ist hier auch das experimentelle Ergebnis von A#ry2%) zu be-
sprechen, wonach der Aberrationswinkel sich nicht #ndert, wenn man
das Fernrohr mit Wasser fiillt. Die #ltere Theorie®*®) muBite, um ihn
zu erkliren, ziemlich umsténdliche Betrachtungen anstellen, da sie den
Vorgang von einem Bezugssystem aus beschreiben muBte, relativ zu
dem sich der Beobachter (die Erde) bewegt. Betrachtet man ihn je-
doch von einem mitbewegten System aus, so ist das Airysche Resultat
vom relativistischen Standpunkt aus selbstverstindlich. Richtet man
ndmlich das Fernrohr auf den scheinbaren Ort des Fixsterns, so fallen
die von diesem entsandten Lichtwellen senkrecht auf dieses auf. Fiillt
man es nun mit Wasser, so miissen sich dann auch die Lichtwellen

208) G. B. Adiry, Proc. Roy. Soc. 20 (1871), p. 85; 21 (1878), p. 121; Phil.
Mag. 48 (1872), p. 310.

209) Vgl. H. 4. Lorentz, Arch. néerl. 21 (1887), p. 103 [Ges. Abh. XIV,
p. 341], daselbst iltere Literatur.
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im Wasser senkrecht zur Grenzfliche ausbreiten. Der Asrysche Ver-
such vom mithewegten System (Erde) aus gesehen, zeigh also vom
relativistischen Standpunkt aus nur die triviale Tatsache, daB beim
Einfallswinkel O (senkrechte Inzidenz) auch der Brechungswinkel O ist.

Man bemerkt, daB die Relationen (311D, ¢) dem Additionstheorem
der Geschwindigkeiten nicht entsprechen. BloB fiir « = 0 ergibt sich
Ubereinstimmung mit demselben (vgl. Nr.6a). Laue®®) fiihrt dies
auf die Verschiedenheit der Richtung des Strahles und der Wellen-
normale zuriick. Definiert man die Strahlgeschwindigkeit der Rich-
tung und GroBe nach durch

(212) w, =

(& = Poyntingscher Vektor, W = Energiedichte),

so sollen die Transformationsformeln fiir die Komponenten von w,
dem Additionstheorem der Geschwindigkeit streng geniigen. Aus der
Rechnung von Scheye®!) geht hervor, daB dies in der Tat der Fall
ist, wenn man den Minkowskischen unsymmetrischen Impuls-Energie-
tensor zugrunde legt. Aus dem Energiesatz folgt iiberdies in diesem
Fall, daB die Phasengeschwindigkeit w gleich wird der Komponente
der Strahlgeschwindigkeit in der Richtung der Wellennormale. Legt
man jedoch den Abrahamschen Tensor (304) zugrunde, so werden
die Verhiltnisse komplizierter und das Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten gilt auch nicht fiir die Strahlgeschwindigkeit.

Die Verallgemeinerung fiir absorbierende (leitende) Medien bietet
prinzipiell nichts Neues. Es mag nur erwihnt werden, daB nach
(277a) eine im bewegten Leiter fortschreitende Lichtwelle mit einer
periodisch verinderlichen Ladungsdichte verbunden ist.

d) Signalgeschwindigkeit und Phasengeschwindigkeit in dispergieren-
den Medien. In dispergierenden Medien kommt der Fall vor, daB die
Phasengeschwindigkeit einer Lichtwelle >c¢ ist. Dies scheint der
Forderung der Relativititstheorie zu widersprechen, daB keine Wirkung
sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten kann (vgl. Nr. 6). Diese
Schwierigkeit wurde durch eine Untersuchung von Sommerfeld®'®) be-
geitigh, in der auf Grund der Elektronentheorie nachgewiesen wird,
daB der Wellenkopf sich immer mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit
¢ ausbreitet, die Moglichkeit, mit Uberlichtgeschwindigkeit Signale zu
geben also in Wirklichkeit nicht vorliegt. Vervollstindigt wurde

210) M. v. Laue, Das Relativititsprinzip, 1. Aufl. (1911), p. 134.

211) A. Scheye, Uber die Fortpflanzung des Lichtes in einem bewegten Di-
elektrikum, Ann. d Phys. 30 (1909), p 805.

212) A. Sommerfeld, Heinr -Weber-Festschrift; Phys. Ztschr. 8 (1907), p. 841;
Ann. d. Phys. 44 (1914), p 17T
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dieses Ergebnis noch durch Brillouin®?), der zeigte, daB abgesehen
vom Absorptionsgebiet der Hauptteil des Signals sich mit der
Gruppengeschwindigkeit ausbreitet.

¢) Mechanik und allgemeine Dynamik.

37. Die Bewegungsgleichungen. Impuls und kinetische Energie.
Die relativistische Mechanik?'®*) geht von der Annahme aus, daB in
einem Koordinatensystem K’, in welchem ein Massenpunkt im be-
treffenden Zeitmoment ruht, die Bewegungsgleichungen
(313) m S — &
der alten Mechanik zu Recht bestehen. Das Relativitatsprinzip ge-
stattet dann in eindeutiger Weise auf die Bewegungsgesetze in irgend-
einem anderen Koordinatensystem K zu schlieBen, indem man einfach
auf (313) eine Lorentz-Transformation ausiibt. Damit ist aber noch
nicht bestimmt, was man als Kraft im System K definieren soll, da
in den drei Bewegungsgleichungen ein gemeinsamer Faktor, der in
beliebiger Weise von der (teschwindigkeit abhingen kann, zunichst
willkiirlich bleibt. Hier gibt es zwei wesentlich verschiedene Wege,
um diese Unbestimmtheit zu beseitigen.

Entweder man macht eine Anleihe bei der Elektrodynamik. Ak-
zeptiert man ndmlich den Lorentzschen Ausdruck fiir die pondero-
motorische Kraft fiir beliebig schnell bewegte Ladungen, so ist damit
auch ein Transformationsgesetz fiir die Kraft gegeben (vgl. Nr. 29).
DaB sich alle Krifte in derselben Weise transformieren, folgt daraus,
daB zwei Krifte, die sich im System K’ aufheben, sich auch in jedem
anderen System K aufheben miissen. Die Formeln (213), (214), (215)
lassen sich sofort fiir beliebige Kriifte verallgemeinern. An Stelle von
(217) tritt der Vierervektor Kraftdichte—Leistungsdichte:

(314) (o fu ) =T, fi=if5),
der auf der Vierergeschwindigkeit senkrecht steht:
(315) fout = 0.

213) L. Brillousn, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 208.

213a) Wenn im folgenden von relativistischer Mechanik die Rede ist, so
ist damit stets die Mechanik der speziellen Relativititstheorie, also die Mechanik
der Lorentzgruppe gemeint. Gegen die Verwendung des Wortes ,relativistische
Mechanik* in diesem Sinne lieSe sich einwenden, daB die klassische Mechanik
auch relativistisch ist, da sie ja dem Relativitiitspostulat geniigt. Es hat jedoch
das Wort relativistisch bereits vielfach die spezifische Bedeutung ,relativ gegen-
{iber der Lorentzgruppe“ bekommen, wie dies ja auch im Terminus spezielle
Relativititstheorie selbst der Fall ist.
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Dann gelten wieder die Bewegungsgleichungen

. diz
(316) 1) d: =f* oder l‘o d =f

in der g, die (invariante) Ruhmassendichte bedeutet. Man kann auch
die durch (219) definierte Minkowskische Kraft K; einfilhren und die
Bewegungsgleichungen in der Form (220) schreiben.

Aus den Gleichungen

(—ld—t(mu) ==

(317) und i
d—tmc’ (R ll)
folgt, daB der Impuls gegeben ist durch

318 —_ — m, 214
(3184a) ® =mu Vi u )
und die kinetische Energie durch

Ekin = mcS

myc

Vi—g
Man konnte daran denken, die Konstante so zu bestimmen, daB Eyn
fiir einen ruhenden Massenpunkt verschwindet. Es erweist sich jedoch
als praktischer, die Konstante gleich Null zu setzen. Die Energie
des ruhenden Massenpunktes wird dann moc’ und allgemein

s _ moc
(318b) E=mc = Jicp
Fiir kleines § folgt daraus durch Potenzentwwklung
E = my(1 + 4% = By + $ mye*

in Ubereinstimmung mit der alten Mechanik. Die ZweckmiBigkeit
der hier getroffenen Festsetzung wird durch die Bemerkung ersicht-
lich, daB dann die GroBen

(319) (Jy I3 Jy) =¢®, Jy,=1iE
die Komponenten eines Vierervektors bilden. Es ist nimlich
(320) Jpo= mycr,.

Daraus folgt weiter, daB fiir unsere GroBen ®, E genau die gleichen
Transformationsformeln gelten, wie fiir Impuls und Energie eines ab-
geschlossenen, kriftefreien, elektromagnetischen Systems (Lichtwelle),
vgl. (228): l G, __!’_E
(321) 6=V &= &
l , ——vG
T y1—8
mit den entsprechenden inversen Formeln. Sie gelten auch fiir Im-
puls und Energie eines Systems von kriftefrei bewegten Massenpunkten.

214) M. Planck, 1. c. Anm. 129).
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88. Von der Elektrodynamik unabhiingige Begriindung der relat. Mechanik. 675

Die Bewegungsgleichungen sowie die Ausdriicke fiir Impuls und
Energie der relativistischen Mechanik gehen fiir kleine Geschwindig-
keiten in die der alten Mechanik iiber, wie das von vornherein zu
erwarten ist. Es gilt aber noch mehr: Die Abweichungen der rela-
tivistischen Mechanik von der gewdhnlichen sind von sweiter Ordnung
in % Darin miissen wir mit Laue*¢*) den Grund dafiir erblicken,
daB die dltere Elektronentheorie, die auf der gew&hnlichen Mechanik
fuBt, alle Effekte erster Ordnung richtig erkliren konnte.

Minkowski**®) hat auch noch eine andere wichtige Darstellung
der Bewegungsgleichungen (316) gegeben. Wir fiihren den kinetischen
Impulsenergietensor 6,, ein durch die Relation
(322) 0 = pouth,.

Seine rdumlichen Komponenten stellen den Tensor des Impulsstromes,
die gemischten (bis auf den Faktor ic) die Impulsdichte, die zeitliche
die Energiedichte dar. Zufolge der Kontinuititsbedingung

k
(323) Rard
schreiben sich dann die Bewegungsgleichungen in der Form
[ ) 8‘_):
(324) ot = I

Es sei hier auch hervorgehoben, daB aus den Bewegungsglei-
chungen (317) sich fiir die Bewegung eines Massenpunktes unter dem
EinfluB einer konstanten Kraft die in Nr. 26 besprochene Hyperbel-
bewegung ergibt.

38. Von der Elektrodynamik unabhiéingige Begriindung der
relativistischen Mechanik. Das Unbefriedigende an der vorstehenden
Ableitung ist, daB sie eine Anleihe bei der Elektrodynamik nétig hat.
Es ist deshalb von Wichtigkeit, daB Lewis und Tolman®"*) noch eine
andere Ableitung gegeben haben, die von der Elektrodynamik keinen
Gebrauch macht. Bei ihr erscheint nicht der Kraftbegriff, sondern
der Impulsbegriff als das primire. Es wird postuliert, daB jedem
bewegten Massenpunkt ein zu seiner Geschwindigkeit paralleler
Impulsvektor und eine skalare kinetische Energie in solcher Weise
zugeordnet werden kann, daB Erhaltungssitze bestehen. Das heiBt,

2148) M. v. Laue, Das Relativititsprinzip, 1. Aufl. 1911, p. 88.

215) H. Minkowsks, 11, 1. ¢. Anm. 54).

216a) G. N. Lewss u. C. Tolman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 5610. Einwendungen
von N. Campbell, Phil. Mag. 21 (1911), p. 626 gegen die SchluBweise dieser Au-
toren treffen mehr die Ausdrucksweise als das Wesen der Sache. Wie niimlich
P. Epstesn, Ann. d. Phys. 86 (1911), p. 729 gezeigt hat, lassen sich die Schliisse
von Lewss und Tolman vollkommen streng gestalten.
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bei einer Wechselwirkung zwischen Massen eines Systems, bei der
weder Impuls und Energie ausgestrahlt noch Wirme entwickelt wird,
sollen die Summe der Impulse und Energien der einzelnen Massen
konstant bleiben. Speziell soll dies vom elastischen StoB gelten.
Lewis und Tolman haben nun ein Gedankenexperiment ersonnen, welches
zeigt, daB die Form der Abbingigkeit von Impuls und kinetischer
Energie von der Geschwindigkeit durch die Forderung der Invarianz
dieser Erhaltungssitze gegeniiber Lorentz-Transformationen eindeutig
bestimmt ist.

Die beiden Beobachter 4 und B seien relativ zueinander in der
z-Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegt. Sie mdgen Kugeln
gleicher Masse mit der gleichen Geschwindigkeit « in der y- bzw.
in der entgegengesetzten Richtung einander zuwerfen, derart, daB
der StoBdurchmesser die Richtung y hat. Dann bleiben zundchst die
z-Komponenten der Geschwindigkeiten beider Kugeln erhalten. Ferner
muB aus Symmetriegriinden der Beobachter 4 an seiner Kugel den
gleichen Bewegungsvorgang sehen wie der Beobachter B an der
anderen Kugel. Auf Grund des Additionstheorems (10) der Geschwin-
digkeiten folgt daraus fiir die Geschwindigkeitskomponenten w,, w,
und w,’, w,’ der beiden stoBenden Kérper in K und K':

Vor dem StoB 4
’ ’ QJ‘
w,=0, w,=u } W, = —v, my=uV1—?,
Vor dem StoB B .
w, =0, my=——u|/ 1——%
Nach dem StoB A
m’:=0, my=—u' ! n)z,=——'v, w'=—-u']/1_z_:
Nach dem StoS B

’ v’ ’ ’ ’
W, =1, mv""*’“l“‘? l w, =0, W, =+ u

Ist |w| der absolute Betrag der Geschwindigkeit, so konnen wir den
Impuls schreiben ®=m(w) w
?

we m definitionsgem#B als Masse bezeichnet wird und nur vom ab-
soluten Betrag der Geschwindigkeit abhingen kann. Aus der Erhaltung
des Impulses in der z-Richtung folgt zuniichst

“=u,
und aus der Erhaltung des Impulses in der y-Richtung

(@) m(Vv’—]—- u’(l — ;?;)) . "VI—:? = m(u) - u.
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Gehen wir nach Division durch % zum lim  — 0 iiber, so kommt
wenn wir fiir m(0) = m, schreiben:

m(v) -Vl -—; =my, Mm= _m—"—F, w.z b. w.
S

Es ist leicht zu sehen, daB die Relation (¢) durch diesen Ansatz
auch fiir beliebiges u erfillt wird. Hat man ferner den Impuls er-
mittelt, so folgt auch der Ausdruck (318b) fiir die kinetische Energie
unschwer durch Lorentz-Transformation. Die Kraft wird nun definiert
als zeitliche Anderung des Impulses, und die Transformationsgesetze
fiir dieselbe folgen unmittelbar. Hiermit ist die Mdglichkeit nach-
gewiesen, die relativistische Mechanik unabhingig von der Elektro-
dynamik zu begriinden.

Es moge noch erwdhnt werden, daB die Gesetze des elastischen

StoBes, zu denen die relativistische Mechanik fiihrt, fiir den allgemeinen
Fall von Jiittner®'®) hergeleitet und diskutiert wurden.

39. Das Hamiltonsche Prinsip der relativistischen Mechanik.
Wie bereits Planck®") bemerkte, lassen sich die Bewegungsgleichungen
(317) aus einem Variationsprinzip herleiten. Fiihrt man die Lagrange-
sche Funktion

(325) L= —me)/1-%

ein, so gilt nimlich

(326) f{aL + R8t)dt =0,

»

wie man leicht nachrechnet. Wie beim Hamilionschen Prinzip der
gewchnlichen Mechanik sind die Werte #), {, und die Endpunkte des
Integrationsweges vorgegeben. Man kann die Bewegungsgleichungen
auch in der Hamilfonschen Form schreiben. Fiihrt man statt der Ge-
schwindigkeitskomponenten z, 9, # die Impulse

(327) 6, =2, 6, =%, 6=1

ein und bildet die Hamiltonsche Funktion:
. 0L . dL 0L c?
(328) H=ig 495 +i5;— L=V"1'° = = Fuu =
c!

—m c:Vl +@5 +@y+®z

218) F. Jiittner, Ztschr. Math. Phys. 62 (1914), p. 410.
217) M. Planck, 1. c. Anm. 129).

)
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80 wird nimlich

P usw
—-‘—-—’ T .
(329) 26,

i®,

. — 8, ... usw

Das Wirkungsintegral f Ldt muB eine Invariante gegeniiber
Lorentz-Transformationen sein. In der Tat ist es einfach

(330) JLdt = — myc far,

wo t die Eigenzeit bedeutet. Das Wirkungsprinzip (323) schreibt sich
dann einfach

(331) myd [dr + [K, 02 = 0%)

oder sogar

(332) dfdr =0

wenn man noch fiir die Variationen 02* die Nebenbedingung
Kuw=0

hinzufiigt. Diese Formulierung des Variationsprinzips riihrt von
Minkowski®*?) her.

Die Bewegungsgleichungen (317) lassen auch eine Umformung
zu, die dem Virialsatz der gewGhnlichen Mechanik entspricht:

(333) L + Bua + 5 (mur) = (R1).

Bleibt t bei der Bewegung stets innerhalb endlicher Grenzen und
kommt die Geschwindigkeit u der Lichtgeschwindigkeit nicht beliebig
nahe, so folgt durch Bildung des zeitlichen Mittelwertes

(333a) L + Exn = (R1).

40. Generalisierte Koordinaten. Kanonische Form der Be-
wegungsgleichungen. In der relativistischen Mechanik kann eine
bloB von den Lagenkoordinaten abhiingige potentielle Energie im all-
gemeinen nicht eingefiihrt werden, weil sich Wirkungen nach den
Grundpostulaten dieser Theorie nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit
ausbreiten konnen. Es gibt jedoch gewisse Sonderfille, wo es dennoch
niitzlich ist, eine solche potentielle Energie einzufithren, z. B. dann,
wenn sich ein Massenpunkt in einem zeitlich unverinderlichen Kraft-
feld bewegt. Gerade dieser Fall spielt in der Theorie der Feinstruktur
der Balmerlinien eine wesentliche Rolle. Man kann schreiben

(334) — — grad By,
(335) L=—md)1—% — B, ofLat=0

218) An den Integrationsgrenzen sollen die daf verschwinden.
219) H. Minkowsks, II, Anhang, 1. c. Anm. 54).
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41. Die Trigheit der Energie. 679

.0L

(336) H(@,...,x...)=Em+Epot—_—x%_+...__L
s 0H
T 08,

(337) s, " om
dt T oz

womit die Gleichungen auf eine kanonische Form gebracht sind. Man
kaon auch generalisierte Koordinaten g, ... g, einfihren. Die kano-
nisch konjugierten Impulse sind dann gegeben dutrch

oL
b= I

und es wird

. 0L
(338) H(p 9) = 2t — L
dg, __9H dp, ___ 9H
di — 9p’ At oq

Ferner gilt genau wie in der gewGhnlichen Mechanik die partielle
Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi. Die vorstehenden Formeln
gelten ihrer Herleitung nach nur in einem, durch das Problem aus-
gezeichneten Koordinatensystem.

41. Die Triigheit der Energie. Der einfache Zusammenhang (318b)
zwischen kinetischer Energie und Masse legt bereits die Vermutung

nahe, daB einfach einer jeden Energie E eine Masse m — f—f zukommt.?0)

Die Trigheit eines Korpers miiBte dann beim Erhitzen desselben zu-
nehmen, ferner miiBte die Strahlung Trigheit zwischen den absorbie-
renden und emittierenden Korpern iibertragen. Was zunichst den zwei-
ten Umstand betrifft, so 148t er sich durch folgende Betrachtung veri-
fizieren. Ein in K’ ruhender Kérper emittiere die Strahlungsenergie
E,, und zwar derart, daB im ganzen kein Impuls ausgestrahlt wird,
der Korper also in K’ in Ruhe bleibt. In einem relativ zu K’ mit
der Geschwindigkeit v bewegten Koordinatensystem K wird dann nach
(228) ein Impuls

220) A. Einstein, Ann. d. Phys. 18 (1905), p. 639 (auch in der Sammlung
nRelativititsprinzip*). Hier wird der Satz von der Trigheit der Energie zum ersten-
mal ausgesprochen; vgl. auch Ann.d. Phys. 20 (1906), p. 627. — G. N. Lewis, Phil.
Mag. 16 (1908), p. 706, geht umgekehrt von der Forderung E = mc? aus und

leitet daraus vermittels der Gleichung udit(mu)=% die Abhingigkeit der

m,y

Vi—p

Masse von der Geschwindigkeit ab: m =
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ausgestrahlt. Da sich die Geschwindigkeit v des Korpers nicht éndert,
ist dies nur moglich, wenn seine Ruhmasse m, um

abnimmt. Durch eine #hnliche Impulsbilanz beim unelastischen StoB
kann man zeigen, daB auch der Wirmenergie Triigheit zugeschrieben
werden muB. Dies wird auch durch folgende Betrachtung nahegelegt.
Fiir den Gesamtimpuls und die Gesamtenergie eines Systems von Massen-
punkten gelten, wie bereits erwihnt, dieselben Transformationsformeln
(321) wie fiir einen eingelnen Massenpunkt. Ist das Koordinatensystem
K, so gewiahlt, daB dort der Gesamtimpuls @ verschwindet, so gilt

im System K wieder

GYimp T Vi—p

Das System verhilt sich also wie ein einzelner Massenpunkt mit der

Ruhmasse my,= %-’”) Offenbar ist ein ideales Gas ein solches Sy-

stem von Massenpunkten. E; wird hier Zmyc® + U, wo U die Wiirme-
energie bedeutet. Ihre Trigheit ist dadurch also erwiesen.

Einen noch allgemeineren Fall behandelt H. A. Lorents.**) Wir
betrachten ein beliebiges, abgeschlossenes physikalisches System, be-
stehend aus Massen, gespannten Federn, Lichtstrahlen usw. In einem
Koordinatensystem K, ruhe das System, d. h. es habe dort keinen
Gesamtimpuls. In irgendeinem anderen Koordinatensystem K werden
wir dann dem System diejenige Geschwindigkeit u zusprechen, mit
der sich K, relativ zu K bewegt. Es ist eine duBerst plausible physi-
kalische Annahme, daB der Impuls &, des Systems in K gegeben sein

wird durch m,

=
c
wie beim Massenpunkt.®*®) Dann gilt fiir @ die Transformationsformel
., G, —mv . .
@zl—ﬁ, @yl—@ @h—@j

221) A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 371.

222) H. A. Lorentz, Das Relativitiitsprinzip, 3 Haarlemer Vortrige vgl. auch
H. A. Lorentz, Over de massa der energie, Amst. Versl. 20 (1911), p. 87.

223) Nimmt man an, daB das System bloB der Einwirkung elektromagne-
tischer Krifte ausgesetzt ist, so liiBt sich diese Annahme umgehen. Vgl. 4. Ein-
stein, Jahrb. £, Rad. u. EL 4 (1907), p. 440. — Ein abgegrenater, ebener Lichtwellen-
zug bildet insofern einen Ausnahmefall, als sein Impuls in keinem Koordinaten-
system verschwindet (vgl. Nr. 80). Da in der angegebenen Formel in diesem Fall
w=c zu setzen ist, muB man ihm die Rubmasse Null zuordnen (vgl. H. 4. Lo-
rentz, 1. c. Anm. 222).

@51=mu=

0’ 5"
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41, Die Triigheit der Energie. 681

Nun lassen wir unser System 1 mit einem System 2, das nur aus
Strahlung bestehe, in Wechselwirkung treten. Sind A®, und A@,
die Impulsinderungen AE,, AE, die Energieinderungen der beiden
Systeme, so muf gelten

AG, + A8, =0, AG+AG =0, AE 4 AE—0

und da wegen (228) A6, — ;?: AE,
AG,), = ———e—rnr—
1— g
folgt daraus sofort
(339) Am =270

Diese Uberlegung zeigt, daB es gar nicht darauf ankommt, welcher
Art die Energien sind.

Es kann somit als erwiesen betrachtet werden, daB das Relativi-
tatsprinzip im Verein mit den Sitzen der Erhaltung von Impuls und
Energie zum fundamentalen Prinzip von der Triigheit aller Energie
fithrt. Wir konnen dieses Prinzip mit Einstein als das wichtigste Er-
gebnis der speziellen Relativititstheorie bezeichnen. Eine quantitative
experimentelle Priifang ist bisher noch nicht mdglich gewesen. Schon
in seiner ersten Publikation iiber diesen Gegenstand hat Einstein ™)
auf die Maoglichkeit einer Priifung der Theorie bei radioaktiven Pro-
zessen hingewiesen. Doch sind die zu erwartenden Defekte in den
Atomgewichten der radioaktiven Elemente®®) zu gering, um empirisch
festgestellt werden zu konnen. Die Moglichkeit, die Abweichungen
der (auf H = 1 bezogenen) Atomgewichte der Elemente von der Ganz-
zahligkeit, soweit sie mnicht durch Isotopie bedingt sind, durch die
Wechselwirkungsenergie der Kernbestandteile und ihre Trigheit zu
erkliren, auf die zuerst Langevin®®) hingewiesen hat, wurde neuer-
dings vielfach diskutiert.*®”) Vielleicht wird sich der Satz der Trag-
heit der Energie in Zukunft durch Beobachtungen iiber die Stabilitit
der Kerne priifen lassen. Anzeichen fiir eine qualitative Ubereinstim-
mung sind vorhanden. ")

224) A. Einstein, Ann. d. Phys. 18, 1. ¢. Anm. 220).

225) M. Planck, Berl. Ber. 1907, p. 542; Ann. d. Phys. 76 (1908), p.1; A. Ein-
stesn, Jahrb, f. Rad. u. El 4 (1907), p. 443.

226) P. Langevin, J. de Phys. (6) 3 (1918), p. 563. Langevin wollte damals
alle Abweichungen der Atomgewichte von der Ganzzahligkeit auf die Trigheit
der inneren Energie der Atomkerne zuriickfiihren. Die Notwendigkeit, dabei anch
eventuellen Isotopien zu beriicksichtigen, wie sie heute durch die Astonschen
Versuche als in den meisten Fillen tatsichlich vorhanden nachgewiesen sind,
wurde bald darauf von R. Swinne, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 145 betont.

227) W.DD. Harkins u. E. D. Wilson, Ztschr. f. anorg. Chem. 95 (1916), p. 1 u. 20;
W. Lenz, Miinch. Ber. 1918, p. 35; Naturw. 8 (1920), p. 181; O. Stern u. M. Vollmer,
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42, Aligemeine Dynamik. Die Verhaltnisse werden noch einfacher
und ibersichtlicher, wenn man von Totalenergie und Totalimpuls zu
Energiedichte und Impulsdichte tibergeht. In Nr. 30, Gl. (225) haben
wir gesehen, daB sich die elektromagnetische Viererkraft aus der Di-
vergenz eines Spannungstensors S} herleiten 1iBt. Dies fiihrt natur-
gemiB auf die Verallgemeinerung, daB dies fiir jede Art von Kriften
gelten miisse. Nach dem heutigen Stand unserer Kenntnisse konnen
wir dies beweisen, denn wir wissen, daB sich alle (elastischen, chemi-
schen usw.) Krifte auf elektromagnetische zuriickfithren lassen (von
der Gravitation sehen wir hier ab).#¥*) Davon machen indessen die
Krifte, welche die Elektronen und H-Kerne bei ihrer Bewegung auf
sich selbst ausiiben, eine Ausnahme (vgl. Abschn. V). Man wird des-
halb so vorgehen: Man zerlege im Ausdruck (222) fir den Impuls-
Energietensor den Feldtensor F;, in seine von den einzelnen geladenen
Teilchen herrithrenden Teile. Der Tensor S} zerfillt dann in zwei
Teile, von denen der eine aus Produkten von Feldtensorkomponenten
verschiedener Teilchen, der andere aus den Produkten der Feldten-
sorkomponenten, die von je einem und demselben Teilchen stammen,
besteht. Nur ersteren, der die Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen beschreibt, behalte man bei. Bildet man nun die Divergenz, so
erhiilt man bloB die Kriifte, welche die Teilchen wechselseitig auf-
einander ausiiben. Man kann dann schreiben:

du, 98¢

MG, = 74

und nach (322), (324)  a(e}+ 5 0
oa* -

Die Materie 1iBt sich also charakterisieren durch einen Impulsenergie-
tensor T} dessen Divergenz verschwindet:

(340) Tu = 0, + Six,
oT}

Wie in (224) stellen die rdumlichen Komponenten von T, die
Spannungen dar, die man auch als Komponenten des Impulsstromes
deuten kann, wihrend die iibrigen Komponenten, die Impulsdichte g,
Energiestrom © und Energiedichte W bestimmen:

(342) Tyy=icg, Tu"%@’ Tu=W.

Ann. d. Phys. 59 (1919), p. 225; A. Smekal, Naturw. 8 (1920), p. 206; Wien. Ber.
1920, math.-nat. KI.

227a) Inwiefern die hier besprochene Dynamik durch die Quantentheorie
modifiziert werden wird, 148t sich zurzeit noch nicht sagen.
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42, Allgemeine Dynamik. 683

Wir haben den Impulsenergietensor hier dargestellt als Summe aus
einem mechanischen und elektromagnetischen. Uber die Versuche, den
mechanischen Teil gleichfalls auf einen elektromagnetischen zuriick-
zufiihren, vgl. Abschn. V. Fiir die folgenden rein phiinomenologischen
Betrachtungen kommt es auf die Natur des Impulsenergietensors nicht
an, sondern bloB auf seine Existens. In historischer Hinsicht muB
bemerkt werden, daB die Existenz eines derartigen Tensors fiir die
mechanische (elastische) Energie zum erstenmal von Abraham®®) .aus-
gesprochen und von Laue®®) endgiiltig formuliert wurde. Die Sym-
metrie des Impulsenergietensors ist durch seine Zuriickfithrung auf den
mechanischen und elektromagnetischen Tensor gewihrleistet; friiher
hat man sie auch durch ein besonderes Postulat eingefiihrt. Es liBt
sich aus ihr eine wichtige Folgerung herleiten. Aus T,,= T, folgt
nidmlich nach (342):

(343) g=1S.

Es ist dies der zuerst von Planck®®) ausgesprochene Satz vom Impuls
des Energiestromes, demzufolge jeder Energiestrom mit Impuls ver-
bunden ist. Man kann diesen Satz als eine erweiterte Fassung des
Prinzips von der Triigheit der Energie bezeichnen. Wihrend sich dieses
nur auf die gesamle Energie bezieht, sagt jemer auch etwas iiber die
Lokalisation von Impuls und Energie aus.

Ebenso wie in Nr. 30 schlieBt man aus (341), daB Gesamtenergie
und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems einen Vierervektor
bilden:

(227) (1) Jay I5) = c®, Jy=1E.

Auch gelten wieder die Formeln (228). Die Trigheit einer jeden
Energieform, also insbesondere auch der pofenticllen Energie, folgt aus
ihnen unmittelbar. Wir bemerken nochmals, daB wir die additive Kon-
stante der Energie so festgesetzt haben, daB die Energie eines ruhen-
den Elektrons gleich myc* wird. Nur dann gilt allgemein E = mc".

Aus (341) folgt auch in der bekannten Weise®*) die Erhaltung
des Drehimpulses

(344) ¢ — [Trglav.
Fiir die Giiltigkeit des Satzes von der Erhaltung des Drehimpulses

228) M. Abraham, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 739; M. v. Laue, Das Relativi-
titsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig 1911, und Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 524;
vgl. auch W. Schoitky, Berl. Diss. 1912.

229) M. Planck, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 828.

230) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7.
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ist die Symmetrie der rdumlichen Komponenten von T, wesentlich.
Fordert man diese Symmetrie fiir jedes Bezugssystem, so folgt daraus
aber auch die Symmetrie der gemischten Komponenten, die den Satz
vom Impuls des Energiestroms bedingt.?®®)

43. Transformation von Energie und BewegungsgroBe eines
Systems bei Vorhandensein von éuBeren Kriften. Die Formeln (228)
gelten nur, wenn unter E und @ alle in Betracht kommenden Energie-
und Impulsarten inbegriffen sind. Steht ein Gas unter einem #uBeren
Druck oder haben wir es mit einem System von ruhenden elektrischen
Ladungen zu tun, so miiBten wir auch die elastische Energie der Hiille,
resp. der geladenen Materie beriicksichtigen. Es wire dies sehr un-
bequem. Wir wollen deshalb folgendes allgemeine Problem lgsen. Die
Energiearten, die wir allein beriicksichtigen wollen, mogen eine Kraft
f; hervorbringen, so daB gilt

, a8}
(345) e

wenn S;, der den genannten Energiearten entsprechende Tensor ist.
Es ist gefragt nach den Transformationsformeln fiir Totalenergie und
Totalimpuls. Im Koordinatensystem K’ ruhe das System, d. h. es sei
hier der Gesamtimpuls Null (' = 0), ferner seien hier alle Zustands-
groBen von der Zeit unabhingig.

Man kann pun zwei Methoden befolgen. Entweder man transfor-
miert erst die Energie- und Impulsdichte auf das bewegte System,
was nach den Transformationsformeln fiir die Komponenten eines sym-
metrischen Tensors leicht geschehen kann, und integriert dann iiber
das Volumen. In dieser Weise geht Laue®!') vor. Es ergibt sich

@,—ﬂc,[E + [5;,av], ©,— fS’ av’, .

m[E’—}-z;fSudV’ :

Sind speziell die Spannungen ein rdumlich konstanter, skalarer Druck p,.
g0 kommt

(346)
E =

@53:: ,,(E—{-pV), @ ©—O
(3462) & 1‘” ”
E=17_:—,P(E -[-c—,pV),

2302) Im Zusammenhang mit dem Drehimpulssatz mige darauf hingewiesen
werden, daB P. Epstein, Ann. d. Phys. 36, 1 c¢. Anm. 215a) das Drehmoment als
Flichentensor N, = «;K, — x, K, (K, = Minkowskische Viererkraft) in die
Theorie einfiihrt.

231) M.v. Laue, Ann. d. Phys. 85 (1911), p. 524 und Das Relativititsprinzip,
1. Aufl. 1911, p. 87, Gl (102), p. 153, GL. (XXVII).
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wie zuerst Planck®?) in seiner grundlegenden Arbeit iiber die Dyna-
mik bewegter Systeme gefunden hat.

Zweitens kann man eine Betrachtung anstellen #hnlich derjenigen
in Nr.21 bei der Herleitung des Vektorcharakters von J,. Nur ist
wesentlich zu beriicksichtigen, daB hier das Integral tiber den Quer-
schnitt 2’4 = konst. nicht ohne weiteres ersetzt werden kann durch
das Integral iiber den Querschnitt 2* = konst. Vielmehr unterscheiden
sich die beiden Integrale um das Integral

__[};dz ’
welches fiber das zwischen den beiden Querstiicken befindliche Welt-
stiick zu erstrecken ist. Legt man die 2-Achse in die Richtung der

Relativgeschwindigkeit von K gegen K’, so folgt leicht

Sraz=p [frzav,

und nach einigen Zwischenrechnungen findet man
‘@,= V‘*‘:ﬂ;c, [E’+ff ’x’dV]
(347) ®,=2 [f/aav, 6—...

E—V1 [E+p [ 2av].

Diese Formeln rithren von Emstem”’) her. Man kann sie durch par-
tielle Integration in die Laueschen iiberfiihren.

44. Anwendung auf spezielle Fille. Versuch von Trouton-Noble.
Eine einfache Uberlegung zeigt, daB nach den Transformationsformeln
der relativistischen Mechank ein bewegter starrer Korper nicht dann
im Gleichgewicht ist, wenn das resultierende Drehmoment der auf ihn
ausgeiibten Krifte verschwindet. Betrachten wir zum Beispiel einen
Stab, der sich im Koordinatensystem K mit der Geschwindigkeit u in
der Richtung der z-Achse bewegt.?*). Im mitbewegten System K’
mogen an den beiden Enden entgegengesetzt gleiche Krifte in der
Richtung des Stabes wirken. Der in K’ gemessene Winkel zwischen
Stab und Relativgeschwindigkeit u (xz'- Achse) von K’ gegen K sei a.
Sind ', y* die Koordinatendifferenzen der beiden Stabenden in K’, z, y
die entsprechenden Werte in K, so ist

= |8 |cose, R =|&|sine

282) M. Planck, 1. c¢. Anm. 225), vgl. auch 4. Einstein, Jahrb. f. Rad. w.
EL 4 (1907), p. 411.

283) A. Einstein, Ann. d. Phys, 23 (1907), p. 371 und allgemeiner im Jahrb.
f. Rad. u. EL 4 (1907), p. 446 u. 447.

234) P. Epstein, Ann. d. Phys. 36 (1911), p.779.

155
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=8, &=8'V1—p,
im Gegensatz zu c=dVI—=p, y=y.
In K hat also die Kraft nicht die Stabrichtung. Es wirkt ein Dreh-
moment
(348) R, =(1—pN2'R, —y'®, = —p*2'R = — p,|¥'| sine cos .
Es ist nun die Frage, wieso trotz Vorhandensein dieses Drehmomen-
tes keine Drehung eintritt. Man wird zunichst bemerken, daB die elasti-
schen Kriifte, die in K’ den #&uBeren Kriften & das Gleichgewicht
halten, sich genau so transformieren wie diese. Es existiert also im Sy-
stem K ein Drehmoment der elastischen Krifte, welches das duBere
Drehmoment i aufhebt. Der tiefere Grund dafiir, daB die elastischen
Krifte hier nicht die Richtung des Stabes haben, ist der, daB sie sich
nicht ausschlieBlich als Divergenz eines Spannungstensors darstellen
lassen, sondern daB noch ein Term, der von der zeitlichen Anderung
der Impulsdichte herriihrt, hinzukommt (vgl. Nr. 42). Da8 sich dadurch
das Drehmoment auch quantitativ richtig ergibt, zeigt folgende Uber-
legung. Das von den elastischen Kriften herriihrende Drehmoment N
ist gleich der negativen zeitlichen Anderung des gesamten elastischen
Drehimpulses £, also nach (344)

(344a) =— % =— 5. J[xglav.

Man leitet dies genau analog ab, wie es von H. 4. Lorentz*®) bei
elektromagnetischen Kriften geschehen ist. Da in K’ alle Zustands-
groBen von der Zeit unabhiingig sind, folgert man leicht %)

(344b) =— [u@].

Die Bestimmung des Drehmomentes ist hierdurch auf die des elasti-
schen Glesamtimpulses & — % fg av

und nach (216)

zuriickgefiihrt. Nun ist in unserem Fall der Energiestrom stets der
Stabrichtung parallel, und das iiber den Stabquerschnitt erstreckte

Integral f €,do= ﬁ@ldﬂ ist nach dem Energiesatz gleich der Ar-
beit (Ru). Also wird 1
it (R) =58,

wo t der Vektor mit den Komponenten z, y ist. In (344b) eingesetat,
gibt das
%] = % (Ru) |Lur] | = p'R,'y = B'%,| & | sine cosa,

was tatsichlich das Drehmoment (378) gerade aufhebt.
2348) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl,, Nr.7 u. 21a).
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Eine analoge Uberlegung liBt sich iber den Fall des rechtwink-
ligen Hebels anstellen, fir den die Existenz des Drehmomentes von
Lewis und Tolman?®*) bemerkt und von Laue®®) auf Grund des Satzes
vom [mpuls des Energiestromes geklirt wurde.

Denkt man sich die duBeren Krifte, die auf den oben betrach-
teten Stab wirken, dadurch hervorgebracht, daB er an den Enden
zwei kleine kugelformige Ladungen trigt, so ist nur noch ein kleiner
Schritt notig, um zur Trouton- Nobleschen Versuchsanordnung®") zu
gelangen. Diese Physiker untersuchten, ob ein geladener Kondensator
sich senkrecht zur Richtung der Erdbewegung einstellt. In einem
Koordinatensystem, in welchem sich der Kondensator mit einer Ge-
schwindigkeit u in der Richtung der z-Achse bewegt, bt nimlich
das elektromagnetische Feld im allgemeinen ein Drehmoment auf den-
selben aus.?®) Es sei «' der Winkel der Plattennormale mit der Ge-
schwindigkeit u, W' die Energiedichte, E’ die elektrostatische Energie
im mitbewegten System K. Der Impuls im bewegten System be-
rechnet sich nach (346). Da nun das Feld in K’ bloB aus einem ho-
mogenen elektrostatischen Feld zwischen den Platten besteht, welches
auf diesen senkrecht steht, so wird

€, =|€|cose, € =|C'|sine
und fir S/, und S/, ergibt sich
S,a=W — €2 =W (1—2 cos?a),
=—E,/€ = 2W’sina’ cose’.
Setzt man dies in (346) ein, so folgt

== “ 2¢) =
49) 6= Vl (2 2 cos? &) 26, Vl

S, = '—2FE sin &’ cos & =——FE'sm 2a’.

sm’ o,

Y

Ahbgesehen von Gliedern hoherer Ordnung ist also der Impuls zu den
Platten parallel. Daraus folgt nach (344b) ein Drehmoment vom Betrag

(350) |N| =u®,= p*E’sin 2¢".
Dennoch zeigt sich keine Drehung, wie nach dem Relativitits-
prinzip von vornherein zu erwarten ist. Schon 1904 gab H. 4. Lo-

235) G. N. Lewss und C. Tolman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 510.

236) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 1008.

237) F. T. Trouton u. H. R. Noble, 1. c. Anm. 6); siehe auch H. A. Lorente,
Art. V 14 dieser Encykl,, Nr. 56c¢).

238) Vgl. fiir die folgende Ableitung M. v. Laue, Das Relativititsprinzip,
1. Aufl, Braunschweig 1911, p. 99.
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rentz®) dafiir die richtige Erklirung, daB die elastischen Krifte sich
genau in derselben Weise transformieren wie die elektromotorischen.
Tiefer geht die Auffassung von Laue™?), wonach der Impuls des
elastischen Energiestromes ein Drehmoment bewirkt, welches das
elektromagnetische gerade aufhebt. Laue®!) hat auch untersucht, wie
das Drehmoment (350) im einzelnen zustande kommt. Dabei ist

wesentlich, daB in K’ neben den Kriften |®,'| = %ﬁ senkrecht zu den

Platten noch auf jede Platte Krifte senkrecht auf jeder Kante in
Richtung der Plattenebene wirken. Sind die Platten Rechtecke mit

£,

f,

3 —_—

den Seiten a, b, so wirkt noch senkrecht auf die Kante b die Kraft

| 8| = %E—b—’, senkrecht auf die Kante a die Kraft |8, | =% ET'

Sind die Kanten b senkrecht zur Geschwindigkeit 1, so braucht R’
nicht beriicksichtigt zu werden. Die in den Systemen K’ und K an-
greifenden Krifte &', & bzw. &, & werden durch Fig. 4 veran-
schaulicht.

Durch Transformation der Krifte auf das System K folgt sofort
das Drehmoment. Das Kriftepaar ® liefert die eine Hilfte des Dreh-
momentes, die beiden Kriftepaare & die andere. Man verifiziert auch
leicht die Ausdriicke (347) fiir den Impuls. Es ergibt sich

[i4aV = E'(sin*e — cos'a)
Ji,#'aV = 2E sina’ cose,
woraus wieder (349) folgt.

289) Art. V 14, Nr. 64, ferner Amst. Versl. 1. c. Anm. 9).
240) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 524.
241) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 370.
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Auch bei anderen Ladungsverteilungen als beim Kondensator oder
bei zwel durch einen Stab verbundenen Punktladungen tritt ein Dreh-
moment auf, wenn sie sich gleichférmig bewegen, z. B. auch bei
einem Ellipsoid.*?) FEine Drehung kann dennoch nach dem Relati-
vitatsprinzip niemals eintreten. Ist jedoch im mitbewegten System K’
das Feld kugelsymmetrisch, dann ist in K der Impuls parallel u, und
das Drehmoment verschwindet nach (344b). Es ist hier nimlich

JSey@V' =0, [8.aV' =[8,,dV =[8.dV’,
und aus S, -+ Sy, + S;, = W folgt dann noch, daB jedes der drei
letzten Integrale gleich § E’ ist. Also ist hier nach (346)
tE E (1 +1 ‘L’)
3 c?

351 =43 g 3
(#1 O=eyizr V=g

Uber die Anwendungen dieser Beziechungen auf das einzelne Elektron
vgl. Abschn. V.

4b. Hydrodynamik und Elastigititstheorie. Die relativistische
Elastizitatstheorie ist historisch aus dem Bestreben entstanden, den
Begriff des starren Korpers auch in der Relativititstheorie nutzbar
zu machen. NaturgemidB muBte man zuerst nach einer Definition des
starren Korpers suchen, die gegeniiber Lorentz-Transformationen in-
variant ist. Eine solche Definition wurde zuerst von Born*3) aufge-
stellt. Ein Korper soll dann als starr gelten, wenn in dem Koordi-
natensystem K, in dem ein bestimmtes Volumelement des Korpers
in dem betreffenden Augenblick ruht, das Volumelement undefor-
miert ist. Analytisch formuliert sich dies so: Wir charakterisieren
die Stromung eines deformierbaren Mediums in der Lagrangeschen
Weise, indem wir die Koordinaten z'...z* als Funktionen der An-
fangskoordinaten £'... £ und der Eigenzeit 7, oder besser der Sym-
metrie halber der Koordinate {* = i/cz angeben:
(352) ot =at(E, ... &)

Das Weltlinienelement

ds? = da*
zweier benachbarter Raumzeitpunkte wird dann eine quadratische Form
in den Differentialen dg':
(353) ds? = A, dEdE.
Betrachten wir insbesondere diejenigen Weltpunkte, die fiir einen
242) M. Abraham, Ann. d. Phys. 10 (1903), p. 174 sowie Theorie der Elek-

trizitat, 2, 1. Aufl. 1905, p. 170fF.
243) M. Born, Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 1.
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im betreffenden Moment mit dem Volumenelement mithewegten Be-
obachter gleichzeitig sind — sie geniigen der Gleichung

(354) udz = u 5% gt =0

(u; = Vierergeschwindigkeit) —, so kann di* aus (353) eliminiert
werden, und das Linienelement ds* schreibt sich als quadratische Form
der drei rdumlichen Differentiale:

8
(355) dst = Dlp, dE dg.
fk=1

Die Abweichung der p;, von ibren Anfangswerten charakterisiert die
Deformation des Volumelementes. Fiir den starren Korper sollen
diese Abweichungen stets verschwinden, also

(356) P —0

sein.

Eine einfache Betrachtung von Ehrenfest®) zeigte jedoch, daB
ein derartiger Korper nicht in Rotation versetzt werden kann. Wire
dies nimlich moglich, so miiBte sich bei diesem Vorgange einerseits
wegen der Lorentz-Kontraktion der Umfang der Kreise, welche die
Punkte des Kdrpers beschreiben, verkleinern, andererseits miiBten ihre
Radien, die stets auf der Geschwindigkeit semkrecht stehen, unver-
andert bleiben. Weiter haben unabhingig voneinander Herglofz™")
und Noether¢) bewiesen, daB ein im Bornschen Sinne starrer Korper
nur drei Freiheitsgrade hat im Gegensatz zu den sechs Freiheits-
graden des starren Korpers der alten Mechanik. Abgesehen von Aus-
nahmefillen ist die Bewegung des Korpers vollstindig bestimmt, wenn
die Bewegung eines einzigen seiner Punkte vorgegeben ist. Dies er-
weckte bereits starke Zweifel an der Moglichkeit, in die relativistische
Mechanik einen starren Korper einzufiihren?”) Die endgiiltige Kla-
rung brachte eine Arbeit von Laue*®), der durch eine ganz elemen-
tare Betrachtung bewies, daB die Zahl der kinematischen Freiheits-
grade eines Korpers nach der Relativititstheorie keine beschrinkte
sein kann. Da nimlich keine Wirkung sich mit Uberlichtgeschwindig-
keit ausbreiten kann, hat ein AnstoB, der einem Korper gleichzeitig

244) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 918.

245) G. Herglotz, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 393.

246) F. Noether, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 919.

247) Man vgl. dazu: M. Born, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 233; M. Planck,
Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 294; W. v. Ignatowsky, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 607;
P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1127; M. Born, Gott. Nachr. 1910, p. 161.

248) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 85.
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an n verschiedenen Stellen erteilt wird, stets zundchst eine Bewegung
zur Folge, der mindestens » Freiheitsgrade zukommen.

Wenn also auch der Begriff des starren Korpers in der relativi-
stischen Mechanik keinen Platz hat, so ist es doch niitzlich und
naturgemiiB, den Begriff der starren Bewegung eines Korpers ein-
zuftihren. Man wird naturgemiB diejenigen Bewegungen starr nennen,
bei denen die Bornsche Bedingung (356) erfiillt ist. Herglotz*°) hat
dann eine relativistische Elastizititstheorie entwickelt, die auf dem
Gedanken beruht, daB immer dann Spannungen auftreten, wenn die
Bornsche Bedingung (356) verletzt ist. Die Bewegungsgleichungen
werden aus einem Wirkungsprinzip
(857) dfDd, ...dE, =0
abgeleitet, wo @ eine Funktion der DeformationsgroBen A4, ist. Sie
ist so gewihlt, daB @ fiir den Fall der Ruhe genau so von den p,,
abhiingt wie die Lagrangesche Funktion der gewdhnlichen Elastizitats-
theorie. Die hieraus resultierenden Bewegungsgleichungen ordnen sich
dem Laueschen Schema (340), (341) ein.

Es moge hier noch erwihnt werden, daB Laue®’) zum Unter-

schied von den absoluten auch relative Spannungen einfithrt. Aus
(341) folgt

3
. oT% .
(3588) g; = —2 ax;k . (‘ = 1’ 27 3)
k=1

Da hier auf der linken Seite die lokale und nicht die substantielle
Anderung der Impulsdichte steht, geben die rdumlichen Komponenten
von T nicht die elastischen Spannungen an. Die substantielle Ande-
rung ¢, der Impulsdichte ist nun bestimmt durch

3
. \ 0
9= +2W(9iuk)r
1

also wird

3 —
. oT¢
1
mit
(359) To= T, — o, G,k=1,238)

Es ist zu beachten, daB die relativen Spannungen T';, nicht symme-

249) G. Herglotz, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 493.

250) M. v. Laue, 1. c. Anm. 228), ferner: Das Relativitdtsprinzip, Braunschweig
1911, § 26. — In der Elektrodynamik bewegter Korper hatte schon frither
M. Abraham in genau analoger Weise relative Spannungen eingefiihrt [Rend.
Pal. 28 (1909), p. 1].
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trisch sind. Die Transformationsgesetze fiir dieselben lauten einfach

T:z=T21, Tyy= Tgy, T”=1,2,,

7 Tz 77 1. 7
(360) sz = .‘—71_-—:_%‘,7 Zzy = i/_i_?ﬂ_e’ Ty: = 'T:"

Tw == Vl_:_ﬂiTs?z; Tn = Vr—_ﬂ—iT?z; T:y = TB&/-
Zum Unterschied von den entsprechenden Relationen fiir die abso-

luten Spannungen kommt hier die Energiedichte W, nicht vor. Ist
speziell im Ruhsystem der (dreidimensionale) Spannungstensor ein

Skalar TP/ = Do 6.":7 ("JG =12 3)
so gilt auch T..=p,o}

Der skalare Druck ist eine Invariante:

(361) D =Py

Es folgt dies auch schon direkt aus den Transformationsformeln fiir
Kraft und FlichengroBe, wenn man den Druck als Kraft pro Flichen-
einheit definiert.?®) [Vgl. auch das in Nr.37d) iiber die Invarianz
des Lichtdruckes Gesagte.]

Eine verhiltnismiBig einfache Form nehmen die Bewegungsglei-
chungen bei Fliissigkeiten an, wo der dreidimensionale Spannungs-
tensor zu einem Skalar degeneriert. Mit diesem Spezialfall beschaf-
tigten sich auBer Herglotz®?) Ignatowsky®®) und Lamla®*); die Re-
sultate dieser Autoren stimmen iiberein. Bedeutet u, die Ruhmassen-
dichte, p den Druck, P wie in der Hydrodynamik iiblich das Integral

f i—p und beschrinken wir uns auf adiabatische Vorginge, so ist der
0

Impuls-Energietensor gegeben durch

(362) TF = w, (1 + Er;) uut - pof.
Aus den Gleichungen
oTf
S
folgt dann zundchst durch skalare Multiplikation mit « die Kontinui-
tatsgleichung

01ty Uf —_—
(363) L

=0

261) A. Einstesn, Jahrb. f. Rad. u. EL 4 (1907), p. 441, § 13; A. Sommerfeld,
Ann, d. Phys. 32 (1910), p. 775. Zum erstenmal ausgesprochen bei M. Planck,
L ¢. Anm. 225).

262) G. Herglotz, 1. c. Anm. 249).

258) W. . Ignatowsky, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 441.

264) E. Lamla, Berl. Diss. 1911; Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 772.
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und hernach die Bewegungsgleichung

R )

Im Fall der Ruhe gibt 7,° den gewdhnlichen Ausdruck fiir die Energie-
dichte.

Die besprochenen Uberlegungen haben nur den Wert, daB sie
die Maoglichkeit einer widerspruchsfreien relativistischen Hydrodynamik
und Elastizititstheorie zeigen. In physikalischer Hinsicht bringen sie
nichts Neues. Denn fiir Substanzen, in denen die Geschwindigkeit der
elastischen Wellen klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist, unter-
scheiden sich die Gleichungen der relativistischen Elastizitiitstheorie
praktisch nicht von denen der gewdhnlichen.

Sowohl Herglotz wie Lamla folgern aus ihren Gleichungen, daB
es fiir die Kompressibilitit eine untere Grenze geben muB, weil sonst
die elastischen Wellen sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten
wiirden. Es scheint uns jedoch, daB das Relativitétsprinzip iiber die
GroBe der Koh#sionskrifte gar nichts aussagen kann. Riickt die sta-
tische Kompressibilitit in die Nihe der von Herglotz und Lamla an-
gegebenen Grenze, so werden wohl die phiinomenologischen Glei-
chungen unrichtig werden. Es wird dann zu einer Dispersion der
elastischen Wellen kommen, und die Verhiltnisse werden sich #hn-
lich gestalten wie es in Nr. 36d) fiir die Lichtwellen besprochen wurde.

d) Thermodynamik und Statistik.

46. Das Verhalten der thermodynamischen ZustandsgréB8en bei
einer Lorentz-Transformation. Wie sich die thermodynamischen Zu-
standsgroBen beim Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem
transformieren, wurde von Planck®®) in seiner grundlegenden Arbeit
tiber die Dynamik bewegter Systeme hergeleitet. Er geht dabei aus
von einem Variationsprinzip. Man kann aber, wie Einstein™®) gezeigt
hat, die Transformationsformeln auch direkt herleiten; das Variations-
prinzip ergibt sich dann als Folgerung.

Wir stellen zuerst die Relationen fiir Volumen, Druck, Energie
und BewegungsgroBe nochmals zusammen, wobei wir annehmen, daB
die elastischen Spannungen bloB aus einem skalaren Druck bestehen:

(Ta) V=V,V1— g

256) M. Planck, 1. c. Anm. 225). Vgl. auch die Arbeit von F. Hasenchrl,
Wien. Ber. 116 (1907), p. 1391, der unabhéingig von Planck auf anderem Wege
zu ihnlichen Resultaten gelangte.

266) A. Finstein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p. 411, § 15, 16.
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(361) P =1,
6= ?li_—“/'%—ﬁi(Eo + 2, V0)
(346a) 1 ot
E= m(Eo + poy 3 Vo)‘
Daraus folgt noch
(346)  Epy=ToEBL, =G (E+yp7)

Wir miissen nun noch die entsprechenden Relationen fiir Wirme-
menge, Temperatur und Entropie ableiten. Ist d@Q die zugefiihrte
Wirme, dA die von #duBeren Kriften am System geleistete Arbeit,
so ist JdQ=dE—dA,

(365)

| 4 = — pd V + ud@.

Der zweite Term ist wesentlich, er verschwindet nach (346) auch
dann nicht, wenn die Geschwindigkeit des Systems bei der Zustands-

inderung konstant bleibt, was im folgenden angenommen werden soll.
Man erhéilt

Q=

“2

dE, +

de + d(0, V)]

V:ﬁ* Vi—F e V‘
+ Vl — ﬂ’pod v,
= V1 — B@E, + p,d7,) =V1— pdqQ,
also

(366) Q= @V1—p.
Diese Bestimmung stimmt iiberein mit der friiher abgeleiteten Trans-
formation fiir die Joulesche Wirme [vgl. (293)].

Erteilt man einem System eine Geschwindigkeit 11, so kann dies
als ein adiabatischer Vorgang aufgefaBt werden. Die Entropie bleibt
dabei also unveriindert, sie ist fiir ein bewegtes System ebenso gro8
wie fiir ein ruhendes: daB heiBt aber, sie ist eine Invarianle gegen-
iiber Lorentz-Transformationen.

(367) 8 =28,.

Wird eine Wéarmemenge ¢ @ unendlich langsam zugefiihrt, so ist
aQ = TdS.

Aus (366) und (367) folgt daraus sofort

(368) T=TY1—p.

Die angegebenen Relationen gestatten, zu jeder Beziehung zwi-
schen den ZustandsgroBen p,, V,, E,, &, T, im ruhenden System
die entsprechende Beziehung zwischen den ZustandsgréBen im be-

164
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wegten System anzugeben. Insbesondere kann die Abhéngigkeit der
Zustandsgleichung einer Substanz von ihrer Geschwindigkeit ermittelt
werden.

4%, Prinzip der kleinsten Wirkung. In der alten Thermodyna-
mik kann man die Zustandsgleichung aus dem Wirkungsprinzip ®7)

ffa(— F+ Fu)+84)dt =0

bestimmen, wo F' die freie Energie bedeutet:

F=E-—TS.
Unabhingige Variable sind die Lagenkoordinaten des Systems, Vo-
lumen und Temperatur. d.A4 bedeutet djlbei die bei der Variation
dieser Parameter geleistete Arbeit. Bei Anderung der unabhingigen
Variablen #ndert sich die zu variierende Funktion in bekannter Weise.
Die Wirkungsfunktion 7 __ __ 7 + B

zerfallt hier in zwei Teile, von denen der eine bloB von der Ge-
schwindigkeit, der andere nur vom inneren Zustand (¥, T') des Kor-
pers abhiingt. Auch in der relativistischen Mechanik existiert eine
golche Wirkungsfunktion. Sie 1dBt sich jedoch nicht in dieser Weise
in zwei Teile zerlegen. In der Tat wird fiir

(369) L——E+ T8+ (u®)
d oL d oL d oL
395 =% a5 =% @ma—%
(310) oL oL

v P FTF= S.
Aus dE = (Rdr) — pdV + TdS = (ud®) — pdV + TdS folgt ndm-
lich AL = (Bdu) + pdV + SaT.
(870) sind aber gerade die aus dem Wirkungsprinzip folgenden Glei-

chungen. Wir bemerken auch noch, daB nach (318a,b) und (325)
fir den materiellen Punkt

= — B + (u0)
zu setzen ist, was als Spezialfall von (369) betrachtet werden kann.
Im mitbewegten Koordinatensystem K, wird L mit der (negativen)
freien Energie identisch L, = — E, 4 T,S,. Nach (346), (367),
(368) gilt ferner fiir L die Transformationsformel

(311) L=Y1—=p'L,

das Wirkungsintegral f Ladt ist also eine Invariante, wie es sein mus.

257) H.v. Helmholtz, Crelles J. 100 (1886), p. 137 und 213 [Ges. Abh. 3
(1895), p. 225].
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48, Die Anwendung der relativistischen Mechanik auf die
Statistik. Im Raum der kanonischen Variablen p,, ¢, (vgl. Nr.40)
gilt der Liouvillesche Satz

(372) dp, ...dqy =dp? .. .dg%,

da er eine unmittelbare Folge der Hamiltonschen Gleichungen ist. Er
gilt natiirlich auch in einem Raum von anderen Variablen z, . . . sy,
die aus den kanonischen durch eine Substitution von der Funktional-
determinante 1 hervorgehen:

(372&) dxl ...d.tuv=d1‘2. ..dzﬂ,v.

Die allgemeinen Theoreme der Statistik haben keine andere Voraus-
setzung als den Liouvilleschen Satz, bleiben also in der auf der rela-
tivistischen Mechanik basierenden Statistik unverindert bestehen.?®®)
Wir formulieren sie so:

1. Die Energie sei als Funktion der Variablen z,...zsy —
von denen im folgenden stets vorausgesetzt wird, daB sie die Bedin-
gung (372a) befriedigen — gegeben durch

(373) H(xl, e x,N) = F.
Dann ist die Entropie gegeben durch
(374) S=rFklogV,

wo V das von der Energiefliche H = E oder auch das von der
Energieschale E< H< E + dE eingeschlossene Volumen bedeutet:

(375) V=fdx1 ...dxzzy oder auch V=/.da:1 ... dzsy.
HEE E<HEE+dE
2. Die freie Energie F = E — TS ist gegeben durch

F=—FkTlogZ
(376) "
Z=|e ¥rdx,...dzsn.

3. Gleichverteilungssatz: Es sind die zeitlichen Mittelwerte
0H oH

(377 x,a—z‘=k1’, fiir alle ¢ von 1,...2N; x‘%=0fﬁri={=j,
insbesondere fiir kanonische Variable
(377a) Pd, = kT, q,.g-f—_’ — kT

Hier ist gegeniiber der gewthnlichen Mechanik ein Unterschied vor-
handen, In dieser ist nimlich Eyn — 1 >'p;4;, so daB die erste Glei-
chung (377a) einfach aussagt, daB die zeitlichen Mittelwerte der-

258) Von denjenigen Modifikationen der statistischen Theoreme, die durch
die Quantentheorie gefordert werden, sehen wir ab.
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jenigen Anteile der kinetischen Energie, die den einzelnen Freiheits-
graden entsprechen, untereinander gleich und gleich ;%7 sind. In
der relativistischen Mechanik geht der Zusammenhang des Gleichvertei-
lungssatzes mit der mittleren Linetischen Energie verloren.

4. Maaxwell- Boltzmannsches Verteilungsgesetz: Die Energiefunktion
H unseres Systems zerfalle in zwei Teile

(378) .H= H;(f/'l e x,”) + H,(X e XQN),

die von verschiedenen Variablen abhingen. Die Zahl 2% der Vari-
ablen des ersten Teiles sei viel kleiner als die Zahl 2N der Variablen
des zweiten Teiles. Ferner sollen beide Variablengruppen unabhingig
voneinander aus verschiedenen kanonischen Variablen durch eine Sub-
stitution der Funktionaldeterminante 1 hervorgehen. Dann ist die
‘Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ersten Variablen ungeachtet der
Werte der zweiten Variablen innerhalb des durch dz, ...dz,, be-
zeichneten Spielraums bestimmte vorgegebene Werte z,...%,, an-

nehmen, gegeben durch
H, (x)

(3179) w(y ... 2,)4%,...d%,, = Ade *T dz,...dz,,.
Die von den z unabhingige GroBe A ist aus der Bedingung
(379a) f'w(:t:1 o Ty )BTy .. ATy, =1

zu bestimmen. Voraussetzung des Verteilungsgesetzes (379) ist, daB
der Wert H, klein ist gegeniiber dem (konstanten) Wert von H.

49, Spezialfille. «) Die Strahlung im bewegten Hohlraum. Dieser
Fall hat ein historisches Interesse, da er allein auf Grund der Elektro-
dynamik, auch ohne Relativititstheorie, behandelt werden kann. Man
kommt dann notwendig dazu, der bewegten Strahlungsenergie Impuls,
also auch trige Masse zuzuschreiben. Es ist interessant, daB dieses
Resultat schon vor Aufstellung der Relativititstheorie von Hasen-
0hrl®9) gefunden wurde. Seine Schliisse waren allerdings in einigen
Punkten verbesserungsbediirftig. Eine vollstindige Losung des Pro-
blems gab zuerst K.v. Mosengeil*®). Planck?®") leitet seine Formeln
fiir die Dynamik bewegter Systeme mehrfach durch Verallgemeine-
rung der Mosengeilschen Ergebnisse her.

Die Relativititstheorie gestattet, die Abhangigkeit von Strahlungs-
druck, BewegungsgrioBe, Energie und Entropie von der Temperatur

269) F. Hasenohrl, Wien. Ber. 113 (1904), p. 1039; Ann. d. Phys. 15 (1904),
p. 844 und 16 (1905), p. 589.

260) K. v. Mosengesl, Berl. Diss. 1906; Ann. d. Phys. 22 (1907), p. 867; vgl.
auch die Darstellung bei M. Abraham, Theorie der Elektrizitiit, 2, 2. Aufl., p. 44.

261) M. Planck, 1. c. Anm. 225).
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698 V 19. W. Pauli jr. Relativitatstheorie.

sowie die Abhingigkeit der spektralen Verteilung von Temperatur
und Richtung sofort anzugeben, indem sie den Fall des bewegten Hohl-
raumes auf den des ruhenden zuriickfiilhrt. Fiir letzteren gilt
(380a) E,=al'V,, py=1aTyt, Sy,=%aT}V,
und nach (369):

L= 3aTy' Vy,
endlich fiir die Intensitit der Strahlung im Frequenzbereich d» und
im Kegel dQ:

(381a) RvydnydQy = 28 7o 9% 49,
ekfo —1

Nach den Formeln der Nr. 46 folgt daraus zunichst
E—E, 1+46* T‘V 1+~}ﬁ

,———-—p, —pH%
P=Dp,= aT‘ 11— gh#’ S=S aT’V 1)
(380D) ¢ ﬂ) ﬁ)
L=V‘-'—ﬁ’Lo__ TAV ﬁ’)”
u 1 4 u
"?VT_T,;?":-’;‘E PV ﬂ’)’c’

Um auch noch die spektrale Verteilung im bewegten Hohlraum zu
ermitteln, bedienen wir uns der aus (15), (17) und (253) leicht ab-

zuleitenden Beziehungen
1—fcosa dv — dv 1—fcosa

11';—_-11 VlTﬁi ) v Vl._p’ »
’ l_ﬂ.
4 = = oy 4%
RV = R, dudsa(“ﬁ“l;’,"‘) .

Letztere GroBe muB sich nimlich wie das Quadrat der Amplitude A
transformieren. KEs folgt daraus weiter

9’ Q (l—ﬂcosa)’

a—p*
also
(381b) ®,dvig =22 = ”ﬁ"”) Q.
Weiter gilt wegen B
R dv = R,dv “‘""‘;',“)‘

1
(T1=fcose)®

Diese Formel gibt die Abhanglgkelt der gesamten (iiber alle Fre-

(382) K= T
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quenzen integrierten) Strahlungsintensitit von der Richtung an. Man
erhilt sie natiirlich auch aus (381b) durch Integration iber dv. Die
Gesamtenergie ergibt sich aus (382) vermoge der Beziehung

E=Vf%ma

in Ubereinstimmung mit der ersten Gl (380D).

Eine Moglichkeit, die Trigheit der Strahlungsenergie experimen-
tell nachzuweisen, scheint wegen des @uBerst kleinen Betrages der zu
erwartenden Effekte nicht zu bestehen.

B) Das ideale Gas. Eine Abweichung des Verhaltens des idealen
Gases von dem nach der alten Mechanik berechneten infolge von
relativistischen Effekten (Massenverinderlichkeit) ist naturgemiB erst
zu erwarten, wenn die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile mit der
Lichtgeschwindigkeit vergleichbar wird. MaBgebend dafiir ist die GroBe

m, ¢?
(383) 6= koT

Bei normalen Temperaturen ist sie enorm groB, erst bei ca. 1 Billion
Grad wird sie von m#Biger GroBenordnung. Die Frage nach den von
der relativistischen Mechanik geforderten Abweichungen des idealen
Gases von seinem klassischen Verhalten hat deshalb nicht praktisches,
sondern bloB theoretisches Interesse. Sie wurde von dJiittner®?) be-
antwortet. Am einfachsten gelangt man durch Berechnung der freien
Energie nach Theorem 2, Nr. 48 zum Ziel. Da die Energie eines
Massenpunktes durch die Impulse ausgedriickt

1
E=me )1+ 55+ + 1)
F— —RTlogZ,
1 ™Y 1L o)
Z=7% = V-fffe’ eV At g dp,dp,.

Dabei ist angenommen, daB die vorhandene Gasmenge gleich 1 Mol
ist; L bedeutet die Loschmidtsche Zahl fiir das Mol, ¥V das Mol-
volumen. Die Ausrechnung ergibt

Z = Vmdc® - 2x%(— H”(M)

lautet, folgt

(384)

— —RTlog7+ log( HEVED) 1 ponst.)-

[HY bedeutet die Hankelsche Zylinderfunktion # Art von der m'®
Ordnung mit ¢ =1, 2.]

262) F. Juttner, Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 856.
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Alle anderen thermodynamischen GréBen folgen aus der freien
Energie in bekannter Weise, z. B.

___oF _ oF 0 F
p=—gp E=F—Tom=—Ty7
(unabhéngige Variable ¥, T'). Aus der ersten Gleichung folgt
(385) p=2

Die Zustandsgleichung des idealen Gases bleibt in der relativistischen
Mechanik: unverdindert bestehen. Es hingt dies damit zusammen, daB
die Abhiingigkeit der freien Energie und des Zustandsintegrals Z vom
Volumen durch die relativistische Mechanik nicht modifiziert wird,
was man auch a priori sofort einsehen kann. Anders ist es mit der
Abhiingigkeit der Energie von der Temperatur. Es ergibt sich
i H,®(i6)

H (io) }
Fiir groBes 6 kann man die Hankelsche Zylinderfunktion durch ihre
asymptotische Darstellung

— iHM(i6) = — =

2 ( ) V

{ne

(386) E—=RT{1—

ersetzen. Durch logarithmisches Differenzieren folgt daraus

i H, M (ig) 1
~EG) e

was in (386) eingesetat, gibt:
(3861) E=RT( + %) = Lmc* 4 3RT,

in Ubereinstimmung mit der alten Theorie, wie es sein muB. Man
hitte den Ausdruck (386) fiir die Energie auch aus dem Mazwell-
schen G@eschwindigkeitsverteilungsgesetz entnehmen kénnen. Nach
Theorem 4, Nr. 48 unterscheidet sich dieses nur durch die Art der
Abhingigkeit des Faktors 4 von der Temperatur von dem Verteilungs-
gesetz der alten Mechanik.

Jiittner®) hat auch den EinfluB der Bewegung eines idealen
Gases auf seine thermodynamischen Eigenschaften vom Standpunkt
der relativistischen Dynamik aus untersucht. Die entsprechenden Be-
ziehungen lassen sich auf Grund der Transformationsformeln der
Nr. 46 sofort anschreiben. Das ideale Gas erweist sich als noch viel
ungiinstiger zur experimentellen Priifung des Satzes von der Trigheit
der Energie als der mit schwarzer Strahlung erfiillte Hohlraum.

268) F. Juitiner, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 145.
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IV. Aligemeine Relativitiitstheorie.

50. Historisches bis zu Einsteins Arbeit von 1916.2%) Das
Newtonsche Gravitationsgesetz, das eine momentan in die Ferne wir-
kende Kraft fordert, ist mit der speziellen Relativititstheorie unver-
einbar. Diese fordert eine Ausbreitung, die hdchstens mit Licht-
geschwindigkeit erfolgt®®), und Kovarianz der Gravitationsgesetze
gegeniiber Lorentz-Transformationen. Schon Poincaré®) befaBte sich
mit der Aufgabe, das Newtonsche Gravitationsgesetz so abzuiindern,
daB diese Forderungen erfiillt sind. Es kann dies auf mehrere Weisen
geschehen. Allen Ansitzen ist gemeinsam, daB die Kraft zweier
Massenpunkte aufeinander nicht von ihren gleichzeitigen, sondern von

. . r . . .
den um die Zeit ¢ = — verschiedenen Lagen sowie von ihren Ge-

schwindigkeiten (evtl. auch Beschleunigungen) abhingen. Die Ab-
weichungen vom Newtonschen Gesetz sind immer von 2. Ordnung in

1;—, bleiben also stets sehr klein und widersprechen der Erfahrung

nicht.?%)  Minkowski®®") und Sommerfeld®®®) haben die Poincaréschen
Ansitze auf eine dem vierdimensionalen Vektorkalkiil entsprechende
Form gebracht; ein spezielles Gesetz diskutiert H. A. Lorentz™8*).
Gegen alle diese Betrachtungen ist einzuwenden, daB sie vom
Elementargesetz fiir die Kraft ausgehen statt von der Poissonschen
Differentialgleichung. Ist einmal die endliche Ausbreitung einer Wir-
kung erwiesen, so darf man nur dann erwarten, auf einfache allge-
meingiiltige Gesetze zu kommen, wenn man sie durch kontinuierlich
in Ort und Zeit variierende ZustandsgriBen (ein Feld) beschreibt und
die Differentialgleichungen dieses Feldes aufsucht. Das Problem be-

264) Uber die ilteren Versuche, das Newtonsche Gravitationsgesetz abzu-
dndern, vgl. man die Artikel von J. Zenneck, V 2, und S. Oppenheim, VI ¢, 22,
insbes. Abschn. V. Wir geben die historische Entwicklung nur in groSen Um-
rissen; wegen mancher Einzelheiten sei auch auf den Artikel von F. Kottler,
VI ¢, 22 verwiesen.

265) Nimmt man an, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Gravitations-
wirkungen vom Bewegungszustand der Korper, von denen diese Wirkungen aus-
gehen, unabhingig ist, so folgt sogar, daB sie exakt gleich der Vakuumlicht-
geschwindigkeit sein mus.

266) H. Poincaré, Rend. Pal,, 1. c. Anm. 11).

266a) Genauere Diskussion bei W. de Sitter, Monthly Not. 71 (1911), p. 388,

267) H. Minkowsks, I1I, 1, c. Anm. 54).

268) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 33, 1. ¢. Anm. 55).

268a) H. A. Lorentz, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1234; sowie Das Relati-
vititsprinzip, 3 Haarlemer Vortrige, p. 19.
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stand also darin, die Poissonsche Gleichung

AD = 4dnky,
und die Bewegungsgleichung des Massenpunktes
% = —grad @

so abzuiindern, daB sie gegeniiber Lorentz-Transformationen invariant
werden.

Bevor dieses Problem geldst wurde, schlug die Entwicklung je-
doch bereits einen anderen Weg ein. Als die physikalischen Folge-
rungen der speziellen Relativititstheorie bis zu einem gewissen Ab-
schluB gelangt waren, machte Einstein®?) sofort den Versuch, das
Relativititsprinzip auch auf anders als gleichférmig translatorisch be-
wegte Bezugssysteme auszudehnen. Auch in anderen Systemen als den
Galileischen (Nr. 2) sollten die allgemeinen Naturgesetze ihre Form be-
halten. Die Moglichkeit hierzu bietet das sogenannte Aquivalensprinzip.
In der Newtonschen Theorie ist ein in einem homogenen Schwere-
feld befindliches System in mechanischer Hinsicht vollstindig gleich-
wertig einem gleichformig beschleunigten Bezugssystem.?**) Die For-
derung, daB auch alle anderen Vorginge sich in beiden Systemen in
gleicher Weise abspielen sollen, bildet den Inhalt des Einsteinschen
Aquivalenzprinzips, das einen Grundpfeiler der von ihm spiter ent-
worfenen allgemeinen Relativitatstheorie bildet (vgl. Nr. 51). Da man
den Ablauf der Vorginge in einem beschleunigten System durch Rech-
nung ermitteln kann, gibt es zugleich die Moglichkeit, den EinfluB
eines homogenen Schwerefeldes auf irgendeinen Vorgang zu ermitteln.
Dies ist die heuristische Kraft des Aquivalenzprinzips. Auf diese
Weise leitete Einstein das Resultat ab, daB Uhren an Orten niedri-
geren Gravitationspotentials langsamer gehen als an Orten hoheren
Gravitationspotentials, und wies bereits darauf hin, daB dies eine Ver-
schiebung der auf der Sonne emittierten Spektrallinien gegeniiber den
irdischen nach Rot zur Folge hat (vgl. Nr. 53b). Ferner ergab sich,
daB die Lichtgeschwindigkeit im Schwerefeld verinderlich ist, die
Lichtstrahlen infolgedessen gekriimmt sein miissen, sowie daB jeder
Energie E nicht nur eine #rdge, sondern auch eine schwere Masse

m =% zugeschrieben werden miisse. In einer folgenden Arbeit zeigte

269) A. Einstein, Jahrb. f. Rad. u. EL. 4 (1907), p. 411, Kap. V.

269a) Streng genommen ist die gleichformig beschleunigte Bewegung durch
eine Hyperbelbewegung (Nr. 26) zu ersetzen, weshalb die Transformationsformeln
fiir die Koordinaten komplizierter werden. Siehe dariiber H. A. Lorentz, Haar-
lemer Vortrige, p. 86 und P. Ehrenfest, Amst. Proc. 15 (1918), p. 1187.

172



50. Historisches bis zu Einsteins Arbeit von 1916. 703

Einstein®), daB die Kriimmung der Lichtstrahlen eine Verschiebung
der am Sonnenrande gesehenen Fixsterne zur Folge hat, die einer
Priifung durch die Erfahrung zuginglich ist. Den Betrag der Ver-
schiebung berechnete er damals zu 0,83 Bogensekunden.

Diese Theorie des homogenen Gravitationsfeldes bedeutete eine
Durchbrechung des Rahmens der speziellen Relativitiitstheorie. Wegen
der Abhiingigkeit der Lichtgeschwindigkeit und der Ganggeschwindig-
keit einer Uhr vom Gravitationspotential ist hier die in Nr. 4 einge-
fihrte Definition der Gleichzeitigkeit nicht mehr durchfihrbar, und
die Lorentz-Transformation verliert ihren Sinn. Von diesem Stand-
punkt aus kann also die spezielle Relativititstheorie nur bei Abwesen-
heit von Gravitationsfeldern richtig sein. Nach Einfihrung des Gra-
vitationspotentials als physikalische ZustandsgréBe wird man dann die
Naturgesetze vielmehr als Beziehungen zwischen den iibrigen physika-
lischen GroBen und dem Gravitationspotential auffassen und ihre Ko-
varianz fordern gegeniiber einer umfassenderen Gruppe von Transfor-
mationen, bei der das Gravitationspotential in geeigneter Weise mit-
transformiert wird. Es war nun die Aufgabe, eine solche auf dem
Aquivalenzprinzip fuBende Theorie auch fiir nicht homogene Gravita-
tionsfelder aufzustellen. Einstein und Abraham®™) versuchten, das all-
gemeine statische Gravitationsfeld zu charakterisieren durch den Wert
der Lichtgeschwindigkeit ¢ in jedem Raum-Zeitpunkt, die zugleich
die Rolle des Gravitationspotentials spielt, und suchten Differential-
gleichungen zu finden, denen ¢ geniigen muB. Abgesehen davon, daB
diese Theorien nur spezielle Gravitationsfelder in Betracht ziehen,
filhrten sie auch sonst auf Schwierigkeiten.

Es wurde deshalb von Nordstrom®?) der Versuch gemacht, an
der strengen Giiltigkeit des speziellen Relativitatsprinzips konsequent
festzuhalten: In seiner Theorie ist die Lichtgeschwindigkeit konstant,
eine Strahlenablenkung im Schwerefeld findet nicht statt. Sie 16st
das frither skizzierte Problem, die Poissonsche Gleichung und die Be-

270) A. Einstein, Uber den EinfluB der Schwerkraft auf die Ausbreitung
des Lichtes, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 898; auch in der Sammlung , Das Rela-
tivitatsprinzip*, 8. Aufl. 1920, enthalten.

271) A. Einstetn, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 855, 443; M. Abraham, Phys.
Ztschr. 13 (1912), p. 1, 4, 793; Diskussion zwischen Einstein und Abraham, Ann.
d. Phys. 38 (1912), 1066, 1069; 39 (1912), p. 444, 704.

272) G. Nordstrom, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 1126; Ann. d. Phys. 40 (1913)
p. 856; 42 (1913), p. 533; 43 (1914), p. 1101; Finska Vetensk. Verh. 57 (1914 u.
1915); ferner M. Behacker, Phys. Ztschr. 14 (1918), p. 989; A. Einstein u. A. D.
Fokker, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 321. Zusammenfassende Darstellung bei
M. v. Laue, Jahrb. f. Rad. u. El. 14 (1917), p. 263, sowie das Referat @ber alle
ilteren Gravitationstheorien bei M. Abrakam, Jabrb. f. Rad. uv. EL 11 (1914), p. 470.
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wegungsgleichung des Massenpunktes auf eine gegeniiber Lorentz-
Transformationen kovariante Form zu bringen, in logisch vollkommen
einwandfreier Weise. Auch wird dem Impuls-Energiesatz sowie dem
Satz von der Gleichheit der schweren und triigen Masse geniigt. Wenn
sie dennoch nicht akzeptiert wird, so geschieht dies erstens deshalb,
weil sie dem allgemeinen Relativitatsprinzip nicht gentigt (oder jeden-
falls nicht in einfacher und natiirlicher Weise geniigt, vgl. Nr. 56),
und zweitens, weil sie der Erfahrung widerspricht: sie liefert keine
Kriimmung der Lichtstrahlen und eine Perihelbewegung des Merkur
mit verkehrtem Vorzeichen. (Hinsichtlich der Rotverschiebung stimmt
sie mit der Einsteinschen Theorie iiberein.) Auch Mie*®) hat eine
Gravitationstheorie aufgestellt, die auf dem speziellen Relativitits-
prinzip fuBt. Da sie aber dem Satz von der Gleichheit der trigen
und schweren Masse nicht streng geniigt, hatte sie immer nur eine
sehr geringe Wahrscheinlichkeit fiir sich.

Einstein lieB sich jedoch in seinem Bestreben, den Naturgesetzen
eine solche Gestalt zu geben, daB sie gegeniiber einer moglichst um-
fassenden Gruppe von Transformationen kovariant werden, durch die
Schwierigkeiten des Problems nicht irre machen. In einer gemeinsam mit
Grofimann ausgefiihrten Arbeit*™) gelang es ihm, in dieser Richtung einen
wesentlichen Fortschritt zu erzielen. Wenn man das Quadrat des Linien-
elements auf beliebige krummlinige Raum-Zeitkoordinaten transformiert,
so wird es eine quadratische Form der Koordinatendifferentiale mit
10 Koeffizienten g, (vgl. Nr. 51). Das Gravitationsfeld wird jetzt durch
diesen Zehnertensor der g,,, nicht mehr durch die skalare Lichtge-
schwindigkeit bestimmt. Zugleich wurden die Bewegungsgleichung des
materiellen Punktes, der Impuls-Energiesatz und die elektromagne-
tischen Feldgleichungen fiir das Vakuum durch Einfihrung der g,,
auf die endgiiltige, allgemein kovariante Form gebracht.*™) Nur die
damals aufgestellten Differentialgleichungen der g;, selbst waren nicht
allgemein kovariant. In einer folgenden Arbeit?®) suchte Einstein

273) G. Mie, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 1, V. Kap. Gravitation; Elster-
Geitel-Festschr. 1915, p. 251.

274) A. Einstein u. M. Grofmann, Ztschr. Math. Phys. 63 (1914), p. 215.
Zusammenfassender Vortrag: A. Einstein, Zum gegenwiirtigen Stand des Gravi-
tationsproblems, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1249; anschlieBende Diskussion Mie,
Einstein, Nordstrom: Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 115, 169, 176, 375.

275) Es ist interessant, daB ohne Zusammenhang mit der Gravitationstheorie
die betreffenden formalen Entwickelungen sowie die Schreibweise der elektro-
magnetischen Feldgleichungen in allgemein kovarianter Form schon vorher von
F. Kottler, Wien. Ber. 121 (1912), p. 1659, angegeben wurden.

276) A. Einstein, Die formale Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie,
Berl. Ber. 1914, p. 1030.
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diese Differentialgleichungen eingehender zu begrinden und glaubte
sogar einen Beweis dafiir gefunden zu haben, daB die Gleichungen,
welche die g, selbst bestimmen, nicht allgemein kovariant sein konnen.
Im Jahre 1915 erkannte er jedoch, daB die invariantentheoretischen
Forderungen, die er frither an seine Feldgleichungen der Gravitation
stellte, diese gar nicht eindeutig festlegen. Um die Moglichkeiten ein-
zuschrinken, kam er auf die Forderung der allgemeinen Kovarianz
zuriick, die er frither ,nur schweren Herzens verlassen hatte. Im An-
schluB an die Riemannsche Kriimmungstheorie gelang es ihm nun in
der Tat, auch fiir die g;, selbst allgemein kovariante Gleichungen auf-
zustellen, die allen physikalischen Anforderungen entsprechen?) (vgl.
Nr. 56). In einer weiteren Mitteilung?"®) konnte er zeigen, daB seine
Theorie die Perihelbewegung des Merkur quantitativ richtig erklirt
und eine Kriimmung der Lichtstrahlen im Gravitationsfeld der Sonne
fordert, die doppelt so groB ist, wie er sie frither auf Grund des
Kquivalenzprinzips fiir homogene Felder abgeleitet hatte. Bald darauf
erschien Einsteins abschlieBende Arbeit ,Die Grundlagen der allge-
meinen Relativititstheorie“.?’®) Im folgenden sollen nun die Prinzipien
und der weitere Ausbau dieser Theorie dargelegt werden.

81, Allgemeine Formulierung des Aquivalenzprinzips. Zu-
sammenhang zwischen Gravitation und Metrik. Das Aquivalenz-
prinzip wurde urspriinglich nur fiir homogene Schwerefelder aufgestellt.
Im allgemeinen Fall 158t es sich so formulieren: Es gibt fiir ein un-
endlich kleines Weltgebiet (d. h. ein so kleines Weltgebiet, daf die ért-
liche und zeitliche Variation der Schwere in ihm vernachlissigt werden
kann) stets ein solches Koordinatensystem Ky(X,, X,, X5, X,), in wel-
chem ein EinfluB der Schwere weder auf die Bewegung von Massen-
punkten moch auf irgendwelche anderen physikalischen Vorginge vor-
handen ist. Kurz gesagt, in einem unendlich kleinen Weltgebiet 1iiBt sich
Jedes Schwerefeld wegtransformieren. Das lokale Koordinatensystem

277) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 778, 799, 844. — Gleichzeitig wie Ein-
stetn und unabhiingig davon hat auch Hilbert die allgemein kovarianten Feld-
gleichungen aufgestellt [D. Hilbert, Grundlagen der Physik, 1. Mitt.; Gott. Nachr.
1915, math.-nat. K1, p. 395]. Seine Darstellung diirfte jedoch aus zwei Griinden
bei den Physikern wenig Anklang finden. Erstens wird die Existenz eines Va-
riationsprinzips als Axiom eingefiihrt und zweitens, was noch schwerwiegender
ist, werden die Feldgleichungen nicht fiir ein beliebiges materielles System ab_
geleitet, sondern speziell unter Zugrundelegung der (im Abschn. V niher bespro-
chenen) Mieschen Theorie der Materie. Auf die anderen Krgebnisse der Hilbert-
schen Arbeit kommen wir noch in Nr. 56 und 57 zuriick.

278) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 831,

279) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 769. Auch separat als Bro-
zchiire erschienen und in der Sammlung ,Das Relativitdtsprinzip*.
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K, kann man sich realisiert denken durch einen frei schwebenden,
hinreichend kleinen Kasten, der keinen #uBeren Kriften auBer der
Schwere unterworfen ist und dieser folgend frei fillt.

Es ist klar, daB dieses Wegtransformieren nur deshalb moglich ist,
weil das Schwerefeld die fundamentale Eigenschaft hat, allen Korpern
dieselbe Beschleunigung zu erteilen; oder, was nur ein anderer Aus-
druck dafiir ist, weil die schwere und die trige Masse stets gleich sind.
Diese Aussage ruht nun auf sehr sicheren experimentellen Grundlagen.
Eitvis®) wies bei einer Untersuchung der Frage, ob die Richtung
der Resultierenden aus Erdanziehung und Zentrifugalkraft der Erd-
rotation vom Material abhéingt, nach, daB schwere und trige Masse
mit einem Genauigkeitsgrade von 5, gleich sind. Im Hioblick auf
den Satz von der Trigheit der Energie ist ferner eine Untersuchung
von Southerns®®') von Interesse, in der gezeigt wird, daB das Ver-
hiltnis zwischen Masse und Gewicht bei Uranoxyd von dem entspre-
chenden Verhiltnis bei Bleioxyd hochstens um ;% verschieden ist.
Aus dem Aquivalenzprinzip folgt némlich im Verein mit dem Satz
von der Trigheit der Energie, daB jeder Energieform auch ein Ge-
wicht zuzuschreiben ist. Hatte nun die beim radioaktiven Zerfall von
Uran freiwerdende innere Energie zwar Triigheit aber kein Gewicht, so
miiBte das genannte Verhiltnis einen Unterschied von gt aufweisen.
Eotvos®®) fand dies bestitigt, wobei sich die Genauigkeit noch erheb-
lich steigern lie8.

Es ist offenbar naturgem#8 anzunehmen, daB in K, die spezielle
Relativitatstheorie gilt. Alle Sitze dieser Theorie sollen also bestehen
bleiben, nur muB an Stelle des Galileischen Koordinatensystems der
Nr. 2 das fiir einen unendlich kleinen Bereich definierte System K,
treten. Alle Systeme K,, die durch Lorentz-Transformationen aus-
einander hervorgehen, sind gleichberechtigt. In diesem Sinne kann
man also sagen, daB die Invarianz der physikalischen Gesetze gegen-
iiber Lorentz-Transformationen im Unendlichkleinen fortbesteht. Wi
konnen nun zwei unendlich benachbarten Punktereignissen eine be-
stimmte durch Messungen ermittelbare Zahl, ihren Abstand ds, zu-
ordnen. Hierzu brauchen wir nur das Schwerefeld wegzutransformieren
und dann in K, die GroBe

(387) ds* = dX: + d X} + dX — d X3

280) R. Eitvds, Math. u. naturw. Ber. aus Ungarn 8 (1890), p. 65; R. Edtvis,
D. Pekir u. E. Fekete, Abh. der XVI. allgemeinen Konferenz der internat. Erd-
messung 1909; vgl. auch Gott. Nachr. 1909, geschiftliche Mitteilungen p. 37 und
D. Pekdr, Naturw. 7 (1919), p. 327.

281) L. Southerns, Proc. Roy. Soc. A 84 (1910), p. 325.
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zu bilden.®®?) Die Koordinalendifferentiale dz, ...dx, sind dabei un-
mittelbar mit dem Kinheitsmafstab und der Einheitsuhr zu bestimmen.
Wir betrachten nun irgendein anderes Koordinatensystem K, in wel-
chem die Zuordnung der Koordinatenwerte 2'...z* zu den Welt-
punkten — abgesehen von der Bedingung der Eindeutigkeit und
Stetigkeit — eine ganz beliebige sei. Dann werden an jeder Raum-
zeitstelle die zugehdrigen Differentiale d X linear-homogene Ausdriicke
in den da* sein, und das Linienelement ds® geht iiber in eine quadra-
tische Form
(388) ds? = g, do’da?,
deren Koeffizienten g;, Funktionen der Koordinaten sind. Es ist ferner
klar, daB beim Ubergang zu neuen Koordinaten die g,, sich so trans-
formieren, daB ds? invariant bleibt. Die Verhiltnisse sind also vollig
.analog zu denjenigen, die in der Geometrie nichteuklidischer, mehr-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten auftreten (Nr.15). Das System K,
im frei schwebenden Kasten {ibernimmt die Rolle des geoditischen
Systems der Nr. 16; in ihm sind die g;, konstant, solange ihre sweiten
Differentiale vernachlissigt werden konnen und das Linienelement hat
bis auf GroBen gweiter Ordnung die Form (387). Die Gesamtheit der
Werte der g,, in allen Weltpunkten wollen wir das G-Feld nennen.
Das Bewegungsgesetz eines Massenpunktes, der keinen anderen
Kriften als der Gravitation ausgesetzt ist, 14Bt sich nun einfach so
formulieren. Die Weltlinie eines solchen Massenpunkies ist eime geo-
ddtische Linie (Nr.17), und es gilt nach (81) und (80):

(81) 3fas=o,
ary dz” dz’

(80) a7 T g =0

wo I'j, durch (66) und (69) definiert ist. Im System K, bewegt sich
nimlich der Massenpunkt im betreffenden Augenblick geradlinig-gleich-
formig, %Z,g=0, was zugleich das Gleichungssystem der geoditischen
Linie in K, ist. Die Aussage, die Weltlinie des Massenpunktes ist eine
geoditische Linie, ist aber invariant, also gilt sie allgemein. (Dabei
ist allerdings angenommen, daB im Bewegungsgesetz fiir den Massen-
punkt die zweiten Ableitungen der g,, nach den Koordinaten nicht

auftreten.) Die Giiltigkeit dieses einfachen Satzes ist nicht verwunder-

282) Zum Unterschied von den anderen Autoren geben wir auch in der
aligemeinen Relativitiitstheorie dem Linienelement 3 positive und esne negative
Dimension, nicht umgekehrt. Dies ist auch beim Vergleich der im folgenden
vorkommenden Formeln mit den dblichen zu beriicksichtigen.
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lich. Wir haben eben das Linienelement schon so definiert, daB die
Weltlinie eines Massenpunktes eine geoditische wird. Wir sehen also:
Die 10 Tensorkomponenten g;, iibernehmen in der Einsteinschen Theorie
die Rolle des skalaren Newtonschen Potentials ®; die aus ihren Ablei-
tungen gebildeten Komponenten I': bestimmen die Grife der Schwerkraft.

Eine genau analoge Betrachtung liBt sich fiir die Lichtstrahlen
durchfiihren. Im System K, sind die Lichtstrahlen gerade Linien?2?)
und erfiillen auBerdem die Relation

dX:4+dX:+dX;—dX:=0.
Also sind die Weltlinien der Lichistrahlen allgemein geoddtische Null-
linien (Nr. 22): .
(80a) g S =0,
(81a) ds? =g, do*da* = 0.
Kretschmann®®) und Weyl®*) haben iiberdies gezeigt, daB schon die
Beobachtung der Ankunft von Lichtsignalen geniigt, um das G-Feld
in einem bestimmten Koordinatensystem zu ermitteln, auch ohne daB
die Bewegung von Massenpunkten herangezogen wird.

Es gibt jedoch noch eine dritte Art, das G-Feld zu messen. Man kann
mit Hilfe von MaBstiben (oder besser von MaBfiden) und Uhren bei einem
bestimmten gegebenen Koordinatensystem die Abhingigkeit der GroBe
ds des Linienelementes von den Koordinatendifferentialen dz* auf allen
von einem beliebig herausgegriffenen Punkte ausgehenden Weltlinien
bestimmen. Das G-Feld folgt daraus unmittelbar, Fs charakterisiert
also nicht nur das Gravitationsfeld, sondern auch das Verhalten von Maf-
staben und Uhren, die Mapverhilinisse (Metrik) der vierdimensionalen
Welt, welche die Geometrie des gewdhnlichen dreidimensionalen Raumes
als Spezialfall enthilt. Diese Verschmelzung zweier vorher vollstindig
getrennter Gebiete — Metrik und Gravitation — muB als die schonste
Leistung der allgemeinen Relativititstheorie bezeichnet werden. Wie
wir gesehen haben und wie auch an einfachen Beispielen erliutert
werden kann, ist sie eine zwingende Konsequenz des Aquivalenz-
prinzips und der Giiltigkeit der speziellen Relativititstheorie im Un-
endlichkleinen. Es kann jetzt die Bewegung eines Massenpunktes
unter dem alleinigen EinfluB eines Gravitationsfeldes auch so aufgefaBt

282a) Dabei ist natiirlich angenommen, daB wir uns im Giltigkeitsbereich
der geometrischen Optik befinden. Sobald Beugung vorhanden ist, trifft dies
nicht zu. Vgl, dazu auch Anm. 3102) unten.

283) E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 53 (1917), p. 575.

284) H. Weyl, Raum — Zeit — Materie, 1. Aufl. (1918), p. 182; 3. Aufl.
(1919), p. 194.
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werden: Die Bewegung des Massenpunktes ist krdfiefrei. Sie ist des-
halb nicht geradlinig-gleichformig, weil das vierdimensionale Raum-
Zeit-Kontinuum nichteuklidisch ist und in einem solchen die gerad-
linig-gleichformge Bewegung keinen Sinn hat und durch die Bewegung
auf der geoditischen Linie zu ersetzen ist. Entsprechend ist das
Galileische Trigheitsgesetz durch

3fds=0

zu ersetzen. Dieses hat vor jenem den groBen Vorzug, daB es all-
gemein kovariant ist. Die Gravitation ist in der Einsteinschen Theorie
genau so eine Scheinkraft wie die Coriolis- und Zentrifugalkraft in der
Newtonschen Theorie. (Man kann die Sache allerdings mit dem gleichen
Recht auch so auffassen, daB in der Einsteinschen Theorie keine von
beiden Kriften als Scheinkraft zu bezeichnen ist.) DaB sich erstere im
allgemeinen nicht in endlichen Bereichen wegtransformieren 1a8t, diese
aber wohl, tut nichts zur Sache. In unendlich kleinen Bereichen liBt
sich die Gravitation stets wegtransformieren, und das allein ist ent-
scheidend. DaB der nichteuklidische Charakter der Raum-Zeitwelt
sich im Verhalten der MaBstibe und Uhren nur #uBerst wenig, in der
Abweichung der Bewegung der Massenpunkte von der geradlinig-gleich-
formigen, das ist in der Gravitation, sehr stark iuBert, liegt an der
GroBe der Lichtgeschwindigkeit, wie wir in Nr. 53 sehen werden.
Durch die Verschmelzung von Gravitation und Metrik findet nicht
nur das Gravitationsproblem, sondern auch das Problem der Geometrie
eine befriedigende Losung. Die Fragen nach der Wahrheit der geo-
metrischen Sitze und nach der tatsichlich im Raum herrschenden
Geometrie sind sinnlos, solange sich die Geometrie nur mit Gedanken-
dingen und nicht mit den Gegenstinden der Erfahrungswelt beschaftigt.
Fiigt man jedoch den Sitzen der Geometrie die Definition hinzu, daB
als Linge einer (unendlich kleinen) Strecke, die mit einem starren
Stab oder MaBfaden in bekannter Weise ermittelte Zahl gelten soll,
so wird die Geometrie zu einem Zweig der Physik, und die genannten
Fragen bekommen einen bestimmten Sinn.?**) Hier gestattet nun die
allgemeine Relativititstheorie sofort eine allgemeine Aussage zu machen:
Da die Gravitation von der Materie bestimmt wird, miissen wir das-
selbe auch fiir die Geometrie postulieren. Die Geometrie des Raumes
ist nicht a priori gegeben, sondern wird erst durch die Materie bestimmd.
(Wie dies im einzelnen geschieht, wird in Nr. 56 dargelegt.) Eine

284a) A. Einstein, Uber die spezielle und die allgemeine Relativititstheorie,
1. Aufl,, Braunschweig 1917, p. 2.
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dhnliche Auffassung hatte schon Riemann.?®) Sie konnte jedoch da-
mals nur ein kithnes Projekt bleiben, denn die Ermittelung des Zu-
sammenhanges zwischen Geometrie und Gravitation ist nur moglich,
wenn die metrische Zusammengehorigkeit von Raum und Zeit bereits
erkannt ist.

52. Das Postulat der allgemeinen Kovarianz der Naturgesetsze.
Dieses Postulat ist es, welches den eigentlichen Antrieb zur allgemeinen
Relativititstheorie gegeben hat und welchem diese ihren Namen ver-
dankt. Es hat verschiedene Wurzeln. Erstens sind beliebig bewegte
Bezugssysteme kinematisch vollkommen gleichwertig, und dies legt die
Vermutung nahe, daB die Gleichwertigkeit auch in dynamischer und
physikalischer Hinsicht zutreffe. A priori ist das natiirlich nicht be-
weisbar, nur der Erfolg kann lehren, ob die Vermutung richtig ist.

Es ist jedoch leicht einzusehen, daB man sich nicht damit be-
gniigen kann, beliebig bewegte Bezugssysteme einzufiihren. Wie Ein-
stein®¢) am Beispiel des rotierenden Bezugssystems zeigt, konnen in
den nicht Galileischen Systemen Zeit und rdumliche Entfernungen
nicht einfach mit der Ubr und dem starren EinheitsmaBstab bestimmt
werden; die euklidische Geometrie muB aufgegeben werden. Es bleibt
also nichts iibrig, als alle denkbaren Koordinatensysteme zuzulassen-
Die Koordinaten sind als vollig willkiirliche Parameter aufzufassen,
die den Weltpunkten irgendwie in eindeutiger und stetiger Weise zu-
geordnet werden (Gaupfsches Koordinatensystem). DaB eine solche
Beschreibung der Welt ausreichend ist, geht aus folgender Uberlegung
Einsteins®") hervor. Alle physikalischen Messungen laufen auf die
Konstatierung von raum—zeitlichen Koinzidenzen hinaus; auBer diesen
Koinzidenzen ist nichts beobachtbar. Entsprechen aber in cinem GauB-
schen Koordinatensystem zwei Punktereignissen dieselben Koordinaten,
so ist dies auch in jedem anderen GauBschen Koordinatensystem der
Fall. Wir miissen also das Relativititspostulat erweitern: Die all-
gemeinen Naturgesetze sollen auf eine solche Form gebracht werden, daf3
sie tn jedem Gaufschen Koordinatensystem gleichlauten, d. h. gegeniiber
beliebigen Tramsformationen der Koordinaten kovariant sind.*®™)

285) Riemann, Habilitationsvortrag, 1. c. Anm. 65).

286) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49 1. ¢. Anm. 279).

287) A. Einstein, 1. ¢. Anm. 286) und 279). Vgl. dazu auch E. Kretsch-
mann, Ann. d. Phys. 48 (1915), 907 und 943.

287a) P. Lenard, Uber Relativititsprinzip, Ather, Gravitation, Leipzig
1918; 2. Aufl. 1920. Siehe auch die Nauheimer Diskussion, Phys. Ztschr. 21
(1920), p. 666) erhebt Bedenken gegen die Beniitzung so allgemeiner Koordinaten-
systeme und gegen die Realitiit von Gravitationsfeldern, die nach Einsteins Theorie
in ihnen auftreten wiirden. Ref. kann sich diesen Bedenken nicht anschlieBen.
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Diese Kovarianz wird dadurch ermdglicht, daB die g,, in die
physikalischen Gesetze eingefiigt werden. (Mathematisch gesprochen:
Die allgemeinen Naturgesetze gestatten nach Adjunktion der invarianten
quadratischen Form ds* = g, dot dat

beliebige Punkttransformationen.) In der Tat kann jedes Gesetz der
speziellen Relativititstheorie nach dem im Abschnitt 11 angegebenen
Schema durch formale Einfiihrung der g;, allgemein kovariant gemacht
werden, wie in Nr. 54 noch an einzelnen Beispielen gezeigt werden
wird. Es ist deshalb von Kretschmann?®) die Ansicht vertreten worden,
daB das Postulat der allgemeinen Kovarianz iiberhaupt nichts iiber
den physikalischen Inhalt der Naturgesetze aussagt, sondern bloB etwas
tiber ihre mathematische Formulierung; und Einstein®?) stimmte dieser
Ansicht durchaus zu. Einen physikalischen Inhalt bekommt die all-
gemein kovariante Formulierung der Naturgesetze erst durch das Aqui-
valenzprinzip, welches zur Folge hat, daB die Gravitation durch die
i allein beschrieben wird, und daB diese nicht unabhingig von der
Materie gegeben, sondern selbst durch Feldgleichungen bestimmt sind.
Erst deshalb kinnen die g,, als physikalische Zustandsgrifen bezeichnet
werden.”) Das Postulat der allgemeinen Kovarianz hat jedoch, wie
Einstein®®) betont hat, auch noch eine andere Bedeutung. Die Dif-
ferentialgleichungen des G-Feldes selbst werden so zu bestimmen sein,
daB sie vom Standpunkt der allgemeinen Kovariantentheorie moglichst
einfach und durchsichtig sind. Diese heuristische Seite des Kovarianz-
postulates hat sich aufs beste bewihrt (Nr. 56).

Es ist versucht worden, trotz der allgemeinen Kovarianz das Ko-
ordinatensystem in gewisser Weise zu normieren. Insbesondere be-
schiftigen sich Untersuchungen von Krefschmann®®) und Mie**') mit
dieser Frage. Es scheinen jedoch alle vorgeschlagenen Normierungen
nur in Spezialfillen moglich bzw. von praktischer Bedeutung zu sein.
Im allgemeinen Falle und bei prinzipiellen Fragen ist die allgemeine
Kovarianz unentbehrlich.

53. Einfache Folgerungen aus dem Aquivaleniprinzip. a) Die
Bewegungsgleichungen des Massenpunktes bei langsamen Geschwindig-
keiten®*) und schwachen Gravitationsfeldern. Die Bewegungsgleichung

288) E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 53, 1. c. Anm. 283).

289) A. Einstesn, Ann. d. Phys. 556 (1918), p. 241,

290) H. Weyl, Raum — Zeit — Materie, 1. Aufl. 1918, p. 180, 181; 3. Aufl.
1919, p. 192, 198,

291) G. Mie, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 46.

292) Vgl. dazu A. Einstein, Ann. d. Phys. 49, 1, ¢. Anm. 279), § 21.
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(80) fiir den Massenpunkt liBt eine betriichtliche Vereinfachung zu,
wenn die Geschwindigkeit des Massenpunktes klein gegeniiber der Licht-

geschwindigkeit ist, so daB GroBen von der Ordnung 'c’—:
werden konnen. Es werde iiberdies vorausgesetzt, daB das Gravita-
tionsfeld schwach ist. Das heiBt, die g,, sollen nur #uBerst wenig von
ihren Normalwerten

a=-+1, fir i=£k=123, g,=—1

gu=0 fir 14Fk
abweichen, so da die Quadrate dieser Abweichungen vernachlissigt wer-
den konnen. Es wird dann

(389) de— o, fir i=1,2,3 2 =of.

AuBerdem sei das Feld statisch oder quasistatisch, so daB auch die
zeitlichen Ableitungen der g;, vernachldssigt werden konnen. Dann

vernachlissigt

kann fiir I'j; gesetzt werden I, oder auch — —;— %—1—‘}, und die Be-
wegungsgleichungen (389) gehen in die Newtonschen iiber:

d*xi 0P
(399) = T e

wenn man setzt
1
(391) q5=-—?cﬂ(g“+1), Ju=—1—

Die zundchst unbestimmte additive Konstante im Potential @ ist hier
so festgelegt, daB @ verschwindet, wenn g,, seinen Normalwert — 1
annimmt.

Es ist interessant, daB bei der hier angewandten Niherung in die
Bewegungsgleichungen nur g,, eingeht, obwohl die Abweichungen der
iibrigen g;, von ihren Normalwerten von derselben GroBenordnung sein
kénnen wie die von g,,. Anf diesem Umstand beruht die Méglich-
keit, das Gravitationsfeld ndherungsweise durch ein skalares Potential
zu beschreiben.

b) Die Rotverschicbuny der Spekirallinien. Der eben erwihnte Um-
stand hat auch zur Folge, daB tiber den EinfluB des Gravitationsfeldes
auf Uhren eine allgemeine Aussage gemacht werden kann, auch wenn
die Gesetze des G-Feldes noch nicht gegeben sind, denn dieser Ein-
fluB ist durch g,, bestimmt. Uber das Verhalten der MaBstibe kann
dagegen eine derartige Aussage erst gemacht werden, wenn die iibrigen
g;; bekannt sind.

Man denke sich ein relativ zum Galileischen System K, mit der
Winkelgeschwindigkeit o rotierendes Bezugssystem K. Eine in K ruhende
Ubr geht dann wegen des transversalen Dopplereffektes um so lang-
samer, je weiter sie von der Drehungsachse entfernt ist, wie sofort

29
¢t
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58. Einfache Folgerungen aus dem Aquivalenzprinzip. 713

erhellt, wenn man den Vorgang vom System K, aus betrachtet. Die
Zeitdilatation ist gegeben durch

T T

t= — = .
Vics Viier

Der mitrotierende Beobachter in K wird diese Zeitverkiirzung nicht
als transversalen Dopplereffekt deuten, da ja die Uhr relativ zu ihm
ruht. Aber es herrscht in K ein Gravitationsfeld (Zentrifugalkraft-

feld) vom Potential D= — 1ot

Der Beobachter in K wird also zu dem Schlu8 kommen, daB die
Uhren um so langsamer gehen, je kleiner das Gravitationspotential
an der betreffenden Stelle ist. Und zwar ist die Zeitdilatation A¢
in erster Niherung gegeben durch

PR SRR AW R )
2P ¢
Vi+ 32
Einstein®) fiihrte eine analoge Betrachtung fiir gleichformig be-
schleunigte System durch. Transversaler Dopplereffekt und Zeitdila-

tation durch Gravitation erscheinen demnach als zwei verschiedene
Ausdrucksweisen desselben Sachverhalts, daB nimlich eine Uhr stets

die Eigenzeit 1
T == ‘f das

. ic
anzeigt. ‘

Allgemein unterscheidet sich die Zeit ¢ = % von der normalen
Eigenheit v einer ruhenden Uhr. Denn das Weltlinienelement einer
ruhenden Uhr ist dst — g,, (da4),
also nach (39c¢):

(392) ¢

T N‘[(l_‘?“) At [
’

T
ci
V—9u Vl + 2_0;2

Die Gleichung (392) hat folgenden physikalischen Inhalt: Versetzt
man eine von zwei ruhenden, gleich beschaffenen, urspriinglich synchron
gehenden Uhren eine Zeitlang in ein Gravitationsfeld, so gehen sie
nachher nicht mehr synchron, sondern die Uhr, die im Gravitations-
feld war, geht nach. Hierauf beruht auch, wie Einstein**) bemerkt
hat, die Aufkldrung des in Nr. 5 erwihnten Uhrenparadoxons. Im Ko-
ordinatensystem K* in welchem die Ubr U, dauernd ruht, herrscht

293) A. Einstein, Ann. d. Phys. 85, 1. ¢. Anm. 270).
294) A. Einstein, Naturw. 6 (1918), p. 697.
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714 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

wihrend der Bremsungsperiode ein Gravititsfeld, welches der Be-
obachter in K* fiir das Nachgehen der ruhenden Uhr U verantwort-
lich machen kann.

Die Beziehung (392) hat eine wichtige Konsequenz, die sich durch
die Erfahrung priifen ldBt. Man kann den Uhrentransport auch durch
einen Lichtstrahl besorgen lassen, indem man als Uhr den Schwin-
gangsvorgang des Lichtes annimmt. Ist ndmlich das Gravitationsfeld
statisch, so kann man immer die Zeitkoordinate so festlegen, daB
die g,, von ibr nicht abhingen. Dann muB die Zahl der Wellen
eines Lichtstrahles zwischen zwei Punkten P, und P, ebenfalls von
der Zeit unabhiingig sein, und daher ist dann die Frequenz des Licht-
strahles mit der angegebenen Zeitskala gemessen in P, und P, die-
selbe, also vom Ort unabhingig.?®®) Dagegen ist die in Eigenzeit ge-
messene Frequenz vom Ort abhingig. Beobachtet man also eine auf
der Sonne erzeugte Spektrallinie auf der Erde, so muB ihre Frequenz
zufolge (392) gegeniiber den entsprechenden terrestrischen nach Rot
verschoben sein, und zwar um den Betrag

[ JEY ]
(393) eﬂ__— Ec’_S’

v

worin @y den Wert des Gravitdtspotentials auf der Erde, @y den auf
der Sonnenoberfliche bedeutet. Die numerische Ausrechnung gibt

(393a) 22 _212.10-5
entsprechend einem Dopplereffekt von 0,63 1%2-

Es sind sehr zahlreiche Versuche gemacht worden, diese Beziehung
experimentell zu priifen. Schon Jewell**®) fand Verschiebungen von Spek-
trallinien der Sonne nach Rot, deutete sie jedoch als Druckeffekte. Als
Evershed*") spater nachwies, daB die Verschiebung mit der experimentell
bestimmten Druckverschiebung nicht {ibereinstimmt, lag es nahe, den
Einsteineffekt zur Erkldrung heranzuziehen.®®) Es zeigt sich jedoch
bei genauerer Priifung, daB die verschiedenen Linien um verschiedene
Betrige verschoben erscheinen, so daB der Einsteineffekt jedenfalls
nicht ausreicht, um alle Einzelheiten der Erscheinung zu erkléren. Viel
besser geeignet zur Priifung der Einsteinschen Theorie sind die neueren
Beobachtungen an der Stickstoffbande A = 3883 A. (sogenannte Cyan-

296) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 659, hat dies durch direktes Aus-
rechnen auf Grund der Wellengleichung des Lichtes bestatigt.

296) L. E. Jewell, Astroph. J. 3 (1896), p. 89.

297) J. Evershed, Kodaik. Obs. Bull. 36, 1914.

298) A. Einstein, Ann. d. Phys.' 85, 1. c. Anm. 270); E. Freundlich, Phys.
Ztschr. 15 (1914), p. 369.
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bande). Diese zeichnet sich nimlich dadurch aus, daB sie keinen merk-
lichen Druckeffekt zeigt. Der Vergleich der Absorptionslinien dieser
Bande im Sonnenspektrum mit den entsprechenden terrestrischen Emis-
sionslinien wurde zuerst von Schwarzschild**®) und hernach mit groBerer
Genauigkeit von St John®*) am Mount-Wilson-Observatorium sowie
von Evershed und Royds®*') vorgenommen. Diese Autoren fanden alle
eine wesentlich kleinere Verschiebung der Linien, als von der Theorie ge-
fordert wird, St. John stellte sogar fast iiberhaupt keine Verschiebung
fest. Eis schien deshalb eine Zeit lang die Theorie durch das Experiment
widerlegt zu sein.®?) In einer Reihe von neueren Untersuchungen
haben jedoch Grebe und Bachem™?) darauf hingewiesen, daB die ge-
messenen Verschiebungen bei verschiedenen Linien ganz verschiedene
Werte haben und sodann durch Ausmessen der Linien mit dem regi-
strierenden Kochschen Mikrophotometer bewiesen, daB die Uberein-
anderlagerung verschiedenen Linien im Sonnenspektrum die Ursache
dieses zundchst sehr merkwiirdig erscheinenden Umstandes ist. Bei
den ungestorten Linien ergaben sich mun Verschiebungen, die innerhalb
der Beobachtungsfehler mit dem theoretischen Wert (393a) iibereinstimmen.
Allerdings sind nur verhiltnismidBig wenige Linien ungestért. Kiirz-
lich fand jedoch Grebe*™), daB auch der Mittelwert der Verschiebungen
aus 100 gestorten und ungestorten Linien der genannten Stickstoff-
bande der Theorie entspricht. Perot3%*) untersuchte ebenfalls diese
Bande auf Rotverschiebung und fand ein positives Resultat. Doch
kann man diesem keine grofe Beweiskraft zuerkennen, da auf eine
eventuelle Uberlagerung der Linien keine Riicksicht genommen wurde.

Freundlich®®) versuchte, auch bei den Fixsternen die Gravitations-
verschiebung der Spektrallinien nachzuweisen. Es ist jedoch bei Fix-
sternen nur auf Grund ziemlich unsicherer Hypothesen mdoglich, den

299) K. Schwarzschild, Berl. Ber. (1914), p. 120.

300) Ch. E. St. John, Astroph. J. 46 (1917), p. 249.

301) J. Evershed und Royds, Kodaik. Obs. Bull. 39.

802) Wiechert ersann, durch diese Diskrepanz der Einmsteinschen Theorie
mit den genannten Beobachtungen veranlaBt, eine Theorie der Gravitation, die
80 viele unbestimmte Konstante enthilt, daB sie beliebigen empirischen Werten
fiir Rotverschiebung, Lichtstrahlkrimmung und Perihelbewegung des Merkur an-
gepaBt werden kann: K. Wiechert, Gott. Nachr., math.-natarw. Klasse 1910,
p. 101; Astr. Nachr., Nr. 5054, 211, Spalte 275; Ann. d. Phys. 63 (1920), p. 301.

803) L. Grebe und A. Bachem, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 21 (1919), p. 454;
Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 51 und 2 (1920), p. 415.

304) L. Grebe, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 662 und Ztschr. f. Phys. 4 (1921),
p. 105.

804a) A. Perot, Paris C. R. 171 (1920), p. 229.

306) E. Freundlich, Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 115; 20 (1919), p. 561.
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Gravitationseffekt vom Dopplereffekt zu trennen. Freundlichs erste
Resultate haben iiberdies eine Zuriickweisung durch Seeliger 3%) erfahren.
Zusammenfassend kann man also sagen, duB die experimentellen
Ergebnisse liber die Rotverschiebung jetzt fiir die Theorie giinstig
stehen, diese aber noch keine endgiiltige Bestitigung erfahren hat.

¢) Fermats Prinzip der kiirzesten Lichizeit in statischen Gravitations-
feldern. Wir nehmen an, daB wir es mit einem statischen Gravitations-
feld zu tun haben, d. h. das Koordinatensystem soll so wihlbar sein,
daB alle g,, von der Zeit unabhiingig werden und das vierdimensionale
Linienelement die Form annimmt

(394) ds* = de® — fide,

worin do eine positiv definite quadratische Form der drei riumlichen
Koordinatendifferentiale und f die vom Ort abhiingige Lichtgeschwin-
digkeit bedeute. Es ist dann also

(394a) Ju=9su=9u=0, 944=—§‘

Das Bestehen der ersten drei angeschriebenen Relationen in allen sta-
tischen G-Feldern ist eine besondere Hypothese, die sich nur durch
die Differentialgleichung des G-Feldes selbst rechtfertigen 1iBt. Im
Spezialfall der kugelsymmetrischen, statischen Felder kann man aller-
dings a priori einsehen, daf das Verschwinden der Komponenten g,,
(¢ =1, 2, 3) durch passende Normierung der Zeit stets erzielt werden
kann 306%)

Wir wollen speziell die Bahn der Lichtstrahlen in einem solchen
Feld untersuchen. Nach Nr.51 ist sie durch die Bedingung bestimmt,
daB sie eine geoditische Nullinie sein muB. Diese 1aBt sich in dem
hier betrachteten Spezialfall auf die Form des Fermatschen Prinzips
bringen, wie Levi-Civita®™) und Weyl®®) gezeigt haben. Um dies

806) H. v. Seeliger, Astr. Nachr. 202, Spalte 83, 1916; vgl. dazu auch
E. Freundlich, ebenda Spalte 147,

806a) Die italienischen Mathematiker unterscheiden den statischen Fall, in
welchem g,, =0 fiir =1, 2, 3, vom allgemeineren stationiren Fall, in welchem
die g, bloB von der Zeit unabbiingig sind, aber g;,==0 ist. Vgl. dazu ins-
hesondere A. Palatins, Atti del reale instituto Vineto di science, lettere ed arti,
78, 2. Teil (1919), p. 689, wo die Bahnen von Massenpunkten und Lichtstrahlen
im stationéiren Fall allgemein diskutiert werden und A. De-Zuani, Nuovo Ci-
mento (6) 18 (1919), p. 5.

807) T.Levi-Civita, Statica Einsteiniana, Rend. Acc. Linc. (5) 26 (1917), p. 458;
Nuovo Cimento (6) 16 (1918), p. 105.

808) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 117; Raum — Zeit — Materie, 1. Aufl.
1918, p.195,196; 3. Aufl, 1920, p. 209, 210.
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nachzuweisen, gehen wir aus von dem Variationsprinzip (83) der Nr. 15.
1 dz' da*
L=1g,% 8 adea—o
Dabei sind die Koordinaten in den Endpunkten des Integrationsweges

nicht mitzuvariieren. Setzen wir nun fiir die g,, die aus (394) fol-
genden Werte ein, so wird

1 (do\? at\s
L= @) —r@)
und das Variationsprinzip liefert speziell beim Variieren von ¢ die
Gleichun d dt dt
g -ﬁ(f’?ﬁ)=0, f* 4; = const,
und bei geeigneter Normierung des Parameters 4 kann man setzen
dt
(395) ffa="1

Wir éndern nun die Bedingung fiir die Variation folgendermaBen ab.

1. Nur die rdumlichen Endpunkte der Bahn sollen fix bleiben,

die Zeitkoordinate soll im Anfangs- und Endpunkt variiert werden.

2. Die variierte Bahn soll ebenfalls eine Nullinie sein (aber nicht

notwendig geoditisch). Infolge der letzteren Bedingung wird natiirlich
L=0 und 0L=0

in allen Bahnpunkten. Andererseits ist aber beim Variieren der
Zeitkoordinate

¢ dt .
6/Ldl=—f’d~l ot dl(f"dl) dtda,

welcher Ausdruck somit ebenfalls identisch verschwinden mu8, wenn
die variierte Bahn eine Nullinie ist. Die Bedingung (395) dafiir, daB

die Nullinie eine geodatische ist, kann deshalb ersetzt werden durch

=0

oder auch durch Elimination der Zeit vermdge der Beziehung =0 durch

(396) ) _f_ =0.

Es ist dies nichts anderes als das Fermatsche Prinzip der kiirzesten
Lichtzeit. Es geht daraus hervor, daB selbst, wenn das Gravitations-
feld statisch ist, der Lichistrahl im dreidimensionalen Raum keine geo-
ditische Linie ist. Denn diese wiire ja durch

8fde =0

charakterisiert. Nur die Weltlinie des Lichtstrahls in der vierdimen-
sionalen Welt ist geoditisch. Der Lichtstrahl wird also im Gravita-
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tionsfeld gekriimmt. Der Betrag der Kriimmung hiingt jedoch auch
von der Gestalt von d¢ ab und kann zum Unterschied vom Betrag
der Rotverschiebung erst ermittelt werden, wenn die Feldgleichungen
des G-Feldes selbst bekannt sind (Nr. 58¢).

Auch fiir die Bahn des Massenpunktes im statischen Gravitations-
feld 148t sich in analoger Weise ein Variationsprinzip finden, das die
Zeitkoordinate nicht mehr enthilt.*®) Es entbehrt jedoch der an-
schaulichen Bedeutung.

54. Der EinfluB des Schwerefeldes auf materielle Vorginge.*'?)
Es ist bequem, mit Einstein alles auBer dem G-Feld als Materie zu
bezeichnen. Die Aufgabe besteht dann darin, die Naturgesetze der
materiellen Vorginge auf eine allgemein kovariante Form zu bringen.
Sie wird im Prinzip durch folgende Betrachtung geldst. Es sei zuniichst
ein Koordinatensystem K, gegeben, in welchem in einem endlichen Welt-
gebiet die g;, ihre Normalwerte haben. Dann haben hier die Natur-
gesetze die Form, welche in der speziellen Relativititstheorie als giiltig
angenommen wird. Nun fithrt man irgendein anderes beliebig bewegtes
GaunBsches Koordinatensystem K ein und ermittelt durch bloBe Rech-
nung die Form der Naturgesetze in K. Auf Grund des Aquivalenz-
prinzips ist klar, daB auf diese Weise zugleich der EinfluB von Gravi-
tationsfeldern auf die materiellen Vorginge gefunden ist. Das Ergebnis
ibertrigt man dann auch auf den Fall, daB sich kein Koordinaten-
system K, finden liBt, in welchem in endlichen Gebieten das Gravi-
tationsfeld wegtransformiert ist. Diese Ubertragung ist nur auf Grund
der allerdings bis zu einem gewissen Grade willkiirlichen Hypothese
moglich, daB die zweiten Ableitungen der g,, in die betreffenden Natur-
gesetze nicht eingehen.

In mathematischer Hinsicht entspricht die Situation vollkommen
derjenigen beim Ubergang vom Tensorkalkiil der euklidischen zu dem
der Riemannschen Geometrie (Nr. 13, 20). Wir konnen also auf Grund
der im Abschnitt II angegebenen Methoden zu einem jeden Gesetz der
speziellen Relativititstheorie seine allgemein kovariante Form sofort
angeben, indem wir die dort vorkommenden Tensoroperationen durch
die entsprechenden verallgemeinerten Operationen der Riemannschen
Geometrie ersetzen. Es ist hier natiirlich der Urterschied von kontra-
und kovarianten Komponenten eines Tensors sowie der zwischen Ten-
soren und Tensordichten zu beachten.

809) Vgl. die in Anm. 307) und 303) zitierten Arbeiten.

810) Vgl. dazu 4. Einstein und M. Grofmann, 1. c. Anm. 274), I, Teil § 6;
A. Einstesn, Berl. Ber. 1914, 1. c¢. Anm. 276), Abschn. C; Ann. d. Phys. 1. c¢. Anm.
279), Abschn. D.
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Diese allgemeinen Vorschriften sollen nun am Beispiel der Maz-
well-Lorentzschen Feldgleichungen fiir das Vakuum erldutert werden.
Wir definieren wieder den Feldvektor F;, durch (202). Dann bleiben
nach Nr.19 (140b) die Gleichungen (203) bestehen:

oFy |, 0F,; , oF,
(203) 92 T o0 T 50 — 0
Das zweite System (208) der Mazwellschen Gleichungen muB aber
nach (141b) etwas anders geschrieben werden. Wir fithren die kontra-
varianten Komponenten der zu F,, gehorigen Tensordichte ein:

(397) F*=V—g9" 9" F,,,
ebenso die zum Stromvektor gehorige Tensordichte
(398) F—=Y g

Dann gilt

(208 8) _aa—%x; = f‘}

woraus noch die Verallgemeinerung

(1973) M=o

der Kontinuititsgleichung (197) folgt.10%)
Die ponderomotorische Kraft berechnet sich genau wie friiher

und die zugehorige Tensordichte nach
(2161) fi=V—9fi=F.f"

Die gemischten Kowmponenten der Energie-Impuls-Tensordichte sind
nach (222) gegeben durch

(2228.) 6ik= _F'"%kr_ %Fra%"aik'
Wichtig ist die Verallgemeinerung von (225). Auf Grund der Regel
(150a) der allgemeinen Tensoranalysis folgt

aeik sTr

amk - 6)‘ I-‘ic = fi
(225a) oder auch

0 Gik 1 &rs09rs .

Py 2 S Py fi-

Das zweite Glied der linken Seite ist fiir den EinfluB des Gravitations-
feldes charakteristisch. DaB wirklich auch im allgemeinen Fall (225a)

310a) Eine Anwendung dieser Gleichungen gibt M. v. Laue, Phys. Ztschr.
21 (1920), p. 6569. Er zeigt, daB fiir die Weltlinien der Lichtstrahlen im leeren
Raum innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der geometrischen Optik aus ibnen die
Gleichungen (80), (81) der geoditischen Nullinie in der Tat folgen,
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eine Folge von (203), (208a) und (216) ist, geht aus der in Nr. 23a)
ausgefiihrten Rechnung hervor.

In analoger Weise lassen sich auch die Bewegungsgleichungen
fiir Fliissigkeiten allgemein kovariant schreiben.®'!) Die allgemeinen
Gleichungen von Herglotz fiir elastische Medien behandelt G. Nord-
strom.%) So wie (225a) aus dem Ausdruck (225) fiir die pondero-
motorische Kraft hervorgeht, geht aus dem allgemeinen Impuls-Energie-
satz (341) der Impuls- Emergiesatz der Materie bei Vorhandensein von
Gravitationsfeldern hervor:

(341a) 0T g _ g,

ox : 0x

Er unterscheidet sich in physikalischer Hinsicht sehr wesentlich von
der frilheren Form des Impuls-Energiesatzes. Wahrend namlich aus
dieser durch Integration fiir Gesamtenergie und Gesamtimpuls ein Er-
haltungssatz abgeleitet werden konnte, ist dies bei der neuen Form
(341a) wegen des zweiten Gliedes der linken Seite nicht mehr mog-
lich. Es kann eben Impuls und Energie von der Materie auf das
Gravitationsfeld iibergehen und umgekehrt (Néheres vgl. Nr. 61).
Wirken keine #duBeren Krifte, so kann speziell fir T, der durch
(322) gegebene kinetische Impuls-Energietensor ®,, eingefiihrt werden,

S— 2 42k
also fir T} der Ausdruck g,V —g g,.‘,,a—Z 4T Die Gleichungen (341a)

X

iv dr
reduzieren sich dann auf die der geoditischen Linie.

5b. Die Wirkungspringipien fiir materielle Vorgiinge bei Vor-

handensein von Gravitationsfeldern. Wie zuerst von Hilbert®'®) ge-
zeigt wurde, hiingt der Impuls- Energietensor T, mit der Wirkungs-
funktion in einer einfachen Weise zusammen, die erst in der allge-
meinen Relativititstheorie deutlich zutage tritt. Wir zeigen dies am
Beispiel des mechanisch-elektrodynamischen Wirkungsprinzips der
Nr. 31, welches wir in der Weylschen Form (231a) schreiben:

W, = [(LF,F* — 2q,8 + 24y A
(231b) =J%E::F‘kd2'“fde,f2q"dxi + ?yocj'] /— g, Wt d X,
oW, =0.

Dieses Wirkungsprinzip bleibt auch im Schwerefeld giiltig®'®), wenn
die g,, nicht mitvariiert werden. (Zu variieren sind wieder unabhingig

311) A. Einstein, 1. c. Anm. 310).

312) G. Nordstrom, Amst. Versl. 25 (1916), p. 836.

313) D. Hilbert, Grundlagen der Physik, 1. Mitt.,, 1. ¢. Anm. 101). Vgl. auch
H. A. Lorentz, 1. c. Anm. 100) und H. Weyl, Ann. d. Phys. 54, 1. c. Anm. 308);
Raum  —Zeit — Materie, 1. Aufl. 1918, p. 215, § 32; 3. Aufl. 1920, p. 197.
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voneinander die Weltlinien der materiellen Teilchen und die Feld-
potentiale ¢;.)

Etwas Neues tritt jedoch auf, wenn die g,, variiert werden. Die
Weltlinien der Substanz und die Potentiale g, kénnen wir jetzt kon-
stant lassen. Dann liefert das erste Integral nach Nr. 23a) den Beitrag

— [&t8g,d0 = — [S*0g,d %,

das zweite liefert den Beitrag Null und das dritte

-fyou"u"égud2= ——f@“‘dgikdz'.
Also wird insgesamt
(399) SW = — [Tog,do = + [T,8¢%da.

Man erhilt also den Energietensor der Materie durch Variieren des
G-Feldes im Wirkungsintegral.®®) Diese Regel gilt allgemein, nicht nur
in dem hier betrachteten Fall. Fiir den elastischen Energietensor
wurde sie von Nordstrom*®4) nachgewiesen, dber die Theorie von Mie
siehe Abschn. V, Nr. 64.

Der Zusammenhang zwischen dem materiellen Impuls-Energie-
tensor und der Wirkungsfunktion, der hier zutage tritt, erweist sich
als duBerst wichtig fiir die Anwendung des Hamiltonschen Prinzips
in der allgemeinen Relativititstheorie (s. Nr. 57). Setzt man ferner
fir dg,, eine bloB durch Variation des Koordinatensystems erzeugte
Variation d*g,,, fiir die d W identisch verschwindet (Nr. 23), so kann
man auf Grund von (169) folgende allgemeine Aussage machen. Immer,
wenn sich die Feldgesetze der materiellen Vorginge aus einem Wirkungs-
prinzip ableiten lassen und sich gleicheeitig der Energietensor durch Va-
riteren des G-Feldes in der angegebenen Weise aus dem Wirkungsintegral
ergibt, ist der Impuls-Energiesatz (341a) eine Folge dieser Feldgesetze.
Fiir diesen SchluB ist wesentlich, daB die von der Variation 0% der
materiellen Zustandsgrofen herriihrenden Anteile zufolge des Hamilton-
schen Prinzips verschwinden.

56. Die Feldgleichungen der Gravitation. Die eigentliche und
wichtigste Aufgabe der allgemeinen Relativititstheorie besteht darin,
die Gesetze des G-Feldes selbst aufzustellen. Von diesen Gesetzen
mub nattirlich verlangt werden, daB sie allgemein kovariant sein sollen.
Unm jedoch zu einer eindeutigen Festlegung dieser Gesetze zu gelangen,
milssen noch weitere Forderungen gestellt werden. Die leitenden Ge-
sichtspunkte sind hierbei folgende:

314) G. Nordstrom, 1. ¢. Anm. 312).
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1. Nach dem Aquivalenzprinzip ist die schwere Masse gleich der
triigen Masse, also proportional der Gesamtenergie. Das gleiche gilt
daher auch von der Kraft, die im Schwerefeld auf ein materielles Sy-
stem wirkt. Es liegt deshalb nahe anzunehmen, daf umgekehrt auch
nur die Gesamtenergie fiir das von einem materiellen System erzeugte
Gravitationsfeld maBgebend ist. Nach der speziellen Relativititstheorie
148t sich jedoch die Energiedichte nicht durch einen Skalar charakteri-
sieren, sondern nur als 44-Komponente eines Tensors T,,, indem zur
Energie Impuls und Spannungen als gleichberechtigt hinzutreten.
Wir formulieren deshalb unsere Annahme so:

In die Feldgleichungen der Gravitation sollen keine anderen mate-
riellen Zustandsgrofien eingehen als der totale Impuls-Energietensor T,.

2. Dariiber hinausgehend macht Finstein in Analogie zur Poisson-
schen Gleichung A® — dakp,
den Ansatz, daf der Energictensor T, proportional sein soll einem aus
den g,, allein gebildeten Differentialausdruck zweiter Ordnung. Da dieser
offenbar wegen der allgemeinen Kovarianz ein Tensor sein muB, folgt
daraus nach Nr. 17, (113) fiir die Differentialgleichungen des G-Feldes
die Form
(400) By + ¢ Ry + €59, = kT,

R;, ist hierin der durch (94) definierte (verjiingte) Kriimmungstensor,
R die zugehorige Invariante (95). Uber ihre geometrische Bedeutung
vgl. Nr. 17.

Das Wesentliche der hier gemachten Annahmen tritt deutlich
hervor beim Vergleich mit der Nordstromschen Theorie, die nach
Einstein und Fokker®“*) ebenfalls auf eine allgemeine kovariante
Form gebracht werden kann. In dieser geht bloB der Skalar T'= T
in die Gravitationsgleichungen ein, und zwar ist er proportional der
Kriimmungsinvariante R. Die iibrigen Gleichungen, die bisher noch
nicht explizite aufgestellt wurden, miissen die Aussage enthalten, daB
das Linienelement bei geeigneter Koordinatenwahl stets auf die Form

ds? = @ X(da")?
gebracht werden kann, wo also die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
gilt. Man sieht, daB diese Feldgleichungen vom Standpunkt des ab-
soluten Differentialkalkiils ganz kiinstlich und verwickelt erscheinen

gegeniiber den Gleichungen der Einsteinschen Theorie, in denen alle
Komponenten von 7, in gleichberechtigter Weise auftreten.

314a) A. Einstetn und A. D. Fokker, 1. c. Anm. 272).
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56. Die Feldgleichungen der Gravitation. 723

3. Um in (400) die zundchst noch unbestimmt gebliebenen Kon-
stanten ¢, ¢;, ¢, festzulegen, bedarf es einer Uberlegung iiber das Ver-
hiltnis einer allgemein relativistischen Theorie zur Kausalitit. Haben
wir irgendwelche Losungen der allgemein kovarianten Feldgleichungen

gefunden, so konnen wir durch andere Koordinatenwahl daraus beliebig

viele andere Losungen finden. Die allgemeine Lisung der Feldglei-
chungen muf3 deshald 4 willkiirliche Funktionen enthalten. Zwischen den
10 Feldgleichungen (400) fiir die 10 Unbekannten g;, miissen demmach
4 Identititen bestehen. Allgemein diirfen in einer relativistischen Theorie
fiir m Unbekannte nur m — 4 unabhdngige Gleichungen vorhanden sein.
Der Widerspruch mit dem Kausalititsprinzip ist nur scheinbar. Denn
die vielen moglichen Losungen der Feldgleichungen sind nur formal
verschieden, physikalisch sind alle vollkommen gleichwertig. Die hier
dargelegten Verhiltnisse wurden zuerst von Hilbert3!5) erkannt.

Wir sind also zu der Forderung gelangt, daB zwischen den 10 Glei-
chungen (400) 4 Identititen bestehen miissen. Nun wissen wir, daB
der Tensor T, den Impuls-Energiesatz (341a) der Nr. 54 befriedigt.
Dieser besteht gerade aus 4 Gleichungen. Es ist deshalb #HuBerst
einleuchtend, iiber den Inhalt der 4 verlangten Identititen die folgende
Annahme zu machen: Der Impuls-Energiesatz (341s), p. 720, soll zufolge
der Feldgleichungen der Gravitation identisch erfillt sein. Er ist dann
also sowohl eine Folge der Gravitationsgleichungen als auch eine Folge
der materiellen Feldgesetze. Dieses Postulat kommt offenbar darauf
hinaus, daB die (im Sinne des Tensorkalkiils fiir den Riemannschen
Raum nach (150) verallgemeinerte) Divergenz der linken Seite von (400)
identisch verschwinden soll. Wendet man diese Operation auf sie an,
so erhdlt man nun nach (182), (109) und (75):

(364 ¢) V?z_ﬁ

Es muf also ¢;= — ¢ sein, so daB auBer dem Glied ¢;g,, in (400)

315) D. Hilbert, Grundlagen der Physik I, Gott. Nachr., math.-naturw. KI1.,
1915, p. 395. In historischer Hinsicht muB bemerkt werden, daB schon E. Mach
auf Grund relativistischer Betrachtungen zum Resultat kam, die Zahl der Glei-
chungen, welche die physikalischen Gesetze ausdriicken, miisse in Wirklichkeit
geringer sein als die Zahl der Unbekannten. (Die Geschichte und die Wurzel
des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, Prag 1877, p. 36, 37; Mechanik, Leip-
zig 1883.)

Ferner verdient bemerkt zu werden, daB Einstein eine Zeit lang irrtiimlich
die Ansicht vertrat, aus der erwihnten Nichteindeutigkeit der Losung konne ge-
folgert werden, daB die Gravitationsgleichungen nicht allgemein kovariant sein
konnen (siehe Berl. Ber. 1914, 1. ¢. Anm. 276).
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bloB der durch (124) definierte Tensor

(124) Gi= Ry — 39.R

vorkommt. Uber die physikalische Bedeutung des letzten Gliedes in
(400) wird in Nr. 62 gesprochen werden; wir wollen es zunichst fort-
lassen, was sich nachtriglich dadurch wird rechtfertigen lassen, daB
sein EinfluB in den zunichst zu besprechenden Fillen #uBerst gering
ist. Mit diesem Vorbehalt konnen wir also die Gravitationsglei-
chungen jezt schreiben

(401) G=—xT,,.

Uber den Grund des negativen Vorzeichens der rechten Seite siehe
Nr. 58a). Durch Verjiingung folgt daraus noch

(402) BR=+xT
und
(401a) Ry=—x(Typ—39a7).

Dies ist die allgemein kovariante Form der Feldgleichungen der Gravi-
tation, die Einstein nach langen Irrwegen im Jahr 1915 endlich ge-
funden hat. 316)

Wie bereits in Nr. 50, Anm. 277) erwiihnt wurde, sind dieselben
Gleichungen gleichzeitig auch von Hilbert hergeleitet worden. Wih-
rend dort den Ausgangspunkt das Variationsprinzip bildet, erscheint
dieses bei Einstein und in unserer Darstellung als mathematische Folge-
rung, wie in der folgenden Nr. dargelegt wird.

57. Herleitung der Gravitationsgleichungen aus einem Varia-
tionsprinzip.’'") DaB der Tensor @, der Divergenzgleichung (182)
geniigt, hingt nach Nr. 23 damit zusammen, daB er durch Variieren
des G-Feldes aus einer Integralinvariante hervorgeht:

(180) 3[Rz = [©,0g%dz,

wenn am Rande die Variation der FeldgroBen verschwindet. Ferner
haben wir in Nr. 55 gesehen, daB diejenige Integralinvariante f Mdz,
welche beim Variieren der materiellen FeldgroBen die Differential-
gleichungen der mechanischen (elastischen) und elektromagnetischen
Felder liefert, beim Variieren des G-Feldes auf den materiellen Impuls-
Energietensor fiihrt

(399a) 0 [Miz = [T,8¢%dz.

Diese zwei Beziehungen fiihren dazu, alle physikalischen Gesetze in

316) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 844. — Vorher hatte Einstein auch den
Ansatz R;; = x T;; gemacht: Berl, Ber. 1915, p. 778.
317) Vgl. dazu die in Nr. 28, Anm. 100) bis 104) zitierten Arbeiten.
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57. Herleitung der Gravitationsgleichungen aus einem Variationsprinzip. 725

das eine Wirkungsprinzip
(403) 6 [Baz =0,
(404) W=R+ M

zusammenzufassen. An der Grenze des Integrationsgebietes miissen
dabei die Variationen der FeldgroBen verschwinden. Es ist eine Be-
sonderheit dieser Wirkungsfunktion, daB sie in zwei Teile zerlegt
werden kann, von denen der eine von den materiellen ZustandsgroBen,
der andere von den Ableitungen der g;, unabhangig ist. (Uber allge-
meinere ,Wirkungsfunktionen, welche diese Eigenschaft nicht zeigen,
siehe Abschn. V.)

Das Wirkungsprinzip (403) liefert nach Nr. 55, 56 zugleich eine
iibersichtliche Zusammenfassung der Beziehungen zwischen den Feld-
gleichungen der materiellen Vorginge und der Gravitation: Aus beiden
folgt der Impuls-Energiesatz (341a), Nr. 54. Nach Nr. 23, Gl. (184),
folgt jedoch der Impuls-Energiesatz auch noch in einer anderen Form.
Setzt man

(405) th=— U,
worin U} die durch (183), (185) definierten GréBen bedeuten, so gilt
nimlich wegen (184) und (401):

o(Tk +t
(406) 2@ .
Diese Gleichungen sind gem#B ihrer Herleitung allgemein kova-
riant, obwohl die GroBen ¢} sich nur gegeniiber linearen Transfor-
mationen wie die Komponenten eines Tensors transformieren. Im
Gegensatz zur Form (341a) des Impuls-Energiesatzes lassen sich aus
(406) Erhaltungssitee fiir Energie und Impuls in Integralform her-
leiten. FEinstein®®) nennt deshalb die GroBen ¢} Energie- Impulskom-
ponenten des Gravitationsfeldes und stellt sie den Energie-Impulskom-
ponenten T} der Materie als in gewisser Hinsicht gleichwertig an die
Seite. Uber die weiteren physikalischen Konsequenzen dieser Auffas-
sung siehe Nr. 61.

Das Wirkungsprinzip (403) hat endlich noch einen praktischen
Wert bei der Integration der Feldgleichungen in speziellen Fillen.
Indem es einem erspart, auf die allgemeinen Differentialgleichungen
zuriickzugreifen, gestattet es bisweilen die Rechnungen bedeutend ab-
zukiirzen, Niheres siehe Nr. 58b).

818) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 778, 1. ¢. Anm. 277); Ann. d. Phys. L. c.
Anm, 279), Abschn. C, § 16ff.; Berl. Ber. 1916, 1. c. Anm. 100), § 3.
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b8. Vergleich mit der Erfahrung. a) Newtons Theorie als erste
Niherung.®®) In Nr. 53a) haben wir gesehen, daB in schwachen, quasi-
statischen Gravitationsfeldern die Bewegungsgleichungen in die Newton-
schen iibergehen. Um den Nachweis, daB die Newtonsche Theorie in
der relativistischen als Grenzfall enthalten ist, vollstindig zu machen,
muB noch gezeigt werden, daB in dem genannten Spezialfall das durch
(391) gegebene skalare Potential der Poissonsschen Gleichung
(407a) AP = 4nky,
geniigt. Zu diesem Zweck bilden wir die 44-Komponente der Glei-
chung (401a). Fiir T, konnen wir den kinetischen Impuls-Energie-
tensor g,u,u, einfithren. Bei Vernachlissigung von GréBen der Ord-
nung % sind offensichtlich auBer 7', alle Komponenten von 7}, gleich
Null zu setzen. Erstere wird

Tu= u¢
und daraus T=g*T,,= g"T, = — p,c’
Die Gleichung (401a) gibt also zunichst
(408a) R, =— Lxu,c’

Der Wert von R, ist aus (94) zu entnehmen. Da zeitliche Ablei-
tungen und Produkte der I vernachlissigt werden, kommt einfach

3[’;’4
By=— ox“
Und wegen Iy~ T, o~ — %63%5
0’9, 4P
(408b) =4 ! 2 a:; — 14y L
letzteres nach (391). In (408a) eingesetzt gibt dies
(407b) AP = Luct-u,.

Es gilt also in der Tat die Poissonsche Gleichung. Es ist eine groBe
Leistung des allgemeinen Relativititsprinzips, daB es auf Grund der
ganz allgemeinen Postulate der Nr. 56 ohne weitere Hypothesen zum
Newtonschen Gravitationsgesetz fiihrt. Wir sind aber jetat iiberdies
imstande, iiber die Bedeutung und den Zahlenwert der Konstante
etwas auszusagen. Durch Vergleich von (407a) und (407b) folgt némlich
409)  xer=""F_2T67.10-0— 1,87 10~ cmgr-.

Zugleich ergibt sich, daB x positiv ist, womit das negative Vorzeichen
der rechten Seite von (401) gerechtfertigt ist. Die allgemeine Relativi-

319) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 831 1. ¢. Anm. 278); Ann. d. Phys. 1. ¢
Anm, 279), Abschn. E, § 21.
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58. Vergleich mit der Erfahrung. 21

titstheorie gibt also keine physikalische Interpretation fiir das Vor-
zeichen (Gravitationsanziehung und nicht AbstoBung) und den Zahlen-
wert der Gravitationskonstanten, sondern sie entnimmt diese Daten
der Erfahrung.’¥)

b) Strenge Losung fiir das Gravitationsfeld eines Massenpunktes.
Um die Perihelbewegung des Merkur und die Kriimmung der Licht-
strahlen zu ermitteln, ist es notig, fiir das Feld eines Massenpunktes
nicht nur g,,, sondern auch die iibrigen g;, und auBerdem g,, um eine
GroBenordnung genauer zu berechnen. Schon im Jahr 1915 hat Ein-
stein®*') dieses Problem durch sukzessive Approximationen gelost. Als
erster gab Schwarzschild®®) und hernach unabhingig davon Droste’)
eine strenge Liosung fiir das G-Feld des Massenpunktes. Perihelbewe-
gung und Strahlenablenkung folgen praktisch genau so wie bei Ein-
stein. GroBe mathematische Vereinfachungen brachte eine Arbeit von
Weyl®®), der statt Polarkoordinaten cartesische einfithrte und statt
auf die allgemeinen Differentialgleichungen des G-Feldes auf das
Wirkungsprinzip zuriickgriff.

Da das Feld eines Massenpunktes statisch und kugelsymmetrisch
ist, kann das Quadrat des Linienclements auf die Form gebracht werden:

(410)  dst= p[(da)? + (da?) + (d27]

+ l(z'dz' 4+ 2®dx® + 2°d2®)? 4 g, (d2t)?,
worm p, | und g,, Funktionen von r.=V(z")?+ (2*)' 4 (2*)? allein
sind. Dadurch ist aber das Koordinatensystem noch nicht eindeutig
festgelegt. Denn bei der Transformation

(411) 2= f—:r—) #* [und somit ' =7V/(z")* 4+ (%) + (@32 =f(r],
welche die willkiirliche Funktion f(r) enthélt, behilt das Quadrat des
Linienelements die Form (410) bei. Man kann also die Koordinaten
noch weiter normieren. Besonders zwei Arten von Normierungen er-
weisen sich oft als bequem:
a) y=1:
(410a) ds? = (da')? + (da?)? + (dad)?
+ l(x'dat + 2*da® + 23da®)? 4 g, (dat)?;

320) DaB bei uns in (409) xc? an Stelle von » wie bei den meisten anderen
Autoren steht, liegt daran, daB hier T,, definitionsgemiB die Dimension einer
Energiedichte, dort aber die einer Massendichte hat.

321) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, 1. c. Anm. 278).

822) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 189,

323) J. Droste, Amst. Versl. 256 (1916), p. 163.

824) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 117; Raum—Zeit—Materie, 1. Aufl.
1918, p. 1991, 3. Aufl. 1920, p. 217f.
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128 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.
b) I=0:
(410b)  ds*= p[(d) + (@) + (d2%") + guu(da).
Wir fiihren die Integration der Feldgleichungen in demjenigen Koordi-
natensystem aus, in welchem das Quadrat des Linienelements die

Form (410a) annimmt. Im Raum auBerhalb der Masse, den wir hier
allein in Betracht zu ziehen haben, lauten diese nach (401a) einfach
(412) R,=0.

Die Komponenten R,; des Kriimmungstensors driicken sich nun in un-
serem Fall, wie man durch Rechnung aus (410a) findet, nach Ein-
fihrung der Abkiirzungen

(413) M1, A=Y= g=hV—ga
folgendermafBen aus:

(414)  By= [Ryld}+ (Bl — [Ra]) 2D fir ik =1,2,3

4 1drgyy, 24
Bul=r, 552 —v2
1 dryg 1
(415) Bl=—rZsra — v
R.o—_ 9 1470
44 34 2dr 4

Ersichtlich sind [R,,] und [R,,] die Werte von R, bzw. von Ry und

By, im Punkt 2'= 7, 2?=2%= 0. Diese Werte fiir R;, sind in (412)

einzutragen. Es folgt aus der ersten und dritten Gleichung (415) zunéchst
4'=0, 4= konst.

Wenn wir noch die Bedingung hinzunehmen, daB im Unendlichen die

9. ihre Normalwerte annehmen, wodurch das Problem iiberhaupt erst
bestimmt wird (vgl. Nr. 62), folgt weiter

(416) 4=1,

und aus der zweiten Gléichung (415) ergibt sich sodann
2

(417) gu—=—14+2,

wo m eine Integrationskonstante ist. Durch Vergleich mit dem Newton-
schen Potential @ nach (391) erhellt, daB diese Konstante m mit der
Masse M des felderzeugenden Massenpunktes gemiB der Formel
(418 m="

zusammenhiingt. Da m die Dimension einer Linge hat, nennen wir diese
GroBe den Gravitationsradius der Masse. Man iiberzeugt sich leicht
davon, daB durch (416) und (417) tatsiichlich alle Feldgleichungen
befriedigt werden.
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88. Vergleich mit der Erfahrung. 729

Nach Weyl kann man sich die Berechnung der Kriimmungskom-
ponenten (415) ersparen, wenn man das Variationsprinzip (403) ver- Hie
wendet. Nach (177) konnen wir es fiir den materiefreien Raum auch
schreiben

(419) 8 [Gdz =0

Wir brauchen hier aber in unserem Fall weder die Zeit noch die
Koordinaten 2%, 2, 2® einzeln einzufiihren, sondern kénnen @ als Funk-
tion von r allein betrachten. Die Ausrechnung gibt

B

nt r?
also liefert (419) wegen dz = 4nridr:
(420) P f (5 —1)raar=o.

Variieren von h gibt 4"= 0, 4 = konst., Variieren von A

%(%-1),-:0, (,% —l)r=konst.,

woraus gemif der Definition (413) von 4 wieder das Feld (416), (417)
folgt.

Das Quadrat des Linienelements nimmt nach (413) die Form an
(421a) ds® = (dz')? 4 (dz*)® + (dz®)?

2
+ 1T-:n2_m_) (ztdat + a*da? + 2®da®)? — (1 — 2”_") (dat)e.

Den ersten Teil dieses Ausdruckes, der sich auf den dreidimensio-
nalen Raum bezieht, kann man mit Flamm®®) anschaulich in fol-
gender Weise deuten. Auf jeder durch das Zentrum gehenden Ebene
(etwa 2* = 0) ist die Geometrie dieselbe wie im euklidischen Raum
auf der Fliche 4. Ordnung

s —VEm(r—2m),
die durch Rotation der Parabel
P =8m(x' —2m), =0
um die z-Achse entsteht. In der Tat ist auf dieser Ebene
ds* = (d2") + (dz?)* + r,(%g—m—)(xldxl + 2*da?)

= (dz")? + (d2?)® + d2t.
Fiir » = 2m wird das Koordinatensystem singulir.
Die zweite Normalform (410b) erhélt man nach (411) durch die

Transformation
y 2 . .
(422) r=(1445)7 ai="4. (1=1,2,3)

27

326) L. Flamm, Phys. Ztschr, 17 (1916), p. 448.

199



730 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

Es wird dann nimlich

4 1— 2
(421b) dst = (1 + ;”;) [(daY)? 4 (da2)t + (da®)?]— —fn—' (dat)z.
1+ 37

Dieses Koordinatensystem reicht bis r = %

¢) Perihelbewegung des Merkur und Kriimmung der Lichistrahlen.
Wir kommen nun zur Berechnung der Bahnen der Massenpunkte und
Lichtstrahlen im Gravitationsfeld (421). Diese sind in der vierdimen-
sionalen Welt geoditische Linien, bestimmt durch das Variations-
prinzip

(81) o fds=0

oder die Differentialgleichungen (80). Aus letateren folgt durch ein-

fache Rechnung
2 pl 22 28
(423) d*z! d*z? d'w

¢’z 6T e 3
dt® " dr* " d+?

= ' 2?2’
7 bedeutet fiir die Bahn des Massenpunktes die Eigenzeit, fiir die des
Lichtstrahles einen beliebigen Parameter, bei welchem die Differential-
gleichung (105) befriedigt ist. Daraus kann man zunichst schlieBen,
daB die Bahnkurve von Massenpunkt und Lichtstrahl eben ist und
weiter, wenn man z® senkrecht zu dieser Ebene legt und Polarkoor-
dinaten

(424) 2'=rcosp, z*=rsing
einfiihrt, das Bestehen des Flichensatzes
(425) r? %% = konst. = B.

Andererseits folgt aus (81) durch Variieren der Zeit ebenso wie in

Nr. 53¢

4
9as % = konst.

Quadriert man diese Gleichung und eliminiert %&2‘ mittels der Re-

] .
lationen gik‘fi_i%? = — ¢ fiir den Massenpunkt und g, Z—f‘;—f =0

fir den Lichtstrahl, so kommt fiir ersteren

(426a) (:%)’-F rg(dq’)’—- ame’ _ 2mr(d—¢)2= konst. = 2 E

q dr r dr
un
(426D) G+ (52) — 2mr (32)'= onst.

fir den letzteren. Es ist klar, daB (426a) den Energiesatz enthilt.
Beide Gleichungen unterscheiden sich von den Newtonschen nur durch
den letzten Term. Fiihrt man noch gemiB (425) @ statt v als unab-
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58. Vergleich mit der Erfahrung. 31

hiingige Variable ein, so kommt

1/dr\3, 1 2me* 2mB?
(427a) B’[;T(E) +a|—— — 5 =2E,

1(dr\2, 1 2m 1
(427b) (7g) + 75 — F¢ = Jonst. = 7.

Durch diese Gleichungen sind die gesuchten Bahnkurven vollstindig
bestimmt. Das letate Glied der linken Seite von (427a) bewirkt eine
Perihelbewegung der Planetenbahnen im Sinne der Umlaufsrichtung
des Planeten und vom Betrag
__ 6mm (a = groBe Halbachse)
(428a) Az = a(l—¢? (e = Exzentrizitit)
pro Bahnumlauf, was nach (418) und dem 3. Keplerschen Gesetz
e —kM=me (T = Unlaufszeit)
auch geschrieben werden kann
: 247a®
Es bleibt noch die Gleichung (427b) fiir den Lichtstrahl zu dis-
kutieren. Wiire das letate Glied der linken Seite nicht vorhanden, so
wire der Lichtstrahl eine Gerade im Abstand 4 vom Zentrum. Das
Storungsglied bewirkt eine nach dem Massenzentrum konkave Kriim-
mung des Lichtstrahls, die eine gesamte Ablenkung um den Winkel

(429) e=2

zur Folge hat, wo 4 jetzt den Abstand des Zentrums von den Asym-
ptotenrichtungen der Bahn bedeutet. Die hier verwendete Methode
der Berechnung der Strahlenkriimmung rithrt von Flamm®®) her.
Die Berechnung von Einstein®') nach dem Huyghensschen Prinzip
fiihrt zum gleichen Resultat, wie es nach Nr.53¢) sein muB.

Die beiden hier entwickelten Konsequenzen der Einsteinschen
Gravitationstheorie sind einer Priifuug durch die Erfabrung zuging-
lich. Was zunichst die durch (428) gegebene Perihelbewegung an-
langt, so ist sie nur beim Merkur, wo die Verhiltnisse wegen seiner
geringen Distanz von der Sonne und der groBen Exzentrizitit seiner

Bahn besonders giinstig liegen, von meBbarem Betrage. Ihr theore-
tischer Wert ist

dnm = 42,89", edn = 8,82” pro Jahrhundert3#).

826) L. Flamm, 1. c. Anm. 325).

827) A. Einstesn, Berl. Ber. 1915, 1. ¢. Anm. 278); Ann. d. Phys., 1. c.
Anm. 279), § 22.

828) Vgl. dazu die Zahlentabelle im Art. VI g, 17 (J. Bauschinger), p. 887.
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Nun ist den Astronomen seit Leverrier®®) bekannt, daB in der Perihel-
bewegung des Merkur ein Restbetrag vorhanden ist, der durch die
Storungen von seiten der iibrigen Planeten nicht verursacht sein kann.
Nach der erneuten Durchrechnung von Newcomb3) hat er die GroBe

dm = 4124" + 209", edm = 848" + 043",

Der theoretische Wert fillt also innerhalb die Fehlergrenzen von New-
comb. Wie weit der Newcombsche Wert selbst gesichert (evtl, wie von
astronomischer Seite geduBert wurde, durch Rechenfehler entstellt)
ist, wird in dem Art. VI 2,22 dieser Enzyklopidie von F. Kottler zu
diskutieren sein. Ebendort wird auf die Einfliisse nicht relativisti-
schen Ursprunges auf das Merkurperihel einzngehen sein, z. B. Ab-
plattung der Sonne, Drehung des empirischen gegen das Inertial-
system, nicht planetarische storende Massen, namentlich die des Zo-
diakallichtes (Secliger®®). Von der Seeligerschen Erklirung unter-
scheidet sich die Einsteinsche jedenfalls dadurch zu ihrem Vorteil,
daB sie keine unbestimmten Parameter nétig hat. Wenn also auch
der Grad der numerischen Ubereinstimmung zurzeit vielleicht noch
nicht sicher beurteilt werden kann, so bedeutet jedenfalls die Uber-
einstimmung des Einsteinschen und Newcombschen Wertes einen
groBen Erfolg.

Neuerdings wurde wiederholt ein &lterer Versuch von P. Gerber®?)
diskutiert, die Perihelbewegung des Merkur durch die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Gravitation zu erkliren, der jedoch als
theoretisch vollig miBgliickt bezeichnet werden muB. Er fihrte nim-
lich — aber auf Grund von falschen Schliissen — zwar zur rich-
tigen Formel (428), jedoch ist zu betonen, daB auch damals an dieser
nur der Zahlenfaktor neu war.

Eine noch endgiiltigere Bestitigung wie beim Merkurperihel hat
die Relativititstheorie neuerdings bei der Strahlenablenkung erfahren.
Nach (429) erfihrt nimlich ein am Sonnenrand vorbeigehender Licht-

strahl eine Ablenkung von
e =1,75".

329) U. J. Leverrier, Ann. de I'Obs. Paris, vol. V, 1859.

330) S. Newcomb, Wash. Astr. pap. 6 (1898), p. 108.

330a) H. v. Seeliger, Miinch. Ber. 36 (1906), p. 595.

331) P. Gerber, Ztschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 93; Jahresb. Real-Progymn.
Stargard 1902. Wieder abgedruckt in Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 416; Diskus-
sion: H. v. Seeliger, Ann. d. Phys. 53 (1917), p. 31; 54 (1917), p. 38; S. Oppen-
heim, Ann. d. Phys, 53 (1917), p. 163; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 563 (1917), p. 214;
Naturw. 8 (1920), p. 786. Vgl. dazu auch J. Zenneck, Art. V 2, Nr. 24 und
S. Oppenheim, Art. VI g, 22, Nr. 31b) dieser Encyklopidie.
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Dies 1iBt sich priifen durch Beobachtung von Fixsternen in der Nihe
der Sonne bei totalen Sonnenfinsternissen. Die anliBlich der totalen
Sonnenfinsternis vom 29. Mai 1919 ausgeriisteten Expeditionen in Bra-
silien und auf der Insel Principe fanden nun in der Tat, daB der von
Einstein vorausgesagte Effekt vorhanden ist.®®®) Auch quantitativ ist
die Ubereinstimmung eine gute. Die erstgenannte Expedition fand
nimlich im Mittel fiir die auf den Sonnenrand reduzierte Sternablen-
kung 1,98” + 0,12", die zweite Expedition 1,61” 4 0,30”. Uber die
Reduktionsmethoden, durch welche diese Zahlen gewonnen wurden,
vgl. den Art. VI 2,22 von Kottler.

Der urspriinglich von Einstein berechnete halbe Wert (vgl. Nr. 50),
der sich auch auf Grund der Newtonschen Theorie fiir einen mit
Lichtgeschwindigkeit bewegten Massenpunkt ergibt, erwies sich als
mit den Beobachtungen unvereinbar.

59. Andere spezielle, strenge Losungen im statischen Fall.
Das Feld (421) fiir den Massenpunkt wird singulir fiir r — 2m bzw.

= -’;—, und es ist deshalb von theoretischem Interesse zu untersuchen,

wie sich das G-Feld in das Innere der Masse fortsetzt. Hierzu ist
notig, bestimmte Annahmen iiber die physikalische Beschaffenheit der
felderzeugenden Masse zu machen, da der Energietensor 7,, sonst
nicht bestimmt ist. Die einfachste Annahme ist die einer inkompres-
siblen Fliissigkeitskugel. Fiir diesen Fall hat Schwarsschild®) die Feld-
gleichungen integriert, von Weyl**) wurde die Rechnung vereinfacht.
Der Energietensor ist hier nach (362) gegeben durch

Ty = (l‘o + {i) Ut -+ DYizs

da p, = konst.,, P = -f wird. Die Grenzbedingungen der Elastizitits-

(}
theorie verlangen die Stetigkeit aller g,, und das Verschwinden des

Druckes p auf der Kugeloberfliche. Mit Riicksicht hierauf ist das
Feld eindeutig bestimmt. Im AuBenraum (r > 7,, r, = Kugelradius),
ergibt sich das niamliche Feld wie beim Massenpunkt. Der Gravita-
tionsradius m ist dabei

(430) m = "o, 2%,

332) F. W. Dyson, A.S. Eddington u. C. Davidson, A determination of the
deflection of light by the sun’s gravitational field, from observations made ad
the total eclipse of may 29, 1919, Phil. Trans. Roy. Soc. A 220 (1920), p. 291.

338) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 424,

834) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl. 1918, p. 208; 3. Aufl. 1920,
p. 225.
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Im Innern der Kugel dagegen gilt, wenn wir das Quadrat des Linien-
elements in der Normalform (410a) schreiben und % dieselbe Bedeu-
tung hat wie in (413)-
1 h —_
31) gr=1-—777 l_-"“='=3zkhh’ p=#c" EH
(ho = Wert von h an der Oberfliche).
Das Quadrat des Linienelements wird hiernach im Innern der Kugel

dst = (da")} + (da?)} 4 (da¥)? 4 &9 Farda +atdaly’

432 at—r
( ) (3}21.“1;)(6“:4)2

mit -

(433) a=n)/ L

Damit das Linienelement auBerhalb der Kugel reguldr bleibt, muB
#, > 2m sein. Wie der Vergleich mit (132a) zeigt, ist die Geometrie
des dreidimensionalen Raumes innerhalb der Fliissigkeitskugel von
konstanter positiver Kriimmung (sphirisch oder elliptisch); a hat die
Bedeutung des Kriimmungsradius. Mit der Berechnung des G-Feldes
von kompressiblen Flissigkeitskugeln beschiftigt sich Bauer®).

Ein weiteres Problera, welches eine strenge Losung zuldBt, ist
das Feld einer elektrisch geladenen Kugel. Es ist fiir die Frage nach
der Natur des Elektrons (s. Abschn. V) von Interesse zu untersuchen,
inwiefern das elektrostatische Feld einer geladenen Kugel durch ihr
Gravitationsfeld beeinflubt und umgekehrt durch die elektrostatische
Energie ein Gravitationsfeld erzeugt wird. Diese Aufgabe ist zuerst
von Reifner®®), hernach, ausgehend vom Wirkungsprinzip, von Weyl )
gelost worden. Es zeigt sich, daB das elektrostatische Potential ¢
exakt dem Coulombschen gleich ist:

(439) A

wenn wir hier nicht Heavisidesche, sondern gewGhnliche C.G.S.-Ein-
heiten verwenden. Das G-Feld in der Normalform (410a) ist jedoch
nicht mehr durch (416), (417) bestimmt, sondern durch

1 2 '
(435) 4=1, “944=h?=1—‘;ﬁ+%%
Das letate (lied ist das von der elektrostatischen Energie erzeugte

334) H: Bauer, Wien. Ber., math.-nat. K1, Abt. IIa, 127 (1918), p. 2141.

3356) H. Reifner, Ann. d. Phys, 50 (1916), p. 106.
336) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54, 1. c. Anm. 824); Raum — Zeit — Materie,

1. Aufl. 1918, p. 207; 3. Aufl. 1920, p. 223.
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59. Andere spezielle, strenge Losungen im statischen Fall. 135

Gravitationsfeld. Es wird erst in Entfernungen von der GriéBenord-

xe? e? . . 2m .
nung @ = - = 3. mit dem Newtonschen Glied —~ vergleichbar.

Beim Elektron ist @ die in den @lteren Theorien als ,Elektronen-
radius“ auftretende GroBe ~ 10~ cm. Die von einem Elektron auf
ein zweites oder auf ein eigenes Ladungselement ausgeiibte Gravita-
tionsanziehung ist jedoch immer viel kleiner als die elektrostatische
Coulombsche AbstoBung — das Verhiltnis beider ist

kM?

S~ 10-40

so daB durch das Gravitationsfeld (435) das Elektron gegeniiber sei-
nen eigenen AbstoBungskriften durchaus nicht im Gleichgewicht ge-
halten wird.

Levi-Civita®") untersuchte auch das von einem homogenen elek-
trischen oder magnetischen Feld erzeugte Gravitationsfeld. Ist z° in
der Richtung des ersteren Feldes gezihlt, F' dessen Stirke, so nimmt
das Quadrat des Linienelements die Form an

ds? — (da)? + (dx’)g + (dx’)’ + (zlda:’—i;x!dm!):

rl
‘ 28 28\ 2
(436) - (cleT + c,e"a_) (da*)?,
mit » =Y (2')? + (2?)? ¢, c; Konstanten, a = V;’F.

Der Raum ist zylindersymmetrisch um die Feldrichtung, und auf jeder
Ebene senkrecht zur Feldrichtung herrscht dieselbe Geometrie wie im
euklidischen Raum auf einer Kugel vom Radius a. Der Kriimmungs-
radius a ist bei Feldern von normaler GroBe auBerordentlich groB,
z. B. ist bei F = 25000 GauB, a = 1,5-10% km.

Weyl®®) und in einer Reihe von Abhandlungen Levi-Civita®)
haben auch allgemeine Losungen fiir beliebige zylindersymmetrische
Verteilungen von geladenen und ungeladenen Massen gegeben. Das
G-Feld ist dann selbst zylindersymmetrisch und statisch. Entspre-
chend dem nicht linearen Charakter der Differentialgleichungen ver-
hilt sich g,, nicht additiv in den Massen.

837) T. Levi-Civita, Realta fisica di alcuni spazi normali del Bianchi, Rend.
Ace. Linc. (5) 26 (1917), 1. Hilfte, p. 458.

338) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54, 1. c. Anm. 324) und die Erginzung Ann.
d. Phys. 59 (1919), p. 185.

839) T. Levi-Civita, ds® einsteiniani in campi newtoniani I—IX, Rend. Acc.
Linc. () 26 (1917); (5) 27 (1918); (6) 28 (1919). Die allgemeine Form der Diffe-
rentialgleichungen des G-Feldes fiir den statischen Fall gibt Levi-Civita in der
Anm. 307) zitierten Abhandlung Statica Einsteiniana.
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60. Einsteins allgemeine N#éherungslésung und ihre Anwen-
dungen. Nur im statischen Fall ist es bisher gelungen, strenge Lo-
sungen der Feldgleichungen der Gravitation zu finden. Es ist des-
halb von groBer Wichtigkeit, daf FEinstein®°) ein Verfahren ange-
geben hat, welches gestattet, bei beliebig schnell bewegten Massen
das G-Feld naherungsweise zu ermitteln, wenn nur die Massen hin-
reichend klein sind. Die g,, weichen dann nimlich nur wenig von
ihren Normalwerten ab, so daB die Quadrate dieser Abweichungen
vernachlissigt werden konnen, und von den Differentialgleichungen
(401) des Gravitationsfeldes braucht nur der linear¢ Teil beibehalten
zu werden, so daB die Integration leicht vollzogen werden kann.

Fithren wir hier wieder die imagindre Zeitkoordinate z* = ict
ein, 8o konnen wir setzen

(437) I =0} + v,
woraus wegen ¢,,g** = 0} bis auf GréBen hoherer Ordnung
(4373) =0k,

folgt. Es sei gleich bemerkt, daB die GroBen p,, nur gegeniiber
Lorentz-Transformationen Tensorcharakter haben. Gemi8 dem Aus-
druck (94) fiir den verjiingten Kriimmungstensor nehmen dann die
Feldgleichungen (401) in der gewiinschten Naherung die Form an:

a")’ik 0*74a 0*Yia
(438) axﬁaz” +2 dze ~ Ja*ox®  040x”

(aw 2%}’%)6*] = — 22T

Darin ist die Abkiirzung emgefuhrt

(439) y =

Zur Vereinfachung fiihren wir zm;iichst die GroBen
(440) Vie = Y — 3007

ein und fiigen gleich noch die inversen, nach den ungestrichenen
GroBen aufgelosten Gleichungen

(440%) Y=V — 1017,
(439a) Y =2Vea=—7
hinzu. Dann ergibt sich aus (438)
07} 0*Yie _ 0™ ke 3 0*yu3 | _ _
(4382) 2[33“’ T 97592 Caida® + 4 Zaxaaxﬁf] =— 22Ty

340) A. Einstein, Berl. Ber. 1916, p. 688.
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60. Einsteins allgemeine N#herungslésung und ibre Anwendungen. 737

Diese Gleichungen lassen sich noch wesentlich weiter vereinfachen,
wenn wir das Koordinatensystem in geeigneter Weise normieren.
Durch die Forderung, daB sich die g;, nur wenig von ihren Normal-
werten unterscheiden, ist ndmlich das Koordinatensystem selbst nur
bis auf GroBen von der Ordnung der p,, festgelegt. Man kann nun
speziell die Koordinatenwahl so treffen, da im normierten System
die Gleichungen

(441) 0% _

0z

gelten. Hilbert**') hat den mathematischen Beweis dafiir erbracht, daB
bei beliebig vorgegebenen Werten der y;, im urspriinglichen System
stets ein solches Koordinatensystem gefunden werden kann, daB sich
die neuen Koordinatenwerte von den alten nur um GrioBen von der
Ordnung der y;, unterscheiden und zugleich die Forderung (441) be-
friedigt wird. Man hat gerade vier Funktionen zur Verfigung, um
die vier Gleichungen (441) zu erfiillen.

Offensichtlich werden die Differentialgleichungen (438a) dann
einfach
(442) Oy = —2xT,,
worin, wie in der speziellen Relativititstheorie, O ¢}, fiir %;77&," ge-
schrieben ist. Die Integration erfolgt in bekannter Weise durch re-
tardierte Potentiale:

, % Tik(ﬁvyvzst_?) o
(443) 7’.‘);(-”: y"e}t)=§; —h,;““““_—dxdydz-

Wegen des Energiesatzes (341a), p. 720, ist hierdurch auch (441) mit
der hier erstrebten Genauigkeit befriedigt.

Aus (443) geht hervor, daB sich die Gravitationswirkungen ebenso
wie elektromagnetische Storungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.
Die Form der Gravitationswellen im leeren Raum folgt aus (441),
(442), wenn man T, = O setzt. Speziell fiir eine ebene in der z,-
Achse fortschreitende Welle

(444) Y = aike” (‘t— ?)
folgt aus (441):
(445) Uy = — 10y,

(442) ist identisch erfiillt. FEinstein®*) zeigt iiberdies, daB durch ge-

341) D. Hilbert, Gott. Nachr., math.-phys. K1. 1917, p. 53, L. ¢. Anm. 98).
342) A. Einstein, Uber Gravitationswellen, Berl. Ber. 1918, p. 154.
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eignete Koordinatenwahl erzielt werden kann, daB auBerdem noch gilt:
(446) Oy =Gy =103 =0, ay=—ay
Uber die Emission und Absorption von Gravitationswellen siehe die
folgende Nr.

Fiir das Feld eines ruhenden Massenpunktes ergibt (443)

’

4 . /
Y= — ", alle iibrigen 4}, =0,

. 2 2

somit 7’44=—Tm7 7u=?’ss=7ss=+$'

Man erkennt darin die GroBen erster Ordnung des Feldes (421b)
wieder. Auch die Berechnung des Feldes von n bewegten Punkten
148t sich ohne weiteres ausfiihren.®%) Es ergibt sich vor allem, daB

die Abweichungen ihrer Bewegung von den Gesetzen der Newton-

. . . v . .
schen Mechanik nur von zweiter Ordnung in — sind, wie es von der

Erfahrung verlangt wird.

Auch der folgende Umstand bewirkt eine Abweichung von der
Newtonschen Mechanik. Die relativistische Gravitationstheorie stimmt
mit der Newtonschen darin iiberein, daB das Gravitationsfeld einer
ruhenden Kugel dasselbe ist wie das Feld eines Massenpunktes. Dies
gilt jedoch nicht fiir eine rofierende Kugel. Auf diesen Fall haben
Thirring und Lense®4) die Einsteinschen Formeln angewandt und die
zugehdrigen durch die Eigenrotation der Zentralkorper verursachten
Stérungen der Planeten- und Mondbahnen berechnet. Sie sind wohl
alle zu klein, um beobachtet werden zu konnen. KEine allgemeine
Diskussion der nach der Einsteinschen Theorie zu erwartenden Ab-
weichungen in den Storungen der Planeten- und Mondbahnen von
denen der klassischen Mechanik gibt De Sitter®5). AuBer der Perihel-
bewegung des Merkur gibt es keine Abweichung, die der Beobach-
tung zuginglich ist.

Die wichtigste Anwendung der Einsteinschen Naherungslosung
(443) stellt jedoch die Untersuchung von Thirring®®) itber die Rela-
tivitit der Zentrifugalkraft dar. Da in der allgemeinen Relativitits-
theorie die Vorgiinge auch auf ein relativ zu einem Galileischen Be-

343) Sie wird nach einer von der Einsteinschen etwas abweichenden Inte-
grationsmethode von J. Droste gegeben: Amst. Proc. 19 (1916), p. 447.

344) H. Thirring u. J. Lense, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 156.

345) W. De Sitter, Monthly Not. Roy. Ast. Soc. 76 (1916), p. 699 u. 77 (1916),
p. 165. Vgl auch De Sitters Abhandlung Planetary motion and the motion of
the moon according to Einsteins theory, Amst. Proc. 19 (1916), p. 367.

346) H. Thirring, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 83. Vgl auch den Nachtrag
Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 29.
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zugssystem rotierendes System bezogen werden konnen, muB sich die
Zentrifugalkraft auch als eine von der relativen Rotation der Fix-
sternmassen herriihrende Gravitationswirkung auffassen lassen. Man
konnte nun meinen, die Moglichkeit einer solchen Auffassung sei in
der allgemeinen Relativititstheorie bereits durch die allgemeine Ko-
varianz der Feldgleichungen gewihrleistet. Wie in Nr. 62 noch aus-
fishrlich erortert werden wird, ist dies jedoch nicht der Fall, weil die
Grenzbedingungen im Unendlichen dabei wesentlich mitspielen. Thir-
ring stellte sich deshalb nicht die Aufgabe, die volle Aquivalenz der
relativen Rotation des Fixsternhimmels mit einer Rotation des Be-
zugssystems gegeniiber einem Galileiischen System nachzuweisen, son-
dern modifizierte die Fragestellung so, daB die Schwierigkeit der Fest-
legung der Grenzbedingungen eliminiert wird.

Wir denken uns in einem Inertialsystem der Newtonschen Gra-
vitationstheorie auBer den weit entfernten, ruhenden (bzw. mit sehr
kleiner Geschwindigkeit geradlinig gleichformig bewegten) Fixsternen
eine rotierende Hohlkugel. Vom relativistischen Standpunkt aus ist
es klar, daB im Innern der Hohlkugel Zentrifugal- und Corioliskrifte
auftreten werden, wenn die Masse der Hohlkugel mit der Masse des
Fixsternsystems vergleichbar wird. Dem Prinzip der Kontinuitit ge-
méB wird man anzunehmen haben, daB solche Krifte, wenn sie auch
sehr klein sein werden, auch dann vorhanden sind, wenn die Masse
der Hohlkugel klein ist. In diesem letzteren Fall diirfen wir aber
ohne weiteres die Formeln (443) anwenden, weil dann die g;, offen-
sichtlich nur wenig von ihren Normalwerten abweichen. Die Aus-
rechnung zeigt nun, daB in der Tat ein Massenpunkt im Innern der
Hohlkugel Beschleunigungen erfihrt, die den Coriolis- und Zentri-
fugalbeschleunigungen der klassischen Mechanik vollstindig analog
sind. Ist ® der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, r das Lot von
der Drehachse auf den Massenpunkt, v dessen Geschwindigkeit, so
sind diese Beschleunigungen natiirlich nicht direkt gleich

2[wv] + o'r,
wie es nach der klassischen Mechanik in einem relativ zum Inertial-
system mit der Winkelgeschwindigkeit @ rotierenden Bezugssystem der
Fall wire; sondern diese zwei Terme sind noch mit Faktoren multipli-
ziert, die von der GriBenordnung des Verhiltnisses des Gravitationsradius

m= k—g— der Hohlkugel zu ihrem Radius @ sind. Da dieses Verhilt-

nis fir alle verfiigbaren Massen winzig klein ist, besteht keine Aus-
sicht, dieses prinzipiell wichtige Ergebnis experimentell zu priifen; und
man versteht auch, warum der primitive Newfonsche Versuch mit
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dem rotierenden WassergefiB sowie auch der verfeinerte Versuch von
B. und T. Friedldnder*"), innerhalb eines schweren rotierenden Schwung-
rades Zentrifugalkrifte nachzuweisen, negativ ausfallen muBten.

61. Die Energie des Gravitationsfeldes. Bereits in Nr. 54 haben
wir gesehen, daB bei Vorhandensein eines Gravitationsfeldes die Diffe-
rentialgesetze fiir den materiellen Energietensor nicht wie in der spe-
ziellen Relativititstheorie die Form annehmen

(341) o,
sondern 5

a‘ i} 1 rs agr' —
(341a) W—?T’ W'—O’

so daB aus ihnen fiir ein abgeschlossenes System nicht die Erhal-
tungssitze
f Trdat da? da® = konst.

gefolgert werden konnen. In Nr. 57 zeigten wir jedoch, daB auf
Grund der Feldgleichungen der Gravitation (401) der Impuls-Energie-
satz (341a) das Gleichungssystem

ok -+t
(406) - EAB
zur Folge hat, wo ¢} die durch (405), (183), (185) definierten
GroBen sind. Aus diesem Gleichungssystem resultieren nunmehr fiir
ein abgeschlossenes System wieder Erhaltungssitze
(447) J, =/ (T4 4 t$) dz*da® da® = konst.
Aus diesem Grunde nennt Einstein das GroBensystem ¢} die Energie-
komponenten des Gravitationsfeldes und J; Gesamtimpuls und Ge-
samtenergie des abgeschlossenen Systems (vgl. Nr. 57).

Bei niherer Priifung wurden jedoch groBe Schwierigkeiten offen-
bar, die dieser Auffassung zuniichst entgegenstehen. Sie rithren letzten
Endes daher, daB die #, keinen Tensor bilden. Da diese GroBen von
hoheren Ableitungen der g,, als den ersten nicht abhingen, kann man
sofort schlieBen, daB sie durch geeignete Koordinatenwahl (geoditi-
sches Bezugssystem) in einem beliebig vorgegebenen Weltpunkt zum
Verschwinden gebracht werden konnen.

Es gilt aber noch mehr: Schridinger %) fand, daB fiir das Feld
(421a) eines Massenpunktes, welches zugleich das Feld im AuBen-
raum einer Fliissigkeitskugel darstellt, alle Energiekomponenten iden-
tisch verschwinden. Das Resultat I8t sich auch auf das Feld (435)

347) B. u. T. Friedlinder, Absolute und relative Bewegung, Berlin 1896.
348) E. Schrodinger, Pbys. Ztschr. 19 (1918), p. 4.
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einer geladenen Kugel ausdehnen. Andererseits zeigte Bauer®), daB
durch bloBe Einfihrung von Polarkoordinaten in das euklidische
Linienelement der speziellen Relativititstheorie die Energiekompo-
nenten von Null verschiedene Werte annehmen, es wird dann sogar
die Gesamtenergie unendlich! Auch sind die #, keineswegs symme-
trisch, und die Energiedichte — ¢} ist nicht iiberall positiv. Das Vor-
zeichen der Energiedichte des Gravitationsfeldes hatte ja schon bei
den dlteren Feldtheorien der Gravitation immer Schwierigkeiten ge-
macht. %)

Trotz dieser Schwierigkeiten ist aus physikalischen Griinden die
Forderung nach einem Analogon zu den Energie- und Schwerpunkts-
integralen der Newtonschen Theorie kaum abzuweisen. Lorentz?)
und Levi-Civita*") haben deshalb vorgeschlagen nicht die GréBen ¢,

sondern —,1‘— G;, als die Energiekomponenten des Gravitationsfeldes zu
bezeichnen. Denn nach (401) gilt

1
Tik+7Gck=0;

also auch a%; (‘I,.* + % @5,.") =0.
Einstein®?) hat jedoch dagegen mit Recht eingewendet, daB bei dieser
Definition der Gravitationsenergie die Gesamtenergie eines abgeschlos-
senen Systems stets Null wire, und die Erhaltung dieses Energie-
wertes verlangt nicht die Fortexistenz des Systems in irgendeiner
Form. Man konnte dann also aus den Erhaltungssitzen nicht solche
Folgerungen ziehen, wie wir sie sonst zu ziehen gewohnt sind. In
einer Erwiderung auf Schrodingers Arbeit konnte Einstein®®) ferner
zeigen, daB bei Wechselwirkung von mehreren Massen die #;, sicher
nicht iiberall verschwinden.

Die endgiiltige Klirung des Sachverhaltes brachte schlieBlich
Einsteins Arbeit ,Der Euergiesatz in der allgemeinen Relativitits-
theorie“®*). Es wird hier der Beweis erbracht, daB die Werte (447)

349) H. Bauer, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 163.

349a) Vgl. dariiber z. B. M. Abraham, Jahrb. f. Rad. u. EL 11 (1914), p. 570,
1 c. Anm. 272).

350) H. A. Lorentz, Amst. Versl. 256 (1916), p. 468, 1. c. Anm. 100).

351) T. Levi-Civita, Rend. Ace. Linc. (5) 26 (1917), 1. Hilfte, p. 381.

352) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 154, 1. c. Anm. 342), § 6.

863) A. Einstein, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 115. v

364) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 448; siehe auch F. Klein, Uber die Inte-
gralform der Erhaltungssiitze und die Theorie der riumlich geschlossenen Welt,
Gott. Nachr., math.-phys. K1, 1918, p. 394.
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fir Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems
in ziemlich weitgehendem MaBe vom Koordinatensystem unabhingig
sind, obwohl die Lokalisation der Energie in den verschiedenen Ko-
ordinatensystemen im allgemeinen villig verschieden ausfallt. Dieser
Beweis wurde hernach von Klein%) vervollstindigt (vgl. Nr. 21). Man
muf hiernach zwar den Werten der ¢} selbst jede physikalische Be-
deutung absprechen, d. h. es gelingt nicht, die Lokalisation von
Energie und Impuls im Gravitationsfeld in allgemein kovarianter und
physikalisch befriedigender Weise durchzufiihren. Aber die Integral-
werte (447) haben einen bestimmten physikalischen Sinn Die Be-
deutung der Gleichung (406) liegt nur darin, daB sie die Anderung
der materiellen Energie eines abgeschlossenen Systems in einfacher
Weise zu berechnen gestattet.

Der Beweis der Invarianz der durch (447) definierten GroBen Jj, bei
gewissen, weiter unten angegebenen Koordinatentransformationen ist
sehr einfach zu fiihren. Es sei ein begrenztes abgeschlossenes System
gegeben. AuBerhalb eines gewissen Bereiches B desselben sei das
Linienelement das der speziellen Relativititstheorie (Galileisches Ko-
ordinatensystem). Wir betrachten zuniichst nur solche Koordinaten K,
die auBerhalb B mit einem G@alileischen Koordinatensystem iiberein-
stimmen. Polarkoordinaten sind dadurch z. B. ausgeschlossen. Dann
verschwindet der Integrand von (447) auBerhalb der Weltrghre B und
alle Voraussetzungen der Nr. 21 sind erfiillt. Aus dem dort Gesagten
folgt: Erstens: Die Integralwerte von Impuls und Energie sind unab-
hiingig von der Koordinatenwahl innerhalb B, wenn sich die Koordi-
naten nur stetig an ein Galileisches System auBerhalb B anschlieBen.
Und zweitens: Die GroBen oJ; verhalten sich gegeniiber linearen Ko-
ordinatentransformationen — wobei jetzt also auch auBerhalb B die
Koordinatenwerte verindert werden — wie die kovarianten Kompo-
nenten eines Vektors. Uber einen analogen Invarianzsatz fiir die rium-
lich geschlossene Welt siehe die folgende Nr.

Es bleibt noch die Frage zu erdrtern, ob die GriBen ¢} durch
die Gleichungen (406) eindeutig bestimmt sind, d. h. ob es nicht noch
andere GroBen w,* als die durch (405), (183), (185) gegebenen GriBen
t} gibt, welche das Gleichungssystem (406) zufolge der Feldglei-
chungen (401) identisch befriedigen. Wie zuerst Lorentz*°*) gezeigt
hat und wie auch Klein®®) hervorhebt, ist letateres in der Tat der
Fall, sobald man zugibt, daB die w} auch die zweiten Ableitungen der

360a) H. A. Lorentz, 1. c. Anm. 350).
366) F. Klein, Gott. Nachr. 1918, p. 235, 1. c. Anm. 103).
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i enthalten diirfen. Physikalische Griinde lassen sich gegen diese
Méglichkeit nicht beibringen. Man erhilt dann natiirlich verschiedene
Werte fiir die Gesamtenergie eines Systems, je nachdem ob die Fin-
steinschen ¢} oder die Lorenizschen w} zugrunde gelegt werden.

Von der Gleichung (406) macht Einstein®®) eine wichtige An-
wendung auf die Emission und Absorption der Gravitationswellen,
deren Feld in Nr. 60 erortert wurde. Wenn in einem materiellen
System Schwingungen oder auch sonstige Bewegungen vor sich gehen,
so folgt aus der Theorie, daB das System Wellen ausstrahlt, und zwar
ist die Ausstrahlung bestimmt durch die dritten Ableitungen seiner
Triigheitsmomente
(448) D,y =[-mot e da* dads® G, k=12 3)
nach der Zeit. Der Energiestrom der ausgestrahlten Welle lings der
x'-Achse ist

(449) & =g [(D"_D“) + (Dy)']

8mctr?
(& = gewdohnliche Gravitationskonstante)
und die gesamte pro Zeiteinheit nach allen Richtungen ausgestrahlte
Energie

(450) dt =10 c‘[ZD - _;- (ZD“Y:I

Letztere ist nach (449) stets posntw. Die ausgestrahlte Energie ist
8o klein, daB sie zu keinen astronomischen Effekten Veranlassung gibt,
die innerhalb der hierbei in Betracht kommenden Zeitriume bemerk-
bar wiren. Sie ist jedoch von prinzipieller Bedeutung fiir die Atom-
physik. FEinstein vertritt die Ansicht, daB die Quantentheorie auch
die Gravitationstheorie wird modifizieren miissen.

Ahnlich berechnet sich die absorbierte Energie. Es falle eine
Gravitationswelle vom Typus (444), (445), (446) lings der z'-Achse
auf ein materielles System, dessen Dimensionen klein seien gegeniiber
der Wellenlinge der einfallenden Welle. Dann ist die pro Zeiteinheit
absorbierte Energie gegeben durch
(451) %1::' 2 [37:3 D s __;_a(fnat Yss) | _;_(D” _ D”)],
wobei sich die GroBen y,g, 745, 735 8uf das Wellenfeld beziehen.

62. Modifikation der Feldgleichungen. Relativitdt der Trig-
heit und réumlich-geschlossene Welt.*") a) Das Machsche Prinzip.

856) A. Esnstein, 1. c. Anm. 342).
857) Die in diesem Abschnitt dargelegten Gedanken sind in A. Einsteins
Arbeit ,,Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitétstheorie* (Berl.
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In Nr. 58 war von der Perihelbewegung des Merkur schlechtweg die
Rede, ohne daB eine nihere Angabe gemacht wurde, wodurch das dort
verwendete Koordinatensystem K, relativ zu welchem diese Perihel-
bewegung gemessen werden soll, physikalisch bestimmt ist. Dieses
ist vor allen anderen relativ zu K, gleichférmig rotierenden Bezugs-
systemen K durch die Kugelsymmetrie des G-Feldes und vor allem
durch das Verhalten der g,, im riumlich Unendlichen ausgezeichnet;
die g,, nehmen nimlich dort ihre Normalwerte an. Die Grenzbedin-
gungen fiir das riumlich Unendliche, die zur vollstindigen Bestimmung
der g,, aus den Lagen und Geschwindigkeiten der Massen, allgemeiner
aus dem materiellen Energietensor T},, den Differentialgleichungen des
G-Feldes noch hinzugefiigt werden, zeichnen gewisse Koordinaten-
systeme K, vor anderen aus. Bei der Frage der Relativitit der
Zentrifugalkrifte (Nr. 60) hatte sich diese Schwierigkeit besonders
stark fiihlbar gemacht. Diese Auszeichnung von gewissen Koordinaten-
systemen durch die Grenzbedingungen ist zwar mit dem Postulat
der allgemeinen Kovarianz nicht logisch unvereinbar, widerspricht
aber dem Geist einer relativistischen Theorie und muB als schwerer
erkenntnistheoretischer Mangel bezeichnet werden. Einstein®®) be-
leuchtet ihn drastisch durch ein Gedankenexperiment mit zwei relativ
zueinander um ihre Verbindungslinie rotierenden Flissigkeitsmassen.
Er haftet nicht nur der klassischen Mechanik und der speziellen Re-
lativitdtstheorie an, sondern auch der im vorhergehenden entwickelten,
auf den Gleichungen (401) basierenden Gravitationstheorie. Er wird
erst behoben, wenn die Grenzbedingungen in aligemein kovarianter
Weise festgelegt sind.

Wir stellen also die Forderung auf: Das G-Feld soll durch die
Werte des Energietensors (T,) allein in eindeutiger, allgemein kovarianter
Weise bestimmt sein. Da Mach®®) bereits den hier erwihnten Mangel
der Newtonschen Mechanik klar erkannt und die absolute Beschleu-
nigung durch eine Relativbeschleunigung gegen die iibrigen Massen
des Weltalls ersetzt hat, nannte Einstein®°) dieses Postulat gelegent-
lich Machsches Prinzip. Insbesondere ist zu fordern, daB die Trig-
heit der Materie durch die umgebenden Massen allein bestimmt ist,
also verschwinden soll, wenn alle iibrigen Massen entfernt werden,

Ber. 1917, p. 142) entwickelt. (Auch abgedruckt in der Sammlung ,Das Relati-
vititsprinzip*.)

358) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49, 1. ¢. Anm. 279), § 2.

3569) E. Mach, Mechanik, Kap. II, Nr. 6; Die Geschichte und die Wurzel
des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, Zusatznote 1.

360) A. Einstein, Ann. d. Phys. 556 (1918), p. 241.
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62, Modifikation der Feldgleichungen. Relativitit der Trigheit usw. 745

weil es vom relativistischen Standpunkt aus keinen Sinn hat, von
einem Widerstand gegen absolute Beschleunigungen zu sprechen (Re-
lativitdt der Trdgheit).

b) Betrachtungen iiber das statistische Gleichgewicht des Fizstern-
systems. Das A-Glied. Auch abgesehen von der Frage der Grenz-
bedingungen im ridumlich Unendlichen st68t man noch auf eine wei-
tere Schwierigkeit, wenn man die bisher verwendeten Feldgleichungen
auf das Fixsternsystem als Ganzes anwendet. Die Uberwindung der-
selben wird dann auch die Erfiillung der unter a) gestellten Forde-
rungen mit sich bringen.

Schon C. Neumann3®') und Seeliger®®) haben darauf hingewiesen,
daB das Newtonsche Gravitationsgesetz nur dann strenge giiltig sein
kann, wenn die Massendichte des Weltalls fiir  — oo schneller als

% zu Null konvergiert. Sonst wiirde ndmlich die von allen Massen

des Weltalls auf einen Massenpunkt ausgeiibte Kraft unbestimmt sein.
In einer folgenden Abhandlung®®) diskutiert Seeliger weiter die Mog-
lichkeit, daB die Massendichte zwar in beliebigen Entfernungen von
Null verschieden bleibt, das Newtonsche Potential dagegen durch das
mit der Entfernung rascher abklingende Potential

o— 4"
= 4Ty

zu ersetzen sei. Dieses Potential war bereits in anderem Zusammen-
nange von C. Neumann®*) mathematisch untersucht worden. Es
kommt darauf hinaus, die Poissonsche Gleichung

(A) AP =4xnky,
durch
(B) AP — AP = 4xky,

zu ersetzen. Die Schwierigkeit, die bei der Newtonschen Theorie auf-
tritt, verschwindet dann.

Gegen die erste Moglichkeit — strenge Giiltigkeit des Newton-
schen Gesetzes und hinreichend schnelles Abnehmen der Massendichte
im Unendlichen — lassen sich nun nach Einstein gewichtige Griinde
vorbringen, wenn man sich auf den Standpunkt stellt, daB sich das

361) C. Neumann, Abh. d. Kgl. siichs. Ges. d. Wiss. zu Leipzig, math.-nat.
Kl. 26 (1874), p. 97.

362) H. v. Seeliger, Astr. Nachr. 137 (1895), p. 129.

363) H. v Secliger, Miinch. Ber. 26 (1896), p. 378.

364) C. Neumann, Allgeméine Untersuchungen tber das Newtonsche Prin-
zip der Fernwirkungen, Leipzig 1896, vgl. insbesondere p. 1.
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ganze Sternsystem im statistischen Gleichgewicht befinden muB. Wiire
das Potential in groBen Entfernungen endlich (also die Massendichte
hinreichend stark abnehmend), so miiBte es vorkommen, daB ganze
Himmelskorper das Fixsternsystem verlassen, dieses miiBte also ,ver-
dden“, und zwar nach den Gesetzen der statistischen Mechanik so
lange, als die gesamte Energie des Sternsystems groBer ist als die
Arbeit, die erforderlich ist, um einen einzigen Himmelskorper ins Un-
endliche zu entfernen. Auch der schon durch C. Neumanns und See-
ligers Untersuchungen ausgeschlossene Fall eines unendlich hohen Po-
tentialwertes in sehr groBen Entfernungen (also die Massendichte bis
ins Unendliche reichend oder nicht gentigend schuell abnehmend) ver-
bietet sich nach Einstein, weil dies mit der Tatsache im Widerspruch
stiinde, daB die beobachteten Sterngeschwindigkeiten verhéltnismiBig
klein sind. Bei Giiltigkeit von (B) verschwinden jedoch alle diese
Schwierigkeiten. Denxr es ist dann eine gleichmiBige Massenverteilung
der Materie von der Dichte y, und dem (riumlich konstanten) Potential

D= — %%é#o
dynamisch moglich.

Genau analog wie in der Newtonschen stellt sich in der relati-
vistischen Theorie die Sachlage dar. Hilt man an den Gleichungen
(401) fest, so erweist es sich nach Einstein als unmoglich, die Grenz-
bedingungen so aufzustellen, daB zugleich dem ,Verddungseinwand“
begegnet und der Tatsache der geringen Sterngeschwindigkeiten Rech-
nung getragen wird. Man kann jedoch die Feldgleichungen in einer
Weise modifizieren, die dem Ubergang von (A) za (B) véllig analog
ist. In der Tat haben wir bei der Aufstellung der Feldgleichungen
in Nr. 56 das zu g;, proportionale Glied ¢;g,, in (400) einfach fort-
gelassen, was weder durch die allgemeine Kovarianz noch durch den
Impuls-Energiesatz der Materie geboten war, und konnen es jetzt in
die linke Seite von (401) aufnehmen, wobei wir im AnschluB an
Einstein — 4 fiir ¢, schreiben:

(452) G — A9y = —=xT,.
Durch Verjiingung ergibt sich daraus noch

(453) R+ 44=+4xT

und

(452a) By + igy = — %(Typ — 39u:T).

Es folgt sofort, daB bei Zugrundelegung der so modifizierten Feld-
gleichungen eine mit konstanter Massendichte angefiillte Welt im
Gleichgewicht ist. Und zwar erweist sie sich als elliptisch oder sphi-
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risch, also rdumlich geschlossen. Macht man némlich den besonderen

Ansatz -
(454) g,y =0} + a’—[(x‘)’i(x’)”+(x’)’]’ 9:4=0, 9u=—1, (4k=12,3)

so wird nach Nr. 18, (117), (118), (119), (130):

2 6 1 P e
By=— I R=— ar e =% (fir 4,k=1,2,3)
) R,=R,,=0.
Ferner wird
T, = u,c?, die iibrigen T, =0, T = — y,c*;

die Gleichungen (452) sind also erfiillt, wenn
(455) == gt = kb,

Aus den Feldgleichungen (401) wiirde dagegen wegen 1 =0 auch

?;1? = p, = 0 folgen.

Da die Welt sich in diesem Beispiel und voraussichtlich auch
bei allgemeineren Massenverteilungen riumlich geschlossen ergibt, so
sind Grenzbedingungen im Unendlichen nicht weiter erforderlich. Die
Feldgleichungen (452) beseitigen also nicht nur den Konflikt der kleinen
Sterngeschwindigkesten mit der statistischen Mechanik, sondern auch den
oben erwiihnten erkenntnistheoretischen Mangel, welcher der friiheren
Fassung der Theoric anhaftet. Man hat sich vorzustellen, daB die
Losung (454) der Feldgleichungen das mittlere Verhalten der Welt-
metrik wiedergibt. Nur in der Nihe von einzelnen Massen werden
die g, merklich von den Werten (434) abweichen. Bei Massen-
systemen, deren Dimensionen klein gegen diesen jedenfalls auBer-
ordentlich groBen Kriimmungsradius sind, wie z. B. beim Planeten-
system, wird man das A-Glied vernachlissigen konnen, und die Lo-
sungen der Feldgleichungen (401) werden ihre Giiltigkeit behalten.
Auch das Machsche Prinzip scheint durch die Feldgleichungen (452)
erfiillt zu sein, obzwar ein allgemeiner Beweis dafiir noch nicht er-
bracht ist. Wihrend ndmlich die fritheren Gleichungen (401) bei ver-
schwindender Materie die allgemeine Losung g;, — konst. besitzen3%),
ist dies bei den Gleichungen (452) nicht der Fall, sondern es muB
dann g,, = 0 sein. In einem vollig leeren Raum gibe es diberhaupt
kein G-Feld; weder eine Lichtfortpflanzung, noch die Existenz von

365) DaB dies die einzige Losung der frilheren Gleichungen (401) fir den
vollig materiefreien Raum ist, ist bisher noch nicht im allgemeinen Fall be-
wiesen. Fiir den statischen Fall hat jedoch R. Serini, Rend. Acc. Linc. (5) 27
(1918), 1. Hilfte, p. 235, einen Beweis des Satzes gegeben.
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MaBstiben und Uhren wiren dann mdglich. Damit hingt zusammen,
daB auch das Postulat der Relativitit der Trigheit befriedigt ist.
Allerdings hat de Sitter®®) auch fiir den villig leeren Raum eine von
g;x = 0 verschiedene Losung der Feldgleichungen (452) gegeben, nim-
lich eine vierdimensional-pseudospharische Welt

(456) =0+ — 2% (i,k=1,2,3,4; o4 = ict)
at — Di(xh)?
2
(457) Ty=uy=0, 1=,

im Gegensatz zur ,Zylinderwelt Einsteins, die durch (454) gegeben
ist. Jedoch vertrat Einstein®") die Anschauung, daB erstere Losung
nicht iiberall regulir ist, so daB sie eigentlich nicht das G-Feld einer
leeren Welt, sondern einer Welt mit flichenhaft verteilter Masse dar-
stellt. Zu einem iibereinstimmenden Resultat kam Weyl%%). Die
Frage ist jedoch noch nicht endgiiltig geklirt.

Die astronomischen Konsequenzen der Feldgleichungen (452) wer-
den diskutiert von de Sitter®®®) und Lense®™). Man vgl. dazu auch
den Art. VI 2, 22 von Kottler.

¢) Die Energie der geschlossenen Welt. Ebenso wie die Glei-
chungen (401) lassen sich auch die Gleichungen (452) aus einem
Variationsprinzip ableiten. Man braucht nur zur Wirkungsfunktion
(404) noch den Term 21)— g hinzuzufiigen:

(458) 8[9dz =0,
(459) P=R+21YV—g+ M
Auch gilt wieder der Energiesatz in der Form (406):
. o(Th +t
(460) &0 o,
wenn man von den frilheren GroBen ¢} noch :'7 0} subtrahiert:
~ . A
(461) tf =t} — - df.

366) W. de Sitter, Amst. Proc. 19 (1917), p. 1217 u. 20 (1917), p. 229.

367) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 270; De Sitters Erwiderung: Amst. Proc.
20 (1918), p. 1309

368) H. Weyl, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 31; vgl. auch F. Klein, Gott.
Nachr, 1918, 1. c. Anm. 354), insbes. § 9. Es werden hier die geometrischen Ver-
hiltnisse eingehend diskutiert.

369) W. de Sitter, Monthly Not. Roy. Astr. Soc. 78 (1917), p. 3.

370) J. Lense, Wien. Ber. 126 (1917), p. 1037.
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Diese Uberlegung findet sich in der eingangs [Anm. 357)] zitierten
Einsteinschen Arbeit angedeutet und bei Klein®"') niiher ausgefiibrt.

Es fragt sich nun, ob der in Nr. 61 bewiesene Satz der Unab-
hiingigkeit des Infegralwertes der Energie vom Koordinatensystem
auch fiir die Gesamtenergie der geschlossenen Welt gilt. Hierzu ist
deshalb eine neue Uberlegung nétig, weil frither der Satz unter der
Voraussetzung bewiesen wurde, daB auBerhalb des betrachteten abge-
schlossenen Systems die g;, gleich + d,* werden, was hier offenbar
nicht der Fall ist. Mit dieser Frage beschiftigten sich Einstein®')
und Klein®™?). Es muB gezeigt werden, daB gewisse Oberflicheninte-
grale verschwinden. Bei speziellen Koordinatensystemen wurde bereits
von FEinstein nachgewiesen, daB dies in der Tat zutrifft, einen allge-
meinen Beweis gibt Grommer®®). Es zeigt sich iiberdies, daB sowohl
der Gesamtimpuls als auch die Gesamtenergie der geschlossenen Welt,
soweit sie vom Gravitationsfeld herriihren, verschwinden:

(462) [itdstdztdat = 0.

Setzt man jedoch an Stelle der Einsteinschen Energiekomponenten
die in Nr. 61 erwiihnten Lorenfgschen, die auch die zweiten Ableitungen
der g, enthalten, so wiirde, wie Klein gezeigt hat, die Gesamtenergie
des Gravitationsfeldes nicht mehr verschwinden.

V. Theorien iiber die Natur der elektrischen Elementar-
teilchen.

63. Elektron und spezielle Relativitdtstheorie. Schon seit langer
Zeit war man bemiiht, alle mechanischen Eigenschaften des Elektrons
auf elektromagnetische Prinzipien zuriickzufiihren. Die Bewegungs-
gleichung

a®
(463) =%
(& = Impuls des Elektrons, & = iufere Kraft)

wird hierbei so gedeutet®™*): Man stellt die Postulate auf, daB erstens
alle auf das Elektron wirkenden Kriifte elektromagnetischer Art sind,
also durch den Lorentzschen Ausdruck (215) gegeben sind, und zwei-
tens die auf das Elektron wirkende Gesamtkraft stets verschwinden soll:

(464) Sfol€+ o1} av=0.

371) F. Klein, Gott. Nachr. 1918, p. 235, 1. c. Anm. 103), Zusatz am SchluB.

372) 4. Einstein, Berl. Ber. 1918; F. Klein, Gott. Nachr. 1918, p. 894, 1. c.
Anm. 354).

8178) J. Grommer, Berl. Ber. 1919, p. 860.

374) Man vgl. hierzu Art. V 14 dieser Encykl. von H., A. Lorentz, Nr. 21.
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Die Integration ist hierin iiber ein Elektron zu erstrecken. Diese Ge-
samtkraft kann man nun in zwei Teile teilen. Eine vom #&uBeren
Feld herrithrende Kraft

Sol& + o1} av =18,

die auf der rechten Seite von (463) steht, und eine vom Elektron auf
sich selbst ausgeiibte Kraft, die nach dem Impulssatz gleichgesetzt

werden kann f(’ l@ 1 [ns.]] aV — — T

® bedeutet darin den elektromagnetischen Impuls des Eigenfeldes des
Elektrons. Bei nicht allzu groBen Beschleunigungen (quasistationirer
Bewegung) kann dafiir derjenige Impuls genommen werden, welcher
der gleichformigen Translationsbewegung des Elektrons mit der be-
treffenden Momentangeschwindigkeit entspricht. Er ist natiirlich ab-
hingig von der Ladungsverteilung im Elektron.

Die naheliegendste Annahme war die, daB das Elektron vollkommen
starr sei. Die Theorie fiir diesen Fall wurde vollstindig von Abra-
ham®®) durchgefiihrt. Im Jahre 1904 zeigte jedoch H. A. Lorentz®'s),
daB nur dann der Impuls des Elektrons in einer solchen Weise von
der Geschwindigkeit abhingt, daB die Folgerungen mit dem Relati-
vititsprinzip im Einklang stehen, wenn eine Kontraktion des Elek-
trons in der Bewegungsrichtung im Verhiltnis /1 — #?:1 ange-
nommen wird. Und Einstein®") zeigte hierauf, daB die Abhingigkeit
von Energie, Masse und Impuls von der Geschwindigkeit aus dem
Relativititsprinzip allein folgt, ohne daB irgendeine Annahme iiber
die Natur des Elektrons gemacht werden muB (vgl. Nr.29). Man
kann deshalb auch umgekehrt aus den Beobachtungen tiber die Massen-
verinderlichkeit keinen AufschluB iiber die Natur des Elektrons er-
halten.

Es ist jedoch leicht zu sehen, daB das Relativititsprinzip die
Existenz einer Energie nicht elektromagnetischer Art beim Elektron
zur zwingenden Konsequenz hat, wenigstens solange man auf dem
Boden der Maxwell-Lorentzschen Theorie bleibt. Es wurde dies zu-
erst von Abraham®®) hervorgehoben. Nehmen wir zunichst an, daB
die Ladungsverteilung im ruhenden Elektron kugelsymmetrisch ist.

376) M. Abraham, Ann. d. Phys. 10 (1903), p. 1056. Siehe auch H. 4. Lo-
rents, Art. V 14 dieser Encykl, Nr. 21.

376) H. A. Lorentz, Amst. Versl. 1904, 1. c. Apm. 9).

877) A. Einstesn, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 891, L. c. Anm. 11), § 10.

878) M. Abraham, Phys. Ztschr. 5 (1904), p. 576; Theorie d. Elektrizitdt 2,

p. 205, Leipzig 1905, 1. Aufl.
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Dann gilt fir Energie und Impuls des bewegten Elektrons, soweit
sie elektromagnetischer Art und durch die Mazwell- Lorentzschen Aus-
driicke gegeben sind, nach (351):

4 E, i 1 u®
Bl E=_”o(1+?z?)
Viep VieF
Wiren diese Ausdriicke zugleich Gesamtenergie und Gesamtimpuls,
so miiBte nach (317), (318) gelten

E =f(n‘%) dt =f(u%%)dﬂ.

Dies ist jedoch nicht der Fall, vielmehr hat das Integral der rechten

Seite den Wert ip
—3-¢_ 1 konst.
vVi—g?

Nimmt man den Impuls im Gegensatz zur Energie als rein elektro-
magnetisch an, so folgt fiir die gesamte Energie E, bzw. E des
ruhenden bzw. bewegten Elektrons, sowie fiir die Ruhmasse

(351) G—u

7] E, 7 4 E, 4 E
(465) =~T:°—p-;, E, =+ E, my= "3 =22
Die Ruhmasse m, ist dabei definiert durch
= Mot .
O =vis

Diese Relationen sind mit dem Satz von der Trigheit der Energie
im Einklang, wie es sein muB (die additive Konstante in E wurde
bereits diesem Satz entsprechend festgelegt). Die Gesamtenergic des
ruhenden Elektrons ist gleich % der Lorentzschen elektromagnetischen
Energie desselben.

Es hat nach den bisherigen Betrachtungen den Anschein, als ob
das starre Elektron der Absoluttheorie mit einem rein elektromagne-
tischen Weltbild — oder besser gesagt, mit dem speziellen elektro-
magnetischen Weltbild, das auf der Mazwell-Lorentzschen Theorie
basiert — vereinbar wire im Gegensatz zu dem Elektron, wie es von
der Relativititstheorie gefordert wird. Dies ist jedoch aus folgendem
Grunde nicht richtig. Die Starrheitshypothese ist ein der Elektro-
dynamik vollstindig fremdes Element. Hitten wir sie nicht einge-
filhrt, so hitten wir verlangen miissen, daB nicht nur die an dem
Elektron angreifende Gesamtkraft verschwindet [GI. (464)], sondern
sogar die an jeder einzelnen Stelle angreifende Kraft:

e{€+ ol =o.

Es ist klar, daB mit dieser Forderung eine ruhende Ladung (v = 0)
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762 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

unvereinbar ist, es folgt ¢ = O (man beachte die Beziehung div € = p).
Wir sehen also: Die Maxwell-Lorentzsche Elektrodynamik ist mit der
Existenz von Ladungen diberhaupt unvereinbar, sofern sie nicht durch
ihr wesensfremde theoretische Elemente erginet wird. Das Elektron der
Absoluttheorie hat also in Wirklichkeit, was die rein elektromagne-
tische Auffassung anlangt, vor dem Elektron der Relativititstheorie
nichts voraus. Es ist auf jeden Fall notig, Krifte einzufithren, welche
den Coulombschen AbstoBungskriften der Ladung des Elektrons auf
sich selbst das Gleichgewicht halten, und diese Kriifte resultieren nicht
aus der Maxwell Lorentzschen Elektrodynamik. Schon Poincareé®?®)
erkannte diese Notwendigkeit und fiihrte rein formal einen skalaren
Kohisionsdruck p ein, iiber dessen Natur er keine Aussagen machen
konnte. Allgemein ist das Problem des Elektrons so zu formulieren:
Der Impuls-Energietensor S;, der Maxwell-Lorentzschen Elektrodyna-
mik ist durch solche Terme zu ergiinzen, daB die Erhaltungssitze
(341) o

fiir den gesamten Impuls-Energietensor mit der Existenz von Ladungen
vereinbar werden. Die Zusatzterme miissen jedenfalls von physika-
lischen ZustandsgroBen abhingen, die durch Differentialgleichungen
kausal bestimmt sind. (In Nr. 42 hatten wir fiir den Energietensor
eines isolierten Elektrons den phinomenologischen Ansatz u,u,u,
gemacht.) Inwiefern diese Formulierung vom Standpunkt der allge-
meinen Relativititstheorie zu modifizieren ist, wird in Nr. 65 und 66
erortert werden.

Wir konnen jetzt auch die von Ehrenfest3®) aufgeworfene Streit-
frage beantworten, ob fiir ein schon in der Ruhe nicht kugelsymme-
trisches Elektron eine gleichformige Translationsbewegung nach jeder
Richtung hin kriftefrei moglich ist. Es wird nimlich in diesem Fall
der elektromagnetische Impuls des bewegten Elektrons nicht immer
die Richtung der Geschwindigkeit haben, so daB die elektromagne-
tischen Krifte ein Drehmoment auf das Elektron ausiiben werden.
Die Verhiltnisse sind jedoch, wie Laue®') betont hat, vollig analog
denjenigen beim Troufon-Nobleschen Versuch. So wie dort das elektro-
magnetische Drehmoment durch das vom elastischen Energiestrom
hervorgerufene kompensiert wird, erfolgt die Kompensation hier durch
den Energiestrom, der durch die oben erwihnten Zusatzterme im Im-

379) H. Poincaré, Rend. Pal. 21 (1906), p. 129, 1. c. Anm. 40).

880) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 204; Bemerkung hierzu von
A. Einstesn, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 206.

381) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 524, 1. c. Anm. 240).
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63. Elektron und spezielle Relativitiitstheorie. 153

puls-Energietensor dargestellt wird. Die Einfiihrung dieser Zusatz-
terme erweist sich nicht erst beim bewegten, sondern schon beim
ruhenden Elektron als notwendig. Die Ehrenfestsche Frage ist also
zu bejahen.

Es bleibt noch die Frage zu erdrtern, was von diesem theore-
tischen Standpunkt aus und was erfahrungsgemiB iiber die Dimen-
sionen des Elektrons ausgesagt werden kann. Erfahrungsgemdip wissen
wir heute mit ziemlich groBer Wahrscheinlichkeit, daB alle Materie
letzten Endes aus Wasserstoffkernen und Elektronen besteht. Alles
was wir bisher iber das Elektron sagten, gilt natiirlich auch fiir den
Wasserstoffkern. Die Erfahrung hat iiber die Dimension dieser Teil-
chen nur gelehrt, daB sie sicher nicht groBer als 102 em sind, d. h.
daB sich zwei solche Teilchen in dieser Entfernung in bezug anf die
Krifte, die sie aufeinander ausiiben, praktisch noch wie Punktladungen
verhalten. DaB die Dimensionen der Teilchen noch viel kleiner sind
als 10~ cm, wird durch die bisherigen Erfahrungen nicht ausge-
schlossen. Theoretisch kann man nur vom Standpunkte der Lorenmts-
schen Anschauungen aus bestimmte Aussagen machen, nimlich fol-
gende: Eine mit gleichm#Biger Oberflichenladung belegte Kugel vom

Radius @ hat die Energie .
et
ST

wenn e die in Heavisideschen Einheiten gemessene Gesamtladung be-
deutet. Aus (465) folgt dann
e! el
(466) M= tmac’ ®= Grmer
Eine Verinderung der Annahme iiber die Ladungsverteilung wiirde
nur den Zahlenfaktor modifizieren, nicht die GroBenordnung des a-
Wertes. Dieser ergibt sich aus den bekannten Ruhmassen fiir Elektron
und Wasserstoffkern, fiir ersteres von der GréBenordnung 10~ cm,
fir diesen entsprechend seiner grioBeren Masse ca. 1800 mal kleiner.
Es muB jedoch bemerkt werden, daf diese Betrachtung auf sehr
schwachen theoretischen Grundlagen steht. Sie beruht nimlich, wie
wir gesehen haben, auf folgenden Hypothesen:

1. Die Ladungsverteilung des ruhenden Elektrons (H-Kerns) ist
kugelsymmetrisch.

2. Der gesamte Impuls des bewegten Elektrons (H-Kerns) ist durch

den Ausdruck @ = ;— f [€D]dV der Maxwell- Lorentzschen Theorie

gegeben; diese wird also auch bei #uBerster Konzentration der La-
dungen und Felder noch als giiltig angenommen.
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Besonders die zweite Hypothese erscheint bedenklich. Eine em-
pirische Stiitze fiir die so berechneten Dimensionen, insbesondere fiir
die theoretische Forderung, daB der Radius des Wasserstoffkerns
wesentlich kleiner sein muB als der des Elektrons, 1iBt sich aus dem
bis jetzt gesammelten Erfahrungsmaterial in keiner Weise finden.%'*)

64. Die Theorie von Mie. Den ersten Versuch, eine Theorie
aufzustellen, welche von der Existenz der elektrischen Elementarteil-
chen Rechenschaft gibt, hat Mie*?) unternommen. Er stellte sich die
Aufgabe, die Feldgleichungen und den Impuls-Energietensor der Maz-
well-Lorentzschen Theorie so zu verallgemeinern, daB im Innern der
elektrischen Elementarteilchen den Coulombschen AbstoBungskriften
durch andere Krifte, die ebenfalls elektrischer Natur sind, das Gleich-
gewicht gehalten wird, auBerhalb der Teilchen jedoch die Abwei-
chungen von der gewdhnlichen Elektrodynamik unmerklich bleiben.

Das erste System der Maxwellschen Gleichungen

oF, , 0F; , oF,
(203 T+ e+ B =,
aus dem die Existenz eines Viererpotentials folgt,
9 oyt
(206) Fo= 33 - g%e

(vgl. Nr. 28), behilt Mie bei. Ferner wird der Viererstrom jedenfalls
die Kontinuititsgleichung

(197) s =0

erfillen miissen. Daraus folgt die Existenz eines Flichentensors
H* —= — H* welcher der Gleichung

. aHik
(467) § ="
geniigt. Dabei faBt H,, die Vektoren D und § zusammen, ebenso
wie F,, die Vektoren € und B. Man sieht, daB fir H* — F* die
Gleichungen in die der gewdhnlichen Elektrodynamik tibergehen und
daB sie formal mit denen der phinomenologischen Elektrodynamik in
ponderablen Korpern iibereinstimmen.

381a) Wir konnen in diesem Punkte der Darstellung in M. Borns Buch, Die
Relativititstheorie Einsteins, Berlin 1920, p. 192 nicht beistimmen.

382) G. Mie, Grundlagen einer Theorie der Materie, Ann. d. Phys. 37 (1912),
p. 511; 89 (1912), p. 1; 40 (1913), p. 1. Vgl. auch die Darstellung bei M. Born,
Gott. Nachr., math.-phys. K1. 1914, p. 23, wo die Analogie der Ableitung des
Impuls-Energiesatzes aus dem Wirkungsprinzip der Mieschen Theorie zur Ab-
leitung des Energiesatzes aus dem Hamiltonschen Prinzip in der gewohalichen
Mechanik herausgearbeitet wird. Ferner H. Weyl, Raum — Zeit — Materie, 1. Aufl.
1918, § 25, p. 165; 3. Aufl. 1920, § 25, p. 175.
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Nun bekommen aber diese Feldgesetze einen neuen physikalischen
Inhalt durch folgenden entscheidenden Ansatz: Die Vektoren H* und
s* sollen universelle Funktionen von F,, und @, sein:

(467a) B =uy(F, 9), s =uv(F,9)

Die ersten sechs Beziehungen unterscheiden sich von denen der phi-
nomenologischen Elektrodynamik wesentlich dadurch, daB H* auch
explizite von ¢; abhéingt. In der Mieschen Theorie haben nicht nur
Potentialdifferenzen, sondern auch der Absolutwert des Potentials eine
reale Bedeutung. Die Gleichungen bleiben nicht unveriindert, wenn
man @ durch @ - konst. ersetzt. Wir werden spiter sehen, daB aus
diesem Umstand der Mieschen Theorie eine ernstliche Schwierigkeit
erwichst. Die letzten vier Gleichungen (467a) sind fiir die Existenz
und die Bewegungsgesetze der materiellen Teilchen (Elektron und
H-Kern) wesentlich. In mehr oder weniger willkiirlicher Weise nennt
Mie @, und F;, Intensititsgrofen, s* und H* Quantititsgripen.

Durch (467a) werden nicht weaiger als zehn universelle Funk-
tionen in die Theorie eingefiihrt. Hier bringt jedoch das Energie-
prinzip, wie Mie gefunden hat, eine groBe Vereinfachung mit sich,
indem es gestattet, die zehn unbekannten universellen Funktionen auf
eine einzige zu reduzieren. Es zeigt sich namlich, daf aus (206) und
(467) nur dann eine Gleichung von der Form

83_1:’ + div©& =0 (W = Energiedichte, © — Energiestrom)
gefolgert werden kann, wenn eine Invariante L(F, ¢) (zunichst rela-

tiv zur Lorentz-Gruppe) existiert, aus der H* und § durch Differen-
tiation abgeleitet werden konnen:

oL ; 190L
(468) H"‘=-3F”‘, §=— 2 79)
so daB also gilt:
(468a) 0L = H*0F, — 250¢,

Eine einfache Rechnung zeigt dann, daB die Gleichungen (467) aus
dem Wirkungsprinzip
(469) 8fLaz=0

folgen, wenn die Variation die Bedingung erfiillt, daB die Beziehungen
(206) auch fiir das variierte Feld giiltig bleiben.

Uber die Invariante, L, die oft auch Weltfunktion genannt wird,
lassen sich einige allgemeine Aussagen machen. Zunichst sind die
einzigen voneinander unabhingigen Invarianten, die sich aus dem
Flachentensor F,, und dem Vektor ¢; bilden lassen, diese:
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1. Das Quadrat des Flichentensors F,,: 1 F, F'*

2. Das Quadrat des Vektors g,: ¢,

3. Das Quadrat des Vektors F¢*: F, ¢ Fi*q".

4. Das Quadrat des Vektors F¥g* oder, was dasselbe ist, des

Raumtensors F, ¢, + F,9; + F. ;.

L muf also eine Funktion dieser vier Invarianten sein. Wird L gleich
der ersten der genannten Invarianten, so degenerieren die Feldglei-
chungen der Mieschen Theorie in die gewdhnlichen Gleichungen der
Elektronentheorie fiir den ladungsfreien Raum. Es wird also L nur
innerhalb der materiellen Teilchen von §F, F* merklich verschieden
sein komnen. Weitere Aussagen lassen sich iiber die Weltfunktion L
nicht machen. Es gelingt nicht, die Moglichkeiten so weit einzu-

schriinken, daB man mit Notwendigkeit auf eine ganz bestimmte

Weltfunktion gefiihrt wird, vielmehr bleibt noch eine unendliche
Mannigfaltigkeit von Moglichkeiten iibrig.

Wir miissen nun noch den Impuls-Energietensor 7', als Funktion
der FeldgroBen ermitteln. Die zugehorigen Rechnungen vereinfachen

sich nach Hilbert®) und Weyl®®) auBerordentlich, wenn man die

Mieschen Feldgleichungen in einer der allgemeinen Relativititstheorie
angepaBten Form schreibt und dann die in Nr.55 eingefiithrte Methode
des Variierens der g,, anwendet. Erst dann treten die formalen Zu-
sammenhiinge klar hervor. Wir haben dies durch die Schreibweise
der vorangehenden Formeln schon vorbereitet und sind darin formal
von Mie abgewichen, der sich in seinen Arbeiten von 1912 und 1913
nattirlich auf den Boden der speziellen Relativititstheorie stellte. Zu-
nichst bleibt genau wie bei der gewShnlichen Elektrodynamik in Nr. 54
das Gleichungssystem (203), (208) auch in einem beliebigen G-Feld be-

stehen, dagegen sind (197), (467) zu ersetzen durch

o
(197&) ’a‘xt == 0,
; a_@ik
(467b) F=Tm

Wir bemerken mit Weyl, daB die ,QuantititsgroBen® jetzt als Tensor-
dichten (d.h. mit )/— g multipliziert) auftreten, wihrend die ,Intensitéits-
groBen“ gewdhnliche Tensoren bleiben. Die Beziehungen (468), (468a)
und das Hamiltonsche Prinzip (469) bleiben ebenfalls bestehen, letzteres
kann natiirlich auch geschrieben werden

(469a) 8 [Rdz =0.

383) D. Hilbert, Grundlagen der Physik I, L. c. Anm. 99).
384) H. Weyl, Raum — Zeit— Materie, 1. Aufl. 1918, p. 184f; 3. Aufl.
(1920), p. 199,
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Um den Energietensor T, zu finden, brauchen wir nur die Variation
der Wirkungsfunktion bei Variation des G-Feldes zu bestimmen. Da
hier L von den Ableitungen der g,, unabhingig ist, muB bei konstant
gehaltenem elektromagnetischen Feld einfach gelten

08 = I, dg%,
also

@)  T,= % L, 1p=2k

agt § T ogt
Setzt man andererseits in den aus (468a) resultierenden allgemeinen
Ausdruck

ke 1 g
g — ?L(Y,.‘.

¢L ¢ . in ;
0L = ;2339 + H*3F,, — 253,

speziell eine solche Variation der FeldgroBen, die einer infinitesimalen
Koordinatentransformation entspringt, so wie sie durch (163), (164) ge-
geben wird, so muB 0L identisch verschwinden. D). h. es muB gelten
98 (9L ., . _
23_xk (égirg *— HYF,, + s"(p,.):O,
was nur moglich ist, wenn die Klammer selbst identisch verschwindet.

Setzt man endlich den hieraus folgenden Wert fiir %‘If; g* in (470)
ein, so erhilt man '
(470) T} =H"F, — s'¢,— 3 Lo}

Aus der Ableitung geht hervor, daB die zughorigen kovarianten Kom-
ponenten T, symmetrisch sind. Ferner konnen wir auf Grund der

Ergebnisse der Nr. 55 ohne weiteres sagen, daB der Impulsenergiesatz,
der bei Abwesenheit von Gravitationsfeldern die Form

0T
(341) o = 0
und in Gravitationsfeldern die Form
. aIJ‘ 1 s Eg,., —

annimmt, eine Folge der Feldgleichungen ist. Der Ausdruck (470)
fiir den Impuls-Energietensor ist identisch mit demjenigen, zu dem be-
reits Mie durch direkte Ausrechnung gelangt war.

Wir wenden uns nun wieder zur Frage nach dem Bewegungs-
gesetz und der Existenzmdoglichkeit von materiellen Teilchen. In der
gewohnlichen Elektrodynamik ist die elektrische Feldstirke definiert
als die auf die (ruhende) Ladung wirkende Kraft. Diese einfache Be-
deutung der Feldstirke ist in der Mieschen Theorie im Innern der
materiellen Teilchen nicht mehr vorhanden, vielmehr ist ja die pondero-
motorische Kraft {iberall stets gleich Null: Dennoch bleibt die prak-
tische Bedeutung der Gesamtladung des Teilchens bestehen. Betrachten
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wir ndmlich ein elektrisches Elementarteilchen, das sich in einem
duBeren Feld befindet. Fiir diesen Fall folgt aus (341) fir +=1,2,3:

2 f TAda' do?da® — — f(z',.*nk)da (k=1,2,3)
(n, = Einheitsvektor in Richtung der Flichennormale.)

Hierin erstrecken wir das zweite Integral iiber eine hinreichend vom
materiellen Teilchen entfernte Fliche. Da auf ihr die gewdhnliche
Elektrodynamik gilt, hat das Oberflichenintegral den gleichen Wert
wie in dieser, d.h. es stellt die Lorentzsche Kraft dar. Wir haben
hiermit nach dem Vorgang von Mie eine elektrodynamische Begriin-
dung des Bewegungsgesetzes (210) fiir das Elektron gegeben. Zugleich
sehen wir, daB die Ruhmasse m, des materiellen Teilchens gemdB dem
Satz der Triigheit der Energie sich bestimmt aus

(471) my=To— _ J Tpdatda*da

Fiir T,* ist der aus (470) resultierende Ausdruck einzusetzen.

Mie setzt das Feld des ruhenden Elektrons statisch und kugel-
symmetrisch an. Letztere Annahme ist zwar, wie in der vorigen Nr.
erliutert wurde, durch unser tatsichliches Wissen allein nicht ge-
rechtfertigt, empfiehlt sich aber doch wegen ihrer Einfachheit. Man
hat dann diejenigen Losungen der Feldgleichungen aufzusuchen, die
iiberall — sowohl fiir r =0, als auch fiir r = co — regulir sind.
Von derjenigen Weltfunktion, die der Wirklichkeit entspricht, hat
man zu fordern, daB sie fiir jede Elektrizititsart eine und nur eine
solche Losung ergibt. Es ist bisher nicht gelungen, eine Weltfunktion
zu finden, die diese Forderung erfillt. Die bisher diskutierten Ansitze
fir L fihren vielmehr zu der der Erfahrung widersprechenden Folge-
rung, daB Elementarteilchen mit beliebigen Werten der Gesamtladung
moglich sind. Man darf aber deshalb die Miesche Elektrodynamik
noch nicht verwerfen, weil durchaus nicht nachgewiesen ist, ob es nicht
doch eine Weltfunktion gibt, die mit der Existenz bestimmter Elementar-
teilchen im Kinklang ist.

Eine viel ernstere Schwierigkeit scheint uns in folgendem bereits
von Mie bemerkten Umstand zu liegen. Wenn wir eine Losung fiir
das elektrostatische Potential ¢ eines materiellen Teilchens von der
verlangten Art gefunden haben, so wird ¢ +- konst. nicht wieder eine
Losung sein, weil in die Feldgesetze der Mieschen Theorie der Absolut-
wert des Potentiales eingeht. Das materielle Teilchen wird also in
einem konstanten duferen Potentialfeld nicht existensfihig sein. Es
scheint uns dies ein sehr schwerwiegender Einwand gegen die Miesche
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Theorie zu sein. Bei den in den folgenden Nrn. zu besprechenden
Theorien tritt eine derartige Schwierigkeit nicht auf.

Es mu8 noch ein Versuch von Weyl erwiihnt werden, die Asym-
metrie der beiden Elektrizititsarten auf Grund der Mieschen Theorie
verstindlich zu machen. Ist die Weltfunktion L keine rationale Funk-
tion von Vg,¢, so kann man

fir g¢'>0, L—={FF"+w(+Ve9)

fir 9,¢'<0, L=}F,F*+w(—Vp9)
setzen. w bedeutet darin irgendeine nicht gerade Funktion. Die
Feldgleichungen bleiben dann im statischen Fall bei Vertauschung
von @ mit — ¢ (positiver und negativer Elektrizitit) nicht invariant.
Allgemein ist die Moglichkeit vorhanden, wenn L eine mehrdeutige
Funktion der 4 oben erwihnten Fundamentalinvarianten ist, fiir die
positive Elektrizitit den einen, fiir die negative den anderen eindeutigen

Zweig dieser Funktion als Weltfunktion zu wahlen. Wir kommen in
Nr. 67 auf diese Moglichkeit zuriick.

65. Die Theorie von Weyl. In einer Reihe von Arbeiten3®)
hat Weyl eine tiberaus tiefgehende, auf einer Verallgemeinerung der
Riemannschen Geometrie basierende Theorie entwickelt, die beansprucht,
alles physikalische Geschehen auf Gravitation und Elektromagnetismus
und diese Erscheinungen selbst wieder auf die Weltmetrik zuriick-
zufithren. Ihre Grundlagen und bisherigen Ergebnisse mogen an dieser
Stelle besprochen werden, weil die Theorie auch iiber die Natur der
materiellen Teilchen bestimmte Aussagen macht.

a) Reine Infinitesimalgeometrie. Eichinvarianz. Der Ubergang
der euklidischen Geometrie zur Riemannschen wird nach Abschn. II
dadurch vollzogen, daB die Ubertragung der Richtung eines Vektors
vom Punkt P zum Punkt P’ nicht mehr als vom Zwischenweg un-
abhéingig angenommen wird. Weyl geht nun noch einen Schritt weiter,
indem er auch eine entsprechende Abhingigkeit der Langeniibertragung
zuliBt. Es ist dann nur mehr méglich, an einem und demselben Welt-
punkt gemessene Liangen miteinander zu vergleichen, nicht aber solche
in verschiedenen Weltpunkten. Dem entspricht es, daB nur mehr die
Verhiltnisse der g,, zu einander durch Messungen ermittelbar sind,
nicht diese GroBen selbst. Legen wir zunichst die Absolutwerte der
g, irgendwie willkiirlich (in stetiger Weise) fest und definieren

~ ds? =g, dz‘dz*
385) H. Weyl, Berl. Ber. 1918, p. 465; Math. Ztschr. 2 (1918), p.384; Ann.

d. Phys. 59 (1919), p. 101; Raum—Zeit —Materie, 3. Aufl. (1920), II. Kap. und
IV. Kap. § 34 u. 35, p. 242ff.; Phys. Ztschr.

und
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als das Lingenquadrat eines MaBstabes, wenn da' die Koordinaten-
differenzen seiner Enden sind. (Wir sprechen hier und im folgenden
der Kiirze halber von der Linge eines MaBstabes, natiirlich gilt aber
im Fall eines zeitartigen Linienelementes das gleiche fiir die Periode
einer Uhr) Verschiebt man dann den MaBstab lings einer be-
stimmten Kurve 2* = 2/(f) vom Punkt P’(f{) zum Punkt P’ (f + di),
so wird sich das Lingenquadrat ds® =1 dabei verindern, und zwar
wollen wir axiomatisch annehmen, daB es sich immer um einen be-
bestimmten Bruchteil von ! &ndern wird:

(472) Bl
wo @ eine bestimmte Funktion von # ist, die nicht mehr von 7 ab-

hingt. Als zweites Axiom fithren wir ein, daB E(tz nur von den ersten

%iti der Koordinaten abhingt. Da ferner die

Gleichung (472) fiir eine beliebige Wahl des Parameters ¢ giiltig sein

Differentialquotienten

. s
muB, mupB %%’ eine homogene Fumktion ersten Grades der %

Wir konnen diese Funktion weiter spezialisieren, wenn wir den in
Nr. 14 erliuterten Begriff der Parallelverschiebung in unsere Betrach-
tungen mit einbeziehen. Dieser Begriff wurde dort durch zwei Forde-
rungen festgelegt, von denen die eine die Unverinderlichkeit der Kom-
ponenten eines Vektors bei infinitesimaler Parallelverschiebung in einem
passend gewdhlten Bezugssystem ausspricht, wihrend die zweite die Un-
verinderlichkeit der Linge eines Vektors bei der Parallelverschiebung
zum Ausdruck bringt. Die erste Annahme konnen wir unverdindert
beibehalten; sie fihrt zum Ausdruck (64) fir die Anderung der
Vektorkomponenten:

sein.

g, dat,,
(64) ar =L
mit
(65) I, =1TI.

Die zweite Annahme aber verliert hier offenbar ihren Sinn, weil zwet
Vektoren in verschiedenen Punkten der Linge nach nicht mehr ver-
glichen werden kénnen. Sie ist vielmehr zu ersetzen durch die Forde-
rung, daB sich bei Parallelverschiebung die Lange gemiB (472) ver-
andern soll:

(473) OB = 5 &) = — g, 8807

Setzt man (64) ein, so folgt zunichst, daB ‘;—f eine Linearform der %z—r

l
sein muB:
(474) dp = @,da'".
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Nur dann ist also eine Parallelverschiebung mdglich. Weiter ergibt
sich mit

(66) Iy

ire

=g I}

rs)
09:r
(475) —ag_x_: + gir(p: = Fr,i: + Fr,t’:'

Die geoditischen Komponenten der Weylschen Geometrie sind also
von denen der Riemannschen verschieden. Wir wollen immer die
Ausdriicke der letzteren, die im Fall g, = O aus ersteren hervorgehen,
durch einen Stern kennzeichnen. Sind also I, die GréBen (69), so ist

(476) n’r' = r':” + %(gir P, + 9isPr — 9rs q)i) .

Wir hatten die Absolutwerte der g, vollstindig willkiirlich fest-
gelegt. Statt des Wertesystems g,, hitten wir ebenso gut ein Werte-
system Ag,, verwenden kinnen, wo 4 eine beliebige Ortsfunktion ist.
Alle Lingenelemente wiren dann mit A zu multiplizieren, und nach

(472) hatten wir statt @, das Wertesystem ¢, — olog @, — 1 03

W T o
gefunden. Das Festlegen des Faktors 1, der Eichung, in der Geo-
metrie von Weyl ist nun der Wahl der Koordinaten in der Riemann-
schen Gleometrie durchaus an die Seite zu stellen. So wie wir dort die
Invarianz aller geometrischen Beziehungen und physikalischen Gesetze
gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen gefordert haben, miissen
wir hier auferdem moch ihre Invarianz gegeniiber den Substitutionen
(417) T = 49, ¢i=¢i_% 50_:”

F::: = gikrk,rn

d.i. Abinderungen der Eichung fordern (Eichinvarianz).

b) Elekiromagnetisches Feld wnd Weltmetrik. Aus (472) folgt
durch Integration

P
log i [q),.dx‘,
>
Joidai
(478) lp =lpe’

Ist die Linearform ¢;dz’ ein vollstindiges Differential, so ist die Liinge
eines Vektors, vom Weg, auf dem er transportiert wird, unabhingig,
und wir kommen auf den Riemannschen Fall zuriick. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir ist das Verschwinden der Ausdriicke

(479) F,=3%_ 0%

In der Tat léBt sich in diesem Fall nach (477) der Vektor p; durch
passende Wahl der Eichung stets vollstindig zum Verschwinden bringen.
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Im allgemeinen Fall werden jedoch die GroSen F;, von Null ver-
schieden sein. Sie bilden dann die kovarianten Komponenten eines
Flichentensors, die iiberdies bei Knderungen der Eichung nach (477)
unverindert bleiben. Sie geniigen ferner den Gleichungen
oF,, . 2F,; |, ¢F

(480) 28 T o0 T 55 =0

die eine Folge von (479) sind. Man sieht, daB die Beziehungen (479),
(480) vollstindig gleichlauten mit den Gleichungen (206), (203) der
Elektronentheorie. Die Analogie geht aber noch weiter. Wenn man
(entgegen den Annahmen der Mieschen Theorie) der Ansicht ist, daB
die elektromagnetischen Erscheinungen primér nur durch den értlichen
und zeitlichen Wechsel der Feldstirken bedingt werden, die Potentiale
dagegen nur die Bedeutung von mathematischen HilfsgroBen haben,
so sind alle Potentialwerte ¢,, die zu den gleichen Feldstirken F;,
fiihren, physikalisch vollkommen gleichwertig, so daB in ersteren ein

Gradient % unbestimmt bleibt. Genau das gleiche gilt aber, wie wir

gesehen haben, fiir den metrischen Vektor ¢;,. Dies fiihrt dazu, mit
Weyl beide GroBenreihen ¢;, F,, zu identifizieren: Der melrische Vek-
tor @,, der nach (478) das Verhalten der Lingen bestimmt, soll (bis auf
einen numerischen Faktor) mit dem elektromagnetischen Viererpotential
identisch sein. So wie in der Einsteinschen Theorie die Gravitations-
wirkungen mit dem Verhalten von MaBstiben und Uhren innig ver-
kniipft sind, derart, daB jene aus diesem eindeutig folgen, gilt in der
Weylschen Theorie fiir die elektromagnetischen Wirkungen das gleiche.
In dem angegebenen Sinne erscheinen Gravitation und Elektrizitit in
dieser Theorie beide als Ausflub der Weltmetrik.

Diese Auffassung muB Weyl jedoch nachtriglich modifizieren.
Die Grundannahmen der Theorie fiihren nimlich in dieser Gestalt,
wie Einstein®®) betont hat, zuniichst zu Folgerungen, welche der Er-
fahrung zu widersprechen scheinen. Denken wir uns ein elektrostatisches
Feld verbunden mit einem statischen G-Feld. Die riumlichen Kom-
ponenten ¢, (¢ = 1,2, 3) verschwinden dann, und die zeitliche Kom-
ponente ¢, = ¢ sowie die g, sind von der Zeit unabhingig. Die
Eichung ist dadurch bis auf einen konstanten Faktor festgelegt. Wenden
wir die Beziechung (478) auf die Periode r von ruhenden Uhren an,
so folgt sofort
(481) T = 1,€*%,
wo « ein Proportionalititsfaktor ist. Der Sinn dieser Gleichung ist

326) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 478, mit der nachfolgenden Erwide-
rang Weyls.
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dieser. Es mogen sich zuerst zwei gleich beschaffene Uhren U, U, mit
gleicher Ganggeschwindigkeit an der Stelle P; mit dem elektrostatischen
Potential ¢, befinden. Die Ubr U, mége dann ¢ sec. lang an eine
Stelle P, mit dem Potential ¢, und dann wieder nach P, zuriick-
gebracht werden. Das Resultat wird sein, daB die Ganggeschwindig-
keit der Ubhr U, gegeniiber der von U, um den Faktor e-*@:—9)¢ ver-
groBert bzw. verkleinert sein wird (je nach dem Vorzeichen von «
und von @, — ¢,). Insbesondere miiBte sich dieser Effekt bei den
Spektrallinien einer bestimmten Substanz zeigen, und es kdnnte iiber-
baupt nicht Spektrallinien von bestimmter Frequenz geben. Denn
wenn auch & noch so klein ist, so wiirden nach (481) die Unterschiede
im Laufe der Zeit beliebig anwachsen. Demgegeniiber nimmt Weyl
jetzt folgenden Standpunkt ein. Der ideclle Prozef der komgruenten
Verpflansung von Weltstrecken, wie er durch (472) festgelegt wird, hat
nichis eu tun mit dem realen Verhalten von Mapstiben und Uhren; das
metrische Feld darf nicht direkt durch die diesen Mefinstrumenten entnom-
menen Angaben definiert werden. Die GroBen g,, und g, sind dann im Gegen-
satz zum Linienelement ds® der Einsteinschen Theorie prinzipiell nicht
mehr durch direkte Beobachtungen ermittelbar. Dieser Verzicht er-
scheint sehr schwerwiegend. Wenn jetzt auch kein direkter Wider-
spruch zur Erfahrung vorhanden ist, so scheint die Theorie dadurch
doch vom physikalischen Standpunkt aus ihrer inneren Uberzeugungs-
kraft beraubt.®") So ist jetzt z. B. der Zusammenhang zwischen Elektro-
magnetismus und Weltmetrik kein eigentlich physikalischer, sondern
ein rein formaler. Denn es besteht gar kein unmittelbarer Zusammen-
hang mehr zwischen den elektromagnetischen Erscheinungen und dem
Verhalten von MaBstiben und Uhren, sondern nur mehr ein Zusammen-
hang zwischen jenen und dem durch mathematische Definition als kon-
gruente Vektorverpflanzung bezeichneten ideellen ProzeB. Ubrigens
lassen sich ja fiir einen Zusammenhang zwischen Weltmetrik und
Elektrizitit nur formale, keine physikalischen Griinde geltend machen,
ganz im Gegensatz zu dem Zusammenhang zwischen Weltmetrik und
Gravitation, welcher in der Gleichheit von schwerer und triiger Masse
eine kriftige empirische Stiitze findet und eine zwingende Konsequenz
des Aquivalenzprinzips und der speziellen Relativititstheorie ist.

¢) Der Tensorkalkiil in Weyls Geometrie. Bevor wir zur Auf-
stellung der Feldgesetze schreiten, miissen wir noch die formalen
Regeln zur Aufstellung eichinvarianter Gleichungen kurz darlegen.

387) A. Einstein glaubt, daB die Theorie auch in dieser Fassung der Wirk-
lichkeit gegeniiber nicht standhalten wird (Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 6561, ferner
wAther und Relativititstheorie®, Berlin 1920; Rede gehalten in Leiden.)
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Es ist klar, daB in der Weylschen Theorie der Tensorbegriff so modi-
fiziert werden muB, da8 ein Gleichungssystem, welches das Verschwinden
aller Komponenten eines Tensors ausdriickt, nicht nur bei beliebiger
Anderung der Koordinaten, sondern auch bei beliebiger Anderung der
Eichung nach (477) invariant bleibt. Und zwar erweist es sich als
zweckmiBig, nur diejenigen GroBen Tensoren zu nennen, die sich bei
einer Transformation (477) bloB mit einer Potenz A° von i multi-
plizieren; e heiBt das Gewicht des Tensors. So ist g,, vom Gewicht 1,
¢** vom Gewicht — 1, /—g in einer vierdimensionalen Welt vom
Gewicht 2, I, ist nach (64) oder (476) absolu¢ eichinvariant, d. h. vom
Gewicht 0.

Alle diejenigen Operationen, die allein auf dem Begriff der Parallel-
verschiebung fuBen, lassen sich naturgemiB sofort auf die Weylsche
Geometrie iibertragen, nur muB man fiir die I';, statt der Ausdriicke
(66), (69) die Ausdriicke (66), (476) setzen. So lassen sich auch hier
geoditische Linien definieren durch die Forderung, daB ihre Tangenten
stets sich selbst parallel bleiben sollen; sie geniigen wieder den Glei-
chungen (80). Die Gleichungen (77a) [u,u' = konst.] sind jedoch nach
(472), (474) zu ersetzen durch

:; (uw) = — (u,w') (pyu’) .

Ist speziell an einer Stelle der geoditischen Linie w4 = 0, 8o bleibt
diese Beziehung dauernd bestehen. Hierauf beruht die Moglichkeit,
geoditische Nullinien festzulegen. Die Eigenschaft der geoditischen
Linien, zugleich die kiirzesten zu sein, fillt in der Weylschen Geo-
metrie weg, weil der Begriff der Kurvenlinge hier sinnlos wird. Wie
in Nr. 16 gelangt man ferner durch Parallelverschieben eines Vektors
lings einer geschlossenen Kurve zum Kriimmungstensor

ory /]
(86) Rip = — 20
Die hier angeschriebenen Komponenten sind vom Gewicht 0, die Kom-
ponenten R, infolgedessen vom Gewicht 1. Die Symmetrieverhalt-
nisse bei diesem Kriimmungstensor sind jedoch andere als die beim
Riemannschen, die durch (92) bestimmt sind. Weyl hat dies noch
niher ausgefithrt und auch den Ausdruck (86) fir den Kriimmungs-
tensor durch Einsetzen von (476) explizite ausgerechnet. Ebenso wie
in Nr. 17 ergibt sich auch der verjingte Krimmungstensor R,, (94),
dessen kovariante Komponenten das Gewicht Null haben, sowie die In-
variante R (95) vom Gewicht — 1. SchlieBlich bleiben alle Operationen
der Nr. 19 und 20 auch in der Tensoranalysis der Weylschen Theorie

+ FI‘QR‘;'_ I‘}hana‘.
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bestehen, wenn erstens die differenzierten Komponenten von Tensoran
oder Tensordichten von Gewicht O sind und zweitens fiir die GroBen
I'r, wie oben die durch (66) und (476) bestimmten Ausdriicke ge-
nommen werden. Man wird bemerken, daB es zum Beweis der meisten
angefiihrten Sitze vollstindig ausreicht zu wissen, daB mit Hilfe der
GroBen I, der, Begriff der Parallelverschiebung gemiB (64) in in-
varianter Weise festgelegt wird, ohne daB der Zusammenhang mit den
metrischen GroBen g,;, @, bekannt zu sein braucht. In den letzten Dar-
stellungen seiner Theorie hat Weyl diesen Umstand stark betont, indem
er den Aufbau der Geometrie in drei Stufen vollzieht. In der ersten
werden diejenigen Sitze entwickelt, die in einer beliebigen Mannig-
faltigkeit gelten, in der zweiten die auf dem Begriff der Parallel-
verschiebung (,affiner Zusammenhang“ nach Weyl) fuBenden Be-
ziehungen und endlich in der dritten die Folgerungen aus der Existenz
der beiden metrischen Fundamentalformen: der quadratischen g,,d2*da*
(Gravitation) und der linearen @,dz* (Elektrizitit). Die Verkniipfung
dieser beiden in den friitheren Theorien getrennten Erscheinungsgebiete
kommt auch formal dadurch zum Ausdruck, daB die g;, und @, in den
geoditischen Komponenten I'/, und somit auch in den meisten anderen
eichinvarianten Gleichungen beide gleichzeitig vorkommen.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die physikalischen Anwendungen
sind die Modifikationen und Erweiterungen, welche die in Nr. 23 an-
gestellten Uberlegungen tiber infinitesimale Koordinatentransformationen
und Integralinvarianten in der Weylschen Theorie erfahren. Zundchst
treten neben die infinitesimalen Koordinatentransformationen als gleich-
berechtigt die infinitesimalen Anderungen der Eichung. Fiir diese gilt
nach (477) mit A =1 4 e=(2):

482) gy —emgy (00" = —eagh), Odg=— i

Sodann fithren in der Weylschen Theorie offensichtlich nur skalare
Dichten % vom Gewicht Null zu Integralinvarianten f Wdz. Die

zugehorigen Skalare sind dann wegen des Faktors /— g in einer
vierdimensionalen Welt vom Gewicht — 2. Skalare von dieser Art
werden deshalb im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Unter ihnen
gibt es vier, die rational aus den Komponenten des Kriimmungstensors
gebildet sind:

(483) 1 FaF% Ry, R, R,RY, RVY)

888) DaB die angegebenen Invarianten die einzigen dieser Art sind, beweist
R. Weitzenbock, Wien. Ber. math.-nat. Kl., Ila, 129 (1920).
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Die im Wirkungsprinzip der Einsteinschen Theorie auftretende In-
variante R ist dagegen vom Gewicht — 1. Weyl hebt hervor, daB
durch den Umstand, daB die zu (483) gehdrenden skalaren Dichten
das Gewicht O haben, eine vierdimensionale Welt vor einer metrischen
Mannigfaltigkeit von anderer Dimensionszahl ausgezeichnet ist. In
der Tat lieBen sich in letzteren keine skalaren Dichten mit dem Ge-
wicht 0 von so einfachem Bau konstruieren.

d) Feldgesetze und Wirkungsprinsip. Physikalische Folgerungen.
Wir miissen nun die eichinvarianten Naturgesetze aufsuchen. Nach
Weyl miissen sich alle Vorginge auf elektromagnetische und Gravi-
tationswirkungen zuriickfihren lassen. Es sind also die 14 unab-
hiingigen ZustandsgroBen ¢, g, vorhanden. Da aber zur Invarianz
gegeniiber Koordinatentransformationen noch die Eichinvarianz hinzu-
kommt, miissen in der allgemeinen Losung der Feldgleichungen jetzt
b statt 4 willkiirliche Funktionen vorkommen, weshalb auch zwischen
den 14 Feldgleichungen 5 Identititen bestehen miissen. Wir werden
sehen, daB analog wie in der Einsteinschen Theorie die 4 Identititen
den Tmpuls-Energiesatz aussprechen, hier die 5. Identitdt den Satz von
der Erhaltung der Ladung ausspricht.

Man wird zuniichst versuchen, die Maxwell-Lorentzschen Glei-
chungen beizubehalten und auch den Energietensor der Materie mit
dem Maxwellschen zu identifizieren und in den Einsteinschen Glei-
chungen bloB den Kriimmungstensor der Riemannschen Geometrie
durch den der Weylschen Theorie zu ersetzen. Es zeigt sich jedoch,
daB nur ersteres, nicht aber letzteres mdglich ist. Untersuchen wir
zuerst die Maxwellsche Theorie. Das erste System der Maxwellschen
Gleichungen ist, wie schon bemerkt wurde, von Haus aus erfiillt. Da
aber die Feldstirken F), vom Gewicht Null sind, gilt in einer vier-
dimensionalen Welt dasselbe von den kontravarianten Komponenten ¥
der zugehorigen Tensordichte. Die Gleichungen

B _

ot
sind deshalb eichinvariant: Die Maxwellschen Gleichungen bleiben in-
variant, wenn man g,, durch Ag,, ersetzt. Der Satz von Baleman, daB
die Maxwellschen Gleichungen gegeniiber konformen Transformationen
invariant sind (Nr. 28), ist hierin als Spezialfall enthalten. In der
Tat fiihrt eine solche Transformation die Normalwerte d} der g,;, die
in der speziellen Relativititstheorie Geltung haben, in 1d,, iiber. Die
Eichinvarianz der Maxwellschen Gleichungen hingt damit zusammen

daB das Wirkungsintegral J = f LF, &'*dz, aus dem sie hervorgehen,
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selbst eichinvariant ist. — Wir wollen hier noch die Bemerkung ein-
fiigen, daB das in Nr.30, Gl (223) als scheinbar zufillig erwihnte
Verschwinden des Skalars des Maxwellschen Energietensors ebenfalls
in der Eichinvarianz dieses Wirkungsintegrals seinen Grund hat. Die
Variation desselben liefert nimlich nach Nr. 55 bei konstant gehal-

tenen F,?
nen Sa 87 — [©,8g*dz.

Sucht man nun die Bedingung dafiir, daB J bei der infinitesimalen
Eichiinderung 4 = 1 + &x(z) unverdndert bleibt, so folgt nach (482)
direkt ©f=0, w. z. b. w.5),

Ganz anders wie mit der Maxwellschen verhilt es sich mit der
Einsteinschen Theorie. Schon das Gesetz, da8 dic Weltlinien von
Masgsenpunkten und Lichtstrablen geoditisch sind, gilt in der Weyl-
schen Theorie nicht allgemein. Der Massenpunkt bewegt sich nur bei
Abwesenheit von elektromagnetischen Feldern auf einer geoditischen
Weltlinie, und fiir den Lichtstrabl verliert die Gleichung der geoditi-
schen Linie ihren Sinn, weil schon bei Abwesenheit von Gravitations-
feldern die Glieder, welche das Viererpotential g, enthalten, osszillie.
rende Funktionen von der Periode des Lichtes in die Gleichung der
geoditischen Linie hineinbringen. Nur die eichinvariante Gleichung

g datdzt =0
des Nullkegels bleibt fiir die Weltlinien der Lichtstrahlen zu Recht
bestehen. Der Versuch, die Feldgleichungen der Einsteinschen Theorie
fir die Theorie von Weyl dadurch nutzbar zu machen, daB man an
Stelle der Riemannschen KrimmungsgroBen die allgemeineren Weyl-
schen setzt, scheitert endlich daran, daB in der Gleichung

G=—=xT,

389) Da niimlich J die g, nur in Gestalt der eichinvarianten F; enthalt,
brauchen wir hier die g; nicht zu variieren. — Dieser Zusammenhang li8t eine
interessante Anwendung auf die Nordstromsche Gravitationstheorie zu. Da hier
das Linienelement, wie in Nr. 56 erwahnt wurde, die Form

dst = ¢P2(da:‘)’
i

annimmt, folgt zundichst aus der Eichinvarianz der Maxwellschen Gleichungen,
daB diese in der Nordstromschen Theorie auch in Gravitationsfeldern unver-
iindert giiltig bleiben, daB somit Gravitationsfelder elektromagnetische Vorginge
nicht beeinflussen (z. B. keine Krimmung der Lichtstrahlen). Umgekehrt erzeugt
wegen des Verschwindens des Maxwellschen Energieskalars in der Nordstrom-
schen Theorie die elektromagnetische Energie keine Gravitationsfelder, da in die
Feidgleichungen der Gravitation nur der Energieskalar eingeht. Nach Obigem
hat auch dieser Umstand seinen formalen Grund in der Eichinvarianz der Max-
wellschen Gleichungen.
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die linke Seite vom Gewicht O, die rechte vom Gewicht — 1 wire;
letzteres sieht man leicht am Beispiel des Maxwellschen Energieten-
sors. Es liegt dies daran, daB das Wirkungsintegral f Rdz, aus dem
die Einsteinschen Feldgleichungen hervorgehen, nicht eichinvariant ist,
da der Integrand das Gewicht 1 statt O hat. Wenn man also am
Prinzip der Eichinvarianz festhilt, muB man die Einsteinschen Feld-
gleichungen verlassen. Die letzte Bemerkung deutet aber bereits auf
den Weg hin, wie man zu eichinvarianten Feldgleichungen gelangen
kann. Man hat ein Wirkungsprinzip

(484) 8 [Baz =0

aufzustellen, in dem das Integral auch gegeniiber Abweichungen der
Eichung invariant ist. Ist allgemein bei Variieren von ¢, und g,,,
falls die Variationen am Rand verschwinden:

(485) 8 [Baz — [(wg,+ Biray,)dz,
so sind
(486) w,=0, BWt=0

die Naturgesetze. Indem man die Bedingungen dafiir aufsucht, daB
das f Wdx gegeniiber infinitesimalen Koordinatentransformationen und
infinitesimalen Anderungen der Eichung invariant ist, erhilt man

5 Identititen zwischen diesen 14 Gleichungen, sowie es oben aus
Griinden der Kausalitit gefordert wurde, ndmlich:

(487) aa—“’- + B=0
X

oBr

oot

Ferner folgt aus der Betrachtung von solchen Variationen des Wir-

kungsintegrals, die am Rande nicht verschwinden, die Moglichkeit,

aus der Wirkungsinvariante in bestimmter Weise eine Vektordichte f*

und die Dichte eines Affintensors &} zu konstruieren, welche die
Beziehungen

(488)

- I‘l;%r' + %EkmkE O :

3 3 k k
(489) o 0w 98 9B

— un =
oz ozt oat

ll

o
identisch erfiillen, ohne selbst zufolge der Naturgesetze zu verschwin-
den. Weyl bezeichnet deshalb {* als den Viererstrom, &} als Energie-
komponenten. Wir sehen daraus: Der Satz von der Erhaltung der La-
dung tritt dem Satz von der Erhaltung der Emergie in der Weylschen
Theorie als formal durchaus gleichberechtigt an die Seite. Beide Siitze
folgen auf doppelte Weise aus den Naturgesetzen, was die notwendigen
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5 Identitiiten swischen denselben liefert. Die Komponenten der Total-
energie, die auch schon in der Einsteinschen Theorie nur einen Affin-
tensor bilden, d. h. nur gegentiber linearen Transformationen kovariant
sind, konnen jetzt nicht mehr in einen von der Gravitation und einen
von der eigentlichen Materie herrithrenden Anteil zerlegt werden; einen
Impuls-Energietensor T} der Materie gibt es hier also iiberhaupt nicht
mehr. Man muB zugeben; daB das Wirkungsprinzip diese Zusammen-
hiinge in iiberaus einfacher und fibersichtlicher Weise erkennen 1:i8t.
Wir mochten jedoch hinzufiigen, daB es vom physikalischen Stand-
punkt durchaus nicht selbstversténdlich ist, daB sich die Naturgesetze
aus einem Variationsprinzip ableiten lassen. Vielmehr scheint es na-
turgemiBer, die Naturgesetze aus rein physikalischen Forderungen ab-
zuleiten, so wie es fiir die Einsteinsche Theorie in Nr. 56 geschehen ist.

Um weitere Folgerungen ziehen zu konnen, muB man nun spe-
zielle Ansitze filr die Wirkungsfunktion machen. Die Zahl der Mog-
lichkeiten ist hier zwar nicht so groB wie in der Theorie von Mie.
Wihrend dort niimlich aus irgendwelchen Invarianten Jj, J,, ...
durch eine beliebige Funktion f(J),J,,...) eine neue Invariante ab-
geleitet werden konnte, ist dies hier nicht mehr der Fall, weil die
Invarianten vom Gewicht — 2 sein miissen, damit die zugehorigen
skalaren Dichten das Gewicht O haben. Es fiihrt deshalb hochstens
eine homogene Funktion ersten Grades dieser Invarianten zu einer
neuen zulissigen Wirkungsfunktion. Immerhin bleibt die Mannigfaltig-
keit der zuldssigen Wirkungsfunktionen noch ziemlich betrichtlich.
Die niichstliegende Annahme ist die, daB die Wirkungsinvariante ra-
tional aus den Kriimmungskomponenten gebildet sein soll. Nach dem,
was unter c) gesagt wurde, muB sich dann die Wirkungsfunktion
linear aus den Invarianten (483) zusammensetzen.’®) Die Ausrech-
nung ergibt dann zuniichst die Giltigkeit der Maxwellschen Gleichungen

, a%l'k
@) o,

sodann den Ausdruck
(490) =k (%f; + R%)

fir den Viererstrom (R bedeutet die Kriimmungsinvariante der Weyl-
schen Geometrie, & eine Konstante). Fiir den statischen Fall folgt daraus

(491) R = konst.
Ist iiberhaupt Ladung vorhanden, so kann die const. nicht verschwin-

890) H. Weyl (Ann. d. Phys. 69 und Raum — Zeit— Materie, 3. Aufl,,
L c. Anm. 385) hilt es fiir wahracheinlich, daB speziell die Annahme
W=1F; F*4cR;;j B*/* der Wirklichkeit entspricht.

239



21

770 V 19. W. Pauli jr. Relativititstheorie.

den. Nimmt man iiberdies an, daB sie positiv ist, so folgt die positive
Kriimmung des Raumes und somit die Geschlossenheit der Welt von
selbst, ohne daB es notig ist, ein besonderes A-Glied zu den Gravita-
tionsgleichungen hinznzunehmen. Es ist dies ein wesentlicher Vorzug
der Weylschen Theorie. Was endlich die Gravitationsgleichungen an-
langt, so sind sie auch fiir den Fall der Abwesenheit eines elektro-
magnetischen Feldes (¢, = 0) mit den Einsteinschen Gleichungen nicht
identisch, wie es nach den friiheren Uberlegungen zu erwarten war,
auch sind sie von hoherer als zweiter Ordnung. Es liBt sich jedoch
zeigen, daB fiir den praktisch allein wichtigen Fall des statischen,
kugelsymmetrischen Feldes im AuBenraum eines ,Massenpunktes”, der
fir die Perihelbewegung des Merkur und die Kriimmung der Licht-
strahlen maBgebend ist, das Gravitationsfeld (421) der Einsteinschen
Theorie zugleich eine Losung der Gravitationsgleichungen der Theorie
von Weyl ist. Diese ist daher ebensogut wie jene imstande, die Perihel-
bewegung des Merkur und die Kriimmung der Lichtstrahlen im Schwere-
feld su erkldren.™)

Es bleiben noch die Folgerungen fiir das Problem der Materie
zu besprechen. Die Aufgabe ist wieder, diejenigen statischen, kugel-
symmetrischen Lisungen der Feldgleichungen zu ermitteln, die nirgends
singulir sind. Von derjenigen Wirkungsfunktion, die der Wirklichkeit
entspricht, muB man wieder verlangen, daB sie nur je eine solche Lo-
sung fiir jede der beiden Elektrizititsarten zulift. Als wesentlich
neues Moment gegeniiber der Theorie von Mie kommt hinzu, daB
wegen der Geschlossenheit der Welt nicht Regularitit im Unendlichen,
sondern auf dem ,Aquator“ der Welt zu fordern ist. So kommt man
dazu, einen Zusammenhang zwischen der GréBe der Welt und der des
Elektrons zu vermuten, was immerhin etwas phantastisch erscheinen
mag. Die Krifte, die das Elektron zusammenhalten, sind hier nur teil-
weise elektrischer Natur, teilweise aber Gravitationskrifte. Schon bei
den hier speziell niher diskutierten Ansitzen fiir die Wirkungsfunk-
tion werden jedoch die Differentialgleichungen so kompliziert, daB die
Integration bisher nicht ausgefiihrt werden konnte. AuBerdem sind
die Differentiaigleichungen die gleichen fiir positive und negative Elek-
trizitdt (vgl. dazu Nr.67), so daB die tatsichlich vollig asymmetrischen
Verhiltnisse jedenfalls nicht richtig wiedergegeben werden. Zusanimen-
fassend kann man also sagen, da es der Theorie von Weyl bisher
nicht gelungen ist, das Problem der Materie der Losung niher zu bringen.

391) Man vgl. dazu auBer den in der Anm. 885) zitierten Arbeiten von
Weyl auch W. Pauli jr., Verb. d. deutschen phys. Ges. 21 (1919) p. 742, wo spe-
ziel' das in Anm. 390) erwithnte Wirkungsprinzip zvgrunde gelegt wird,
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Wie in Nr. 67 noch niher erdrtert werden wird, spricht im Gegen-
teil manches dafiir, daB eine Losung des Problems auf diesem Wege
tiberhaupt nicht gefunden werden kann.

66, Die Theorie von Einstein. Von einem ganz verschiedenen
Gesichtspunkt aus suchte Einstein®®) die Frage nach dem Bau der
materiellen Teilchen in Angriff zu nehmen. Die Feldgleichungen (401)
resp. (452) fuBten auf der Annahme eines materiellen Impuls-Energie-
tensors T}, welcher die Gleichung

o re 00rs
(341a) Lt LR
erfiillt. An dieser Annahme wollen wir hier festhalten. Da der Maxwell-

sche Energietensor
(2222) &'=F, & — iF. 370}

(vgl. Nr. 64) nur im ladungsfreien Raum dieser Bedingung geniigt,
miissen noch weitere Glieder zu &} hinzugenommen werden. Mie
nahm pun an, daB diese Glieder elektrischer Natur, d. h. Funktionen
der elektrischen ZustandsgroBen F;,, ¢, seien. Dagegen nimmt Einstein
an, daB die materiellen Teilchen allein durch Gravitationskrifte susam-
mengehallen werden, also die Zusatzglieder von den g;, und ihren Ab-
leitungen abhingen sollen. Obwohl der Maxwellsche Tensor &} jetat
nicht als der totale Energietensor der Materie bezeichnet werden kann
und der Gleichung (341a) nicht gentigt, geht Einstein auch hier analog
wie in Nr. 56 von dem Ansatz aus, daB dieser Mazwellsche Energie-
tensor &} proportional sein soll einem aus den g,, allein gebildeten Diffe-
rentialausdruck sweiter Ordnumg. Dieser einfache Ansatz ist fiir die
Einsteinsche Theorie ausschlaggebend. Man schlieBt daraus, im Verein
mit der Forderung der allgemeinen Kovarianz wie in Nr. 56, daB die
Feldgleichungen die Form haben miissen:
R+ tRgy=—x8,,.

Hier noch ein zu g;, proportionales Glied hinzuzufiigen, wird sich als
iiberfliissig erweisen. Da aber die Gleichung (341a) fiir S;, nicht gilt,
haben wir kein Recht mehr, so wie frither ¢ = — 1 zu setzen, viel-
mehr ist fiir die Bestimmung von ¢ ein anderer Umstand maBgebend.
Nach (223) verschwindet der Skalar Sf; damit auch der Skalar der
linken Seite der Feldgleichungen identisch versehwindet, muB ¢ = — 1
gesetzt werden, so daB die Feldgleichungen lauten:

(492) By— 19aR=— %Sy

392) A. Einstein, Berl. Ber. 1919, p. 849; auch in der Sammlung Lorents-
Einstein- Minkowski, Das Relativititsprinzip, 5. Aufl., Berlin 1920.
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Auperdem sollen die Gleichungen

und
o
(208) =t

der Elektronentheorie thre Giultigkeit behalten. Eine einfache Abzihlung
lehrt, daB (208) und (492) gerade 4 unabhiingige Glleichungen weniger
als Unbekannte enthalten, wie es in einer allgemein relativistischen
Theorie verlangt werden muB. Es sei noch bemerkt, daB sich die Feld-
gleichungen in diesem Fall, wie es scheint, nicht aus einem Wirkungs-
prinzip herleiten lassen. Da ferner nach Nr. 54 die Divergenz von S,
auf Grund von (203) und (208) den Wert
- u?

des negativen Lorentzschen Kraftvektors annimmt und die Divergenz
von R,,— 39, R verschwindet, liefert die Divergenz der Feldglei-
chungen (492) die Beziehung

(493) Fye— L%

gy
Sie zeigt, daf bei den sugrunde gelegten Feldgleichungen in der Tat den
Coulombschen Abstofungskrifien durch einen Gravitationsdruck das Gleich-
gewicht gehalten wird. Setzt man s*= g u*, so folgt iiberdies
dR , dR

(494) Py Al PR
d. h. R bleibt auf der Weltlinie eines und desselben Materieelementes
konstant. Im ladungsfreien Raum wird nach (493)

oR

T = O,

ox
also
(495) R = konst. = R,.
Im Innern der materiellen Teilchen sinkt R vom Wert R, stindig zu
immer kleineren Werten bis zum Mittelpunkt des Teilchens. ZI;R stellt

nach (493) direkt die potentielle Energie der das Teilchen zusammen-
haltenden Gravitationskriifte dar.

Wir miissen nun den Impuls-Energietensor T}, der Materie auf-
suchen. Fiir diesen soll die das A-Glied enthaltende Gleichung (452)
besichen bleiben. Nach (453) wird hier fir den materiefreien Raum
R = — 41. Der Vergleich mit (495) zeigt, daB

R
(496) o=—44, L=—7"p2

zu setzen ist. Es ist ein Hauptvorzug der neuen Formulierung, daB
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die Konstante i hier nicht dem Grundgesetz an sich eigentiimlich
ist, sondern die Bedeutung einer Infegrationskonstante hat. Die Glei-
chung (453) schreibt sich dann

Gyt {Rogu= T
Gu+ Rgy= — xS,
ergibt. Durch Vergleich folgt
1
(497 To= 8+ o (B — Ry)g;;.

Dieser Tensor erfilllt also zufolge von (492) von selbst die friihere
Gleichung (452) und somit auch die Gleichung (341a), auBerdem ver-
schwindet er im materiefreien Raum. Es ist deshalb auch vom physi-
kalischen Standpunkt durchaus berechtigt, ihn als Energietensor der
Materie zu bezeichnen. Die materielle Energiedichte — T4 setat sich
aus zwei Teilen, einem elektromagnetischen und einem vom Gravita-
tionsfeld herriihrenden Teil zusammen, von denen beide positiv sind.
Es ist leicht zu sehen, daB die riumlich geschlossene Welt mit kon-
stanter ruhender Massendichte (I'= T,'=T®=0, Tt= — p,c"
eine Losung der neuen Feldgleichungen ist. Alle Beziehungen der
Nr. 62b) bleiben unveriindert bestehen. Der elektromagnetische Tensor
S berechnet sich allgemein aus (497) zu

withrend (492)

(498) 8= T} —1To},
also in unserem Fall
(499) Syl = 8= 8 = fpyc’, Sft=—1%ue

Die Energie der raumlich geschlossenen Welt riihit zu 3 vom elekiro-
magnetischen, su i vom Gravitationsfeld her. Dieser Anteil der elektro-
magnetischen an der Gesamtenergie ist genau der gleiche, wie er in
Nr. 63 auf Grund speszieller (nicht notwendig zutreffender) Annahmen
fir das Elektron hergeleitet wurde.

Versucht man nun auf Grund der Dxﬁ'erentlalglelchungen (203)
bzw. (206), (208) und (492) das Feld eines materiellen Teilchens zu
ermitteln, so findet man, daB zur Bestimmung der Unbekannten im
statischen kugelsymmetrischen Fall eine Gleichung zu wenig vorhanden
ist. Nach der hier entwickelten Einsteinschen Theorie ist jede statische,
kugelsymmelrische Verteilung der Elektrizitdt im Gleichgewicht. So be-
friedigend also auch die Grundlagen dieser Theorie sind, auch sie ist
nicht imstande, das Problem der Materie zu losen.

67. Allgemeines iiber den gogenwiirtigen Stand des Problems
der Materie. Jede der besprochenen Theorien hat ihre besonderen
Vorziige und Nachteile. Ihr gemeinsamer MiBerfolg veranlaBt uns
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jedoch, diejenigen Mingel und Schwierigkeiten besonders zusammen-
zufassen, die ihnen allen gemeinsam sind.

Das Ziel aller Kontinuumstheorien ist, den Atomismus der Elek-
trizitdt darauf zuriickzufiihren, daB die Differentialgleichungen, welche
die Naturgesetze ausdriicken, nur eine diskrete Zahl von iiberall regu-
liren, statischen und kugelsymmetrischen Lésungen haben, und zwar
speziell je eine solche Losung fiir die positive und die negative Elek-
trizitdtsart. Es ist klar, daB Differentialgleichungen, welche diese Eigen-
schaft haben, #uBerst kompliziert gebaut sein miissen. Es scheint uns,
daB diese Verwickeltheit der Naturgesetze schon an sich gegen die
Kontinuumstheorien spricht, denn man wird vom physikalischen Stand-
punkt wohl verlangen miissen, daB die an sich so einfache und grund-
legende Tatsache des Atomismus auch einfach und elementar von der
Theorie zu deuten ist und nicht sozusagen als ein Kunststiick der
Analysis erscheint.

Ferner haben wir gesehen, daB die Kontinuumstheorien gezwungen
sind, besondere Krifte einzufiihren, welche den Coulombschen Absto-
Bungskriften im Innern der elektrischen Elementarteilchen das Gleich-
gewicht halten. Nimmt man an, daB diese Krifte elekirischer Natur
sind, so muB man dem elektromagnetischen Viererpotential eine ab-
solute Bedeutung zusprechen, was zu den in Nr. 64 erorterten Schwie-
rigkeiten fiilhrt. Gegen die andere Moglichkeit, daB die elektrischen
Elementarteilchen durch Gravitationskrifte zusammengehalten werden,
spricht aber ein sehr gewichtiges empirisches Argument. Man wiirde
nimlich in diesem Fall erwarten, daB die schwere Masse des Elek-
trons zu seiner Ladung in einer einfachen Zahlenbeziehung steht. In

Wirklichkeit ist aber die betreffende dimensionslose Zahl i]/i k=
mynr

gewdhnliche Gravitationskonstante) von der GroBenordnung 10%! (s.
auch Nr. 59).

Von den Feldgleichungen ist iiberdies zu verlangen, daB sie von
der Asymmetrie (Verschiedenheit der Massen) der beiden Elektrizitits-
arten Rechenschaft geben. Es ist jedoch leicht zu sehen, daB dies
mit ihrer allgemeinen Kovarianz in formaler Hinsicht im Widerspruch
steht.3®) Fiir den statischen Fall enthalten die Feldgleichungen neben
den g;, (5, k=1,2,3 oder i =k = 4) nur das elektrostatische Po-
tential ¢ als Variable. Als ein spezieller Fall der allgemeinen Kova-
rianz milssen nun die Differentialgleichungen insbesondere auch bei
Umkehrung der Zeit 2'# = — z* kovariant sein. Dabei geht aber ¢
in — ¢ iiber, wihrend die g,, unverindert bleiben (es ist in unserem

398) W. Pauls jr., Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 467.
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Fall g,,=0 fiir i = 1, 2, 3). Ist also g, g;,(9,,= 0) eine Losung der
Feldgleichungen, so ist auch — g, g,, (4,,= 0) eine Losung, im Wider-
spruch zur Asymmetrie der beiden Elektrizititsarten. Man konnte ver-
suchen, dieser Konsequenz dadurch zu entgehen, daB man nicht ratio-
nale Wirkungsinvarianten einfiihrt, so wie es am Ende der Nr. 64
angegeben wurde. Aber erstens werden dann die Feldgleichungen noch
komplizierter, und zweitens geschieht die Auswahl des eindeutigen
Zweiges der Wirkungsfunktion nicht in allgemein kovarianter Weise,
indem z. B. gegeniiber einer Umkehr der Zeit 2'*= — z* jetat keine
Kovarianz mehr vorhanden ist.

Endlich ist auch noch ein begriffliches Bedenken zu erwihnen.’*)
Die Kontinuumstheorien operieren ohne weiteres mit dem gewdhnlichen
Begriff der elektrischen Feldstirke auch fiir die innerelektronischen
Felder. Diese Feldstirke ist jedoch definiert als die Kraft auf einen
Probekdrper, und da es keine kleineren Probekdrper gibt als Elektron
und Wasserstoffkern, scheint die Feldstirke in einem bestimmten
Punkt im Innern eines solchen Teilchens prinzipiell nicht beobachtbar,
also eine physikalisch inhaltslose Fiktion zu sein.

Wie immer man sich im Einzelnen zu diesen Argumenten stellen
mag, so viel scheint sicher zu sein, daB zu den Grundlagen der bisher
aufgestellten Theorien erst neue, der Kontinuumsauffassung des Feldes
fremde Elemente hinzukommen miissen, damit man zu einer befriedi-
genden Losung des Problems der Materie gelangt.

394) Vgl. dazu W. Pauli jr., Verh. d. phys. Ges., 1. c. Anm. 391) und die
Nauheimer Diskussion, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 650.

(Abgeschlossen im Dezember 1920.)

(Die spiiter erschienene Literatur konnte nachtriglich nur teilweise
beriicksichtigt werden.)
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Druckfehler im Originaltext

Die meisten der im folgenden genannten Druckfehler sind aus Anmerkun-
gen Paulis sowie aus Briefen der Ubersetzer G. Field und P. Gulmanelli
entnommen, die im Pauli-Archiv des CERN in Genf unter der Signatur
9 verwahrt werden und die mir freundlicherweise Herr Karl von Mayenn
in Kopien zugénglich gemacht hat.

Im folgenden steht das Symbol — abkiirzend fiir ,,;soll heien”. S., Z.,
Z.v.u. und Gl. stehen fur ,Seite“, ,Zeile“ (von oben gerechnet) ,Zeile von
unten® (ohne FuBnotenzeilen gerechnet) und ,Gleichung®.

S. 543
S. 545
. 549

9]

550
. 595
. 558
. 569
. 973
. 580
. 985
. 991
. 592

v wL W wLwn wn

. 601
603
605
606

wwwn®n

S. 607

S. 608

FuBinote 2): éléctromagnetique +— électromagnétique
FufBinote 11): éléctron +— électron
Fufinote 21): éléctrodynamique +— électrodynamique
éléctromagnétiques +— électromagnétiques
erste Gl. in (3): dV), = dVy
FuBnote 34), erste Formel fiir ¢': %t, — %(or,)
2.Z.:(I) » (Ia)
Gl. (20) und zwei Zeilen darunter: % - %’;
13.Z.: z — z*
GL (51): Y —» S
FufBinote 65): Notione — Nozione
5. Z.v.u.: (94) — (64)
3.Z.v.u.:Nr. 14 — Nr. 11
9. Z.v.u.: Gleichungsnummer (90) fehlt
7. Z.v.u.: (135) — (127)
Gl. (131): grad; — Grad;
3. Z. nach Gl. (136¢): s — ds
Gl (141a): f* — f
6. Z. nach Gl. (141b): DivF — Divf
FuBinote 94a): teorica — teoria
differenziale +— differenziali
2. Z. nach Gl. (147): %‘; - %,:—
Gl. (146b): 1. Term der r. Seite ist 92t
Gl. (148b): a’ — a;

. Pauli, Relativititstheorie
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. 609

. 610

. 611
. 612

. 615

. 617

S. 619

wn

wwmnn

621

. 625

627
631

. 637

S. 638
S. 641

NN T I S

. 642

645
646
647
649
650
653

. 654

657

DRUCKFEHLER IM ORIGINALTEXT

Gl. (151): Div;TdX - Div;TdY
Gl. (151a): Dio — Div
Tizs) = Tien)
Gl (152): a?*h = e
6aikt--~”t - 6aikl-~-
5. Z.v.u.: schneidet — schneiden
13. Z.: duk/oz* — W /oz'"
unterste Z.: 4. — U,*
7.Z.: (B) » (A)
Fufinote 99a), 1. Z.: Anm. 55 — Anm 54
Gl. (168): e52:¢" + €™ 52
10. Z.v.u.: 8¢ /0z* v 8¢ /0>
8 Zvu.: [(..)— [(...)dz
12. Z.v.u.: gri & ghj
4.7.der Nr. 25: u —» u
2. Z. iiber GI. (194): By — B4
1.GL in (B): § = H
1. Z. iiber Gl. (202a): (461) > (54a,b)
Gl. (215): (215) — (212a)
13. Z.: (219) — (220)
1. Zeile: G — &
Gl (229): |J| <0 |J| <0
1. Z. unter Gl. (229): G~ J
Gl (233): [(...)dpi = [(...)0pidZ
Gl (244): u,. X; » ur X;
2. Z.v.u.: Der Fliache — Die Fliche
10. Z., 2. GL: (X,u") » (X,u")?
2. Z. unter Formel (254): (229a) — (228a)
9.7Z2.:a'y,a's— a'y, 'y
Gl. (264): v,2 = 1,2

rst

Gl. (265a), Nenner des 2. Terms in {...}: ¢(1 — 5%) = c*(1 - #?)

Gl. (265a), Zihler des letzten Terms: 3(v0?) — 3(v0)?
FuBnote 178), 3. Z.: (II'a) — (III"a)
(IV'a) = (IV"a)

GL (276): 34y / /1= B2 = 31,/ /1 = B2
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w o nn

w w»n n n »n

w2

DRUCKFEHLER IM ORIGINALTEXT

. 659 8. Z.:(282) — (281)

. 660 2. Z.nach Gl. (282): poziu* — (poziuk)p

662 3. Z.nach Gl. (286a): u/,,u_ + u/,u_

. 666 letzte Gl. in (302): € — €'

letzter Term der 1. Gl. in (303): vx 2" = ;0%

1. Term der letzten Gl. in (303): Hy, — H;,

. 667 6. Z.: (303) — (302)

. 668 Gl. (305a): j — |j|

. 672 7.Z7.:Nr. 6a — Nr. 6

Gl (212): (212) = (312)

. 678 1. Z. nach Gl. (330): (323) — (326)

.680 2.Z.vu.. 6~ 6

letzte Z.: ®',, » &'y, etc

. 682 Fufinote 227): Die zweite Referenz fiir A. Smekal lautet

vollstindig: Wien. Ber., math.-nat. Kl., Abt Ila, 129 (1920),

p. 455.

. 685 11. Z.v.u.: Mechank — Mechanik

. 686 letzte Z.: (378) — (348)

687 1. Gl in (349): = 3

688 2. Z. nach Fig. 4, Formel fiir |&)]: & — £
FuBinote 239): Anm. 9) » Anm. 10)

.68 9.Z.W e W

.691 Gl (358a): Tk w T} *

. 692 Gl. (360), 2. Z. 2. GL: Ty » Ty,

. 693 Letzte Z. von Nr. 45: Nr. 36d — Nr. 366

. 698 Gl. oberhalb (381b): &, — &,

Gl. oberhalb (382): 1 — 82 = (1 - 82)2

. 708 Gl (80a): d*zt/d)\ — d*z'/d)\?

. 712 Gl. (399): (399) — (390)

. 713 4. Z. iiber (392): Eigenheit — Eigenzeit

1. Z. iiber (392): (39c) ~ (391)

. 716 1. Zeile unter Gl. (394): do — do?

Fufinote 306a): instituto Vineto di science ~ Istituto Veneto di

scienze
. 723 Letzte Z.: ¢~ 3c
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. 725 Fufinote 318), 2. Z.: Anm. 100 ~ Anm. 102
. 728 Gl (414): R[k — Rix
1. Gl in (415): goo > 944
. 729 14. Z.v.u.: Flamm®™® — Flamm®*
6. Z.v.u.: (z! dr' + 22 dz?) » (2! dz! + 2? dz?)?
730 GL (421b): B o [5E ’
3. Z. unter Gl. (423): (105) — (395)
. 734 2. 7. unter Gl (433): (132a) — (122)
. 735 FuBnote 337): p. 458 ~ p. 519
spazl +— spazi
737 FuBnote 341): Anm. 98) — Anm 99)
741 FuBnote 349a): p. 570 — p. 470
747 12. Z.v.u.: (434) — (454)
749 3. Z.v.u.: (215) — (212a) [vgl. Druckfehler S. 637
FuBnote 371): Anm. 103) — Anm. 104)

. 750 FuBnote 376): Anm. 9) — Anm. 10)

FuBnote 377): Anm. 11) = Anm. 12)
. 752 FuBnote 379): Anm. 40) — Anm. 11)
. 754 Gl (206): @' — @;
757 18. Z.: (470) — (470a)
11. Z.v.u.: (470) — (470a)
Gl. (341): Oz — Oz*
759 Z.6,7,9: Vit = /—pipt
2.7 pipt >0 @it <0, pg >0
Z.9: ip' <0 ;' <0, pg <0
Fufinote 385): Die letzte Referenz lautet vollstindig: Phys. Zt-
schr. 21 (1920), p. 649.
. 761 Gl (475): I'vis + Iris = Iris + Iirs
GL (478): e e I
. 763 6. Z.: e~o(¥2=91)t 1y gma(p2men)t
769 GL (211): (211') = (208")
. 773 3. Z.: (453) — (452)
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Anm. 1, S. 547: R.J. Kennedy und E.M. Thorndike, Phys. Rev. 42
(1932), p. 400, fiihrten eine wichtige Abwandlung des Michelsonschen
Versuchs durch, bei dem der Lingenunterschied zwischen beiden Ar-
men im Interferometer grof gehalten wurde. Das negative Ergebnis dieses
Experiments schlieit die Moglichkeit einer Abhingigkeit der vom Licht
zur Zuriicklegung eines geschlossenen Weges in einem irdischen Labor

* Dieser Text unterscheidet sich von dem der deutschsprachigen Boringhieri-
Ausgabe von 1963 durch folgende Anderungen: 1) Korrekturen von Druck-
fehlern, insbesondere Fehlverweisen innerhalb von Fufinoten. 2) Die Formeln
und Fufinoten sind fortlaufend und nicht fiir jede Anmerkung neu durchnum-
meriert. 3) Die Symbolik fiir die Symmetriesierung bzw. Antisymmetrisierung
von Indizes an Tensoren wurde von ik bzw. ({/b zu (ik) bzw. [ab] geindert.

4) Tensordichten werden hier passend zum Originaltext mit Frakturbuch-
staben geschrieben; der Boringhieri-Text hat stattdessen Fettdruck. 5) Die
Literaturerginzungen erscheinen am Anfang und nicht am Schlu8.

. Pauli, Relativititstheorie
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benétigten Zeit von der Geschwindigkeit der Erde aus. Siehe ebenso die
theoretische Diskussion dieses Experiments durch H.P. Robertson, Rev.
Mod. Phys. 21 (1949), p. 378.

Anm. 2, S. 552: Inzwischen ist der Michelson-Versuch mit auflerirdi-
schem Licht (Sonne und Sterne) tatséchlich von R. Tomaschek mit nega-
tivem Befund ausgefiihrt worden, Ann. Phys., Lpz. 73 (1924), p. 105.

Anm. 3, S. 565: Die Experimente von Harreff und Sagnac sind von
B. Pogany wiederholt worden, Ann. Phys., Lpz. 80 (1926), p. 217; Na-
turwissenschaften 15 (1927), p. 177; Ann. Phys. Lpz. 85 (1928), p. 244.
Das vorgeschlagene optische Experiment zur Priifung der Erdrotation
ist tatsachlich durchgefiihrt worden: A.A. Michelson, Astrophys. J. 61
(1925), p. 137; und A.A. Michelson und H.G.Gale, Astrophys. J. 61
(1925), p. 1401.

Anm. 4, S. 566: Der Doppler-Effekt zweiter Ordnung ist experimentell
tatsachlich festgestellt worden durch Vergleich des arithmetischen Mittels
der Frequenzverschiebung zweier Lichtstrahlen von genau entgegengesetz-
ten Richtungen mit der von ruhenden Atomen emittierten unverschobe-
nen Lichtfrequenz. Das Experiment wurde von H.E. Ives und C.R. Stil-
well, J. opt. Soc. Amer. 28 (1938), p. 215; 31 (1941), p. 369, gemacht und
von G. Otting, Phys. Z. 40 (1939), p. 681, wiederholt. Die Vorhersage der
speziellen Relativitdtstheorie ist mit grofer Genauigkeit bestétigt. (Somit
ist der auf S.559 erwihnte Vorschlag von Abraham auch experimentell wi-
derlegt.)

Ein gutes Mittel zur experimentellen Priifung der Zeitdilatation der
speziellen Relativitit ist die Abhangigkeit der Lebensdauer zerfallender
Mesonen von ihrer Energie. Theoretisch sollte die Lebensdauer der relati-
vistisch definierten Energie der Teilchen proportional sein (siehe Nr. 37).
Qualitativ ist der Effekt sowohl in kosmischer Strahlung® als auch mit
kiinstlich erzeugten Mesonen? gut iiberpriift, aber die Genauigkeit ist ge-
genwirtig nicht sehr gut, da die Experimente bisher nicht mit dem beson-
deren Ziel der Priifung der theoretischen Formeln fiir die Zeitdilatation
gemacht worden sind.

! Siehe z.B. B. Rossi und D.B. Hall, Phys. Rev. 59 (1941), p. 223.

2 R. Durbin, H.H. Loar und W.W. Havens, Phys. Rev. 88 (1952), p. 179 (ins-
bes. p. 183) haben die Lebensdauer von w-Mesonen von 73 MeV kinetischer
Energie gemessen, was einem Zeitdilatationsfaktor von etwa 1,5 entspricht.
Die gemessene Dilatation stimmte damit auf 10% iiberein.

252



ERGANZENDE ANMERKUNGEN VON W. PAULI

Anm. 5, S. 581 und 592-596: Die hier eingefiihrte systematische Be-
zeichnungsweise hat nicht ihren Weg in die Literatur gefunden. Den heu-
tigen Leser wird es als besonders ungew6hnlich beriihren, dafl der Rang
eines ,,Oberflichentensors“ von der Anzahl der Tensorindizes verschieden
sein sollte. Der Kriimmungstensor z.B. wird hier als ,,Oberflichentensor
vom Rang 2“ bezeichnet, wihrend die Anzahl seiner Indizes 4 ist.

Anm. 6, S. 587: Es ist logisch méglich, jegliche Ableitung der ,,geoditi-
schen Komponenten“ I'}, von der durch den Tensor g;x definierten Raum-
metrik preiszugeben. Fiir das ,,Pseudotensorfeld I}, wird dann axioma-
tisch das Transformationsgesetz
4 _ Oz 0z® (8" , 9%
* 7 91 go'* ('a_xt' e 62:’62’)

_oz" (8:::’ oz® _, A’z )

(1) ~ 0zt \ Oz o'k Tt Hz'ior'k

angenommen, welches dquivalent ist mit der allgemeinen Kovarianz der
Definition (64) fiir die Parallelverschiebung kontravarianter Vektoren.

Statt Gl. (67) des Textes, die die Metrik explizit enthilt, muf§ hier
die Invarianz eines beliebigen Skalarproduktes a'b; eines kontravarianten
Vektors a' mit einem kovarianten Vektor b; bei der Parallelverschiebung
postuliert werden. Mit dieser Bedingung,

d
a(a'bi) =0
leiten wir aus (64) das Verschiebungsgesetz
dbi _ r dz*
(2) 5 = T Db

fiir kovariante Vektoren ab.

Diese Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie wird als ,,affine
Geometrie“ bezeichnet, die Parallelverschiebung von Vektoren heifit , af-
finer Zusammenhang", und ein Raum, in welchem sie definiert ist, nennt
man einen ,,affin zusammenhéingenden Raum*“.

Zunichst schiene es natiirlich, die Symmetriebedingung (65) fiir die I"
beizubehalten, weil der antisymmetrische Teil von I}, laut Transformati-
onsgesetz (1) ein neuer unabhingiger Tensor im eigentlichen Sinne wire.
Nur der symmetrische Teil von I}, kann an einem gegebenen Punkt lokal
wegtransformiert werden. In der erginzenden Anmerkung 23 werden wir
jedoch auch nichtsymmetrische I" diskutieren in Verbindung mit Versu-
chen, diese verallgemeinerte affine Geometrie in der Physik anzuwenden.

In der folgenden erginzenden Anmerkung 7 beschrinken wir uns je-
doch auf symmetrische I.
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Anm. 7, S. 610 und 621: a) Kovariante Differentiation in einem af-
fin zusammenhdngenden Raum.® Mit Hilfe geoditischer Komponenten
I}, = I} ohne jede Metrik kann die kovariante Differentiation von Ricci
und Levi-Civita, die auf Seite 610 erwdhnt wurde, eindeutig definiert wer-
den. In geringer Abweichung vom Text bezeichnen wir hier die kovariante
Differentiation mit einem Strichpunkt, so da§ z.B. (siehe (148a), (148b))

i _ aa i
(3) a = 9z + F
0b; -

(4) bisk = 5% — Tibr.

Fiir ein skalares ¢ postuliert man

_ 0Oc
(5) Ck = %a
und fiir ein Produkt mit oder ohne Verjiingung fordert man die allgemeine
Regel
(6) (@) =a bl +allbly,

die besagt, daf die kovariante Differentiation eines Produktes analog zur
gewohnlichen Differentiation eines Produktes ist. Mit den Regeln (5) und
(6) kann man jede der Formeln (3) oder (4) aus der anderen ableiten,
denn in

(a’bs);k = @iy + a’by;k
fallen die Anteile mit I" heraus.

Zudem ist die allgemeine Formel (152) des Textes fiir die kovariante
Differentiation eines Tensors in Ubereinstimmung mit der Produktregel
(6) und folgt aus dieser Regel, wenn die Spezialfille (3), (5) oder (4), (5)
angenommen werden.

Es ist einfach, den Begriff der Parallelverschiebung von Vektoren auf
alle Tensoren zu verallgemeinern. Die Bedingung, da8 ein beliebiges Ten-
sorfeld a’; bei Parallelverschiebung lings einer gegebenen Kurve invariant
ist, kann geschrieben werden

dx”
(7) 0y =0.
Wenn a nicht als ein Feld gegeben ist, mul man (8a//0z")(dz" /dt)
durch da;/dt ersetzen, so daf8 (7) die Abhangigkeit von a:;: langs des
gegebenen Weges bestimmt.

Weiter bemerken wir, daB (152) in Ubereinstimmung ist mit dem Ver-
schwinden der kovarianten Ableitung des trivialen gemischten Tensors,
der durch das Kroneckersymbol 6¥ gegeben ist.

3 Fiir ein Standardwerk iiber das in dieser Anmerkung behandelte Gebiet siehe
J.A. Schouten, ,Ricci-Calculus* (2. Aufl., Berlin und London 1954).
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Durch Anwenden der Produktregel (6) auf die Determinante D =
det |a;x| eines Tensors a;; vom Rang 2 (welche sich wie g transformiert)
erhilt man

3D
Somit ist /b
0
(\/B);’c o~ TaD.
Daraus und aus (5) folgt fiir eine beliebige Skalardichte 2 = av/D, da
oA
(8) m;k = % - F le

aber fiir die Divergenz einer Vektordichte findet man, dal die I" sich
aufheben,

9) 2l;kk = a3 %

(siehe S. 606).

b) Der Kriimmungstensor in einem affin zusammenhdngenden Raum.
Die Betrachtungen der Nr. 16, die zur Gl. (86) des Kriimmungstensors
fiihrten, R

n o _ 9L orj
(10) Rk = 505 ~ E‘%
gelten auch im affinen Raum, da sie die Metrik nicht enthalten. Dieser
Tensor hat immer noch die Symmetrie-Eigenschaften

+Flilarta Fh 1k’

(11) Rh; = -R%, Rlx+ R +Rh;=0

Jetzt gibt es jedoch kein einfaches Mittel, den ersten Index herunterzu-
ziehen, und daher keine Analogie zur Eigenschaft der Schiefsymmetrie in
den ersten beiden Indizes des Riemannschen Kriimmungstensors Rhijx
(siehe (92)).

Dies hat eine wichtige Folge fiir den verjiingten Kriimmungstensor,
der in Analogie zu (93) und (94) durch

ore.  are
ook~ age + lialk

definiert ist. Dieser Tensor ist nicht mehr symmetrisch und zerfillt daher

sofort in seine zwei irreduziblen Bestandteile, den symmetrischen und den

schiefsymmetrischen:

(13) Rix = Rixy + Ry
_ _ 1 (oG  oIg)\ _ ol

(14) Ry = Rwi) = 3 (6xk R weall Rl yors

(12) Rix = R%; = -rgré;

'*'FBFkB Ffﬁ
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(wir benutzen hier die Symmetriebedingung (65) fiir die "), und

1(0rg oI,
(15) Ry = ~ Ry = 5 ( 3k~ ar )

Letztere erfiillt die Identitét
BR[,-k] BR[,,] BR[H]
5c0 T 8zk | oo =0.
Da die skalaren Dichten (S. 580) wichtig fiir die Variationsprinzipien

sind (Nr. 23), erwihnen wir hier, daf die einfachste, aus dem Kriimmungs-
tensor algebraisch (ohne Differentiation) aufgebaute, skalare Dichte

(16)

(17) 31 = y/|det |Rgiy |

ist. In der Tat kann jeder Tensor zweiten Ranges auf diese Art zum Aufbau
eines invarianten Volumenelementes benutzt werden, wie es gewohnlich
mit dem metrischen Tensor gemacht wird.

Man kann auch die normierten Unterdeterminanten R(¥) definieren
duch
(18) R(io)R*®) = 8}

und sie zum Heraufziehen der Indizes von Rj;x) benutzen:
(19) RU¥ = Ry REIR(™Y)

Die einfachste Invariante ist dann

(20) I = 1Ry R"™ = LRy Ry R© R .

(17) und (20) zusammen liefern die skalare Dichte

(21) Jp = (1 + Q%R[ik]R[lm]R(“)R(mk)> V Idet IR(tk)H y

mit einem beliebigen numerischen Faktor a. Sie besteht aus zwei Anteilen,
die mit dem Pluszeichen addiert sind, gerade was verschiedene Autoren
aus dem Wunsch nach , Vereinheitlichung® heraus so begierig waren zu
vermeiden (vgl. die erginzende Anmerkung 23).

c) Die Identititen von Bianchi. Die auf S. 610 erwéhnte Identitat

(22) @ikt — aitk = — R0

ist niitzlich zur Beschreibung der differentiellen Identitdten von Bianchi,
die sowohl fiir den Riemannschen als auch fiir den allgemeineren affinen
Raum gelten.

4 Eine dritte Invariante kann in Analogie zu der in der erginzenden Anmer-
kung 20 betrachteten konstruiert werden.
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Aus (22) folgt fiir einen beliebigen Tensor S;; zweiten Ranges, daf
(23) Sikstim — Sikimit = = (R"ymSih + Ry Shi) -

Dies folgt zunichst etwa fiir den speziellen Tensor S;x = a;bx; aber da
die Beziehung linear in den Komponenten von S ist, gilt (23) auch fiir
jede Summe dieser speziellen Tensoren und demzufolge auch fiir einen
allgemeinen Tensor zweiten Ranges.

Setzt man in (23) S;x = a;k und addiert man die drei zyklischen
Permutationen von k, [, m, so erhilt man unter Beriicksichtigung der zy-
klischen Symmetrie (11) von R%,

(@ikitim = Gitikim) + (@itimik — Gismitik) + (Qimikit — Gikimit)
(24) = —(R"mank + Rmeany + Rpanim) -

Andererseits erhilt man durch kovariante Differentiation von (22) beziig-
lich m und anschlieBender zyklischer Permutation der k,l,m

(ai;k;l;m - ai;l;k;m) + (ai;l;m;k - ai;m;l;k) + (ai;m;k;l - ai;k;m;l)
= — (R%nank + R"anm + R'mxang)
(25) = (R"iym + Rl + R )an -
Die linke Seite von (24) ist identisch mit der linken Seite von (25). Das
gleiche gilt fiir die rechte Seite von (24) und die erste Klammer auf der
rechten Seite von (25), von der Reihenfolge der Glieder abgesehen. Also

muf} die zweite Klammer auf der rechten Seite von (25) fiir jeden Vektor
a; verschwinden. Dies ergibt die beriihmten Identitéten von Bianchi

(26) R + R + Ry = 0.

ikl;m
Durch Verjiingung h = k = a bekommt man

Rit;m — Rimjy + R% .o =0,
oder mit Bezeichnungswechsel der Indizes
(27) Rhizk — Rukyi + R%p.0 = 0.

d) Die Vereinfachung im Riemannschen Raum. Fiir einen Riemann-
schen Raum ist es méglich und auch natiirlich, den affinen Zusammen-
hang mit der Metrik durch das Postulat zu verbinden, daf8 das metrische
Feld g; () invariant gegentiber Parallelverschiebung lings jeder beliebigen
Kurve ist. Gemaf (7) liefert dies sofort

(28) gik;r =0,
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oder 5

% = Gsk
was wegen (66) identisch mit (68) ist. Der Ausdruck (69) fiir I; ,, folgt
daraus fiir symmetrische I".

Die Bedingung (28) ist gleichwertig mit g‘,’f = 0, was identisch mit
Gl. (71) des Textes ist. Sie ermoglicht es, Indizes von kovariant differen-
zierten Tensoren mittels des metrischen Tensors herauf- und herunterzu-
zuziehen. Wenn wie gewo6hnlich

Fii_gisrlfrzo’

a; =gira’, a'=g"a,
ist, so hat man auch
(29) Qisk = 9ir@l, Q=g ark.

Wir bemerken, dafi Gl. (67) des Textes auch dquivalent mit (28) ist.
Wegen (5), der Produktregel (6) und Gl. (64) des Textes hat man in der
Tat

d Cpigky _ . iokdz”
dt(ﬂtk{& )—gzk;réé dt

Nun kénnen wir leicht die verbleibende Symmetrie-Eigenschaft

(30) Ritim = —Rkitm
oder
(31) githum + gthhum =0,

des metrischen Kriimmungstensors neu ableiten, welcher mit Hilfe jener
speziellen I}, gebildet ist, die durch Gln. (66) und (69) des Textes gegeben
sind und die (28) erfiillen.

Zu diesem Zweck brauchen wir nur g; statt S;x in die allgemeine
Formel (23) einzusetzen. Da die linke Seite wegen (28) verschwindet, muf}
auch die rechte Seite verschwinden, die mit (31) identisch ist.

In Nr. 16 wurde gezeigt, da§ aus (30) die Symmetrie des verjiingten
Kriimmungstensors R; folgt, was das Verschwinden seines schiefsymme-
trischen Anteils Rj;) bedeutet. Gerade dies macht die Konstruktion von
Invarianten aus dem Kriimmungstensor so einzigartig fiir den metrischen
Raum (siehe S. 598 Gl. (113)).

Schlieflich leiten wir aus den obigen Gln. (27), die aus den Bianchi-
Identititen folgen, die Identitdten (182a,b) fiir den Tensor (siehe (109))

Gir = Rir — 39uR
ab, die man in Kalkiil kovarianter Differentiation als
(32) GA =Gy =0

schreiben kann.
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Dazu braucht man (27) nur mit g"* zu multiplizieren und beziiglich
der Indizes h und k zu verjiingen. Mit (29) und g"*R%,,, = R% (siehe
(93)) erhdlt man

Raz‘;a - R+ Rai;a =0,
oder
2(R(]‘-—%6?R)a=0,

was identisch mit (32) ist. Die Wichtigkeit der einfachen Beziehung zwi-
schen den Bianchi-Identititen und den vier Identititen (32), die so grund-
legend in der allgemeinen Relativitdt sind, wurde auch von Einstein in
seinem spiteren Werk betont.

Anm. 8, S. 620 und 725: Auf seite 620 des Textes wurde festgestellt:
»,Die Ausrechnung zeigt nun, dal

0 06 06
527 DgF ~ Bg* Gik = vV-9Gix

wird, wo G der in (109) definierte Tensor ist“. Ebenso wurde dort Bezug
genommen auf eine Arbeit von Palatini (siehe Fuinote 105, S.621).

Palatinis Methode ist folgende: Er stellt zunachst fest, daB8 die Variati-
on 67, des I'-Feldes gema8 (71) ein eigentlicher Tensor ist, im Gegensatz
zu I'"ik selbst. Unter Benutzung der Formel (94) fiir R;x erhilt man

(33) 0Ry = (0135) — (0T )ir -

Dies sieht man sofort, zunichst in einem geoditischen Koordinatensy-
stem, wo in einem ausgezeichneten Punkt die I" selbst (aber nicht not-
wendigerweise ihre Ableitungen) verschwinden. Also gilt die Gl. (33) all-
gemein zufolge der allgemeinen Kovarianz beider Seiten.

Unter Benutzung der Produktregel fiir kovariante Differentiation be-
kommt man

V=99"*8Rix = {V=9(9" 8T — g'*6I})} |
+{(V=99")ir = (V=99"):s05 } 6T} .

Der erste Term ist als kovariante Divergenz einer Vektordichte nach
der erginzenden Anmerkung 7, Gl. (9) eine gewohnliche Divergenz, wel-
che nach Integration i{iber das Volumen ein Oberflichenintegral ergibt.
Letzteres verschwindet, wenn die Variation des I'-Feldes auf dem Rand
verschwindet. Es verbleibt also

/ V39" 6 Ry dz = / {(V=98") — (V=09"),s6* } 6T, dz

(34) +
Oberfl.
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Mit
Rid(v/=99*) = V=g (Rix - 19ixR) 69'F = Bbg**

erhalten wir also

é/md:c—/@,kdg‘kdx+/{\/_g — (V/=99"),s0F} 6T}

(35) +
Oberfl.

Bisher haben wir das Verschwinden der kovarianten Ableitung des metri-
schen Tensors nicht gebraucht (erginzende Anmerkung 7, Gln. (28) und
(29)). Wenn wir dies tun, so verschwindet das zweite Integral auf der
rechten Seite von (35) und Formel (180), Nr. 23 ist bewiesen. Es gibt
eine Abart des Wirkungsprinzips (siehe Nr. 57 des Textes), die auf dieser
Entwicklung Palatinis beruht und in der die 10 Funktionen ¢** und die
40 Funktionen I, als unabhéngige Variable behandelt werden.®

Falls der Integrand 90t des Materieanteils des Wirkungsintegrals (siehe
Gl. (404) des Textes) die I}, nicht explizit enthalt, ergibt die Variation
der I}, gemaB (35)

(vV=99"%);r = (V=99").s6f =0,

woraus wir leicht g‘f = 0 folgern kénnen. Diese Gleichungen sind dann,
ebenso wie wie Gl. (401) des Gravitatiobsfeldes, als Teil der Feldgleichun-
gen eine Folge des Variationsprinzips.

Die Bedingung, dafi der Materieteil 9t des Wirkungsintegrals nicht
von den I}, abhéngt, wird gewil vom elektromagnetischen Feld ohne elek-
trische Strome erfiillt (sieche Gl. (172)). Bei der allgemeinen Darstellung
der Materie kommen jedoch die Beschriankungen in der Anwendbarkeit
der klassischen Feldbegriffe ins Spiel, und die fragliche Bedingung scheint
mir nicht trivial. Insbesondere bedarf der Fall, bei dem 9t Spinorfelder
enthilt, einer ndheren Untersuchung.

In einem Riemannschen Raum scheint es mir einfacher und natiirli-
cher, die Identitidten

gik;r =0 oder g”‘—O

von vornherein zugrundezulegen und im Variationsprinzip die 10 Funk-
tionen g;x(z) allein als unabhéngige Variable zu behandeln.

Zum Gebrauch der Methode Palatinis in FEinsteins Feldgleichungen
siehe die erginzende Anmerkung 23.

5 A. Einstein, S. B. Preuf. Akad. Wiss. (1925), p. 414.
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Anm. 8a, S. 622:% Die Identitit (184) des Textes, d.h.

0
(36) 32k (ﬂik + Q5,~k) =0,

wird offensichtlich auf Grund der zuerst von Freud” abgeleiteten Bezie-
hung

kl
(37) wrk+ ek = 9%T;

ozt ’

in der 90;¥ antisymmetrisch in k und [ ist:

(38) gH+utk=0.
Der gleiche Autor leitete auch fiir die Affintensordichte U,*' den Ausdruck

20 = V=g {&f (477, - ¢"I},)
+ 65 (gkr[*:s - g”-rfa)
(39) + ("I - ¢*' T }
ab. Die Ergebnisse von Freud kénnen auch durch Verallgemeinerung des
Resultates (181) des Textes fiir die Variation von [fRdz mit beliebigen
Funktionen & abgeleitet werden, wobei der Beitrag des Oberflicheninte-

grals in (177) in Betracht gezogen werden mu8.
Wegen (182a) erhilt man nach einigen Umformungen

(40) 5/%dz=2/%{(ui"+®i’°)§"—miika_fi} dz

OxI
e 0 a(v=g9"") 18(v=gg’*)
‘ ) 1 —aqi" —aa’
ik _ ogr . 25k 99 ) 1 99
(41) Ti" =g 09" + 2t Oz 2 o1t '

Das Verschwinden des Integranden von (40) fiir beliebige Funktionen ¢!
liefert gerade die Identititen (36), (37), (38), wihrend der Ausdruck (41)
sich als identisch mit dem Ausdruck (39) von Freud erweist.

Die Identitdt (37) ist niitzlich, weil sie die Berechnung der Volumenin-
tegrale von Totalenergie und Totalimpuls als Flufl durch eine Oberfliche
erlaubt.

5 Ich danke Dr. V. Bargmann dafiir, da er meine Aufmerksamkeit auf die in
dieser Anmerkung behandelten Ergebnisse gelenkt hat.
" P. Freud, Ann. Math., Princeton, 40 (1939), p. 417. Freud bezeichnet mit

#* = w(t* + %)=y,

den Ausdruck, der in diesem Buch mit —(* + ;%) bezeichnet ist, daher
hat sein 2,*' das entgegengesetzte Vorzeichen wie unser ;.
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Anm. 9, S. 637: Heute wird die relativistische Geschwindigkeitsabhin-
gigkeit der Energie und des Impulses in allen Experimenten mit hochener-
getischen Partikeln als etwas Selbstverstandliches angenommen, und zwar
sowohl fiir Teilchen, die in kosmischen Strahlen vorkommen als auch fiir
solche, die mit Hilfe von Maschinen (Zyklotrons, Betatrons, usw.), in de-
nen eine hohe Beschleunigung von geladenen Teilchen statthat, kiinstlich
hergestellt werden. Zur Berechnung der Teilchenbahnen in diesen Ma-
schinen sind die relativistischen Formeln ebenfalls wesentlich; ihre Vor-
aussagen sind immer in Ubereinstimmung mit der Erfahrung gewesen.
Ein besonderes Experiment zur Uberpriifung der relativistischen Massen-
formel fiir Elektronen in einem Geschwindigkeitsbereich bis zu anndhernd
0,8 - c wurde von M.M. Rogers, A.W. McReynolds und F.T. Rogers, Jr.,
Phys. Rev. 57 (1940), p. 379, durchgefiihrt.

Anm. 10, S. 642: Hier enthilt der Text einen historischen Irrtum: Das
betreffende Wirkungsprinzip ist schon von J.J. Larmor aufgestellt worden
(siehe dessen Buch: Aether and Matter, Cambridge 1900, Kap. 6).

Anm. 11, S. 667 und 672: M. v. Laue (sieche dessen Relativititstheo-
rie, Bd. 1, 6. Auflage 1955, § 19) hat gezeigt, daB nur der unsymme-
trische Energie-Impulstensor von Minkowski fiir eine phinomenologische
Beschreibung bewegter Korper korrekt ist (ebenso wie in ruhenden Kri-
stallen). Sein Beweisgang betont auch die Giiltigkeit des Additionstheo-
rems der Geschwindigkeiten fiir die Strahlgeschwindigkeit (siehe Gl. (312)
des Textes), was nur mit diesem unsymmetrischen Tensor in Ubereinstim-
mung ist. [Anm. des Herausgebers: Gemeint ist die Gleichung auf Seite
672, die falschlicherweise die Nummer (212) trigt.]

Anm. 12, S. 677: Die Betrachtungen von Lewis und Tolman sind im
Schwerpunktssystem der stoenden Kugeln einfacher.

Anm. 13, S. 681: Ein sehr augenfilliges Beispiel fiir die Aquivalenz
von Masse und Energie ist die Vernichtungsstrahlung eines Paares von
Elektronen verschiedener Ladung (Positon und Negaton), wobei die ge-
samte Masse in Strahlungsenergie umgesetzt wird. (Fiir eine quantitative
Messung der Wellenlidnge der emittierten Photonen siehe J. DuMond,
D.A. Lind und B.B. Watson, Phys. Rev. 75 (1949), p. 1226.)

Die erste quantitative Priifung der Masse-Energie-Bilanz bei Kern-
reaktionen wurde von J.D. Cockcroft und E.T. Walton, Proc. Roy.
Soc. A137 (1932), p. 229, bei der Reaktion gemacht, bei der zwei o-
Teilchen durch Protonenbeschuf8 von Li-Kernen der Massenzahl 7 emit-
tiert werden.
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Heute ist die von Einstein postulierte Aquivalenz von Masse und Ener-
gie (Trédgheit der Energie) eine der sichersten Grundlagen der Kernphysik.
Sie gibt Anla8 zu dem Programm, die Massenwerte der Elementarteilchen
als Energieeigenwerte zu interpretieren.

Anm. 14, S. 716: Wahrend infolge verschiedener Storeffekte in der Zwi-
schenzeit noch kein Fortschritt betreffs der Rotverschiebung von Spektral-
linien der Sonne erreicht wurde, besteht gute Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment fiir die Rotverschiebung im Begleiter des Sirius.
Diese ist zufolge der extrem hohen Dichte des Sterns etwa 30 mal so grof§
wie bei der Sonne. Wegen Einzelheiten siehe den zitierten Kongrefbericht
,Fiinfzig Jahre Relativititstheorie“, Bern 1955.

Anm. 15, S. 720 und 723: Die Tatsache, dafl das Energie-Impuls-
Gesetz (341a), S.720, fiir Materie (einschlieBlich elektromagnetischer Fel-
der) eine Folge der Feldgleichungen (401) fiir die Gravitation allein ist,
gibt Anlafl zu der Erwartung, dafl das Bewegungsgesetz fiir Materieteil-
chen (die phinomenologisch durch den Energie-Impuls-Tensor 6;;, Gl.
(322), S.675, beschrieben werden kénnen) auch aus diesen Feldgleichun-
gen ohne zusitzliche Annahmen folgen muf.

Dies ist tatsdchlich in einer Reihe von Arbeiten Einsteins und seiner
Mitarbeiter und spater von Infeld und Mitarbeitern bewiesen worden.?
Sie betrachteten insbesondere eine Punktsingularitit (Weltliniensingula-
ritit in der vierdimensionalen Raum-Zeit) in einem #ufleren Feld und
zeigten, dafl das Verschwinden der kovarianten Divergenz von Gj; zur
Folge hat, dal die Annahme einer Singularitdt des metrischen Feldes auf
einer Weltlinie mit der Giiltigkeit der Feldgleichungen G;x = 0 (oder
R, = 0) aulerhalb dieser Weltlinie nur dann vereinbar ist, wenn letztere
eine Geoditische ist.

Zum Beweis mufiten Nadherungsverfahren angewandt werden. Das be-
quemste ist eine Entwicklung in Potenzen von c2, d.h. in Potenzen von
Zeitableitungsoperationen (quasistatische Felder, vergl. Nr. 58a). Eine an-
dere, von Infeld und Schild angewandte Methode besteht im Grenziiber-
gang zu einer verschwindenden Masse des Probekoérpers, was auch im
Falle eines schnell verdnderlichen Feldes funktioniert.

8 A. Einsteinund J. Grommer, S.B. Preuf. Akad. Wiss. (1927), p. 6 und p. 235.
A. FEinstein, L. Infeld und B. Hoffmann, Ann. Math., Princeton, 39 (1938),
p. 65. L. Infeld, Phys. Rev. 53 (1938), p. 836. A. Einstein und L. Infeld, Ann.
Math., Princeton, 41 (1940), p. 455; Canad. J. Math. 1 (1949), p. 209 L. Infeld
und A. Schild, Rev. Mod. Phys. 21 (1949), p. 408 (gegen Null strebende Par-
tikelmasse). L. Infeld und A. Scheidegger, Canad. J. Math. 3 (1951), p. 195.
L. Infeld, Acta phys. polon. 13 (1954), p. 187. Siehe auch P.G. Bergmann,
»An Introduction to the Theory of Relativity“ (New York, 1942), Kap. XV.
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Das Ergebnis fithrt auf die Nichtexistenz einer Losung der Gravita-
tionsfeldgleichungen fiir zwei ruhende Punktmassen. Es gibt jedoch eine
statische Losung mit einer Singularitdt des metrischen Feldes auf einer Li-
nie zwischen zwei Raumpunkten, die eine eindimensionale Materiedichte
beschreibt.

In dhnlicher Weise kann auch gezeigt werden, da8§ eine elektrisch ge-
ladene Punktmasse auf Grund der Gravitationsgleichungen allein einem
Bewegungsgesetz einschlielich der Kraft (216) gehorcht (siehe Gl. (225a),
S.719, des Textes).

Die Darstellung der Materie als Punktsingularitdt mag einiges formal-
mathematisches Interesse haben und auch handlich in gewissen Anwen-
dungen sein, aber ich mochte betonen, dafl sie bei der Untersuchung der
Bewegungsgesetze innerhalb der allgemeinen Relativitatstheorie nicht von
grundlegender Bedeutung ist. Den materiellen Energie-Tensor Tj; kann
man auch formal, ohne ihn durch andere Gréflen auszudriicken, in die
Feldgleichungen (401) einfiihren, um kleine, aber endliche Raum-Zeit-
Bereiche zu beschreiben, in denen die linke Seite von Null verschieden
ist.? Die Divergenzgleichungen (341a), S.720, die dann folgen, kénnen zur
Untersuchung der Bewegung der Mittelpunkte dieser Bereiche verwandt
werden, dhnlich wie fiir bewegte Punktsingularititen. Auf diese Weise
hat N. Hu!® die durch die Emission von Gravitationswellen verursachten
kleinen Dampfungskréfte untersucht. Obwohl sie erst in einer sehr hohen,
praktisch unbeobachtbaren Niherung der Entwicklung in Potenzen von
¢~ 2 erscheinen, sind sie doch von grundsétzlichem Interesse, da es in die-
ser Naherung immer weniger moglich wird, genau zwischen duflerem Feld
und Selbstfeld der Materie zu unterscheiden.

Anm. 16, S. 733: Die meisten Sachkenner sind sich darin einig, daf§
die beste Bestimmung der Lichtablenkung durch die Sonne noch die von
Campbell und Trumpler (Lick Observatorium) ist, welche in guter Uber-
einstimmung mit dem theoretischen Wert ist. Siehe Trumplers Bericht
und dessen Diskussion im Kongrebericht ,Fiinfzig Jahre Relativitats-
theorie“, Bern 1955.

Anm. 17, S. 738, 743 und 745: Esist eine interessante offene Frage, ob
es exakte Losungen der Vakuumfeldgleichungen R;x = 0 gibt, die iiberall
regulir sind und sich im Unendlichen des dreidimensionalen Raumes dem
Linienelement der speziellen Relativititstheorie anndhern. Es ist bewie-
sen worden, daB keine statischen oder stationidren Losungen dieser Art

9 Siehe H. Weyl, ,Raum-Zeit-Materie“ (5. Aufl., 1923), § 38, und auch V. Fock,
»Theory of Space, Time and Gravitation“ (London 1958).
10 N. Hu, Proc. Roy. Irish Acad., A51 (1947), p. 87.
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existieren (siehe die erginzende Anmerkung 19), aber man sollte erwar-
ten, dafl solche zeitabhingigen Losungen stehenden Gravitationswellen
entsprechen (z.B. sphirischen). Man kann leicht sehen, daf§ keine solchen
Losungen fiir ebene Wellen existieren. Fiir Zylinderwellen haben A. Ein-
stein und N. Rosen, J. Franklin Inst. 223 (1937), p. 43, exakte Losungen
dieser Art konstruiert, die sich jedoch nicht dem pseudoeuklidischen Li-
nienelement im Unendlichen des Raumes annéhern.

Eine Entscheidung des allgemeineren mathematischen Problems der
Existenz exakter Losungen dieser Art ist wiinschenswert. Wenn sie exi-
stieren, wire es nicht moglich, das , Machsche Prinzip“ (Nr. 62a) so zu
formulieren, daf8 es eine Folge der relativistischen Feldgleichungen ist. Die-
ses Prinzip muf} sowieso im Lichte der neueren Entwicklung des kosmolo-
gischen Problems neu iiberdacht werden (siehe die erginzende Anm. 18).

Anm. 18, S. 743-749 (Nr. 62): Das kosmologische Problem. Seit dem
ersten Erscheinen dieses Buches hat eine wichtige Entwicklung statt-
gefunden. Neue Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen, die eine
raumlich homogene Welt mit zeitabhangiger Metrik beschreiben, sind von
A. Friedmann!! gefunden worden. Sie existieren auch ohne Einsteins kos-
mologischen Term (—Agix in Gl. (452)) fiir alle drei Fille verschwinden-
der, positiver und negativer konstanter Kriimmung des dreidimensiona-
len Raumes. Von G. Lemaitre!? sind diese Losungen zum ersten Male
auf die wirkliche Welt angewandt worden. Er zeigte auch, daf§ Einsteins
statische Losung unstabil beziiglich einer zeitlichen Anderung der Mate-
riedichte ist. Die Anwendungen dieser Losungen auf die wirkliche Welt
wurde moglich durch Hubbles Entdeckung einer Rotverschiebung der von
Sternnebeln emittierten Spektrallinien, welche proportional der Entfer-
nung dieser Nebel ist. Dies kann nicht gut anders gedeutet werden denn
als Dopplerverschiebung infolge einer Geschwindigkeit der Nebel in Sinne
einer Ausdehnung des gesamten Materiesystems.

Einstein'3 war sich bald iiber diese neuen Méoglichkeiten im klaren
und verwarf den kosmologischen Term vollends als iiberfliissig und nicht
linger gerechtfertigt. Ich stimme diesem neuen Standpunkt Einsteins voll
und ganz zu.!4

' A. Friedmann, Z. Phys. 10 (1922), p. 377 und 21 (1924), p. 326.

12 G. Lemaitre, Ann. Soc. Sci. Brux. A 47 (1927), p. 49.

13 4. Einstein, S.B. PreuB. Akad. Wiss. (1931), p. 235. Anhang zur zweiten
Auflage (1945) von , The Meaning of Relativity“, abgedruckt in allen spiteren
Auflagen.

14 Zum folgenden vergl. auch die Biicher: R.C. Tolman, ,Relativity, Thermo-
dynamics and Cosmology“ (Oxford 1934); M. v. Laue, ,Relativititstheo-
rie“, Bd. 2: Allgemeine Relativitédtstheorie (3. Aufl., 1953), S. 52; P. Jordan,
»Schwerkraft und Weltall* (2.Aufl., 1955).
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Der Friedmannsche Ansatz fiir die Metrik lautet
(42) ds? = R*(t)do® — dr? mit 4 =ct,

wo do ein dreidimensionales, zeitunabhéngiges Linienelement fiir einen
Raum konstanter Kriimmung ist, die zu € = 0, +1 oder —1 normiert
werden kann, so daB fiir € # 0 z*,z2,z% in Einheiten des Kriimmungs-
radius R(t) gemessen werden. Die Zeitskala ist durch die Wahl g44 = —1
in (42) normiert, und die z* (a = 1,2, 3) sind konstant fiir Materie, die
der Ausdehnung des Raumes folgt. Fiir do? = v,dz%dz® (a,b = 1,2,3)
kann jeder der Ausdriicke (122), (124) oder (126) mit 1/a% = ¢ gewéhlt
werden, wie z.B.

43)  do® = (_17(—5175?2? S de®)?, mit 2= (%),

a a

Fiir den verjiingten Kriimmungstensor p;, der zu do? gehért, hat man
Pab = —2€%ab, geméB (117) und da n = 3. Die Gleichung fiir die Geodati-
schen liefert das Ergebnis!®, da8 fiir ein Materieteilchen

(44) |p|R = konst.

wird, wo p = muv(1 — v?/c?)~% sein Impuls ist. Geht man zur de Broglie-
Wellenlinge A = h/p iiber, so kann man (44) auch als

(45) R/) = konst.

schreiben, was dann auch fiir Licht (Photonen) giiltig ist. Fiir die Zeitskala
des Linienelements, dessen Quadrat durch (42) mit g44 = —1 gegeben ist,
ist die Lichtgeschwindigkeit konstant, und fiir die Lichtfrequenz in dieser
Zeitskala folgt

(46) vR = konst.

Dies wurde von M. v. Laue'® ohne Gebrauch quantentheoretischer Be-
griffe unter Hinweis darauf gezeigt, daf infolge der konformen Inavrianz
der Mazwellschen Gleichungen die dem Linienelement ds? = R?(t')(do? -
c? dt'?) entsprechende Frequenz v’ zeitunabhingig sein mu8.

Wenn g die Massendichte, u = pc? die entprechende Energiedichte,
und p der Druck ist, so daf u und p zeitabhéngig aber rdumlich konstant

15 Giehe die in FuBnote 14 zitierte Literatur. Man kann den Sonderfall
_1
?=2=0, z'=r, do=dr (1+(c/4)r?)" 2,

betrachten. Fiir ein Materieteilchen hat man v = R(do/dt).
16 M. v. Laue, S.B. Preuf. Akad. Wiss. (1931), p. 723.
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sind, so haben wir fiir die Komponenten des Energietensors'” T, mit
a=1,2,3

(47) Tyy=u, Tia=0, T =pgab=pR*Vas.
Daher

T =-u+3p,
(48) Tas — 3944T = §(u+3p),

Ty - %gabT = %(u - p)R27ab .

Die Berechnung der Komponenten von R;; ergibt, wenn ein Punkt Diffe-
rentiation beziiglich z4 = ct bezeichnet,

3R

(49) Ru="F, Rw=0, Ru= —7a5(2¢ + R? + RR).

Die Feldgleichungen ohne den kosmologischen A-Term in der Form (401a),
S. 724 des Textes,!8

Rit = —k(Ti — 39aT),

liefern daher .
3% =-5(u+3p),

(50)
2+ 2R* + RR = §R*(u - p),
oder auch "
3R = ku,
(51)

2RR4R?
__%!u = np.

Der Energiesatz (Verschwinden der kovarianten Divergenz von Ty) gibt
fiir 7 = 4 (die anderen drei Gleichungen werden identisch erfiillt)

(52) iz+%(u+p)=0,

was auch aus (50) oder (51) direkt folgt. Diese Gleichung kann auch in
der Form
(53) d(uR®) + pd(R®) =0

geschrieben werden, welche die Konstanz der Entropie in einem Materie-
volumen zum Ausdruck bringt.

17 Siehe Gl. (362), S. 692, sowie auch S. 726 und S. 733 des Textes. Man muf
hier u4 = ¢ und u, = 0 fiir a = 1, 2, 3 setzen.
18 Vergleiche Fuinote 320, S. 727, wegen unserer Bezeichnung fiir .
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Im Falle reiner Materie erhilt man
(54) p=0, uR®=konst.= 1A,
und im Falle reiner Strahlung

(55) p= %u, uR* = konst.

Nur der Fall p = 0 scheint von praktischem Interesse zu sein und wird
daher im folgenden angenommen. Dann liefert Einsetzen von (54) in die
erste Gleichung (51) sofort

R(R? +¢) = kA,
oder 4
(56) R? = ﬁR— —c.

Diese Gleichung kann leicht integriert werden. Fiir verschwindende Kriim-
mung z.B. hat man

(57) =0, 2ZRY?=VkAc(t-to).
Die gemessene Hubble-Konstante ist daher

1_ R 1 _co/kd 2 1

(58) HEtH=C§, 't';— R3/2 —gt—to
oder
(59) t—to=2tg=2H'.

In dieser Losung entspricht die Zeit ¢y den Werten R = 0, u = oo, bei
denen die im Modell angenommenen Idealisierungen nicht mehr gerecht-
fertigt sind. Die Zeit t—to kann als Alter der Welt in dem Sinne bezeichnet
werden, daf es theoretisch nicht moglich ist, den duBerst dichten Zustand
der Materie, der zur Zeit tp vor dem gegenwirtigen Zeitpunkt herrschte,
weiter zuriickzuverfolgen.

Fiir die anderen Fille ¢ = +1, —1 verweisen wir auf die in den Fuf}-
noten 11 und 12 zitierte Literatur. Wenn H = 1/t wie oben durch (58)
definiert und R = 0 fiir t = ¢, ist, findet man fiir das ,Alter der Welt“
t — to die Ungleichung

(60) t—to < 2ty fir e=+1,
(61) t—to> 2ty fir e=-1.

In letzterem Falle ist die Zeitspanne t — to bei bekanntem tg auch durch
die moglichen Werte von R/kA begrenzt.
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Eine empirische untere Grenze fiir t—t, ist durch die Tatsache gegeben,
daB die feste Erdrinde bekanntlich etwa 3 x 10° Jahre alt ist. Einige Zeit
schien ein Widerspruch zum empirischen Wert der Hubble-Konstanten
zu bestehen, der auf einen zu niedrigen Wert des Weltalters fiihrte.!® In
neuerer Zeit fanden die Astronomen jedoch einen niedrigeren Wert der
Hubble-Konstanten H, der

ty = % = (5,6 £ 2) x 10° Jahre

ergab.2® Es scheint nun keinen ernsten Widerspruch mehr zu geben zwi-
schen dem empirischen Wert der Hubble-Konstanten, dem Alter der Erde
und den Gleichungen der allgemeinen Relativitdtstheorie ohne den kos-
mologischen Term.?!

Anm. 19, S. 747 Fuinote 365: Nachdem Serini die Nichtexistenz von
reguldren statischen Losungen der Vakuumfeldgleichungen R;x = 0 bewie-
sen hatte, bestand das nichste Problem darin, in den Voraussetzungen
nicht-verschwindende, aber zeitunabhingige gq4 (a = 1,2,3) zuzulassen.
Ein erster Schritt im Beweis der Nichtexistenz dieser allgemeineren ststi-
oniren Losungen wurde von A. Einsteinund W. Pauliin den Ann. Math.,
Princeton, (2) 44 (1943), p. 131, unternommen. Sie zeigten, da8, falls sol-
che Losungen existieren, die Abweichungen des metrischen Feldes vom
pseudo-euklidischen in grofien Entfernungen schneller als r~! abnehmen
miissen. (Die alte Methode Serinis ist dort im Anhang abgedruckt.)

Diese Einschrinkung ist iiberwunden worden von A. Lichnerowicz,
C.R. Acad. Sci., Paris, 222 (1946), p. 432 (siehe auch sein Buch: ,, Théories
relativistes de la gravitation et de ’électromagnétisme*, Paris 1955), der
in voller Allgemeinheit die Nichtexistenz stationdrer Lésungen der Glei-
chungen R;; = 0 bewies, die sich dem pseudo-euklidischen Linienelement
im Unendlichen nihern. Seine Methode besteht wie diejenige Serinis dar-
in, das Verschwinden gewisser Integrale mit positiv-definiten Integranden
zu zeigen.

Anm. 20, S. 756: Hier wurde die Invariante (siehe Gl. (54a), S. 581)

1 _ 1 *ik

Ner (FasFis + F31 Foy + FiaFoq) = 1 wF

19 Siehe A. Einstein, ,The Meaning of Relativity*, Anhang; und P. Jordan,
»Schwerkraft und Weltall“ (2. Aufl., 1955).

20 A.R. Sandage, Astr. J. 59 (1954), p. 180.

21 Siehe das Referat von H.P. Robertson im Kongrefbericht ,Fiinfzig Jahre
Relativitatstheorie“, Bern 1955.
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irrtiimlicherweise ausgelassen. Die Grofle ist nicht invariant beziiglich
Spiegelungen der Raumkoordinaten (z, = —z,,a = 1,2,3), sondern
wechselt bei dieser Transformation ihr Vorzeichen (Pseudoskalar). Da die
Lagrangefunktionen, die in der Natur vorkommen, auch unter raumlichen
Spiegelungen invariant sind, kann nur das Quadrat dieser Grifle auftre-
ten. Dies ist in der Tat der Fall bei der Anwendung der Quantentheorie der
Positons auf die Polarisation des Vakuums in homogenen duferen elektri-
schen und magnetischen Feldern, wie von W. Heisenberg und H. Euler, Z.
Phys. 98 (1936), p. 714, gezeigt wurde. Diese Grofle spielt auch eine Rolle
in der nichtlinearen Elektrodynamik von M. Born, Proc. Roy. Soc. A 143
(1934), p. 410; und von M. Born und L. Infeld, Proc. Roy. Soc. A 144
(1934), p. 425; 147 (1934), p. 522; 150 (1935), p. 141.

Die anderen, unter 2. bis 4., S. 756, erwahnten Invarianten sind jedoch
wegen ihrer mangelnden Eichinvarianz vollstindig aufgegeben worden.

Anm. 21, S. 759, 770 und 774: Nachdem sich die Eigenschaften von
Positonen und Negatonen als véllig symmetrisch erwiesen hatten, wurde
das negative Antiproton experimentell gefunden.??

Alle Argumente im Text, die sich ,auf die Asymmetrie zwischen den
beiden Arten von Elektrizitdt“ griinden, miissen daher verworfen werden.

Anm. 22, S. 759: Wihrend es niemals einen empirischen Grund zu der
Annahme gegeben hat, da Lingen und Zeiten von Mafstiben und Uhren
von ihrer Vorgeschichte abhingen (siehe Nr. 65b), hat sich auch die theo-
retische Situation seit Aufkommen der Wellenmechanik sehr gedndert. In
dieser Theorie 1488t die komplexe Wellengleichung, die elektrisch geladene
Materie beschreibt (die Wellenfunktion % kann eine oder mehrere Kom-
ponenten haben), die Gruppe
(62) S":z‘Pi—i%%, Y =1e/)
(h = Plancksche Konstante dividiert durch 27, ¢ = Elementarladung)
zu, die in enger Analogie zur Transformation (477) der urspriinglichen
Weylschen Theorie steht, jedoch mit einem imaginidren Exponenten in
statt des reellen Exponenten in g;z. Zudem ist der Zusammenhang des
Erhaltungsgesetzes fiir die elektrische Ladung mit der neuen Gruppe der
gleiche wie bei der alten Theorie.

Sowohl London®? als auch Weyl?* selbst erkannten diese Tatsache so-
fort nach der Entdeckung der Wellenmechanik. Seitdem ist in der Wellen-

22 0. Chamberlain, E. Segré, C. Wiegand und Th. Ypsilantis, Phys. Rev. 100
(1955), p. 947.

23 F. London, Z. Phys. 42 (1927), p. 375.

24 H. Weyl, ,Gruppentheorie und Quantenmechanik“ (Leipzig 1928; 2. Aufl,
1931); Z. Phys. 56 (1929), p. 330; Rouse Ball Lecture ,Geometry and Phy-
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mechanik der Name , Eichgruppe® fiir die Gruppe (62) iiblich geworden,
womit auf die Weylsche Theorie mit nichtintegrabler Lange als auf ihren
historischen Urprung hingewiesen wird.

Jetzt gab es jedoch keinen AnlaBl mehr, an eine Nichtintegrabilitit der
Lingen zu glauben, und Weyl selbst bekannte ausdriicklich den Mifierfolg
seiner alten Theorie. Heute scheint man allgemein darin iibereinzustim-
men, dal die g;; selbst, und nicht nur ihre Quotienten, bestimmt sind
und dafl sie unveridndert bleiben sollten, wenn ein Gradient zu den elek-
tromagnetischen Potentialen hinzugefiigt wird.?®

Anm. 23, S. 773: Bevor wir genauer auf einige Vorschlige zur ,, Verein-
heitlichung® von Feldtheorien zu sprechen kommen, sind einige grundsétz-
liche Bemerkungen notwendig iiber den Anwendungsbereich der klassi-
schen Kontinuitatsphysik bei der Erklirung der Dualitdt von Materieei-
genschaften, die durch den anschaulichen Begriff von ,, Wellen“ und ,,Kor-
puskeln“ gekennzeichnet und durch den neuen, in der Quantenmechanik
(oder Wellenmechanik) seit 1927 anerkannten Typ von statistischen Ge-
setzen beschrieben wird.?6 Die meisten Physiker einschlieBlich des Autors
stimmen mit der Analyse Bohrs und Heisenbergs in ihrer Beurteilung der

sics“, Naturwiss. 19 (1931), p. 49-58; Bericht , 50 Jahre Relativititstheorie®,

Naturwiss. 38 (1951), p. 73.
%5 Unabhingig von der Transformation der elektromagnetischen Potentiale kann
man die konforme Transformation g}, = Agix mit einer beliebigen Funktion
A(z) betrachten (siehe S.633 und S.766 wegen der Mazwellschen Gleichun-
gen). Wie R. Bach, Math. Z. 9 (1921), p. 110 (siehe auch C. Lanczos, Ann.
Math., Princeton, 39 (1938), p. 842) gezeigt hat, ist es mathematisch moglich,
Feldgleichungen mit dieser Invarianzeigenschaft zu konstruieren, indem man
im Wirkungsprinzip eine skalare Dichte benutzt, die zweiten Grades in den
Komponenten des konformen Kriimmungstensors ist (wegen des letzteren sie-
he H. Weyl, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.-naturwiss. Kl. (1921), p. 99).
Zu einer Zeit zog auch A. Einstein, S.B. Preu. Akad. Wiss. (1921), p. 261,
Gravitationsgleichungen mit konformer Invarianz in Betracht. Dieser Stand-
punkt wirde jedoch bald von ihm und anderen aufgegeben, da er keinerlei
physikalische Bedeutung zu haben scheint.
Es mu8 hervorgehoben werden, da8 nicht nur der Korpuskelbegriff der klas-
sischen Mechanik, sondern auch der Wellenbegriff der klassischen Feldtheo-
rie eine grundlegende Anderung in der Quantenmechanik erfahren hat. Wie
Schriédinger gezeigt hat, konnen Systeme wechselwirkender Teilchen namlich
nur durch Wellen in einem vieldimensionalen Konfigurationsraum und nicht
durch Wellen in der gewohnlichen Raum-Zeit beschrieben werden. In Féllen,
wo Partikel erzeugt oder vernichtet werden (zeitliche Anderung der totalen
Teilchenzahl), braucht man Folgen solcher Konfigurationsrdume mit verschie-
denen Dimensionszahlen. Dem ist die sogenannte ,Feldquantisierung“ dqui-
valent, bei der die Amplituden der Wellenfelder in der gewohnlichen Raum-
Zeit durch geeignet gewiahlte Operatoren ersetzt werden. Siehe P. Jordan und
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durch diese Entwicklung hervorgerufenen erkenntnistheoretischen Situa-
tion iiberein; und sie halten daher eine vollstindige Losung der offenen
Probleme der Physik durch eine Riickkehr zu den klassischen Feldbegrif-
fen fiir unmoglich.

Einstein andererseits, nachdem er die physikalische Denkweise mit all-
gemeinen Methoden revolutioniert hatte, die auch fiir die Quantenmecha-
nik und ihre Interpretation grundlegend sind, hielt bis zu seinem Tode an
der Hoffnung fest, dafl sogar die quantenhaften Ziige atomarer Erschei-
nungen im Prinzip nach den Gesichtspunkten der klassischen Physik der
Felder erklirt werden konnten. Wahrend der Begriff physikalischer Rea-
litit in der Atomphysik durch Bohrs Begriff der Komplementaritit in
einer solchen Weise verallgemeinert worden ist, dafl die gesamte experi-
mentelle Anordnung ein wesentlicher Teil des theoretisch beschriebenen
Phanomens ist, wollte Finstein am Ideal der klassischen Himmelsmecha-
nik festhalten, da der objektive physikalische Zustand eines Systems
vollkommen unabhingig von der Art und Weise sein miifite, in der es
beobachtet wird.

Obwohl FEinstein offen zugab, da8 seine Hoffnungen auf eine vollstindi-
ge Losung auf dieser Grundlage noch nicht erfiillt waren und daf8 die
Méglichkeit einer solchen Theorie von ihm noch nicht bewiesen worden
war, betrachtete er dies als offene Frage. Wenn er von einer ,einheitli-
chen Feldtheorie“ spricht, hat er daher dieses ehrgeizige Programm einer
Theorie im Sinn, die alle die Elementarteilchen betreffenden Probleme
mit Hilfe klassischer Felder 16st, welche iiberall regulér sind (frei von Sin-
gularititen).

Die Physiker, die der Heisenberg-Bohrschen Deutung der Quanten-
mechanik folgen, ziehen die Vereinheitlichung klassischer Felder wie des
elektromagnetischen und des Gravitationsfeldes nur in eingeschrankter
Weise in Betracht, solange die Quellen der Felder (wie z.B. elektrische
Ladungen und Massen) nicht beriicksichtigt werden. Zur Beschreibung
der Quellen und ihrer Eigenschaften werden Materiewellenfelder und ih-
re Quantisierung mit einer statistischen Interpretation angenommen.?’
Aber selbst dieses andersartige Programm scheint noch weit von seiner
Verwirklichung entfernt zu sein.

Der Leser des urspriinglichen Textes von Nr. 67 wird bemerken, daf§
ich schon damals sehr skeptisch war beziiglich der Moglichkeit, den Ato-
mismus der Materie und besonders der elektrischen Ladung mit Hilfe der
klassischen Begriffe von stetigen Feldern allein zu erkliren. In diesem Zu-
sammenhang sollte daran erinnert werden, daf die atomistische Struktur
der elektrischen Ladung schon ihren Ausdruck in dem spezifischen nu-

O. Klein, Z. Phys. 45 (1927), p. 751; P. Jordan und E. Wigner, Z. Phys. 47

(1928), p. 631; V. Fock, Z. Phys. 75 (1932), p. 622.
27 Siehe Fufinote 26
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merischen Wert der Feinstrukturkonstanten gefunden hatte, fiir die ein
theoretisches Verstdndnis heute noch immer fehlt. Insbesondere fiihlte
ich ziemlich stark den grundlegenden Charakter der Dualitit (oder, wie
man seit 1927 sagt, der Komplementaritit) zwischen dem gemessenen
Feld und dem als MeBinstrument benutzten Probekorper. Diese Frage ist
seitdem von N. Bohr auf der achten Solvay-Konferenz fiir Physik 1948
diskutiert worden (siehe den Bericht iiber diesen Kongre8}, Briissel 1950,
S. 376-380).

Nach diesen allgemeineren einleitenden Bemerkungen werden wir im
folgenden zwei Arten von Versuchen zur Vereinheitlichung von Feldern
besprechen, welche die urspriingliche Relativititstheorie Einsteins in ver-
schiedenen Richtungen formal verallgemeinern.

a) Theorien mit unsymmetrischen gix und I'),.*® Die betreffenden
Theorien existieren in zwei Versionen, die friihere, in der symmetrische
oder unsymmetrische I'}, als einzige primare Grofien betrachtet wurden,
und die sptere, in der sowohl unsymmetrische I}, als auch unsymmetri-
sche g;x oder g** als unabhiingige Variable betrachtet werden. In ersteren
Theorien wird angenommen, daf8 der metrische Tensor dem symmetri-
schen Anteil R(;;) des verjiingten Kriimmungstensors proportional ist.

Diese Annahme ist nur dann gerechtfertigt, wenn ein kosmologischer
Term der Feldgleichung existiert. Da dies nicht mehr gerechtfertigt ist,
verbleibt einem noch der zweite Typ von Theorien, in der die unsymme-
trischen I}, und g;x als unabhéngige Variable aufgefat werden. Infolge-
dessen ist spater nur der zweite Typ von Theorie von FEinstein betrachtet
worden.

Alle diese Theorien sind dem Einwand ausgesetzt, daBl sie im Wider-
spruch stehen zu dem Prinzip, daff nur irreduzible Griflen in Feldtheorien
benutzt werden sollten. Dieses Prinzip ist in der Tat von einem formalen
Gesichtspunkt aus befriedigend und ist bisher in der Physik ausnahmslos
empirisch verifiziert worden. Daher glaube ich,?® da§ zwingende mathe-
matische Grinde (z.B. Invarianzpostulate fiir eine erweiterte Transfor-
mationsgruppe) angegeben werden miissen, warum eine Zerlegung der in

%8 Vergleiche A.S. Eddington, , The Mathematical Theory of Relativity“ (Cam-
bridge 1924); verschiedene Arbeiten von A. Einstein, S.B. Preuf. Akad. Wiss
(1923-1925); E. Schridinger, ,Space-Time-Structure* (Cambridge 1950), wo
die Arbeiten des Autors in Proc. Roy. Irish Acad. (1943-1948) und die Glei-
chung von A. Einsteinund E.G. Straus, Ann. Math., Princeton, (2) 47 (1946),
p. 731, zusammengefafit sind. Siehe auch A. Einstein, Ann. Math., Princeton,
(2) 46 (1945), p. 538.

% Dieselbe Meinung vertritt H. Weyl, Naturwiss. 38 (1951), p. 73; und Sit-
zungsberichte des Berner Kongresses, 1955.
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der Theorie benutzten reduziblen Griflen (z.B. Ry, gik, I’i’,c ) nicht auftritt.
Dies ist in der friiheren Literatur iiberhaupt nicht geschehen.3°

Einstein jedoch wufite wohl um diesen Einwand, den er in seinem
spateren Werk sorgfiltig erwog.3!

Um Gesichtspunkte und Resultate der Arbeit von Einstein und Kauf-
mann zu erkliren, bemerken wir zunichst, dafl der korrekte Ausdruck fiir
den verjiingten Kriimmungstensor R als Funktion der nicht-symmetri-
schen I}, lautet3?

(63) Rix =Tj, — Iy — Tl + T Ty,

wobei nun die Reihenfolge der unteren Indizes in den I' wichtig ist.
Die Autoren betonen des weiteren, dal dieser Ausdruck beziiglich -
Transformationen invariant ist, die durch

(64) [ =TL + 68

definiert ist, wo A(z) eine beliebige Funktion ist. Sie fiithren nun die For-
derung ein, da alle Gleichungen beziiglich dieser A-Transformationen
invariant sind (\-Invarianz). Formal macht dieses Postulat den Gebrauch
symmetrischer I}, unméglich.

Als zweites Postulat fiihren Finstein und Kaufmann die Transposi-
tions-Invarianz ein. Sie besagt, daf§ alle Gleichungen giiltig bleiben, wenn
alle Grolen A;x durch ihre Transponierten A;Fk = Ay; ersetzt werden.
Die durch die I“}k ausgedriickten R;; sind nicht transpositionsinvariant.
Invarianz kann jedoch erreicht werden durch Einfiihrung neuer Grofien,
die definiert sind durch

(65) Uilk = Filk - Fittéfw Filk = U:k - %Uitt‘s;:'
Der verjiingte Kriimmungstensor lautet, ausgedriickt durch die £},
(66) R (U) = Ul — UiUgy + 3UL U

und ist nun transpositionsinvariant. Die A-Transformation der U}, ist ge-
geben durch
(67) Uik = Uiy + (530 = 6i).0).

30 Schon in einer Theorie, in der die symmetrischen I7, als einzige unabhéngige
Feldvariable betrachtet werden, ist es zum Beispiel willkiirlich, den Ausdruck
/— det |Rik| als Dichte im Wirkungsintegral zu verwenden. Die Aufspaltung
von R;i in seinen symmetrischen und antisymmetrischen Teil gibt viele wei-
tere Moglichkeiten (siehe die erginzende Anmerkung 7).

31 A. Einsteinund B. Kaufmann, Ann. Math., Princeton, 62 (1955), p. 128; siehe
auch , The Meaning of Relativity“ (5. Aufl., Princeton 1955), Anhang II.

32 Im folgenden bedeutet die Operation (...),x immer gewdhnliche Differen-
tiation beziiglich z*. Das Gesamtvorzeichen von Rik, das von Einstein und
Kaufmann gewahlt und hier iibernommen wurde, ist dem in diesem Buch
a.a.0. gewidhlten entgegengesetzt.
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Wegen des Transformationsgesetzes der U!, bei Koordinatentransforma-
tionen verweisen wir auf die in Fulnote 31 zitierte Arbeit. Die Feldglei-
chungen erhdlt man durch Variation des Wirkungsintegrals beziiglich der
g'* und der U}, als unabhdngiger Variablen.

Statt der g** kann man auch die Tensordichte mit Komponenten gi*
verwenden, die in der vierdimensionalen Raum-Zeit gegeben ist durch

ik ik
gt * gz

Ganz im Geiste der gewohnlichen allgemeinen Realtivititstheorie (siehe
S. 598) schrankt man die im Variationsverfahren zu verwendende ska-
lare Dichte £ durch die Forderung ein, dafl sie keine Ableitungen der
¢**, nur die ersten Ableitungen der U}, enthalten und von letzteren li-
near abhingen soll.3% Diese Forderung fiihrt, zusammen mit den bereits
erwahnten Forderungen nach A-Invarianz und Transpositions-Invarianz,
zu einem £, welches linear in den Rix ist, wobei letztere in den U}, aus-
gedriickt sind. Wenn man einen von R;; unabingigen ,kosmologischen
Term vermeidet, dann fiihrt eine geeignete Definition des Feldes g**, mit
gF aus (68), zur FEinsteinschen Wahl der skalaren Dichte

(68) gt =

(69) £ =g"*Ry

als Integrand des Wirkungsintegrals, die alle obigen Forderungen erfiillt.
Wegen der daraus folgenden Feldgleichungen und der zwischen diesen gel-
tenden Identititen verweisen wir auf die zitierte Literatur. Der Spezialfall
verschwindender antisymmetrischer Teile von g** und I}, fiihrt zuriick auf
die gewohnlichen Feldgleichungen ohne Materie der allgemeinen Relati-
vitdtstheorie (siehe die ergénzende Anmerkung 8).

Es ist eher zweifelhaft, ob die Feldgleichungen dieser Theorie, die auf
den formalen Forderungen nach A- und Transpositions-Invarianz, ohne
offensichtliche geometrische und physikalische Bedeutung, beruhen, iiber-
haupt mit Physik in Zusammenhang gebracht werden kénnen.

Ein fiihrendes physikalisches Prinzip wie das Aquivalenzprinzip in der
allgemeinen Relativititstheorie, das auf allgemein empirischer Evidenz
beruht, fehlt in dieser ,einheitlichen Feldthorie“ vollkommen. Zudem ist
es in der gewoShnlichen allgemeinen Relativititstheorie eher das Linienele-
ment, und mit ihm die quadratische Form g;rdridz*, das eine direkte
physikalische Bedeutung hat, und nicht der Pseudotensor I}, der die
Parallelverschiebung von Vektoren beherrscht.

33 Die Diskussion der moglichen Dichten von rein affinen Theorien in der

erginzenden Anmerkung 7 erfolgte ohne Beniitzung dieser enschrinkenden
Forderung.
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Im folgenden werden wir andersgeartete Versuche betrachten, ,ein-
heitliche Feldtheorien“ zu erhalten, in denen nur irreduzible Grofilen Ver-
wendung finden.

b) Fiinfdimensionale und projektive Theorien.3* Kaluza®® fand eine
interessante geometrische Darstellung der allgemein kovarianten Form der
Mazwellschen Elektrodynamik (Nr. 23a und 54), die spéter von Klein3®
verbessert und verallgemeinert wurde.

Man betrachtet einen fiinfdimensionalen Raum mit ,,zylindrischer®
Metrik, gegeben durch
(70) ds® = v,, dr*dz”

(im folgenden laufen griechische Indizes p, v von 1 bis 5, lateinische Indizes
i,k,...von 1 bis 4). Die Zylindrizititsbedingung kann am besten in einem
speziellen Koordinatensystem beschrieben werden,?” in dem die Yuv VOD
r° unabhingig sind,

OVuy _
(71) ors
Weiter nahmen Kaluza und Klein urspriinglich
(72) Y55 =1

an. Das pbsitive Vorzeichen von 755 hat zur Folge, da8 die fiinfte Di-
mension metrisch raumartig ist. Der Grund fiir diese Wahl wird spiter
ersichtlich werden. Aufer den in der allgemeinen Relativitatstheorie ver-
wandten, allgemeinen Koordinatentransformationen der vier Koordinaten
z* lassen die fraglichen bevorzugten Koordinatensysteme die Gruppe

(73) ® =2 + f(z!,---,2%)

zu. Schreibt man (70) in der Form

(74) ds? = (dz® + yi5 dz*)? + gix drdz"

so sieht man, da8 die g;; invariant gegen die Transformation (73) sind,

(75) g:k = Gik

34 Der Leser findet eine Zusammenfassung der hier besprochenen Theorien bei
P.G. Bergmann, ,An Introduction to the Theory of Relativity“ (New York
1942), Kap. XVII und XVIIL

35 Th. Kaluza, S.B. Preu. Akad. Wiss. (1921), p. 966.

36 0. Klein, Nature, Lond., 118 (1926), p. 516; Z. Phys. 37 (1926), p. 895 (schon
in diesen Arbeiten wird eine periodische Abhangigkeit der Metrik von der
fiinften Koordinate in Betracht gezogen); Z. Phys. 46 (1928), p. 188; Ark.
Mat. Astr. Fys. 34 (1946), p. 1; siehe auch Kleins Referat in den Sitzungs-
berichten des Berner Kongresses, 1955.

37 Wegen der Formulierung der Theorie in einem allgemeinen Koordinatensy-
stem siche P.G. Bergmann, Fufinote 34, ebenda.
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wihrend of
! .

(76) Yis = Yis oz

ist. Der Vergleich von (70) und (74) ergibt

(77) Yik = ik + YisVks -

Wenn g** bzw. v* wie gewdhnlich die zu g;x bzw. 7, inverse Matrix ist,
so findet man leicht

det |,y | = det |gikl,
(78)

i5 _

Y3 =1+ *ysms, 70 = —g*ns, v =g*.

Die Form der Transformation (76), die analog zur Gruppe der Eichtrans-
formationen ist, legt die Identifizierung der vy;s mit dem elektromagnet-
schen Potential p; nahe, abgesehen von einem konstanten Proportiona-
litatsfaktor. Der antisymmetrische Tensor

Ons  Ovis

(79) B —'a?=fik,

welcher beziiglich der ,Eichtransformation“ (76) invariant ist, ist dann
der elektromagnetischen Feldstirke proportional. Auf die Definition des
Proportionalititsfaktors werden wir spiter zuriickkommen.

Auf diese Weise konnen auch die Geoditischen der Metrik (70) oder
(74) physikalisch gedeutet werden. Aus der Unabhingigkeit der 7,, von
z® folgt leicht, daf fiir Geodétische die beiden Ausdriicke

dz® drt

(80) s + %SE = konst. = C,
dz* dz*
(81) Gk e = konst. = —1,

bei geeigneter Wahl des Parameters s, getrennt konstant sind. Die Kon-
stante in (81) kann zu —1 normiert werden. Als Gleichungen der Geodati-
schen erhilt man

d dz* 10g,, dz” dz* _ dz*
(82) E(“’"‘E) “ 29 @5 a5 - g

Dies ist aber die Bahngleichung eines geladenen Teilchens in dufleren
elektromagnetischen und Gravitations-Feldern. Infolgedessen ist die In-
tegrationskonstante C' dem Quotienten e/m von Ladung und Masse des
Teilchens proportional.

Wir erwédhnen hier kurz eine andere, gleichwertige Weise, die Geome-
trisierung des Gravitations- und des elektromagnetischen Feldes zu formu-
lieren, namlich die projektive Formulierung. Viele Autoren haben zu ihr
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beigetragen, unter ihnen Veblen und Hoffmann, Schouten und van Dant-
zig und ich selbst. Bergmann3® hat jedoch gezeigt, daB — im Gegensatz zu
dem was ich eine Zeitlang selber geglaubt habe — diese Formulierung nicht
allgemeiner ist als diejenige Kaluzas und daf es leicht ist, von irgendeiner
dieser beiden Formulierungen zur anderen iiberzugehen. Fiihrt man die
homogenen Koordinaten X" ein durch

(83) X’ = f'(z') e

(mit willkiirlichen Funktionen f*), mit der Umkehrung

o= gt (%’...,%),
(84)
z5=log{X5F(%,'“,§;)} = log HO(X1,.--, X5),

wo H() eine homogene Funktion ersten Grades ist, so sieht man leicht,
da8 die ,,Eichtransformation“ (73) zusammen mit den allgemeinen Trans-
formationen der z* genau der Gruppe der homogenen Transformationen
ersten Grades der X" entpricht. Diese Gruppe wird in der projektiven
Formulierung untersucht. Wegen ihrer eineindeutigen Beziehung zur For-
mulierung Kaluzas3® werden wir die projektive Form hier nicht weiter
diskutieren.

Kaluzas geometrische Form der allgemein kovarianten Gesetze des
elektromagnetischen Feldes, wie sie hier dargestellt wurde, ist keineswegs
eine , Vereinheitlichung® des elektromagnetischen Feldes und des Gravi-
tationsfeldes. Im Gegenteil, jede allgemein kovariante und eichinvariante
Theorie kann auch in Kaluzas Form dargestellt werden. Im Falle der Ab-
wesenheit elektrischer Ladungen (Stréme) folgt die allgemein kovariante
Form der Mazwellschen Gleichungen durch Variation eines Wirkungsinte-
grals mit der Dichte (siehe Gl. (231b), S. 720 und GI. (403),(404), S. 725)

(85) £=y=g (R + ngF*") ,

wenn Fj; die elektromagnetische Feldstirke ist. Eine kompliziertere Ab-
hingigkeit der skalaren Dichte von der Feldstirke im Wirkungsintegral
wiirde jedoch ebenso mit einer zylindrisch-symmetrischen, fiinfdimensio-
nalen Metrik vertriglich sein.

38 Piir Literatur siehe aufier P.G. Bergmann, Fuinote 34, S. 275, z.B. G. Ludwig,
,Fortschritte in der projektiven Relativititstheorie“ (Braunschweig 1951).

39 Piir den metrischen Tensor I',,, der den X" entspricht, hat man gemi8 (83)

aX* ax”

Y55 =Fuu$% =F“yXpXu.
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Kaluza und Klein aber leiteten ein weiteres interessantes Ergebnis ab.
Sie berechneten den Skalar p des Kriimmungstensors, welcher der durch
(70) oder (74) gegebenen speziellen fiinfdimensionalen Metrik entspricht,
und sie fanden

(86) p=R+Lfuf*,

wo R der Kriimmungstensor ist, welcher sich aus der dem Wegelement
ds* = g;dzdz* entprechenden Metrik ableitet, und wo f;; durch (79)
definiert ist. Dies wird identisch mit (85), wenn man

(87) fie = \/ﬁFik, Yis = \/ﬁtpi

setzt. Hier mufl weiter bemerkt werden, dafl das Vorzeichen des zweiten
Terms der rechten Seite von (86) sich umkehren wiirde, wenn wir einen
zeitartigen Charakter fiir die fiinfte Dimension (55 = —1) statt eines
raumartigen gewdhlt hitten. Der raumartige Charakter der fiinften Di-
mension mufite gewihlt werden, damit in (86) das Vorzeichen der rechten
Seite dasselbe ist wie in (85). Man kann auch sagen, da§ bei Wahl von
p als die Invariante des Wirkungsintegrals das empirische Vorzeichen der
Gravitationskonstanten durch das raumartige Vorzeichen von 755 darge-
stellt ist.

Es gibt jedoch keine Rechtfertigung fiir die spezielle Wahl des fiinf-
dimensionalen Kriimmungsskalars p als Integrand des Wirkungsintegrals
vom Standpunkt der eingeschrinkten Gruppe der zylindischen Metrik. Das
offene Problem, eine solche Rechtfertigung zu finden, scheint auf eine Ver-
griferung der Transformationsgruppe hinzudeuten. Dies hingt zusammen
mit den Moglichkeiten zur Verallgemeinerung von Kaluzas Formalismus,
die wir nun kurz diskutieren wollen.

Eine der Verallgemeinerungen des Formalismus von Kaluza besteht
darin, (71) beizubehalten, aber die Bedingung (72), 755 = 1, fallenzu-
lassen. Vom Standpunkt der Transformationsgruppe der allgemeinen Re-
lativitdtstheorie ist dann 55 ein neues Skalarfeld, das noch immer als
unabhiingig von z° angenommen wird. Indem man

(88) Y5 =, vis =Jfi, ik = gk + Jfifk
setzt, erhilt man

(89) ds? = 7, dz*dz” = J(dz® + f; dz)? + gi da*dz®,
mit der ,,Eichgruppe“

of

(90) =2+ f(@), fi=fi-5-
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Auf eine interessante Weise versuchte Jordan,*® indem er frithere Ge-
danken Diracs*! wieder aufgriff, dieses neue Feld J zu benutzen, um eine
Theorie zu entwickeln, in der die Gravitationskonstante der gewthnlichen
Theorie durch ein zeitabhingiges Feld ersetzt wird. Die mathematische
Seite dieser Theorie ist auch unabhéngig davon von Thiry untersucht wor-
den.*? Wie M. Fierz*3 gezeigt hat, bringt die Einfiihrung von Materie in
die Theorie zusétzliche Annahmen mit sich, ohne die die Zeitabhingig-
keit von aus atomaren Dimensionen abgeleiteten Standardlingen und
die Zeitabhingigkeit der Gravitationswirkungen zwischen Materieteilchen
noch nicht definiert sind. Wir werden hier nicht auf eine Diskussion der
Tragfihigkeit der empirischen Evidenz fiir diese Theorie eingehen.

Eine andere, grundlegendere Verallgemeinerung des Formalismus von
Kaluza besteht in der Preisgabe der Zylindrizititsbedingung (71). Schon
in seinen fritheren Arbeiten von 1926 hat Klein eine periodische z°-
Abhingigkeit aller Feldvariablen diskutiert. Durch Normierung der Pe-
riode auf 27 kann diese Annahme I (,Alle Komponenten -y,, sind peri-
odische Funktionen von z° mit der Periode 2 “) auch durch eine Fourier-
Zerlegung

+o00

. P

(91) ’)’py(ilis,:l:‘) - E : ,y‘(‘r; (:l?t) eine
n=-00

ausgedriickt werden, mit der iiblichen Realitatsbedingung

(92) FGM = ().

Geometrisch kann man dann z° als Winkelvariable interpretieren, so daf§
alle z°-Werte, die sich um ein ganzes Vielfaches von 2m unterscheiden,
demselben Punkt des fiinfdimensionalen Raumes entsprechen, falls die z*
die gleichen sind. Aus dieser Annahme allein folgt die Existenz einer ge-
schlossenen Geoditischen ohne Unstetigkeit ihrer Richtungen nicht. Ein-
stein und Bergmann** untersuchten insbesondere die sich aus der zusétz-
lichen Annahme II ergebenden Konsequenzen: durch jeden Punkt des
fiinfdimensionalen Raumes geht genau eine geoditische Kurve, die zum

selben Punkt mit stetiger Richtung zuriickkehrt.

40 p_ Jordan, ,Schwerkraft und Weltall“ (2. Aufl., 1955). Urspriinglich formu-
lierte er seine Theorie in der projektiven Form.

41 p A.M. Dirac, Nature, Lond., 139 (1937), p. 323; Proc. Roy. Soc. A 165
(1938), p. 199.

42 Y.R. Thiry, These (Paris 1951); vgl. auch Lichnerowicz, , Théories relativistes
de la gravitation et de 1’électromagnétisme* (Paris 1955).

43 Helv. Phys. Acta 29 (1959), p. 128.

44 A. Einstein und P.G. Bergmann, Ann. Math., Princeton, 39 (1938), p. 683;
auch A. Einstein, V. Bargmann und P.G. Bergmann, , Th. Kirman Anniver-
sary Volume“ (Pasadena 1941), p. 212; und P.G. Bergmann, Fuinote 34.
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Sie zeigten, dafl in diesem Fall immer ein spezielles Koordinatensystem
existiert, in dem
Osi

(93) Y55 = 1, Fr

gilt. Die Transformationsgruppe bleibt die gleiche wie im urspriinglichen
Formalismus von Kaluza (siehe Gln. (77), (78)), aber die g;x konnen nun
periodisch von z° abhéngen.

Die Autoren stellen dann die allgemeinste Invariante auf, die mit der
erwihnten Transformationsgruppe konsistent ist und die gleichen allge-
meinen Bedingungen beziiglich der Ordnung der Ableitungen erfiillt wie
in der gewohnlichen allgemeinen Relativititstheorie (ndmlich Linearitét
in den zweiten Ableitungen des Feldes und keinen héheren Ableitun-
gen). Die entprechenden Feldgleichungen sind im allgemeinen Integro-
Differentialgleichungen.

Wihrend man mit diesen Annahmen keine Deutung oder Rechtferti-
gung der speziellen Wahl von p als Skalar im Wirkungsintegral erhilt, ist
die Situation wesentlich verindert, wenn man Annahme I beibehilt und
Annahme II fallenldit. Die Transformationsgruppe ist dann

=0

(99) 2 =28 + 552, 2 =pied,a),

wo die p¥ willkiirliche periodische Funktionen von z° mit der Periode 27
sind. Diese allgemeine Gruppe ist ebenfalls von Klein betrachtet’ worden,
ihre mathematischen und physikalischen Konsequenzen bediirfen jedoch
weiterer Untersuchungen.

Es ist wahr, daf jetzt der Kriimmungsskalar p der fiinfdimensionalen
Metrik der einzige Skalar ist, der aus den +y,, lediglich durch den iiblichen
ProzeB der Differentiation gebildet ist (mit den gewdhnlich in der allge-
meinen Relativititstheorie angenommenen Einschrinkungen betreffend
die Ordnung von Ableitungen). Aber es ist noch immer ein ungeldstes
Problem, ob vielleicht noch andere Invarianten im Grofien existieren, die
als Integrale iiber geeignet gewéihlte, geschlossene Kurven ausgedriickt
werden und auch im Wirkungsintegral Verwendung finden kénnen.*®

Neben diesem mathematischen Problem besteht das andere schwie-
rige Problem der physikalischen Interpretation von allgemeinen, durch

45 Dr. P.G. Bergmann lenkte freundlicherweise meine Aufmerksamkeit auf das
Problem, ob in einer fiinfdimensionalen Mannigfaltigkeit mit der Topologie
eines Zylinders, der in dem durch z',---,z* beschriebenen Raum unendlich
ausgedehnt ist und mit einer die Annahme I erfiillenden Metrik, immer ein
spezielles Koordinatensystem existiert, fiir welches

Dus =0 fir

6$5 p'=1175

gilt.
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(91) gegebenen Funktionen, die periodisch in z° sind. Dies fiihrt in die
Wellenmechanik und daher auch zum Problem der Feldquantisierung.*6
Tensoren wie 'yl([,ﬂ) (z') entprechen einem Spinwert 2, der iibrigens niemals
in der Natur beobachtet worden ist und aus dem alleine der beobachtete
Spinwert -lf niemals durch Zusammensetzen gewonnen werden kann .

Von unserem Standpunkt (siehe die Einleitung zu dieser erginzenden
Anmerkung) ist es daher klar, daB es aufier dem 7, (z°, z*)-Feld andere,
wellenmechanische Felder geben muf}, wie z.B. Spinorfelder, die Teilchen
mit niedriger Masse beschreiben.

Die Frage, ob Kaluzas Formalismus eine Zukunft in der Physik hat,
fiihrt deshalb zum allgemeineren, ungelosten Hauptproblem, eine Synthe-
se zwischen der allgemeinen Relativititstheorie und der Quantenmecha-
nik zu vollziehen.

46 Siehe FuBinote 26.
47 Siehe FuBinote 36, O. Klein, ebenda.
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Anmerkungen des Herausgebers

Allgemeine Bemerkungen

Rezensionen. Die anfinglich abgedruckte Rezension Einsteins erschien
in Die Naturwissenschaften, 10. Jahrgang, Heft 8 (1922), p. 184-185. Ei-
ne ebenfalls sehr positive, im Ton aber leicht kritischere Rezension von
E. Madelung findet man in Phys. Z. XXIII (1922), p. 192. Die englische
Ausgabe von 1958 wurde z.B. von Sidney D. Drell in Science 23 (1959),
p- 1606-1607 besprochen.

Einige modernere Referenzen. In den folgenden Anmerkungen zu
einzelnen Textstellen werden wir schlaglichtartig einige spezielle Aspekte
erwdhnen und mit Referenzen unterlegen. Komplementér dazu erscheint
es sinnvoll, vorab einige reprisentative Publikationen aus den letzten Jah-
ren anzugeben. Neben diesen sei auch auf die elektronisch verfiigbare
Reihe Living Reviews in Relativity unter (http://www.livingreviews.org)
verwiesen. Ebenso auf die Reihe Einstein-Studies [36], die auf historische
und konzeptuelle Fragestellungen hin angelegt ist. Die Anordung der fol-
genden Liste ist anti-chronologisch.

- Peacock 1999 [51]: Sehr modernes und umfassendes Lehrbuch der Kos-
mologie.

- Hehl et al. 1998 [31]: Enthilt Ubersichtsartikel iiber theoretische und
experimentelle Aspekte Schwarzer Lécher.

- Les-Houches-Vorlesungen 1992 [37]: Einzeldarstellungen der ge-
genwirtig verfolgten Zuginge zu einer Verbindung von Quan-
ten(feld)theorie und Gravitation.

- Will 1992 [67]: Umfassendste Darstellung der experimentellen Situa-
tion der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Dazu erscheinen regelmiflig
elektronische Aktualisierungen; die letzte ist [68]. Diese enthilt auch
mehr Informationen iiber Tests der Speziellen Relativititstheorie.

- Ehlers und Schifer 1992 [14]: Einzeldarstellungen experiment- und
beobachtungsbezogener Aspekte.

- Sexl und Urbantke 1992 [56]: Modernes Lehrbuch der Speziellen Re-
lativititstheorie, das die Grundlagen und feldtheoretischen Anwen-
dungen griindlich diskutiert.

- Penrose und Rindler 1986 [53]: Unkonventionelles Lehrbuch, das mit
dem Spinorkalkiil die konformen Eigenschaften der Einsteinschen
Gleichungen darlegt und darauf aufbauend die globalen und asymp-
totischen Eigenschaften von Raum-Zeiten diskutiert.

- Straumann 1984 [59]: Modernes Lehrbuch der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie mit ausgewogener Mischung aus Theorie und interes-
santen astrophysikalischen Anwendungen.

. Pauli, Relativititstheorie
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2000 283
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- Wald 1984 [64]: Modernes Lehrbuch der Allgemeinen Relativitéts-
theorie, diskutiert auch globale Aspekte wie Kausalitidtsverhiltnisse,
Singularititentheoreme und Anfangswertproblem; kaum astrophysi-
kalische Anwendungen.

- Shapiro und Teukolsky 1983 [57]: Diskutiert eingehend die Physik
kompakter Objekte (Weile Zwerge, Neutronensterne und Schwarze
Locher).

- Hawking und Ellis 1973 [28]: Unter den Lehrbiichern der Allgemeinen
Relativitatstheorie der Klassiker in der Diskussion globaler Eigen-
schaften, insbesondere auch von Singularititentheoremen. Fiir die-
se Aspekte das in der mathematischen Argumentation immer noch
vollstandigste aller hier aufgefiihrten Biicher, obwohl sich in der Zwi-
schenzeit auch hier noch Liicken gezeigt haben.

- Misner, Thorne und Wheeler (1973) [45]: Sehr umfingliche Stan-
dardreferenz und eine wahre Fundgrube, die alle Aspekte allgemein-
relativistischer Physik beriicksichtigt. In manchen Details notgedrun-
gen etwas veraltet.

Anmerkungen zu Stellen im Haupttext

H1, S. 556: Voraussetzung 3 fithrt dazu, daB8 die Langenkontraktion und
die Zeitdilatation nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit abhéngen.
Dies ist die Forderung der ,Isotropie der Raumes“, die mathematisch
darauf hinauslauft, daf sich die Geschwindigkeitstransformationen L(v)
unter raumlichen Drehungen R #quivariant verhalten: R - L(v) - R™! =
L(R - v). Voraussetzung 2 ist dann tatséchlich ableitbar 6] und kann
gestrichen werden. Hinsichtlich der Begriindung der Linearitit bzw. des
affinen Charakters der Transformationen sei erwiahnt, dal Bijektionen des
R" (n > 2), die Geraden in Geraden iiberfiihren, notwendig affine Trans-
formationen sind. (Dies ist eine direkte Folge des Hauptsatzes der affinen
Geometrie im Reellen; siehe 2.6.3-4 in [5].) Eine Stetigkeitsforderung ist
also nicht notig. Auch reicht es, die Anfangsforderung auf Geraden ein-
zuschrinken, deren Neigung gegen eine vorgegebene Zeitachse kleiner als
ein endlicher Winkel ist, entsprechend Trigheitsbahnen von Teilchen un-
terhalb einer Maximalgeschwindigkeit.

Komplementir zu dem hier geschilderten Vorgehen, in dem das Rela-
tivitatsprinzip, aber nicht das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit gefordert wird, kann man umgekehrt fragen, wie weit letzteres
Prinzip alleine die moglichen Transformationen einschrankt. Dies regelt
der bemerkenswerte Satz von A.D. Alexandrov, der besagt: Sei T' eine
Bijektion des n > 2 - dimensionalen Minkowski-Raumes, die in beiden
Richtungen den Minkowski-Abstand Null erhdlt, so ist T die Komposi-
tion einer konstanten Streckung mit einer inhomogenen Lorentztransfor-
mation (siehe [4] und die dort zitierte Literatur). Man beachte, daf§ auch

284



ANMERKUNGEN DES HERAUSGEBERS

hier keine Stetigkeit von T' gefordert wurde und daf allgemeine konfor-
me Transformationen, die nicht konstante Streckungen sind, wegen ihrer
fehlenden Bijektivitit ausgeschlossen sind.

H2, S. 598: Dem hier zitierten Vermeil-Weylschen Satz, der wesentlich
bei der Begriindung der Einsteinschen Feldgleichungen in Nr. 56 ange-
wendet wird, kann man einen fiir diesen Zweck noch besser passenden
Satz von Lovelock an die Seite stellen, der erst 1972 bewiesen wurde [43].
Dieser besagt: In 4 Dimensionen ist jeder Tensor Mk, der aus dem me-
trischen Tensor g;x und seinen ersten beiden Ableitungen gebildet ist und
auferdem auf dem 2. Index divergenzfrei ist, VFM;, = 0, von der Form
Mix = a(Rix - %gikR) + bgik, wobei a,b reelle Zahlen sind. Man beachte,
daB 1.) jede Variationsableitung eines invarianten Funktionals der g die
geforderte Divergenzrelation erfiillt, 2.) die Linearitét der Abhéngigkeit
von den 2. Ableitungen der gix nicht gefordert wird, wie im Vermeil-
Weylschen Satz, sondern sich als Konsequenz ergibt und 3.) M;; sich als
notwendig symmetrisch herausstellt.

H3, S. 603: Das Problem der Klassifikation Clifford-Kleinscher Raum-
formen ist fiir positive Kriimmung (K) in allen Dimensionen (D)
vollstindig gelost [69]. Dabei gibt es fiir gerades D tatséchlich nur die
zwei von Pauli angegebenen Moglichkeiten des sphérischen und des el-
liptischen Raumes (der in geraden Dimensionen nicht orientierbar ist).
Hingegen gibt es fiir ungerades D, insbesondere also auch in dem fiir
die Kosmologie wichtigen Fall D = 3, unendlich viele verschiedene (d.h.
nicht homeomorphe) Raumformen. Diese sind alle orientierbar. Zentral
fiir diese Sachverhalte ist der wichtige Satz von W. Killing und H. Hopf
(Korollar 2.4.10 in [69]), nach dem jede Raumform mit K > 0 durch S™/G
gegeben ist, wobei G C O(n + 1) endlich ist und frei (d.h. kein A # 1 hat
einen Fixpunkt) auf der S™ operiert. Insbesondere hat ja fiir gerades (un-
gerades) n jedes A € O(n + 1) mit det A = +1 (—1) einen Eigenwert +1
und damit einen Fixpunkt, kann also in einer frei wirkenden Gruppe nur
auftreten falls A = 1. Die fiir ungerades n unendlich vielen G C SO(n+1)
die frei auf S™ operieren, werden in [69] klassifiziert und aufgelistet. Man
beachte auch die Tatsache, daB§ die (natiirlich vollstindigen) Raumformen
mit K > 0 notwendig geschlossen, d.h. kompakt und randlos sind.

Der Satz von Killing und Hopf macht die analogen Aussagen fiir K = 0
und K < 0, doch ist dort die Klassifikation der Gruppen G, die jetzt auch
unendlich sein kénnen, i.a. sehr viel schwieriger. Fiir K =0 und D =3
ist dies ebenfalls in [69] durchgefiihrt, wobei sich genau 18 verschiedene
Raumformen ergeben, 10 geschlossene (6 davon orientierbar) und 8 offene
(4 davon orientierbar). Fiir K < 0 und D = 3 gibt es ebenfalls offene und
geschlossene Raumformen, von beiden unendlich viele [63], die aber bisher
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nicht vollstindig klassifiziert werden konnten. Man beachte, dal in der
Kosmologie das Wort ,offen“ oft nur den Sachverhalt K < 0 ausdriicken
soll, was die Geschlossenheit im Sinne von , kompakt und randlos“ nicht
ausschliefit.

Durch ihren moglichen EinfluB auf das Anisotropiespektrum des Mi-
krowellenhintergrundes wird die Frage der Raumtopologie auch in der
gegenwirtigen Kosmologie wieder diskutiert, wobei kosmologische Daten
K > 0 eher ausschlieBen. Eine Ubersicht gibt [40]; siehe auch [10,65).

H4, S. 617: Bei aktiver Interpretation der Transformation (160) — also
als Diffeomorphismus — entsprechen die Variationen ¢§* differentialgeome-
trisch gerade den (negativen) Lie-Ableitungen, wihrend die Variationen &
differentialgeometrisch unsinnig sind, da sie Tensoren in Tangentialrdum-
en iiber verschiedenen Punkten linear kombinieren.

Man beachte, daB in Gl. (168) das " vor der Differentiatio:
muf (vgl. Druckfehlerliste); das ist auch zum Verstandnis von Gl (170)
wichtig, denn es gilt ja § [ Wdz = [(620 + €£7,.20)dzx

H5, S. 648: Aus der Tatsache, da das magnetische Feld auf einer
raumartigen Hyperfliche verschwindet, kann nicht auf die Abwesenheit
von elektromagnetischer Abstrahlung geschlossen werden. Dieses Argu-
ment zeigt nur, da entlang der betrachteten raumartigen Hyperflichen
keine Abstrahlung ins Raumartig-Unendliche (im Sinne der konformen
Kompaktifizierung des Minkowski-Raumes, vgl. § 5.1 in [28]) stattfindet,
wihrend das richtige Kriterium die Abstrahlung ins Lichtartig-Unendliche
ist, fiir die man den Poynting-Vektor auf den Vorwértslichtkegeln verfol-
gen muB. Dies haben T. Fulton und F. Rohrlich in [22] getan und gefun-
den, daB sich die abgestrahlte Leistung in voller Ubereinstimmung mit
der iiblichen Larmorschen Formel ergibt (proportional zum Quadrat der
Viererbeschleunigung) und somit auch nicht verschwindet. Fiir die oft
gestellte Frage, wie sich dies mit dem Einsteinschen Aquivalenzprinzip
vertrégt, verweisen wir auf [50].

Auch ist zu bemerken, daf8 die hier angegebene Bornsche Losung, so-
fern sie im ganzen Minkowski-Raum angenommen wird, nicht das retar-
dierte Feld einer einzelnen, auf der Kurve z(t) = va? + c?t? bewegten
Ladung e angibt — das tut sie nur in der Region z + ct > 0 -, sondern
dessen ﬁberlagerung mit dem avancierten Feld einer Ladung —e, die sich

entlang z(t) = —va? + c2t? bewegt [22].

H6, S. 654: Eine gute modernere Zusammenfassung phénomenologi-
scher Theorien mit vielen Referenzen findet man im Beitrag von W. Israel
und J. Stewart zu Band 2 von [34].
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H7, S. 693: Die relativistische Hydrodynamik ist heute in der Astrophy-
sik wichtig, insbesondere bei Stabilititsbetrachtungen, wo relativistische
Korrekturen bei sehr massiven Sternen und manchen Weiflen Zwergen
entscheidende Instabilititen erzeugen. Siehe § 24.4 in [45], den Beitrag
von B. Schutz zu [8] und Kapitel 6 in [57].

HS8, S. 703 und 704: Pauli spricht einmal von fehlender ,,Strahlenab-
lenkung® und einmal von fehlender ,,Kriimmung von Lichtstrahlen®. Da
aber ,Kriimmung“ normalerweise eine lokale Eigenschaft bezeichnet, soll-
te Folgendes nicht unerwihnt bleiben: In jeder Theorie, die dem Aqui-
valenzprinzip geniigt, und dazu gehoért auch die Nordstromsche, findet
eine lokale rdumliche Kriimmung der Lichtstrahlen im Sinne einer Ab-
weichung von den Geraden im lokalen, nichtrotierenden (d.h. Fermi-
transportierten) Bezugssystem statt. Diese lokalen Ablenkungen konnen
sich aber durchaus zu einer verschwindenden globalen Ablenkung aufsum-
mieren, wie es etwa immer dann der Fall sein muf}, wenn die Raum-Zeit-
Geometrie konform flach ist, also auch in der Nordstrémschen Theorie.
Diese liefert somit zwar keine globale, wohl aber eine lokale Lichtablen-
kung im angegebenen Sinne. Diese oft iibersehene Unterscheidung wird
genauer in [18] auseinandergesetzt.

H9, S. 705: Erst die dritte der hier zitierten Abhandlungen Einsteins
(eingereicht am 25.11.‘15) enthilt die richtigen Feldgleichungen (401),
wihrend in den beiden vorhergehenden Arbeiten noch R;x statt Gk steht.
Die hier zitierte Arbeit Hilberts (eingereicht am 20.11.‘15) enthilt hin-
gegen die richtigen Feldgleichungen, was bis vor kurzem dazu gefiihrt
hat, Hilbert als Urheber der Einsicht in die Notwendigkeit des Terms
—%gikR anzusehen. Vor kurzem wurden nun handschriftliche Korrektu-
ren Hilberts gefunden [11], die auch die Feldgleichungen betreffen und die
belegen, daf$ Hilbert nachtriglich noch wesentliche Anderungen anbrach-
te, ohne dafl dies am Einreichungsdatum oder sonstwie kenntlich gemacht
worden wire. Somit muf8 Einsteins Arbeit vom 25.11. als erste offizielle
schriftliche Niederlegung der korrekten Feldgleichungen der Allgemeinen
Relativititstheorie angesehen werden.

H10, S. 708: Die hier gemachte Aussage ist nicht korrekt. Die Kenntnis
aller Nullgeoditischen legt natiirlich nur die konforme Aquivalenzklasse
der Metrik fest (die punktweisen Verhéltnisse der gix), da ja Nullgeoditi-
sche einer Metrik auch Nullgeoditische jeder konform dquivalenten Metrik
sind (unter Anderung der affinen Parametrisierung). Erst die Hinzunah-
me zeitartiger Geoditischer determiniert den konformen Faktor bis auf
eine positive Konstante. Dies ist auch, was Kretschmann in der in Fuino-
te 283 angegebenen Referenz ausspricht, wihrend Weyl in der 1. Auflage
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von Raum-Zeit-Materie tatsichlich den hier von Pauli zitierten Satz be-
hauptet, ihn in den folgenden Auflagen jedoch wieder zuriicknimmt. Fiir
eine tiefergehende Analyse der durch licht- bzw. zeitartigen Geoditischen
definierten Strukturen siehe [16].

H11, S. 710: Eine préizisere Fassung des Prinzips der allgemeinen Kova-
rianz 148t sich, J. Anderson folgend, mit Hilfe des Begriffs der , absoluten
Struktur“ geben [1]. Insbesondere 148t sich damit der nichttriviale Gehalt
dieses Prinzips herausstellen, dessen Existenz in der von Pauli auf S. 711
erwihnten Kritik Kretschmanns ja bezweifelt wird.

H12, S. 717: Mit anderen Worten, fiir einen weit entfernten Beobachter
verhilt sich Licht in einem statischen Gravitationsfeld (oder einem dazu
konformen) wie in einem optischen Medium mit 6rtlich variablem Bre-
chungsindex n = 1/,/=g44. Gravitationsfelder raumlich lokalisierter Quel-
len wirken somit dhnlich Linsen. Dieser ,, Gravitationslinseneffekt“ erlaubt
es z.B., Riickschliisse auf die die ,Linse“ erzeugende Massenverteilung zu
ziehen und ist damit zu einem wichtigen Hilfsmittel der gegenwartigen
Astronomie geworden [3]; siehe auch [55] als allgemeine Referenz.

H13, S. 724: Die Struktur dieser Differentialgleichungen ist grob gespro-
chen eine Mischung aus ,Ausbreitungsgleichungen®, die Zeitableitungen
der Anfangsdaten enthalten und ,Zwangsbedingungen“ ohne deren Zeita-
bleitungen, die also die Menge der Anfangsdaten einschrénken. Letztere
bleiben unter den Ausbreitungsgleichungen erhalten. Dies ist ganz ana-
log zu den (allerdings linearen) Maxwell-Gleichungen. Diese Struktur der
Einsteinschen Gleichung sieht man leicht ein, indem man die kontrahier-
te Bianchi-Identitit VyG* = 0 (V = kov. Abl.) nach ,G** auflést. Die
Terme der anderen Seite enthalten dann hochstens zweite Zeitableitun-
gen der g;x, so daB G* nur erste Zeitableitungen enthalten kann. Die vier
Einstein-Gleichungen mit G;4 beinhalten also vier Zwangsbedingungen,
wihrend die sechs Gleichungen mit Gy (i,k = 1,2,3) die Entwicklungs-
gleichungen (mit 2. Zeitableitungen) darstellen.

Das Anfangswertproblem fiir die Einstein-Gleichungen ist mittlerweile
recht gut verstanden und wird im Beitrag von Y. Choquet-Bruhat und
J. York zu Band 1 von [34] und im Beitrag von A. Fisher und J. Mars-
den zu [29] dargestellt. Die Geschichte der Anfangsschwierigkeiten dieser
wichtigen Entwicklung wird im Beitrag von J. Stachel zu Band 2 von
[36] kurz dargelegt. Fiir neuere Entwicklungen (hyperboloidales Anfangs-
wertproblem fiir Konformfeldgleichungen) siehe [21] und die dort zitierten
Referenzen.
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H14, S. 726: Allgemein gilt, daB die Frage, ob eine gegebene Theorie
T, als ,,Grenzfall“ in einer anderen gegebenen Theorie T, ,enthalten® sei,
zunichst gar kein wohlgestelltes, rein mathematisches Problem darstellt,
sondern ein solches allenfalls erst nach Zuordnung der verwendeten Be-
griffe formuliert werden kann. Diese Zuordnung anzugeben ist aber das
eigentliche Hauptproblem. Fiir die Allgemeine Relativitétstheorie spie-
len das Newtonsche Begriffssystem und die Betrachtung , Newtonscher
Grenzfille“ weiterhin eine wichtige Rolle bei der physikalischen Interpre-
tation von Losungen. Siehe [17] zu diesem Fragenkomplex.

H15, S. 727: Was hier noch , Gravitationsfeld eines Massenpunktes®
genannt wird, beschreibt tatsichlich den AuBlenraum eines (nichtrotie-
renden, ungeladenen) Schwarzen Lochs; siehe dazu §31 in [45]. Die nicht-
trivialen globalen Eigenschaften von Raum-Zeiten mit Schwarzen Lochern
werden in [28,64] behandelt und die Frage der Klassifikation solcher
Losungen in [35]. Einen sehr guten allgemeinen Einblick in den heuti-
gen Stand der (klassischen und Quanten-) Theorie Schwarzer Locher,
der astrophysikalischen Anwendungen und experimentellen Evidenzen
gibt [31].

Die Interpretation der Schwarzschildschen Lsung war lange Zeit un-
klar und wurde erst in den 60er Jahren richtig gegeben. Dabei spielte auch
die unzureichende Unterscheidung zwischen Kriimmungs- und Koordina-
tensingularitit eine entscheidende Rolle. Die Geschichte frither (Fehl-)
Interpretationen ist im Beitrag von J. Eisenstaedt zu Band 1 von [36]
erzéhlt.

H16, S. 729: Allgemein besteht Weyls Verfahren darin, einen den Sym-
metriebedingungen geniigenden Ansatz fiir die Felder in das Wirkungs-
prinzip einzusetzen und dann nur innerhalb dieses Ansatzes zu variieren,
so wie es Pauli zwischen (419) und (420) vorfiihrt. Zu dieser in der Tat sehr
effizienten Methode ist vom prinzipiellen Standpunkt folgendes zu bemer-
ken: Dieses Vorgehen stellt an die Wirkung nur die Forderung der Sta-
tionaritit entlang der vom Ansatz paramerisierten Richtungen (im Raum
der Feldkonfigurationen), nicht aber transversal dazu. Dementsprechend
erhilt man also i.a. nur notwendige aber nicht hinreichende Bedingun-
gen fiir eine Losung der vollen Feldgleichungen. Die Frage, unter welchen
allgemeinen Umsténden die so erhaltenen Bedingungen tatséchlich auch
hinreichend sind, wurde von R. Palais in [47] untersucht. Er fand unter
anderem, daB dies dann der Fall ist, wenn die Symmetrie des Ansatzes
beziiglich einer kompakten Gruppe gilt. Insbesondere folgt daraus sofort
die Anwendbarkeit der Weylschen Methode im vorliegenden Fall der Ro-
tationssymmetrie. Die Palaissche Arbeit zeigt aber auch Gegenbeispiele
auf, so dafl der Weylschen Methode keine universelle Giiltigkeit zukommt.
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H17, S. 733: Der heutige Stand der Kenntnis exakter Losungen ist in
[39] bzw. der bald erscheinenden Neuauflage zusammengetragen.

H18, S. 739: Tatsichlich ist die Ableitung des in der Winkelgeschwin-
digkeit quadratischen Zentrifugalterms nicht so einfach und wurde in den
in Fufinote 346 angegebenen Arbeiten Thirrings nicht korrekt ausgefiihrt.
Eine offensichtliche Schwierigkeit ist, daB (441-2) 8, T* = 0 implizieren,
man also fiir T nicht einfach drucklosen Staub (322) in starrer Rotati-
on ansetzen darf, sondern die Spannungen beriicksichtigen muf, die die
Staubteilchen entgegen der Zentrifugalkraft auf ihren Kreisbahnen hilt.
Dies wurde bereits 1923 in einer scheinbar lange Zeit unbeachtet gebliebe-
nen Arbeit von C. Lanczos [41] bemerkt. Damit ergeben sich aber bereits
in der Winkelgeschwindigkeit quadratische Korrekturen. Eine zusammen-
fassende Diskussion der Probleme und relevanten Referenzen findet man
in H. Pfisters Beitrag zu Band 6 von [36].

H19, S. 740: Wihrend Energie und Impuls i.a. nicht lokalisierbar sind,
shnlich der Ladung in nichtabelschen Eichtheorien, sind fiir ,isolierte Sy-
steme“ die Begriffe von Gesamtenergie und -impuls wohldefiniert. Die-
se sind mit den Namen Arnowitt-Deser-Misner (kurz ADM) und Bondi
verbunden und héngen eng mit der asymptotischen Struktur der Raum-
Zeit im Raumartig- bzw. Lichtartig-Unendlichen zusammen. Dabei ist
die ADM-Energie eine der ganzen Raum-Zeit zugeordnete Grofe, die auf
raumartigen Flichen berechnet wird die sich ins Raumartig-Unendliche
erstrecken. Die Bondi-Energie wird hingegen auf raumartigen Flichen
berechnet die ins Lichtartig-Unendliche reichen und entspricht der ADM-
Energie minus einer geeignet definierten, in Form von Gravitationswel-
len abgestrahlten Energie. Ahnliches gilt fiir die Impulse. In einer Reihe
wichtiger Arbeiten wurde gezeigt, dafl beide Energien nicht negativ sein
konnen. Insbesondere ist es also nicht méglich, daf§ ein System auf Kosten
der Bindungsenergie unbeschrinkte Mengen Energie abstrahlt. Siehe den
Beitrag von G. Horowitz zu [19] und die dort angegebenen Referenzen.
Die mit der Definition isolierter Systeme verbundenen Konzepte werden
ausfiihrlich in [12] dargestellt. Siehe auch die zum grofien Teil noch heute
relevante Problemzusammenstellung von Penrose [52].

H20, S. 741: Einsteins Bedenken in der in FuBnote 352 zitierten Arbeit
waren, ,daB ein materielles System sich vollstindig in das Nichts auflse,
ohne eine Spur zu hinterlassen“. Dies legt die Frage nahe, ob es nach
der Allgemeinen Relativititstheorie moglich ist, da ein materielles Sy-
stem, welches durch einen Energie-Impuls-Tensor 7% beschrieben wird,
vollstindig in Gravitationsstrahlung iibergehen kann, bzw. der umgekehr-
te ProzeB moglich ist. Nach einem Satz von S. Hawking ([27]; auch [28],
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Lemma 4.3.1 und das folgende Theorem) ist beides unter sehr allgemeinen
Bedingungen nicht moglich, nimlich wenn 1) T kovariant divergenzfrei
ist, 2) T die Bedingung der Energiedominanz (T% > |T|) erfiillt und
3) die Raumzeit eine globale Zeitfunktion zuldfit. Man beachte, daf neben
1) nicht zusétzlich noch die Erfiillung der Einsteinschen Feldgleichungen
gefordert wird, daB 2) fiir alle iiblichen klassischen Felder gilt und 3) nur
durch solche Raum-Zeiten verletzt wird, die durch infinitesimale Stérun-
gen der g;r zu Raum-Zeiten mit geschlossenen zeitartigen Kurven (,,Kau-
salitdtsverletzung®) deformiert werden kénnen (siehe Prop. 6.4.9. in [28]).

H21, S. 743: Eine konsistente Ableitung der ,Quadrupolformel® (450)
zu geben ist ein schwieriges Problem mit einer ebenso wechselvollen wie in-
struktiven Geschichte; siehe dazu den Beitrag von D. Kennefick zu Band 7
von [36]. Das Problem ist wieder, daf die Einsteinschen Feldgleichungen
die kovariante Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors implizieren
und damit Bedingungen an die Bewegung der Quelle stellen (vgl. auch
Paulis erginzende Anmerkung 15). Fiir Systeme, deren Bewegung unter
EinfluB des eigenen Gravitationsfeldes erfolgt, muf die Ableitung der Ab-
strahlungsformel innerhalb eines diese Abhingigkeit beriicksichtigenden,
selbstkonsistenten Niherungsverfahrens erfolgen. So kann man a priori
nicht innerhalb der linearen Niherung bleiben, da (441-2) 0, T* = 0 im-
plizieren, was eine freie Bewegung der Quellen erfordert und damit z.B.
auch Kepler-Bahnen ausschliefit. Diese fiir die astrophysikalische Anwen-
dung charakteristische Problematik wird sehr prégnant in [15] auseinan-
dergesetzt. Fiir Newtonsche Quellen und langsame Bewegung findet man
eine approximative Begriindung der Quadrupolformel in §36.9 von [45].
Eine allgemeine Diskussion des gegenwirtigen Standes des ,,Bewegungs-
problems“ findet man in T. Damours Beitrag zu [30] und speziell in Bezug
auf Gravitationswellenerzeugung in seinem Beitrag zu [8]. Dieser sowie
K. Thornes Beitrag zu [30] seien auch zum Thema Gravitationswellen
allgemein empfohlen.

Auf der anderen Seite haben Signalaufzeichnungen des Doppelpulsars
PSR 1913 + 16 eine siikulare Abnahme der durchschnittlichen Bahnperi-
ode gezeigt, die bis auf weniger als einem halben Prozent einem Energie-
verlust nach der Quadrupolformel entsprechen. Dies wird allgemein als
erster, wenn auch indirekter Nachweis von Gravitationsstrahlung gewer-
tet [67,68].

H22, S. 744: Das von Einstein so genannte ,Machsche Prinzip“ ist
bis heute Gegenstand kritischer und kontroverser Erdrterungen. Als
»Machsche Effekte“ bezeichnet man heute allgemein den Einflul von
Massenstrémen auf die lokal definierten Inertialkompasse (engl. ,frame-
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dragging®). Eine Zusammenstellung gegenwirtiger Forschungen und An-
sichten zum Machschen Prinzip findet man in Band 6 von [36].

H23, S. 748: Die Debatte zwischen Einstein und de Sitter um den ver-
meintlich singuldren Charakter der de Sitterschen Losung ist in P. Kersz-
bergs Beitrag zum 1. Band von [36] nachgezeichnet. Siehe auch den Bei-
trag von S. Bergia und L. Mazzoni im 7. Band dieser Reihe zu Weyls
historisch wichtiger Interpretation einer auf der de Sitterschen Losung
fuBenden Kosmologie.

Schreibt man, wie es Pauli tut, die de Sittersche Losung in der Form
(456), so sieht man sofort, daB8 sie einfach die induzierte Metrik auf
dem 4-dimensionalen Hyperboloiden —z2 + Y322 = a? (z* = ct) im
5-dimensionalen Minkowski-Raum M?3 ist, und somit keinerlei differenti-
algeometrische Singularititen enthalt. Nur wenn man die Metrik in eine
statische Form bringen will, was lokal durch Verwenden eines zeitartigen
Killingfeldes gelingt, das im M® eine Geschwindigkeitstransformation er-
zeugt, bekommt man Koordinatensingularitéten des Typs gs4 = 0.

H24, S. 775: Dieses ,begriffliche Bedenken“ war Pauli besonders wich-
tig, wie seine Wiederholungen an mehreren Stellen zeigen, etwa in ei-
ner festgehaltenen offentlichen Diskussionsbemerkung [49]*, oder in einem
Brief an Arthur Eddington (Brief Nr. [45] in Band I von [44]) und nicht zu-
letzt auch in dem hier wieder abgedruckten Vorwort von 1958. Trotzdem

* Auf der 86. Naturforscherversammlung, die vom 19.-25. September 1920 in
Nauheim stattfand, entwickelte sich direkt im AnschluB an Weyls Referat
»Elektrizitit und Gravitation“ folgender Dialog zwischen Pauli und Einstein:

Pauli: ,Keiner der bisherigen Theorien des Elektrons, auch nicht der Ein-
steinschen (Berl. Ber. 1919), ist es gelungen, das Problem der elektrischen
Elementarquanten befriedigend zu l16sen, und es liegt nahe, nach einem tiefe-
ren Grund dieses Miferfolges zu suchen. Ich mochte nun diesen Grund dar-
in suchen, daB es iiberhaupt unstatthaft ist, das elektrische Feld im Innern
des Elektrons noch als stetige Raumfunktion zu beschreiben. Die elektrische
Feldstirke ist definiert als die Kraft auf einen geladenen Probekorper und,
wenn es keine kleineren Probekérper gibt als das Elektron (bzw. den N-Kern)
[Anm d. H.: gemeint ist wohl , H-Kern“], scheint der Begriff der elektrischen
Feldstirke in einem bestimmten Punkt im Innern des Elektrons, mit welchem
alle Kontinuumstheorien operieren, eine leere, inhaltslose Fiktion zu sein, der
nichts Wirkliches entspricht. Ahnliches kénnte man von der Raummessung
sagen, da es keine beliebig kleinen Mafistibe gibt. Ich mochte deshalb Herrn
Prof. Einstein fragen, ob er der Auffassung zustimmt, dafi man die Losung
des Problems der Materie nur von einer Modifikation unserer Vorstellungen
vom Raum (vielleicht auch von der Zeit) und vom elektrischen Feld im Sinne
des Atomismus erwarten darf, oder ob er die angefiihrten Bedenken nicht fiir
stichhaltig hilt und die Ansicht vertritt, da8 man an den Grundlagen der
Kontinuumstheorie festhalten mu8.“
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scheint sich bei Pauli die erkenntnistheoretische Grundansicht im Laufe
der Zeit von einem naiv-positivistischen Beobachtungsbegriff gelost zu ha-
ben. Bereits in seiner dritten Publikation aus dem Jahre 1919 hatte Pauli
sein ,,begriffliches Bedenken“ formuliert, fiigt aber noch verschirfend hin-
zu: ,Man mochte doch gern daran festhalten, in der Physik nur prinzipiell
beobachtbare Gréflen einzufiithren“. Als Heisenberg genau dieses Prinzip,
das er auch seiner ersten Arbeit zur Matrizenmechanik voranstellte [32],
gegeniiber Einstein vertritt, soll dieser u.a. geantwortet haben [33]: ,, Vom
prinzipiellen Standpunkt ist es ganz falsch, eine Theorie nur auf beob-
achtbare Groflen griinden zu wollen. Denn es ist ja in Wirklichkeit genau
umgekehrt. Erst die Theorie entscheidet dariiber, was man beobachten
kann“. Sehr viel spiter, in einem Brief vom 27. Januar 1955 an Schrodin-
ger (Brief [1992] im Band IV/3 von [44]), schreibt nun auch Pauli im
gleichen Sinne: ,,Um zwingende Aussagen dariiber machen zu konnen,
was — nicht nur technisch, sondern im Prinzip — beobachtbar ist, mufl man
bereits eine Theorie haben. Diese Aussagen sind daher immer relativ zur
akzeptierten Theorie“ [Paulis Hervorhebungen].

Anmerkungen zu Paulis Ergéinzungen

H25, Anm. 6: Obwohl die Terminologie in der physikalischen Literatur
auch heute noch nicht ganz einheitlich ist, wird in der mathematischen
Standardliteratur (vgl. Band 1 von [38]) das, was hier ein affiner Zu-
sammenhang genannt wird, als linearer Zusammenhang bezeichnet, da er
zu einem Biindel gehért, dessen Strukturgruppe die lineare Gruppe des
R™ (bzw. einer Untergruppe davon) ist. Entsprechend wird dann als af-
finer Zusammenhang ein solcher bezeichnet, dessen Strukturgruppe die
affine Gruppe (semi-direktes Produkt der linearen mit der Translations-
gruppe) ist. Der antisymmetrische Anteil eines linearen Zusammenhangs
heifit Torsion.

Gegeben ein (nicht notwendigerweise positiv-definiter) metrischer
Tensor g;x, dann heifit ein linearer Zusammenhang metrisch, falls die

Einstein: ,Mit fortschreitender Verfeinerung des wissenschaftlichen Be-
griffssystems wird die Art und Weise der Zuordnung der Begriffe von [Anm.
d. H.: gemeint ist wohl ,zu“] den Erlebnissen immer komplizierter. Hat man
in einem gewissen Studium [Anm. d. H.: gemeint ist wohl ,Stadium*] der
Wissenschaft gesehen, dafl einem bestimmten Begriff ein bestimmtes Erleb-
nis nicht mehr zugeordnet werden kann, so hat man die Wahl, ob man den
Begriff fallen lassen oder ihn beibehalten will; im letzteren Falle aber ist
man gezwungen, das System der Zuordnung der Begriffe zu den Erlebnissen
durch ein komplizierteres zu ersetzen. Vor dieser Alternative sind wir auch
hinsichtlich der Begriffe der zeitlichen und rdumlichen Entfernung gestellt.
Die Antwort kann nach meiner Ansicht nur nach ZweckméiBigkeitsgriinden
gegeben werden; wie sie ausfallen wird, erscheint mir zweifelhaft.“
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zugehorige kovariante Ableitung von g;x verschwindet. Sei I k ein
metrlscher, aber nicht notwendigerweise torsionsfreier Zusammenhang,
T = I‘ Fk] der zugehorige Torsionstensor und I}, der Levi-Civita-
Zusammenhang (gegeben durch die Chrlstoffel-Symbole) dann gilt allge-
mein _
I-j;k = ]k + 2 ]k 1 "(ngTkr + gksT]r)
woraus man sieht, daB8: 1) I" der emdeutlge metrische und torsionsfreie
Zusammenhang ist und 2.) auch der symmetrische Anteil von I" gegeniiber
I' noch Torsionsanteile enthilt, die genau dann verschwinden, wenn der
kovariante Torsionstensor Tjj; total antisymmetrisch ist.

H26, Anm. 8: Die Frage, wie die Gravitation an Spinoren zu koppeln
ist, hat in der Vergangenheit verschiedene Antworten erfahren. Siehe da-
zu den Beitrag von S. Kichenassamy zu Band 3 von [36] und die dort
angegebenen Referenzen. Im wesentlichen geht es darum, ob man auch
Zusammenhinge mit Torsion zulassen mochte. Durch die kovariante Ab-
leitung (,,minimale Kopplung“) koppeln Spinorfelder an das Feld der or-
thonormierten Ko-Tetraden e (gix = e}'e}n,, mit n=Minkowski-Metrik)
und die zugehérige 1-Form des metrischen Zusammenhangs. Setzt man
die Torsion a priori Null, so ist die Zusammenhangsform als Funktion
der e} und deren erste Ableitungen aufzufassen. Nimmt man hingegen in
der Wirkung den Zusammenhang als unabhéngige Variable (Palatinisches
Wirkungsprinzip), so ergibt sich der Spinstrom als Quelle des total anti-
symmetrischen Anteils der Torsion (vgl. Hehl et al. in Band 1 von [34]).
Man beachte, daB8 letzterer den symmetrischen Anteil des Zusammen-
hangs und damit die Geod4tischen nicht tangiert (vgl. H25).

H27, Anm. 11: Auch andere, auf Erhaltungssitzen von ,Photonen im
Medium* basierende Argumente [23] fiilhren zum (unsymmetrischen) Min-
kowskischen Energie-Impuls-Tensor. Allgemein ist jedoch zu bemerken,
daB im Falle von Wechselwirkungen die Aufspaltung des totalen Energie-
Impuls-Tensors in einen Feld- und einen Materieteil nicht frei von Willkiir
ist. Siehe dazu z.B. den Beitrag von W. Israel und J. Stewart in Band 2
von [34].

H28, Anm. 15: Eine interessante Schilderung der friihen Geschichte des
Bewegungsproblems in der Allgemeinen Relativitatstheorie gibt P. Havas
in seinem Beitrag zum 1. Band von [36]. Dort wird auch besonders auf die
Arbeit [42] von H.A. Lorentz und J. Droste aus dem Jahre 1917 hingewie-
sen, die weder von Pauli noch Einstein erwéhnt wird und die bereits die
Lagrangefunktion zu den Bewegungsgleichungen aus der beriihmten Ar-
beit von Einstein-Infeld-Hoffmann des Jahres 1938 enthélt. Fiir eine mo-
derne Darstellung des Bewegungsproblems und der heute dafiir benutzten
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Losungsmethoden sei wieder auf T. Damours Beitrag zu [30] verwiesen.
Dort spielt auch die von Pauli erwdhnte Unterscheidung von duflerem Feld
und Selbstfeld eine gewisse Rolle.

H29, Anm. 17: Erst vor kurzem gelang ein sehr aufwendiger, stren-
ger Beweis der globalen Existenz von glatten, nichttrivialen, geodétisch
vollstindigen, asymptotisch flachen (geeignet definiert) Losungen der
materiefreien Einstein-Gleichungen, die ,nahe“ (geeignet definiert) zum
Minkowski-Raum sind [9].

H30, Anm. 18: Die Frage nach der Existenz und Interpretation der
,kosmologischen Konstanten“ ist gerade gegenwirtig wieder sehr aktuell
geworden. Neueste astrophysikalische Messungen von Luminositit ver-
sus Rotverschiebung an Supernovae vom Typ Ia deuten auf einen posi-
tiven Wert (d.h. positve Energiedichte, negativer Druck) und damit auf
beschleunigte Expansion. Unter der Annahme eines flachen Universums
kann man daraus den Anteil der von der kosmologischen Konstanten
herrilhrenden Energiedichte an der gesamten Energiedichte berechnen,
der sich zu etwa 70% ergibt. Nur etwa 1/6 der verbleibenden 30% kénnen
aber nach dem gingigen Urknallmodell der primordialen Nukleosynthese
baryonischer Natur sei (siehe dazu etwa Kap. 9.5 in [51]), was dann auf das
Problem der ,,Dunklen Materie“ fiihrt. In diesem Zusammenhang sei auch
erwihnt, daf§ sich bei Vermessungen der Winkelabhéingigkeit von Aniso-
tropien des kosmischen Mikrowellenhintergrunds das erste Maximum (der
erste ,akustische Peak“) bei etwa 1° abzuzeichnen beginnt, was eben fiir
eine flache Geometrie spricht. Fiir mehr Informationen iiber den aktuellen
Stand dieser momentan sehr spannenden Entwicklung siehe [2] und auch
die kurze Ubersicht von N. Straumann [61]. Fiir eine allgemeine Diskus-
sion theoretischer Interpretationen der kosmologischen Konstanten siehe
S. Weinbergs Ubersichtsartikel [66].

H31, Anm. 18: Obwohl Altersbestimmungen an Kugelsternhaufen noch
Unsicherheiten aufweisen, kann man eine sehr konservative untere Grenze
von etwa 11 — 12 x 10° Jahren angeben (zitierte Spitzenwerte reichen bis
18 x 10°). Entsprechend haben sich zwischenzeitlich auch die experimen-
tellen Werte der Hubble-Konstanten deutlich zu kleineren Werten hin ver-
schoben. Der von Pauli angegebene Wertebereich entspricht H = 200+ 70
in den jetzt iiblichen Einheiten km-s~'-Mpc™* (Mpc = 3,086 x 10'? Km).
Bis vor kurzem schwankten die zitierten Werte etwa zwischen 50 und 90
(siehe den Beitrag von Ellis et al. zu [7]), scheinen sich aber nun aufgrund
verbesserter Distanzbestimmungen auf 65 + 10 einzupendeln [62,54], wo-
bei der genaue Wert auch etwas vom kosmologischen Modell abhiingt.
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H32, Anm. 19: Der wichtige Satz von Lichnerowicz, da8} eine Losung der
Vakuum-Einstein-Gleichungen, die regulér, global stationér und asympto-
tisch flach ist, iiberhaupt flach sein muf}, kann man als ein einfaches Ko-
rollar des Satzes iiber die Positivitit der (ADM-) Masse auffassen. Dieser
enthilt namlich als Teilaussage, dafl eine Raum-Zeit mit verschwindender
Masse flach sein mufl. Nun ist aber im stationdren Fall die Masse propor-
tional zum , Komar-Integral [ *dK (vgl. z.B. Kapitel 4.4. in [59]), wobei
K die 1-Form zum zeitartigen Killing-Feld ist, * die Hodge-Dualititsab-
bildung und S eine 2-Sphire im rédumlich Unendlichen bezeichnen. Mit
dem Gaufischen Satz, der Killing-Identitit d x dK o Ricci-Tensor und
den Vakuum-Gleichungen Ricci-Tensor = 0 folgt das Verschwinden die-
ses Integrals.

Interessanterweise gilt dieser Satz nicht mehr in der fiinfdimensiona-
len Kaluza-Klein-Theorie (vgl. Paulis erginzende Anmerkung 23). Dort
existieren statische, regulire, raumlich asymptotisch flache Losungen mit
nicht verschwindender Masse, magnetischer und skalarer (7ys5) Ladung;
sogenannte ,, Kaluza-Klein-Monopole“ [26,58].

H33, Anm. 23: Dieser Schlu§ scheint zunichst nicht zwingend zu sein,
da 7y, a priori nicht das Feld einer Poincaré-invarianten Theorie ist und
somit iiber die Implementation der Drehgruppe noch nichts ausgesagt
wird. Ist etwa die Drehgruppe im klassischen Konfigurationsraum der
Felder (modulo Eichtransformationen) so realisiert, da88 in ihr die ge-
schlossenen Orbits von 27-Drehungen nicht zusammenziehbar sind, so
wiirde man aus einer quantenmechanischen Analogie heraus erwarten, in
der Quantentheorie auch Zustinde mit halbzahligem Spin konstruieren
zu kénnen, wie etwa beim skalaren Skyrme-Modell, in dem die genannten
topologischen Verhaltnisse in den Sektoren ungerader Windungszahl (Ba-
ryonenzahl) vorliegen [24]. Dasselbe gilt nun interessanterweise auch fiir
die Gravitation in 3+1 Dimensionen [20], sofern die Cauchyflidche einer
bestimmten topologischen Familie angehort [25].

H34, Anm. 23: Bis heute sind hoherdimensionale Verallgemeinerungen
der Kaluza-Klein-Theorie in der Elementarteilchenphysik und Kosmologie
aktuell. Eine (auch historische) Ubersicht gibt [46]. In [60] findet man ei-
ne modernere differentialgeometrische Darstellung der zugrundeliegenden
Konstruktionen. Es ist historisch bemerkenswert, dafl Pauli bereits 1953
solche Verallgemeinerungen in Form einer 442 — dimensionalen Theorie
erwog (mit S? als Faser), und dabei wesentliche Elemente einer nichta-
belschen Eichtheorie vorwegnahm (Yang-Mills publizierten 1954). Siehe
die Anlagen zu den Briefen [1614] und [1682] in Band IV/2 von [44].
Auch heute sind noch viele der Probleme zwischen Quanten(feld)-
theorie und Allgemeiner Relativititstheorie ungeldst, insbesondere das

296



ANMERKUNGEN DES HERAUSGEBERS

zentrale Problem der ,,Quantengravitation“. Die Hauptstromungen der
gegenwirtigen Forschung sind: 1) Quantenfeldtheorie in gekriimmten
Raum-Zeiten; 2) Quantisierung der Gravitation alleine, ohne Einbettung
in eine vereinheitlichende Theorie aller Wechselwirkungen (kanonische
Quantengravitation, Ashtekar-Programm); 3) vereinheitlichende Theori-
en mit Gravitation und deren Quantisierung (Stringtheorien, M-Theorie);
4) Theorien, die auf alternativen mathematischen Konzepten von Raum
und Zeit beruhen (nichtkommutative Geometrie). Sehr gute Einfithrun-
gen in die verschiedenen Zuginge enthilt [37]; siehe auch [13] fiir 1)-2)
sowie Band 2 von [36], in dem konzeptuelle Probleme diskutiert werden.
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