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1. Rappels de mécanique

1.1. Positionnement dans I'espace

1.1.1. Espace utilisé et propriétés

Dans tout ce cours, on utilisera I'espace physique I'espace vectoriel euclidien
orienté R°. Les éléments de cet espace, appelés vecteurs, seront soulignés une fois :
ainsi on notera par exemple X et y deux éléments de cet espace. Les notions présentées
dans ce cours peuvent étre généralisées a d’autres espaces : on considérera que cette

généralisation sort du cadre de ce cours d’introduction.

Un vecteur X est souligné une fois : en s’avangant un peu sur les sections suivantes,
ceci s’explique par le fait qu’'un vecteur est un tenseur d’ordre 1. Un tenseur d’ordre 0 ne
sera pas souligné, un tenseur d’ordre 2 sera souligné 2 fois, etc...

L’espace utilisé est muni d'un produit scalaire, fonction de R®*xR® dans R notée
par un point -, qui satisfait les propriétés suivantes :

(ax)-y=a(x-y)

Le produit scalaire entre les vecteurs non nuls x et y s’écrit:
X-y= ||>_(||M cos 9(5, X) aveclanorme |x|=(x- )_()%

ou 49()_(,2) est I'angle entre x et ylorsque leurs origines coincident.
— siles deux vecteurs sont perpendiculaires: X-y=0
— siles deux vecteurs sont paralléles : x-y = ||§||M

— le résultat du produit est un scalaire, comme son nom l'indique.

On peut également définir le produit vectoriel entre deux vecteurs X et y , qui est

une fonction de R®*xR® dans R® notée par le symbole A et qui satisfait les propriétés ;
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Le vecteur z=xAYy est perpendiculaire aux deux vecteurs X et y, et la base
formée par les trois vecteurs ( XY,z ) est directe. La norme du vecteur z=xAYy est telle
que :

2l =[x~ ] =[xl ]ysin o (x.y)

— siles deux vecteurs sont paralléles: x-y=0

— le résultat du produit est un vecteur, comme son nom l'indique.

1.1.2. Repérage des points et systéeme de coordonnées

1.1.2.1 Convention d’Einstein

Comme l'espace physique sera toujours R®? un indice de coordonnées varie
systématiquement de 1 a 3, et le signe somme ci-dessus peut paraitre inutile. Pour
alléger les notations, nous adopterons donc par la suite la convention de sommation

sur les indices répétés dite convention d’Einstein.

A retenir 1-1

Lorsqu’un indice i apparait deux fois dans la méme expression, I'expression doit s'entendre comme

la somme obtenue en donnant successivement a cet indice les valeurs : i=1,2,3.

L’indice répété est dit « muet », il peut changer de nom.

Exemple 1-1

Prenons quelques exemples ou des indices sont répétés:
3 3
ab;c; = ZZ g, bu'C i aib11C1 + a1b12C2 + a1b13cs + a2b2101 + azbzzcz + azbzscs + a3b31C1 + asbszcz + asbssca

171 7))

Ainsi, le produit scalaire défini précédemment peut s’écrire dorénavant :
X-y= (Xii)'(yjej ) = %Y = XY = XY+ XY, XY,
De méme, la norme d'un vecteur peut facilement s’écrire :

”)_(”2 =X-X=XX :X12+X22+X§
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1.1.2.2 Repérage des points

L’observateur est réputé immobile et il est appelé référentiel R . Cet observateur
utilise un repere orthonormé direct (en général cartésien, cylindrique ou sphérique)
noté R pour repérer les positions des objets matériels dans cet espace. Ce repeére, qui
est fixe dans QR , est caractérisé par un point d’origine et trois vecteurs formant une base
orthonormée directe telle que :

sii# J,alors € -€ =0
1

sii=],alors g e =

|‘—

Dans ce repere, un vecteur quelconque X peut étre repéré par ses composantes
X, X,, X, de sorte que (en utilisant la convention d’Einstein):

X=D %€ =X =X& +X,€ +X8

De méme, un point quelconque M peut étre repéré par ses coordonnées X, X,, X,
qui sont les composantes du vecteur position OM dans le repere R (toujours en
utilisant la convention d’Einstein):

3
O_M:;Xigzxii:)ﬁ_l"'xz_z'”%_s
=

Il apparait bien évident ci-dessus que le vecteur possede trois composantes scalaires
sur une base donnée de R®. Ces composantes changent si I'on change de base: le

vecteur, lui, n’a pourtant pas changé : le vecteur est un objet intrinseque. On ne devra

en aucun cas par la suite mélanger les notations suivantes :

A retenir 1-2

X :vecteur

X, : composante du vecteur selon la direction e,

[X]( =| X, | : vecteur-colonne des composantes de X dans la base (el,ez,e3)
o CENY) = 223
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1.1.2.3 Coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes, la position du point M s’écrit :

CM:)_(ini"'Xze_z"'Xs%:Xi%

Un vecteur quelconque a dans la base (e,,€,,€,) s’écrira a=ae, .

A
X3 | o _________
/, -.\\ /" |
- S~ .7 !
N M
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
: €3 4 ! !
| | |
| €, | |
| (— 1 | »
: & () AR | -7 X i
- = - | -
| el 2
< @ e _ ="

Figure 1: Coordonnées cartésiennes.

1.1.2.4 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, la position du point M s’écrit :
OM =X=X€ +X,&, +X;6,

=rcosde +rsinde,+ze,

A
€2
\\\\\ &
M
% I er
| —
I
I
I
& |
A
I
e I
2 1 €2
O = A— >
\\\ (‘9
[ S =
e1 ™
1 H o
R34

Figure 2: Coordonnées cylindriques.
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La base locale en un point est donnée par:
e, =cosde +sinde,

€

S

=-sinfde +cosbe,

D

&

=5
Par conséquent on a le vecteur position : OM =re, + zg,

Un vecteur quelconque a dans cette base locale s’écrira a=a,e, +a,¢, +4a,e, .

1.1.2.5 Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, la position du point M s’écrit :
OM =Xx=X¢€ +X,&, +X;€,

=rsindcospe +rsindsinpe, +rcosde, =re,

Un vecteur quelconque a dans cette base locale s’écrira a=a, €, +a,e,+a,e,

Y

Figure 3: Coordonnées sphériques.
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1.2. Mécanique du point matériel

Exemple introductif 1-2 :le pendule

On cherche a connaitre la période d’oscillation du pendule simple.
Le pendule de masse m est pendu a un fil de longueur | et soumis

a deux efforts (le poids propre P =mg etla tension dufil T ).

Dans la suite on va tacher d’écrire proprement :

- la position, la vitesse et 'accélération de la masse

- sa quantité de mouvement et son moment cinétique
Les principes fondamentaux de la mécanique du point nous permettrons ensuite d’écrire I'équation

qui régit le mouvement du pendule, et d’en déduire sa période d’oscillation.

1.2.1. Bagage mathématique : notions de calcul différentiel

Comme la plupart des problemes de physique, les problemes de mécanique vont
faire intervenir a plusieurs reprises les notions de dérivée et de différentielle. Les
fonctions qui seront posées étant en général dépendantes du temps et de I'espace, on
aura donc affaire a des fonctions de plusieurs variables qui interviendront au sein
d’équations différentielles. Ces différentes notions son succinctement rappelées dans

les sections ci-dessous..

1.2.1.1 Dérivée partielle d’une fonction

On admet que f estune fonction de n variables, de sorte que I'on puisse noter :

f=1f(X, %00 X,)

On appelle dérivée partielle premiere par rapport a X; la limite suivante si elle

existe :

FX, % X =Dy X )= T (X, X0y
lim (Xl % % X”) (Xl % Xn) que l'on note : a (X)

h—0 h oX;
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D’un point de vue physique, considérons une fonction f qui affecte une altitude a
chaque point d’'une carte de randonnée de coordonnées x;, X, (Figure 4). Dans ce cas, les
deux dérivées partielles selon X, et X, évaluées au point M vont correspondre a la

variation d’altitude (i.e. la pente) dans les directions x, et X,.

Altitude (m)

f=

Figure 4: Les dérivées partielles de la fonction "altitude" sur une carte de
randonnée vont donner la variation d’altitude dans les deux directions de la
carte.

Si on veut évaluer la position d’un point voisin de M en fonction des dérivées
partielles de la fonction f en ce point, on peut estimer que la fonction f est linéaire

entre les deux points eton a:

g+, ) = | (xl,x2)+m-%xix2)+||h||g(h)

of (x, X
(1) = 1 () + - L) o)
2

avec Ll_r)ng(h) =0

On dit dans ce cas que la fonction f admet un développement limité d’ordre 1 au
point M.

Une fonction peut étre dérivée plusieurs fois par rapport a une variable : on parle
dans ce cas de la dérivée partielle seconde, troisieme, quatriéme, ... de la fonction. La

dérivée p-ieme de la fonction f s’écrit:

OF P (X Xgre Xy ) 0 [ OF P (X Xg0eens X))

ox.° X oxP*
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1.2.1.2 Définition mathématique de la différentielle

On dit que la fonction f est différentiable en M s’il existe les applications df (h) et

¢(h) telles que, pour tout h :
f (M +h)=f(M)+df (h)+|h|e(h) avec Lirrge(h)zo

On fait donc directement le lien avec I’équation précédente, et on peut écrire :

i Xixz, 2%

Dans ce cas, la quantité df (h) représente la variation de la valeur de f pour une
variation infinitésimale de h: on l'appelle la différentielle de la fonction f par

rapport a h.

1.2.1.3 Cas d’une fonction d’une seule variable

Considérons maintenant le cas ou la fonction f est fonction d’'une seule variable Xx.
Dans ce cas, on peut noter dx la variation infinitésimale de h. L’équation ci-dessous
devient alors :

of df  of

df =—dx = =—
OX dx ox

On note alors que dans ce cas, les deux notations d ou O peuvent sutiliser

indifféremment.

1.2.1.4 Cas d’une fonction composée

Comme évoqué précédemment, les différentes fonctions qui seront manipulées
seront souvent dépendantes du temps et de I'espace. Imaginons que f est une fonction

de n variables toutes dépendantes du temps, de telle sorte que :

f=1 (% (1), % (t), X, (1))

Si on veut calculer la variation de f en fonction du temps, on se trouve dans le cas

d’une différentielle d'une fonction composée pour laquelle on a I'écriture suivante :

df (dt)zd(foxi)(t):[%x%(jdt_(% ‘Z—’;]dt
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La dérivée totale de f par rapport au temps devient donc :

df(xl(t),xz(t),....,xn(t)):ﬂ.d_x“ri.%Jr of  dx

dt ox, dt ox, dt T ox
-~ of dx

S dt

n

dt

n

1.2.2. Cinématique du point

1.2.2.1 Vecteur position

La position d'un point matériel noté M s’écrit comme rappelé précédemment :

OM =X =X¢€ +X,6,+X€, dansunrepere cartésien
OM =re, +z¢, dans un repére cylindrique

OM =re, dans un repére sphérique

1.2.2.2 \Vecteur vitesse

On définit la vitesse du point matériel par la dérivée temporelle du vecteur position
dans le référentiel d’étude X .

Dans le cas ou on utilise un repere cartésien (fixe dans ® ) on a alors :

d(xe : .
(M ) _d (O—M) ( '—') - d Ej)t(l ) & =X6 (repére cartésien)

gt dt

Dans le cas d’un repere cylindrique on obtient :

d(OM) d(re,+zez) dr de, dz [ . de, -
V= =————=—¢ +I—+—@,+12 ” =r¢i+rd—t—+ze_Z

dt dt  dt—  dt dt=
Il convient dans ce cas de se rappeler que e, =cosée, +sinfe, etdonc:

€

de i . .
S _d C08‘9e1+ dsin® e, =—sin 6?(]|—9e1+cosé?d—9e2 = 9(—sin 9e1+cosee2) =0e,
dt d¢ — dt — dt —= dt — —= —= -
et donc au final :
d OM L] L] L]
v=v(M)_ = (dt ) =re +roe,+ze, (repére cylindrique)
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En effectuant la méme démarche en coordonnées sphériques on arrive a :

d(OM)

v=y(M) =——""~= }(3+ rée_9+ rsing goe_(p (repére sphérique)

dt

1.2.2.3 Vecteur accélération

On définit I'accélération du point matériel comme la dérivée temporelle du vecteur

vitesse dans le référentiel d’étude R .

En suivant la démarche qui précede en arrive naturellement a :

dv(M)_. d?’OM - =
aM). == T

=V,e =X¢ (repére cartésien)

(1] .2 o o (1] (1]
a(Mm) . =(r— ro j(i+(2r¢9+ r@)%+ ze, (repére cylindrique)

2 2

a(M) :(.r.—ré —I’(;) sinzejg

e o L1J L] 2
+ (2 ré+ro—re sindcos Qje_g (repére sphérique)

+(r;z;sin 9+2;g;>sin 9+2réé)cos¢9je¢

Application a I'’exemple introductif

On cherche a écrire la position, la vitesse et I'accélération du pendule.

On peut alors travailler indifféremment dans une base cartésienne ou cylindrique, en utilisant

évidemment les relations :

| @D

 =cosde +sinde,

|<P

=-sinde +cosbe,

@D

X

:e3

Travaillons tout d’abord dans un repere cartésien, ou on fait le calcul :
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x=0M =lcosde +Isinde,
d(OM) d(x) d(lcosé?)e+d(lsin6?)

= da = dt

e, =-I fsin oe, +1 écosee2
dt dt —= —= —=

<

. o2 o o2 © o2
g:—-z(—lesine—le coseJiJ{lecos@—le sineje_zzIe(cosee_z—sinei)—le (coseiJrsinee_z)

On obtient alors une expression (assez complexe) de I'accélération.
Tentons d’effectuer le méme calcul en utilisant le repere cylindrique (on se sert des résultats

montrés dans les démonstrations précédentes):

X=0M =le,
)

d(OM de, i . : p
y:gzﬁ{er+I——=I(dcosgel+dsmgez)zel(—5|n9e1+cos¢9e2)=ale9

dt — dt da = a — = - -

% er

dv d(ae_ﬁj . . dee . o2 - . o2

g:d—gzl ™ =I<9e_0+I6'—t—=I9e_0—I0(cosei+sm0%):h9e_9—h9i

On observe (heureusement !) que les deux expressions
obtenues sont égales.

Sans surprise, I'accélération possede deux composantes :
la composante a, correspondant a I’accélération angulaire,

etla composante a, correspondant a I'accélération centripéte.

1.2.2.1 Quantité de mouvement

On appelle quantité de mouvement le produit de la masse d’'un point par son vecteur-

vitesse (exprimé en kg.m.s1) :

Application a I'’exemple introductif

Nous venons dans la section précédente de calculer le vecteur vitesse associé au pendule au

mouvement : sa quantité de mouvement s’écrit évidemment :

p=my=ml é% =ml é(cos@e_z—sin 49%)
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1.2.2.1 Moment cinétique

On appelle moment cinétique d’'un point matériel le moment de la quantité de
mouvement p par rapport au point O (exprimé en kg.m2.s1). On I'écrit donc :

L, =OM Amy

Application a I'’exemple introductif

Le moment cinétique du pendule en mouvement peut s’écrire indifféremment en utilisant le

systeme de coordonnées cartésien ou cylindrique :
L, =OM amy =le, Aml&e, =ml* e,

L, =(I cosde, +1sin eg)Aml é(cosﬁe_z—sin 9&): mlzé?(cos2 0+cos’ 0)e, = mlzé%
N
=1

1.2.3. Principes fondamentaux

1.2.3.1 Principe fondamental de la dynamigue

Le principe fondamental de la dynamique (PFD) énonce que la somme vectorielle
des efforts appliqués au point matériel (dont la masse est constante dans le temps) est
égal a la variation de sa quantité de mouvement:

Equation fondamentale 1-1 : PFD pour un point matériel

d
98 _o(m) & _pg_ 3 pe
dt dt dt

On en déduit que si la somme vectorielle des efforts extérieurs est nulle, il y a alors
conservation de la quantité de mouvement.

On peut également se servir de cette définition pour introduire la notion d’effort
extérieur : c’est ce qui conduit a une variation de la quantité de mouvement. Son unité

est évidemment le Newton (N), équivalent au kg.m.s2.
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Application a I'’exemple introductif

Nous avons précédemment écrit la quantité de mouvement du pendule, dont la variation est égale a

la somme des efforts P=mg et T .

dp ' o2
d—;:ma:ml 0e,—0 &

dp ml @ =-mgsing (1)
T=-Te, —=I+P = .
E=mg:mg(cos(9e_r—sin9e_0) U=l ey (2]

La seconde équation permet de quantifier 'effort de tension dans le fil du pendule, tandis que la

premiére de ces deux équations meéne a une équation du mouvement, car les constantes m,l,g sont

considérées connues :

= |6=-gsind

= O+, sind=0 avec @, = %

On vient de déduire la période d’oscillation du pendule.

1.2.3.2 Moment d’une force

On appelle moment de la force F par rapport au point O la quantité (en N.m) :
M, (F)=OM ~FE

Application a I'’exemple introductif

Calculons par exemple le moment des efforts extérieurs par rapport au point O dans le cas du

pendule :

M, (E):(M/\E=I3/\mg(cos¢9fi—sin9e_9)=—lmg sin de,
M, (T)=OM AT =lg, A(-Te, ) =0

Ce moment est sans surprise orienté selon —e, , et possede bien la dimension m.kg.N.kg-1=N.m.

1.2.3.3 Conservation du moment cinétigue

Tentons de dériver le moment cinétique défini ci-dessus :

dL, =—d%/\mv+OM /\—d(m\‘/)
dt dt - dt
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: ‘s dOM
Le premier terme est évidemment nul car : ? =V || mv

D’apres le principe fondamental de la dynamique on a donc: % =0M A ZF_M

On remarque donc que la variation du moment cinétique par rapport au point O est

égale a la somme des moments des efforts extérieurs par rapport au point O :

dL ex
d;tO:Z@_KO(F t)

Si le moment des efforts extérieurs par rapport au point O est nul, il y a alors

conservation du moment cinétique.

Application a I'’exemple introductif

Nous avons précédemment calculé le moment cinétique du pendule :
L, =ml®ge,
La somme des moments des efforts extérieurs s’écrit, d’apres ce qui précede :

Le moment des efforts P et T exprimé en O se calcule simplement:
Y o, (E*) =91, (P)+ ML) =-Imgsin e,

Le théoréme du moment cinétique nous permet donc d’écrire :

an d(mlzéezj
Yig ext _J__ i
m Yom, (E™) = — Img sin Ge,

Et on en arrive a nouveau a I’équation du mouvement trouvée précédemment :

|6=-gsing
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1.3. Mécanique du solide indéformable

Exemple introductif 1-3:

On s’intéresse au cas du solide en rotation autour d'un axe fixe (O,ez) sous l'effet d’'un couple
constant € =¢e, (la définition en sera donnée ensuite). On a vu dans ce cas que les vecteurs

position et vitesse s’écrivaient :
OM =re, +ze,

v=re +réfe,+ze,
On cherche a connaitre dans ce cas les équations qui régissent le mouvement

de cet axe.

1.3.1. Du systeme de points matériels au solide indéformable

On définit désormais un systéme de N points, et on note donc les points MU de
masse m", avec i €1, N . Nous allons reprendre les points précédents et observer ce qui

est toujours vrai et ce qui ne 'est plus.

1.3.1.1 Centre de masse du systéme de points

On appelle centre de masse G (ou barycentre) le point qui « concentre » la masse du

systeme, et on le calcule simplement a partir de sa définition :

N . .
Z m(')(;_|\/|(') =0

i=1

1.3.1.2 Grandeurs extensives

On dit d’'une grandeur qu’elle est extensive si elle est proportionnelle a la quantité de
matieére mise en jeu (on dit sinon qu’elle est intensive).

N .

- La masse est évidemment une grandeur extensive et on écrit: m= z m®
NN
- La quantité de mouvement est donc une grandeur extensive : p=> p® => my?
R

T,
N
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On montre qu’elle est tout simplement égale a la quantité de mouvement du centre
de masse du systeme de points.

- Le moment cinétique est une grandeur extensive eton a:

1.3.1.3 Efforts extérieurs et efforts intérieurs

On a précédemment introduit la notions d’efforts extérieurs F*, qu’il convient
maintenant de distinguer des efforts intérieurs F™ qui peuvent résulter d’interactions
entre les différents points matériels. Ainsi le nceuds i est soumis a des efforts extérieurs
sur ce point, et aux efforts intérieurs E(j_)i) que peuvent exercer les N-1 autres points du
systéme :

F(I) F(ext»i) + F(intei) _ F(extai) + F(jai)

Les efforts totaux qui s’exercent sur le systéeme de points s’écrivent donc :

N N
F=F%+ Fint _ F(extai) n F(intei)
Feprr e S

Il en serait évidemment de méme pour le moment des efforts extérieurs et
intérieurs. Or, par actions réciproques (3¢™e loi de Newton « les actions de deux corps l'un
sur l'autre sont toujours égales et de sens contraires ») on comprend aisément que la

somme de tous les efforts intérieurs s’annule, et qu’on peut donc écrire :

F — Fext — i F(extai)
i=1

Par conséquent, on montre que les lois de conservation de la quantité de
mouvement et de conservation du moment d’inertie sont toujours vérifiées dans le

cas d'un systeme de N points.

_E ext
- F
=2,

=Y (E)
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1.3.1.1 Extension au solide indéformable

Ce qui vient d’étre dit précédemment s’étend facilement au cas d'un solide composé
d’une infinité de points matériels. Les sommations qui viennent d’étre faites deviennent

maintenant des intégrales, de telle sorte que la masse du solide devienne par exemple :

M= Idm = Ide ou Q estle volume du solide et p sa masse volumique
Q Q

1.3.2. Rotation du solide autour d’un axe fixe

1.3.2.1 Moment d’inertie d’un solide

Reprenons la formule précédente concernant le moment cinétique d’'un systeme de

points matériels en I'adaptant a la nouvelle définition du corps solide :

Lo =[OM Avdm
Q

On obtient un vecteur moment cinétique calculé a partir du point O, centre du repere
que I'on va considérer cylindrique étant donné que I’'on étudie un solide en rotation.
Admettons que le solide soit en rotation autour d’un axe fixe d’axe €, dans le repere

cylindrique (er,eg,ez). On peut alors chercher a calculer le moment cinétique autour de

cet axe, C'est-a-dire a projeter le moment cinétique sur cet axe :
L, = UOM AV dm}eZ
Q

D’apres les rappels de cinématique précédents, on peut réécrire ce terme en

coordonnées cylindriques :

Ly, :[J‘(ri+zg)/\(;i+rée_9+2e_zjdmj-%

Q

20 . L] L]
LOZ:I (r 02—rze_0+zr%—zreeij-e_zdm

Q

Lo, = | rzédm:éj' r2dm
Q Q
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On vient donc d'introduire la notion de moment d’'inertie |,, par rapport a I'axe
(0, ez) en montrant que celui-ci est tel qu’on écrit le moment cinétique par rapport a cet

axe :

LOZ:éI rzdm=<§?lOZ
Q

Les valeurs de ces moments d’inerties pour quelques formes particulieres

(parallélépipédes, cylindres, sphéres) se trouvent aisément dans des tables.

Application a I'exemple introductif

Dans le cas du cylindre en rotation, on peut cherchez a calculer explicitement le moment d’inertie

du cylindre en développement I'intégrale :

RL27x RL27z RL27
lo, :J' rzdm:”J'rzpdV :”j r?’pdrd@dz:pUJ‘ﬁdrdez
Q 000 000 000
4

Pyl

“1 2z L
lo, ZP[I} [Z]o [0]0 =P 2

On trouve plus couramment une forme exprimée en fonction de sa masse M = p7R’L :
_ MR?
IOz - 2

1.3.2.2 Moment d’une force par rapport a un axe

La rotation de ce solide autour de I'axe (0, e, )peut étre due a I'application d’un effort
F au point M entralnant un moment autour de cet axe. On en profite pour introduire la
notion de moment d'une force par rapport a un axe, qui est la projection du moment de

la force F sur cet axe (0, ez):

o, (E)=(OM AF) e
Mo, (E):((VEJFZE)/\(F&+ F,e, + FZE))'E
Mo, (E)=(rFee_z_er@+ZFr%—ZFg(i)g
e, (E)- 1,
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Ce dernier résultat est le plus important : r correspond communément au « bras de
levier », c’est-a-dire a la plus courte distance entre l'axe (O’E ) et le point d’application
de I'effort, tandis que F, correspond a la composante de I'effort qui fait entrer le solide
en rotation.

Application a I'’exemple introductif

Dans le cas du cylindre en soumis au seul couple € =€e, on a évidemment :

Mo, (F)=C-e, =€

1.3.2.1 Distribution des efforts

Un effort ponctuel appliqué au point M crée au point O le moment:
M, (F)=OM ~FE

Est-il possible de calculer facilement le moment de cet effort en n’'importe quel point
P de I'espace ? La relation de Chasles nous permet d’écrire :

o, (F)=PM AF =(PO+OM)AFE =POAF +OM AF = POAF +9L, (F)

Si on connait le moment en un point de l'espace, on peut donc le calculer en
n'importe quel point

oM, (E)=9m,(E)+POAE

Cette propriété de distribution des efforts nous rappelle fortement la propriété de

distribution des vitesses vue précédemment.

1.3.2.2 Couple mécanigue

On appelle couple € un ensemble d’efforts dont la résultante est nulle mais dont le
moment total est non nul. On montre facilement que la notion de couple (contrairement
a la notion de moment vue précédemment) ne dépend pas du point considéré.

Démo : Considérons pour cela deux efforts E(l) et E(Z) appliqués en deux points M

et N ettels que E(l) +E(2) =0, et calculons leur moment au point O':

o, (EY+E?)=0M AE® +ON AE® 20
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Calculons le moment de ces deux mémes efforts en un point P quelconque :
o, (EY+E?)=PMAEY +PNAE?
=(PO+OM )AF" +(PO+ON)AF"

—POA [E¥+E™) +OM AE" +ONAE”)

N

CQFD.

1.3.2.3 Théoréme du moment cinétique pour un solide en rotation

Reprenons le théoréme du moment cinétique énoncé précédemment :

dL ex
d_to ZZQ_KO(F t)

Si on considére le solide en rotation autour de l'axe fixe (O,ez) en raison de

I'application d'un seul effort F , on utilise les résultats précédents pour trouver :

d (é 'on
aby, _ ~IF,
dt dt

Si on géneéralise a plusieurs efforts extérieurs e ), et qu’on les associe a leurs bras

de leviers d (i), on arrive alors au résultat :
.6; lo, = Zd(i)Fg(i) = z@noZ (E(i)>

Le résultat de ce théoréme constitue I'équivalent du PFD pour un solide en rotation

1) . . ) . . y i
autour d’un axe fixe en raison de I'applications des efforts extérieurs peel),

Application a I'’exemple introductif

Dans le cas du cylindre en rotation, on a calculé précédemment :
L MR?
0z 2

Le cylindre est uniquement soumis au couple € =€e, et on a par conséquent:

2
oo _. B (I) B o._ 2@
H'OZ—HT—Z%Z(E J=¢ = |o=""
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Ceci constitue I'équation du mouvement du cylindre en rotation. Le terme & correspond a

I'accélération angulaire et peut également s’exprimer comme la dérivée de la vitesse de rotation

que 'on note Q = 6’ .

1.3.3. Cinématique du solide indéformable

1.3.3.1 Bagage mathématique : notion de champ de vecteurs ou de scalaires

On montre ci-dessous (Figure 5) deux exemples de champs, a travers un champ de
température et un champ de vitesses. On comprend vite a partir de ces deux exemples
une définition intuitive d'un champ de vecteurs vitesses : c’est une application qui, a un

point de I'espace, associe un vecteur vitesse.

Figure 5: Exemples de champs. A gauche : champ de température (champ scalaire). A droite :
profil des vitesses autours d’'une aile (champ vectoriel).

Dans ce cas on note le champ de vitesses : \_/()_(), avec X la position de n’'importe quel

point du solide.

1.3.3.2 Distribution des vecteurs vitesse

On va poser (sans la démontrer) la définition du champ de vecteur vitesses au sein
d’'un corps solide. Si I'on connait le vecteur Q, correspondant a la rotation du solide,
alors on peut connaitre la vitesse du point N appartenant au solide a partir de la vitesse
du point M appartenant au solide en utilisant la relation primordiale :

V(N)=v(M)+NM AQ
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C’est la propriété de distribution des vecteurs vitesse.
e Vecteur rotation Q : 3 degrés de liberté ; identique en tout point du solide

e Vecteur vitesse V : 3 degrés de liberté du solide ; différent en chaque point du solide

NB: on peut regrouper ces deux vecteurs sous la forme d’un objet
« torseur », de méme que pour les forces et les moments. La notion de
« torseur » ne sera pas utilisée dans ce cours, car non nécessaire a sa

compréhension, et prétant a confusion avec la notion de « tenseur » a venir.

Si le vecteur rotation Q est nul, on observe que tous les points ont la méme vitesse :
on dit alors que le corps est en translation pure.
On parle d’'un mouvement de rotation pure s’il existe au moins un point du solide

pour lequel le vecteur vitesse est nul.

Application a I'’exemple introductif

On s’intéresse a nouveau au cas du cylindre en rotation autour d’un axe fixe ( 0,e, ) Onavu:
OM =re, +ze,

v=re +réfe,+ze,
Sur 'axe, la vitesse est nulle et on a nécessairement \_/(O) =0.

On en déduit naturellement la vitesse en un point quelconque M :

\_/(M):>§QI+M_O/\§_2

\_/(M):(—ri—zi)A(Qri+Q€%+Qze_z):—ngg+ Gy = A0 Gy AN,

Par identification on obtient donc: {r8 =-zQ, +rQ,

Cette relation est vraie Vz ce qui implique Q, =0 et Q =0 etdonc: Q=Q e, =0¢,

On en déduit une interprétation du vecteur rotation : sa direction constitue I'axe de rotation tandis

que son intensité correspondant a la vitesse angulaire de rotation.
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1.3.4. Dynamique du solide indéformable

1.3.4.1 Efforts extérieurs agissant sur un solide

On va distinguer ici les différents types d’efforts extérieurs pouvant agir sur un
solide indéformable : efforts ponctuels, efforts linéiques, efforts surfaciques, pression et
efforts volumiques (gravité ou champ magnétique).

e un effort ponctuel F a la dimension d’'un effort (N) et possede un point

d’application M. Au point O, il crée le moment :

M, (E)=OM ~E

e un effort linéique F" s’exprime en N.m! et s’applique sur une ligne. On
l'utilise en particulier en résistance des matériaux pour modéliser une charge
(comme la neige) répartie le long d’'une poutre. La résultante de cet effort
s’écrit:

E=[Ed
L

ou dl représente une élément de ligne infinitésimal.

e un effort surfacique F° s’exprime en N.m?2 et s’applique sur la surface du
solide. On peut l'utiliser pour modéliser une charge (comme la neige) répartie
sur un toit. La résultante de cet effort s’écrit :

E=[E%ds
x

ou Mestla frontiére du solide et dS I’élément de surface.

e une pression p s’exprime également en N.m+ et représente la norme de
I'effort surfacique qui s’applique dans la direction de la normale entrante de
la surface du solide. C’est donc une quantité scalaire et non vectorielle, par
définition nécessairement positive . La résultante de la pression s’exprime
tout naturellement:

F= I —pndS avec n la normale sortante
2.9}
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e un effort volumique F' s’exprime en N.m?3 et s’applique en tout point du
volume du solide. C'est donc une action a distance, comme la gravité ou le
champ magnétique. La résultante de cet effort s’écrit :

F=[F'dQ
Q
ou dQestun élément de volume infinitésimal.

1.3.4.2 Principe fondamental de la dynamique (PFD)

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la mécanique du solide
indéformable est une combinaison de la conservation de la quantité de mouvement de
son centre de masse (considéré alors comme un point matériel) et du théoréme du

moment cinétique. Comme précédemment on a donc:

dE_ ext
a2

dL ex
d_to :Z%O(F t)

ou les efforts et moments peuvent résulter d’efforts ponctuels, linéiques, surfaciques

ou volumiques.

1.3.5. Cas particulier : problemes de statique

1.3.5.1 Principe fondamental de la statique (PES)

Dans le cas ou un solide indéformable est en équilibre, il y a conservation de sa
quantité de mouvement ainsi que de son moment cinétique. On en déduit le couple de

deux équations fondamentales suivant :

Equation fondamentale 1-2 : PFS pour un solide indéformable

0-3 E*

0=2 91, (E*) vO
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A retenir 1-3

Enoncé autrement: la somme des efforts et la somme des moments (quel qu’en soit le point

d’application) qui s’appliquent a un solide indéformable a I’équilibre sont nulles.

1.3.5.1 Résolution par statique graphigue pour les problemes plans

Dans les cas simples auxquels sera confronté I'ingénieur, il arrive régulierement
qu’on ait recours au cas d'un solide soumis a trois forces dans le méme plan. Dans ce
cas, il est facile de montrer que :

- les trois efforts forment un triangle fermé (Figure 6) (car la somme vectorielle des
efforts est nulle)

- les trois droites d’action des efforts sont paralléles ou concourantes (Figure 6).

vNnE \

Figure 6: Statique graphique pour le cas d’'un vélo a I’arrét a plat (gauche) ou en pente (droite), ne
freinant que de la roue avant. Les trois droites d’actions des forces peuvent étre paralléles (gauche) ou
concourantes (droite), et les trois efforts forment un triangle fermé.

On retrouverait évidemment les mémes résultats en posant le systéme d’équation :

0=3 =

0= 91, (F™) vO
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1.4. Présentation de la mécanique des milieux continus

1.4.1. Positionnement et déroulement des chapitres suivants

Les rappels de mécanique du point qui viennent d’étre faits sont suffisants pour
décrire certains phénomeénes (trajectoires des planetes par exemple), et ont été
complétés par des rappels de mécanique du solide indéformable qui permet d’en décrire
davantage (mouvement et équilibre des structures rigides par exemple). Cependant, ces
rappels ne permettent pas de traiter des phénomeénes tels que la mise en forme d'une
bouteille de verre ou I'’écoulement de 'air autour d’'une aile d’avion.

Un cadre plus général est donc nécessaire afin de traiter ce type de problématique:
la mécanique des milieux continus (MMC) offre un cadre physique et mathématique
permettant de résoudre des problemes faisant intervenir la déformation de corps
soumis a un environnement mécanique donné. Les simulations numériques,
aujourd'hui tres utilisées pour le calcul de structures et le dimensionnement de pieces
mécaniques ou la modélisation des écoulements, ne doivent leur succes qu'a la capacité
de la MMC de décrire les relations qui régissent la déformation d'un corps soumis
a un environnement mécanique. La maitrise de cette discipline, et des hypothéses qui
peuvent ou ne peuvent pas étre formulées selon le phénomeéne a décrire, est donc un
fondement nécessaire a lI'ingénieur qui sera amené a manipuler de tels outils.

On se portera dans un premier temps a étudier la cinématique du milieu continu
(en introduisant la notion fondamentale de déformation) puis sur sa dynamique (en
introduisant la notion non moins fondamentale de contrainte), avant d’étudier les cas
particuliers des matériaux solides et fluides et leurs comportements. Les éléments
mathématiques nécessaires au développement du raisonnement seront présentés au fil

de l'eau, en appliquant directement chaque nouvelle notion mathématique.
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1.4.2. Qu’est-ce qu’un milieu continu ?

La matiere qui constitue les fluides et solides qui nous entourent est évidemment de
nature discrete a 1'échelle microscopique. Seulement, si on se place a une échelle
suffisamment grande par rapport aux hétérogénéités de la matiere, celle-ci peut étre

traitée comme un milieu continu : c’est une image de la réalité (Figure 7).

tendons

mousse de BN 72 2
mélamine Voo
‘ ! AL

Tendon

Tropocollagen j\_ Fascicie
N N

" Epitenon

Tenocyte Endotenon

Figure 7 : Certains milieux peuvent étre considérés continus a une certaine échelle, mais restent
discontinus d’un point de vue microscopique. A gauche : une mousse de polymeére ; a droite : un tendon.

Si on prend en revanche une échelle « trop » macroscopique, nous ne pouvons plus
prétendre a exprimer l'état local de la matiere, et on « moyenne » excessivement les
hétérogénéités de I'état mécanique au sein du matériau.

L'hypothese de milieu continu n'est donc valide qu'a condition de se placer a une
échelle « suffisamment grande » pour que les variations locales des champs dues a
I'hétérogénéité de la matiére ne soient pas « observables », mais « suffisamment
petite » pour pouvoir parler de matiére et non d’'un systeme matériel. On se doute bien
que cette définition déja floue devient réellement problématique lorsqu’il s’agit
d’étudier un milieu composite ou granulaire...

Les matériaux (fluides ou solides, la distinction ne viendra qu’a la fin du cours de ce
cours d’introduction) qui seront abordés seront considérés homogenes a I'échelle d'un
Volume Elémentaire Représentatif (VER), dont la taille dépend du type de matériau

que I'on consideére.

29 | Les bases de la Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR]J - FISA



1.4.3. Quelles sont les applications ?

Comme souligné ci-dessus, la simulation numérique a pris une place conséquente
dans les missions de I'ingénieur actuelles. Ces simulations n’ont de sens cependant que
si une validation par I'expérience vient valider les résultats obtenus. Ce cours sera donc
tourné vers I'apprentissage des outils nécessaires a poser proprement le probleme
avant de réaliser de telles simulations, et 3 comprendre les résultats qui en seront

issus. Les méthodes numériques et les codes de calculs nécessaires seront vu

ultérieurement dans le cursus ENSEM.

. ae 3

Haan

COBTE

it

Figure 8 : Exemple d’étude réalisé a 'ENSEM en 2A et/ou 3A : étude expérimentale (gauche) et
numérique (droite) de la déformation d’'un cadre de vélo. Ces deux aspects nécessitent les notions
de MMC qui seront abordés dans ce cours.

Une attention particuliere sera également apportée a I'étude d’essais
expérimentaux permettant de valider de telles simulations, ou permettant de
caractériser le comportement des matériaux étudiés.

Les applications de ce type d’études en recherche ou dans l'industrie sont
nombreuses : quelques exemples sont donnés ci-dessous et serviront d’illustrations aux

concepts théoriques abordés dans ce cours.
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Etude de I'écoulement Dimensionnement d’'un chassis
d’eau autour d’une turbine d’automobile

Dimensionnement d’'une structure Etude de la flexion d’ailes Etude de I'écoulement d’air
en treillis pour le génie civil d’avion autour d’'une éolienne

Figure 9 : Quelques exemples d’applications industrielles nécessitant les notions de mécanique de
milieux continus abordées dans ce cours.
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Résumé du CHAPITRE 1 : ce qu'il faut savoir

v'  Géométrie dans des repéres cartésiens, cylindriques, sphériques

v" Changement de base

v Ecriture des vecteurs position, vitesse et accélération

v" Hypotheéses de la mécanique du point et de la mécanique du solide indéformable
v Distribution des vecteurs vitesses et calculs des moments

v Principe fondamentale de la statique (PFS)

v Principe fondamental de la dynamique (PFD)

v Conservation du moment cinétique

v" Positionnement et hypothéses de la Mécanique des Milieux Continus (MMC)

Bagage mathématique associé

v"  Calcul différentiel

v Géométrie vectorielle
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2. Cinématique du milieu continu

Exemple introductif 2-1:

Nous allons traiter un exemple de transformation dans le plan, qui transforme I'objet en jaune ci-
dessous (un carré de coté 1) en I'objet vert (un losange décalé par rapport a I'objet initial et dont la

forme a changer.

2.5

15

1 15 2 25
Figure 10 : Exemple de transformation plane.
Tout I'objet de ce chapitre consiste a répondre aux différentes questions suivantes :
- comment décrire proprement la transformation entre les deux objets ?
- comment décrire la position, la vitesse, I'accélération des points qui les composent ?

- comment décrire le changement de forme qui s’opere ?

2.1. Bagage mathématique : notions de calcul tensoriel

Dans la suite on va devoir traduire la fagon dont le champ de vecteur déplacement
(ou position) varie dans I'espace : cela pourra se faire en calculant le gradient du champ
de déplacement, qui va se traduire par un objet mathématique inconnu : le tenseur.

On se propose dans ce cours d’'introduction d’en faire une présentation tres breve, et
on verra qu’on peut vite utiliser les matrices pour manipuler les tenseurs d’ordre 2 qui
vont nous intéresser dans ce cours. On en profitera au passage pour faire quelques

rappels de calcul matriciel.
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2.1.1. Définition du produit tensoriel de deux vecteurs

2.1.1.1 Définition générale du produit tensoriel

Afin de construire l'objet tenseur, il peut étre utile de définir en premier lieu
I'opération mathématique appelée produit tensoriel notée ® qui peut étre effectuée
dans le cas général entre deux espaces vectoriels de natures différentes. Ainsi, nous nous
restreindrons a des vecteurs appartenant 3 R®. Pour qu’on puisse la désigner comme
« produit » cette opération doit respecter les régles suivantes :

— distributivité de ® par rapporta + etréciproquement:
X®(Y+Y;)=x®y, +x®y,

(XYY, ) e RO xR xR’
o (£+&)®)—(:£®)—(+ﬁ®l

— associativité de ® par rapport au produit extérieur :
V(% y.a)eR*xR° xR (ax)®y=x®(ay)=a(x®Yy)
Ces propriétés n’expriment ni plus ni moins que la bilinéarité du produit tensoriel.
On introduit enfin le fait que le produit tensoriel X® y créé un élément appartenant a
'espace R®®R®, produit tensoriel de 'espace R® par lui-méme. On définit une base de

cet espace de la facon suivante :

X estécrit dans la base e;,e,, €,
X®Yy apourbase g ®¢]
y estécrit danslabase €/,€;,€; -

2.1.1.2 Expression analytigue de X®'y

D’apreés ce qui précede, on peut écrire les composantes des vecteurs X et Yy :
X=X§

y:%§

x®y=(xe)®(y,e})=xy; (e ©¢)

Si on fait varier les indices de 1 a 3 comme la convention d’Einstein (section 1.1.2.1)
le permet, on remarque que ce produit possede 9 composantes sur la base de

R®®R® qui peuvent étre mises sous la forme suivante:

X®Y =Xy, (5®§):Tiii®§
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dansle cas ol x et y sont écrits dans des bases différentes (e,e,,e, ) et (€/,€,,€; ).

Exemple 2-2

Exemple simple: prenons deux vecteurs orthogonaux exprimés dans la méme base: x=2e et

y =€ +2e,.0On peut écrire le produit tensoriel :

x®y=(2¢,)®(e,+26,) = 2¢, ®¢, +4¢, ®e,

2.1.1.3 Tenseur

Les notions qui précédent s’étendent de maniére évidente au cas ou plus de deux
vecteurs sont multipliés tensoriellement. On peut par exemple multiplier la quantité
X®y par z R’ de la fagon suivante :

()—(®X)®Z:)—(®(X®Z):)—(®X®Z ceR°OR*®R’®
Une premieére définition mathématique d’'un tenseur pourra donc étre formulée

comme suit :

A retenir 2-1

On appelle tenseur d’ordre n sur R? tout I'élément de 'espace R°OR’OR’ ®...®R®
1

Lorsque 'ordre n du tenseur n’est « pas trop grand », on le soulignera un nombre de
fois qui correspond a son ordre. Par exemple pour I'ordre 3:

T=x®y®z cR’OR’QR’

D’apres la définition ci-dessus, on peut facilement déduire qu'un vecteur est un
tenseur d’ordre 1 puisqu'’il appartient a I'espace R® : on le soulignera une seule fois.

On pourra également dire qu’'un scalaire est un tenseur d’ordre 0 qui appartient a
I'espace R :il ne sera donc pas souligné.

Dans la suite, un tenseur d’ordre n quelconque seranoté T".

Exemple 2-3
Si les trois vecteurs X,Y,z sont écrits dans la méme base €,¢€,,€;, on peut par exemple écrire le

produit: T=Xx®y®z=xe QY e ®z6 =XY;Z € e, ®e,  quipossede 27 composantes.

Tk
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2.1.2. Ecriture matricielle d’un tenseur d’ordre 2

On a rappelé précédemment qu'un vecteur X était un objet intrinseque (cas d'un
vecteur-vitesse par exemple) qui a une existence physique séparée du repere qui est
choisi pour décrire le référentiel. Les composantes de ce vecteur, projetées sur la base
choisie pour décrire le référentiel, peuvent étre écrites sous la forme d'un vecteur-

colonne (ou matrice 3x1) :

La notation [)_(]( ) signifie donc « matrice des composantes du vecteur X dans la

€606
base (€,&,,6;) ».

Dans la suite, un tenseur sera également relié a une quantité physique
indépendante du repere dans lequel il est décrit, c’est-a-dire qu'un tenseur est un
objet intrinseque. Dans le cas ou on utilise une unique base (e, €8 ), on peut écrire :

I=T;6®¢
La sommation sur i et j implique que le tenseur d’ordre 2 T posseéde 9

composantes dans le cas général, et on peut écrire :
L =T, ®e+T,e Qe,+T,e e, +...
T,e,®e+T,6e,&®¢e,+T,,6, e, +...
T, 6 ®E+T32 €, ®e_2+T33 e, ®e,

Ainsi, dans ce repere (¢€,¢,,€, ), les composantes de ce tenseur d’ordre 2 peuvent

étre organisées sous la forme d’'une matrice.

Par convention, le premier indice de T;correspond a la ligne de la matrice et le
second indice a la colonne de cette matrice. On peut donc écrire les composantes du

tenseur d’'ordre 2 T sous la forme :

—
i

3

Tl
T23
T3

o
R

[l](i&z&) =Mat(L (8.5 )) -

ﬁ_i
o1

3
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Il est essentiel en toute rigueur d’indiquer la base dans laquelle ces composantes
sont écrites. On pourra lire « matrice des composantes du tenseur T dans la base
(e.€,,6;) ». Neanmoins, lorsque la base dans laquelle T est écrit est évidente, on
pourra s’abstenir de cette précision et noter uniquement cette matrice [L:' .

A retenir 2-2

Lors d’'un changement de base, les composantes du tenseur vont naturellement changer, de

méme que la matrice qui le représente dans cette base : néanmoins, la quantité physique décrite

par le tenseur va rester inchangée.

Dans ce cours d’'introduction, on se placera toujours en début de probléme dans
une base donnée. Par conséquent on va se permettre de « confondre » les notions de

tenseur d’ordre 2 et de matrice des composantes du tenseur.

2.1.3. Rappels de calcul matriciel

Comme on vient de voir que les composantes d'un tenseur d’ordre 2 peuvent
s’organiser au sein d’'une matrice 3x3 (en dimension 3), il peut paraitre utile de faire

quelques rappels de notions de base de calcul matriciel.

2.1.3.1 Définition et notations

On utilisera dans cette section la notation suivante : M est un élément de I'espace
9k, et désigne une matrice a n lignes et p colonnes . Cette matrice M est constituée
d’élements que I'on notera m; lorsqu'il est situé a la i-éme ligne et la j-eme colonne.

Sans rentrer dans les détails mathématiques, I'espaces des matrices 9%, est muni
d’'une structure d’espace vectoriel : on peut additionner les matrices, et distribuer le
produit par un scalaire 4 de telle sorte que :

A(M+N). = Am; + An;

ij

On organise les éléments m; sous forme d’'un tableau a n lignes et p colonnes.
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Exemple 2-4

La matrice suivante appartient a I'espace 9, :

1 0 1015
= et dans ce cas par exemple m,, =2
-2 15 12
: 2 -10 1 4 -10 3031
Sideplusona N = onaalors 2M+N =
1 -10 -3 29 24

Lorsque la matrice appartient 9%, on parle de matrice-ligne.

Lorsque la matrice appartient 9%, on parle de matrice-colonne. On utilise en
général cette forme 9%, pour représenter les composantes d'un vecteur dans R".

Enfin, on appelle matrice carrée une matrice qui possede le méme nombre de

lignes et de colonnes, c’est-a-dire appartenanta 9x,, .

2.1.3.1 La somme matricielle

L’opérateur somme est défini entre deux matrices M et N de mémes dimensions,
appartenant a I'espace 9%, . La somme entre les deux matrices appartient également a
9%, » et s'obtient simplement en sommant chacune des composantes de M et N :

(M +N)ij =M; +N;

2.1.3.2 Le produit matriciel

Le produit matriciel entre M et N est bilinéaire (i.e. linéaire par rapporta M et N)
et il est associatif (c'est-a-dire que (MN)L =M(NL).
Si M appartient a 9%, et N appartient a 9¢,, (notons bien que l'indice p est le

méme), le produit MN appartienta 9%, etle terme (i, j) du produit MN vaut:

(MN), => mn,

k=1

Dans le cas ou on se trouvera en dimension 3 avec des matrices carrées 3x3, on

pourra alors utiliser la convention d’Einstein de telle sorte que :

3
(MN)ij = Zmiknkj =M Ny

k=1
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Exemple 2-5

Soient les matrices suivantes appartenant a 9,, et 9, :

4
1 0 1015
M = etN=| 0
-2 15 12
10

Le produit MN appartient a 'espace 9%,, et on a par exemple :

3
(MN),, =>"m, N, =myun, +my,N, +Myny, =—-2x4+15x0+12x10=112
k=1

2.1.3.3 Transposée d’une matrice

Si M appartient a 9, alors sa transposée notée M' appartient a 'espace M, et

on a la relation :

(MT )ij :(M)Ji

Il est facile de montrer que la transposée d'un produit de deux matrices s’écrit :

(MN)" =N"M"

De la méme fagon on montre aisément que (MT )T =M

Une matrice est dite symétrique si m; =m; : il est donc évident que la transposée
d’'une matrice symétrique est égale a la matrice elle-méme.

Une matrice est dite antisymétrique si m; =-m; : il est donc évident que la

transposée d'une matrice antisymétrique est égale a la 'opposé de matrice elle-méme.

2.1.3.4 Matrice identité

La matrice identité est 'élément neutre de la multiplication matricielle dans
'espace des matrices carrées.
On la note I, et donc par définition: M-1=1-M =M.

On montre facilement que les éléments de cette matrice sont :

(), :{t Ss,ii ii?j
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Dans le cas ou tous les éléments d’'une matrice sont nuls lorsque i# j, on parle de
matrice diagonale : la matrice identité est donc diagonale. Par exemple, pour I'espace

I, elle s’écrit :

o — O
— O O

2.1.3.5 Trace d’une matrice

La trace d’'une matrice carrée notée tr(M) est la somme de ses éléments diagonaux,

c’est-a-dire :

Meoar, tr(M):Zn:mkk:rnn+m22+...+mnn

k=1

On montre donc facilement par exemple que la trace de la matrice identité de

dimension 3 est égale a 3.

2.1.3.6 Déterminant d’une matrice et matrice inverse

Le calcul du déterminant d’'une matrice carrée noté detM est nécessaire pour
vérifier son inversibilité. On s’intéressera ici uniquement au calcul des déterminants
des matrices appartenanta 9%, et 94,.

Pour calculer le déterminant d’'une matrice appartenant a 9%, une figure explique

davantage qu'une longue phrase :

+ -
m, m
11 12
detM = [ } = My My, — M, M,
My My,
+
my,
detM = m1,, = My My, My + 11y, 1315y + 1001105, 1,3 — P30, 5 — Ty 100, Wy — T3, 10053000,
s,
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On énonce (sans démonstration ici) que, si le déterminant d’'une matrice est non
nulle, alors cette matrice est inversible. La matrice inverse de M est notée M™, et on
a la propriété suivante :

si detM =0 alorsilexiste M™ telleque MM*=M"M=1

2.1.4. Quelques opérations sur les tenseurs

2.1.4.1 Récapitulatif des opérations utilisées

Les différents rappels qui viennent d’étre faits sur les matrices permettent de
constituer le tableau suivant concernant les quelques opérations qui seront

régulierement faits sur les tenseurs :
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Notation

Opération . Ecriture matricielle
tensorielle
Addition S=A+B Sy = A+ By
Tij =XY;
Multiplication
tensorielle entre T=x®y XY XY, XY
)_(:Xii etX:yii B l}: LY XY, XY,
X3y1 X3y2 X3y3
Produit scalaire (ou P=AB
« produit contracté ») Q=B-A Py = AJ B ik
entre deux tenseurs = == Q, =B A,
é et E E¢2 17
) (Ar A Asl(b
. . ~A-b p; =Ajbj =P |= A21 Azz Azs bz
Produit scalaire entre P=A-D A, A, A lD
le tenseur é etle q=b-A Ps 1 2 3/\3
vecteur b p#q G 8; dp
o a; =biAj =1 % =(b1 b, bs) Ay 8y Ay
05 & Ap Ay
Trace du tenseur é Tr (é) Tr (é) =A,+A,+A,
1 00
Tenseur identité 1] [ﬂ =0 1 0
0 0 1
Ar A A
Déterminant du
tenseur A det A det A= det [é} = A Ay Ay
%1 A32 A33
matrice [ A]fl telle que :
Inverse du tenseur A A -
= = -1 -1
[a][A] =[A] [Al=[1]
Transposé du tenseur T A A A
A éT [é] =lA, A, Ay
- Ay As Ay

Tableau 1 : opérations sur les tenseurs.
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Exemple 2-6

Calculons par exemple le déterminant du tenseur T défini comme suit :
T =2¢ ®e +4e, ®¢, +e, V€, +36, D¢,
2 40

La matrice représentative de ce tenseur s’écrit : [1] =0 1 0
0 0 3

Le déterminant de T se calcule donc de la fagon suivante :

detT =det[T | =T,,T,, Ty + T, D5 B + P P P — T Too P —Too P& Tas — Ty PE A

= T11T22T33 =6

Exemple 2-7

5 o 7 c Y2\ g = o T
Tentons ici de prouver un résultat qui sera utilisé a plusieurs reprises dans la suite: b-T =T b

Cherchons tout d’abord a calculer la transposée d'un produit :
I=A-B = T,=AB,

S
U
=,
I
-3
12>,

Ce résultat permet de montrer: LT = ET ~§T

Appliquons cette regle au cas du produit d’'un vecteur par un tenseur d’ordre 2 :
a=b-1 = [a] =(ll[L]) =[T] o 1"

On vient donc bien de montrer: b-T = T' b

Dit autrement : on peut indifféremment placer un vecteur d’un cété ou de l'autre du produit scalaire

avec un tenseur d’ordre 2 a condition de transposer ce tenseur .

2.1.5. Les tenseurs d’ordre 2 comme « application linéaire »

Au sens du produit de deux tenseurs d’ordre 2 défini ci-dessus, un tenseur d’ordre

2 peut étre vu comme I'application linéaire :
T : R > R

x - T-x

En ce sens, un tenseur d’ordre 2 est un objet intrinséque qui permet de

« transformer un vecteur en un autre vecteur ».
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2.1.6. Opérateur « gradient »

2.1.6.1 Champ de tenseurs

La définition de champs scalaires et vectoriels a déja été rappelée ci-dessus. Par
extension, on définira par un champ de tenseurs ou champ tensoriel une application
qui va d'un ouvert Q de I'espace physique (typiquement le volume du milieu que 'on va
considérer) vers I'espace vectoriel d'un certain ordre (dans I'exemple ci-dessus d’ordres
Oetl).

Cette définition étant prise, en identifiant un point M quelconque de I'ouvert Q a
son vecteur position X=0M , on peut poser qu'un champ de tenseurs est une fonction

qui a tout x associe le tenseur T"(x) d’ordre n :
xeQ — T'(x)eR°®R’®..®R’

Dans la suite, on pourra pour alléger la notation utiliser I'expression T" plut6t que
T ()_() : il ne faudra cependant pas perdre de vue qu'il s’agit bien d'un champ de

tenseurs, et donc qu'il existe un tenseur a priori différent pour chaque point de Q.

2.1.6.2 Opérateur Nabla

Il peut étre utile pour la suite d’introduire ici 'opérateur Nabla qui a pour

définition :

0
V= &i ou encore [Y](i&z’ej) Tl ax,

On a précisé dans cette notation le repere cartésien dans lequel on a écrit
I'opérateur nabla.

On peut par exemple calculer la quantité suivante (a étant un scalaire quelconque):
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o
%,

0
Vel e) =200 = 5%

a
8

Ces notations sont évidentes en coordonnées cartésiennes. En revanche, pour des
systemes de coordonnées cylindriques ou sphériques qui « tournent avec le point »,
les dérivées doivent prendre en compte ce mouvement du repere.

Ainsi, on montre qu’en coordonnées cylindriques cet opérateur s’écrit :

9
or
10
[YLE%&): roo
9
0z

De méme, en coordonnées sphériques il s’écrit :

9
or
10
\Y ===
[Vhenr) =| 770
1 0
rsiné op

2.1.6.3 Gradient d’un champ de scalaires

Si I'on applique I'opérateur nabla ci-dessus a un champ scalaire quelconque, on
observe que le résultat est un champ de vecteurs dont les composantes sont les

dérivées partielles du champ scalaire dans les trois directions.

Considérons la fonction scalaire T ()_() (par exemple la température d’'un milieu). Le
vecteur %(T ()_()) est un champ de vecteurs qui va dans le sens de I’évolution
maximale de la température, et qui pointe de sa valeur minimale (froid) vers sa valeur

maximale (chaud). L’expression des dérivées partielles contenues dans le gradient
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dépend du type de base (cartésienne, cylindrique, sphérique) utilisé. On donne dans le

tableau ci-dessous (Tableau 2) les expressions du gradient d'un champ de scalaires dans

ces 3 cas:

Gradient d’'un champ de scalaires

Coordonnées cartésiennes

,,,,,,,,,,,,,,,,,

— i z
x Tl LT X

,,,,,,,,,,,,,,,,,

[Grad T]-

oT

oT
OX,
oT
0%,

1
'
'
'
'
1€
A==

e
1) =2

- g

o
[
€

[Grad T]=

oT
or
10T
r oo
oT
0z

Coordonnées sphériques

€

e,
g
©

>,

M
v

o

[Grad T]-

ot
or
ot
20
a

op

Tableau 2 : Expressions du gradient d’'un champ de vecteurs dans les différents systémes de

2.1.6.4 Gradient d’un champ de vecteurs

coordonnées.

Soit I(K) un champ de tenseurs d’ordre 2 défini en tout point du milieu. L’analyse

locale de ce champ autour du point de coordonnées X consiste a écrire la quantité :

dT =T (x+dx)-T(x)

En linéarisant l'expression de la différentielle dT, on montre qu’il existe une

« application linéaire » qui au vecteur dx fait correspondre dT :

c’est un champ de
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tenseurs d’ordre 2 qu'on nomme gradient du champ I()_() et qu’'on peut définir sous

forme mathématique :
Grad (T (x)): R® - R°®R’
dx — dT =Grad(T(x))-dx
On note que l'opérateur gradient est souligné 2 fois car c’est un tenseur d’ordre 2.

Sous forme matricielle on écrit la méme expression :

dT, dx,
dT, |=[ Grad (T (x)) ]| dx,
dT, dx,

Appliquons cette définition du champ de vitesse Vv illustré en rouge sur la figure ci-
dessous (Figure 11), on voit bien que la quantité dv correspond a la différence des deux

vitesses entre le point X et son voisin situé en x+dx:

v(x+dx)

dv

X+ dv = Grad (v(x))- d

X >\_/(5)

Figure 11: Illustration du gradient d'un champ de vecteurs.

Le calcul complet du contenu de la matrice [Grad (L ( )_())J sort du cadre de ce cours,
et il dépend du type de base (cartésienne, cylindrique, sphérique) utilisé.
On donne dans le tableau ci-dessous (Tableau 3) les expressions du gradient d'un

champ de vecteur dans ces 3 cas :
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Gradient d’'un champ de vecteurs
Coordonnées cartésiennes
1 on oL dn
B SRR o OX,  OX, OX
A & (Grad7]-| T T T
| | = oX, OX, OX,
2 oT, oT, T,
o) A | _— = —
E R OX, OX, OX,
Coordonnées cylindriques
‘ B ar, 1 aT T) aT.
] 1 e or 0z
M,
g bl [Grad I]: @ l(ﬂ +T)) %
. : E— or 0z
> | aT, .gaTz aT,
()H/—Z = = or r o0 0z
Coordonnées sphériques
e aT. (OT T?j 1o
Me—r <y or 00 sind dp  °
e
e| | [Grad I]z aln 1[8T9 +T, j 1 iai—cot49T
=49 : — or 00 siné op
o = . ot ar, aT,
ST L 1 1 L——cot¢9T +T,
N or 00 siné@ op
e

Tableau 3 : Expressions du gradient d’'un champ de vecteurs dans les différents systémes de
coordonnées.

2.1.6.5 Décomposition en parties symétrique et antisymétrigue

A partir des définitions qui viennent d’étre posées, on peut facilement a partir d'un

tenseur T quelconque définir les deux quantités suivantes :
T®=10+Tj ﬂ”:lﬁ—Tj
= 2= = = 2\= =

On observe que la somme de ces deux tenseurs est égale au tenseur T :

O41=S(T T T Tt

=
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De plus, on observe aisément que le tenseur 'I='(1) est symétrique :

(1) =5 +1)=5(T+T)

De méme, on observe que le tenseur L(z) est antisymeétrique :

(%) =5 -1)=—5-1)

A retenir 2-3

On vient donc de montrer simplement qu'un tenseur quelconque d’ordre 2 peut étre décomposé
comme la somme d'un tenseur d’ordre 2 antisymétrique et d'un tenseur d’ordre 2 symétrique :

| T =2(1+T)
T :Tsym +-]=-ant|sym avec 2

T 1antisym = % (L _LT )

De facon équivalente, une matrice 3x3 peut étre décomposée comme la somme d’'une matrice

symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

Transposons désormais cette propriété importante au cas du champ de tenseurs
d’ordre 2 Grad T, qui est le gradient d'un champ de vecteurs I()_().
Il peut étre donc décomposé en deux champs de tenseurs d’ordre 2 respectivement

symétrique et antisymétrique, que I'on notera D et Q en prenant un peu d’avance sur la
suite (2.5), et on a donc:

®

radT=d+Q avec

[ke)
|
N |-
=
[o})
o
|—
|
—
@)
=
[o})
o
_|
N—
2
N —
|
|
7,

On en déduit donc (d’apres les propriétés du produit contracté) la relation :

dT =(Grad T)-dx = d-dx+Q-dx

A partir de ces considérations, on peut montrer que le champ de tenseurs

symétrique d décrit la déformation locale du milieu, tandis que le champ de tenseurs

antisymétrique Q décrit la rotation locale du milieu.
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Cette décomposition est illustrée ci-dessous pour un champ de vecteurs dans R?,

qui est 'approximation linéaire autour de l'origine d’'un champ de vecteurs réel. Ce

champ dT =Grad (I(Q))d_x est décomposé en un champ correspondant autour de

I'origine a la déformation locale d(0)-dx et ala rotation locale ©(0)- dx (Figure 12

LSS S A A A LA A A bV NN NN PP
LSS o - PV VAV VOV N N N N PP
P ’ - P VOV N N N N J v s e e -
Ve ’ - P Vv N N N~ VA R
VAV AV A A [ —— o - s N [
PV AV A P 4 — - - - ~ - = = Voo
i o~ — +
o s - A A S . -_ - - - - - - - Vooro

- - A A A A -— 0w~ o~ % x v o o o L

- - ; ;///// L I R R S o NNy s ~
- - . LSS NN N N v A LN RN
S A ONNNNN N S S S N NN S -
SN SIS ONNANNN N PSS NN S S

Figure 12: Décomposition d'un champ dT =

Grad (I ( Q)) - X, approximation auto

T+ o= = NN NN
o T T T
SN S Y
AN

AT
R T T 1
p——————————
T A A |
LR

- P Y N |
- o A F S
A A A
- xS

ur de I'origine

d’un champ de vecteurs réel I( )_() , en un champ correspondant a la « déformation locale »

C_i (Q) -0dX (en rouge) et a un champ correspondant a la « rotation locale » £=2(Q) -dX (en bleu).E.

Plaut (ENSMN).

2.2. Représentation du mouvement

2.2.1. Repérage des points matériels en mouvement

On se placera comme précédemment dans un référentiel &, qui est 'ensemble R3

des points de l'espace euclidien animé du mouvement de corps rigide de 'observateur.

Un point matériel M consiste en une infiniment petite quantité de matiéere, de volume

dQ2. Le systéme matériel S représentera une quantité de matiere dans l'espace,

constituée de points matériels. Le volume de ce systéme évolue dans le temps, mais pas

sa masse (nous écrirons formellement ce point en section 2.6.3).

Al'instant t =t,, le systeme matériel est dans la configuration K dite configuration

de référence et les composantes du vecteur-position OM, = X sont notées X, X,, X,

(majuscules) dans la base (g,e,,e;). A l'instant t, le systéme matériel est dans la

configuration K, dite configuration actuelle et les composantes du vecteur-position
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OM = x sont notées X, X,, X;(minuscules) dans la base (g ,€,,e;). Le systéme matériel

subit la transformation ¢ (fonction vectorielle) entre K, et K, (Figure 13).

- ¢

Kt
volume () /
surface frontiére 0C 0 M
volume ()

surface frontiere 0Q

Figure 13: Repérage des points matériels entre une configuration de référence K0 etune
configuration actuelle K.
— Le concept de milieu continu implique que deux points matériels infiniment voisins
dans K, le sont toujours dans K,.
— Les points occupant un domaine connexe dans K, occupe un domaine de méme
ordre (courbe, surface, volume, ...) dans K,.
— Les points a l'intérieur d'une surface fermée dans K, restent a l'intérieur de la

surface transportée dans K,.

Application a I'’exemple introductif

i
La transformation précédente peut se décrire proprement 3
en écrivant la position actuelle des points (dans I'objet vert) 2.5
en fonction de leur position initial (dans I'objet jaune) : 2
X =¢ (X, t)=X, +at? os
t 15
X=g(X,t) % =¢,(X,t)=—X,+X, avec & enm.s2et v ens
- T
1
X, =y (X,t) =X,
1 1.5 2 2.5
La fonction vectorielle ¢ permet donc de passer de K, dans K.
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Sion se place danslecasouet X, [1, 2] ,a=2,7=1etpour t =0.50n obtient I'image ci-dessus.

Le point de coordonnées X =e +¢€, (enrouge sur la figure) est par exemple transformé en :
x=1.5¢, +1.5e,

On constate qu’on respecte bien la condition : )_((L,t = 0) =X

2.2.2. Description lagrangienne ou eulérienne?

2.2.2.1 Description lagrangienne du mouvement du milieu continu

A chaque instant ¢, le vecteur position X du point matériel est donnée dans K, en
fonction de sa position X dans K;. On a alors pour tout point appartenant au systeme
matériel et Vt une fonction vectorielle #(X,t) qui vérifie:

X=¢(X,1) avec #(X,t=1t,)=X

X =@ (X,1)
X, = ¢, (X,1)
X3 = ¢3 (510

En notant la fonction inverse y = q_fl, on a de fagon équivalente: X =y(Xx,t).

NB : Cette écriture est possible car la fonction ¢ est une « bijection » :

cela veut dire que durant la transformation, aucun point n’est créé, et

aucun point ne disparait.

On appelle variables de Lagrange les grandeurs X (3 composantes, parfois
appelées coordonnées matérielles) et t. On appelle inconnues de Lagrange les trois
fonctions ¢ (X,t) qui permettent de déterminer X.

La description lagrangienne (ou matérielle) est une description "par trajectoire":
on se propose de décrire la cinématique d'une transformation en suivant I'évolution de
la position des points matériels au cours du temps. L'idée est donc de se dire qu'on
connaitra le mouvement du systeme matériel si on sait a chaque instant ou se trouve la

particule M qui se trouvait en M,dans la configuration de référence.
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La fonction w =¢ " donne la position dans la configuration de référence de la

particule qui est en M dans la configuration actuelle.

Application a I'’exemple introductif

Reprenons la transformation de I'exemple introductif, pour laquelle on peut facilement calculer

y= Q_l a partir de la fonction vectorielle Q(l,t) :
X =¢(X,t)=X,+at’ X, =g (xt)=x —at?

)_(=¢(l1t) X, :¢2(l’t):£X1+X2 = X:¢_l()_(vt) Xz :¢2_1(Z’t):X2_£X1+gt3
- T - T T
X3:¢3(l,t):X3 X3:¢371()_(’t):X3

2.2.2.2 Description eulérienne du mouvement du milieu continu

En description eulérienne (ou spatiale), on décide de décrire le champ des
vecteurs vitesses \_/()_(,t) dans la configuration K, et non dans K. On décrit donc le

mouvement du corps déformable:

a?%’t) =Y(¢(X.1).t) avec g(X, t=t;)=X

Dans ce cas, on appelle variables d’Euler les grandeurs X (3 composantes, parfois

appelées coordonnées spatiales) et t. On appelle inconnues d’Euler les trois fonctions

Vi (x.1).

2.2.2.3 Dérivée particulaire et dérivée spatiale

Considérons une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle que l'on notera
G(X,t)en description lagrangienne et g(x,t) en description eulérienne.

A retenir 2-4

Remarque de notation: lorsque 'on parlera du gradient d'une fonction écrite en description
lagrangienne, on sous-entendra le gradient par rapport aux variables de Lagrange X et on I'écrira
avec une premiere lettre majuscule:

_9G(X.1)

Grad (G(X,t)) —
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Le gradient d'une fonction en description eulérienne concernera les variables d’Euler X et on

’écrira avec une premiere lettre minuscule :

orad (g(x1)) = 22

Il en sera évidemment de méme pour les opérateurs divergence et rotationnel.

La dérivée de la quantité lagrangienne G(X,t)par rapport au temps (X étant

fixe) s’écrit simplement :
. _dG(X.,t)

G(X1) dt
Cette dérivée correspond a la facon dont la quantité G( X ,t) évolue lorsque I'on
suit la particule : on parle alors de dérivée particulaire, ou encore matérielle.
Considérons maintenant la description d’Euler g()_(,t), sa dérivée spatiale ou
eulérienne (x étant fixe) s’écrit simplement : dg(x,t)/ot
Considérons enfin que I'on veuille étudier la dérivée temporelle particulaire de la
quantité écrite en description eulérienne g()_(,t), c’est-a-dire en s’attachant a un point

matériel, X étant fixe. On pourra alors écrire :

o(xt)=9EY dg(?(dlt,t),t)

Or, on peut écrire la relation (d’apres les rappels en section 1.2.1.4) :

) ag(x.t) .\ og(x.t) ox

dg(x.t) = dt dt
9(x ot ox ot

On en vient donc a la relation primordiale :

Equation fondamentale 2-1

3(xt) = ((jf’t) _ g’t) + agéi’t) % - aggf’t) +grad (g(x1))-v(x)

e le terme g(xt) est la dérivée particulaire de la quantité g(xt) en

description eulérienne

ag(x.t)
ot

e leterme est la dérivée eulérienne de g(Xx,t)
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e leterme grad (g ()_(,t)) est le gradient de g(x,t) en description eulérienne
e leterme v(xt) etlavitesse du point matériel situé en X

e leterme grad (g ()_(,t))-\_/()_(,t) est souvent appelé terme d’advection

2.2.2.4 Au final, description lagrangienne ou eulérienne ?

Si on résume ce qui vient d’étre dit, la description lagrangienne consiste a suivre le
mouvement de points matériels entre une configuration de référence et la configuration
actuelle, tandis que la description eulérienne consiste a analyser le champ de vitesses

des points matériels a des positions précises de I'espace.

Figure 14: Exemple de description lagrangienne du mouvement d’'un milieu continu solide. La forme
initiale étant connue, on suit chaque point matériel dans son mouvement lors de I'écrasement du
lopin par un cylindre. Le code couleur correspond au champ de déplacement vertical.

La description lagrangienne nécessite la connaissance d’une configuration de
référence : en mécanique du solide, on connait en général la forme initiale (non
déformée) du systéme matériel (Figure 14).

S’il s’agit maintenant d’étudier I’écoulement d’une riviere, les notions d’instant initial
et de configuration de référence deviennent plus problématiques... La description

eulérienne est alors naturelle en mécanique des fluides, ou I'on décrit le mouvement

du fluide a des positions précises de I'espace (Figure 15).
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Figure 15: Description eulérienne du mouvement d'un milieu continu. A gauche: champ de
vitesses en surface d'une riviere. Le code couleur correspond a la norme du champ de vitesses.
A droite : troupeau de moutons entrant dans un nouveau parc : on imagine facilement associer

un vecteur « vitesse du mouton » a chaque animal pour décrire le mouvement du troupeau.

2.2.3. Champs de déplacement, de vitesse et d’accélération

En suivant les notations précédentes (2.2.1), on peut facilement définir le champ de

déplacement d’'un point matériel :

Dans cette expression, on lie la position actuelle de la particule a sa position de
référence X . Le déplacement Q( X ,t) est donc fonction de la configuration de référence,
ce qui correspond donc a une description lagrangienne (matérielle) du mouvement.

De facon alternative, on peut définir le déplacement en description eulérienne :

u(xt)=x-X(xt)

Ces deux définitions d’'un déplacement ont les mémes valeurs :

U (X.t)=U(¢"(xt).t)=u(xt)

Par la suite on emploiera la plupart du temps la notation minuscule : g( X ,t)

En mécanique du solide, la cinématique d’un milieu sera en général décrite a partir
du champ de déplacement. En mécanique des fluides en revanche, on s’intéressera
plutot au champ de vitesse et au champ d’accélération.

Si on suit un point matériel dans son mouvement (comme on I'a rappelé en section
1.2.2), on peut facilement définir les champs de vitesse et d’accélération en description
lagrangienne comme les dérivées premiere et deuxieme de la position du point

matériel :
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_ox(Xt)
-z

=v(xt) A(llt)zﬁ\i(atl,t):az)_(a(tzl,t)

V(X.t)

En général en mécanique des fluides on s’intéressera plutdt a la description
eulérienne de ces champs, dans la mesure ou on va chercher a les caractériser en des
points fixes de I'espace sans connaitre la configuration de référence du milieu.

La description eulérienne est basée sur la connaissance du champ de vitesse \_/()_(,t).
Si on veut donc étudier 'accélération d’'un point matériel, on doit donc s’intéresser a la
dérivée particulaire d’'une quantité écrite en description eulérienne, et d’apres ce qui
précede (2.2.2.3) il vient 'expression de I'accélération :

dv(x,t) :a\_/(>_<,t)

a=
B dt ot

+grad(v(x,t))-v(xt) ou & :%Jrvi’jvj

Cette expression permet de connaitre 'accélération d’'un point matériel sans en
connaitre explicitement toute la cinématique. On notera que le terme d’advection est

non-linéaire, quadratique en v(Xx,t).

Application a I'’exemple introductif

Reprenons la transformation de l'exemple et tentons de calculer les déplacements, vitesses et

accélération a partir des descriptions lagrangiennes et eulériennes.

X1:¢1(Art)le+at2 X1=¢171()_(,t)=X1—0(t2
)_(:(é(l,t) X2:¢2(lat)=lxl+xz — L=¢71()_(7t) X2=¢271(X!t)zxz_lx1+gt3
- G - T T
X, = ¢y (i,t)= Xs X3 :¢371()_(1t) =X

Commengons par calculer le champ de déplacement a partir des variables de Lagrange:
Ul = Xl (Klt)_ Xl = (th
U(Xt)=x(X,t)-X U,=x(X,t)-X, ! X,
T

Uy =% (X,t)=X; =0

et a partir des variables d’Euler :
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De facon triviale, en utilisant ¢7l()_<,t), on observe que u,=tX; et que par conséquent les

déplacements ont les mémes valeurs dans les deux descriptions: u(x,t)=U(X,t). Ce champ de

déplacement et représenté ci-dessous en utilisant la forme g( X ,t) .

3

2.5

15

1 15 2 2.5

Figure 16: Exemple de champ de
déplacement.

Calculons maintenant le champ de vitesse a partir de la description lagrangienne :
2at

V(X )= = V(X0)]=|Xy/7
0

Pour faire ce calcul a partir de la description eulérienne, il faut faire attention au fait que X dépend

dutempsetona:

au(x,t) ou(xt) ox
O

Pour calculer le terme 0x/dt on doit se servir de la forme ici connue de la trajectoire des particules,

et on obtient :

2at 0 0 0)(2at 2at
ou(x,t) oau(xt) ox X, L t X 1
v(xt)= FE X a v(x.t)]= ?—3?t2 - 0 0 71 = ;(Xl—atz)
0 0 0 0)(0 0

On vérifie bien alors que les vitesses sont les mémes: v(x,t)=V (X,t). Cette forme constitue la
formulation eulérienne de la transformation, qu’on utiliserait par exemple pour caractériser

I’écoulement d’un fluide.

Intéressons-nous enfin au champ d’accélération en description lagrangienne :
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Imaginons maintenant que nous ne connaissons pas les trajectoires des particules (cas ou l'on
regarde s’écouler un fluide par exemple), mais que l'on connaisse le champ de vitesses en
description eulérienne \_/()_(,t). On peut alors calculer le champ d’accélération a partir de

I'expression de la dérivée particulaire :

20 0 0 0)(2at 2
a(x,t):a\‘/()—(’t)Jrgrad v(xt)v(xt) [a(xt)]=| 2%t |+ 1o o) l(xl—oztz) =0
T 8'[ =— T T T T T

0 0 0 oflo s

On retrouve bien alors la méme expression, sans que le calcul ne nécessite la connaissance des
trajectoires des particules. On remarque que le champ d’accélération est ici homogéne et ne dépend

pas des coordonnées.

2.2.4. Quelques caractéristiques de la transformation

2.2.4.1 Trajectoires

La trajectoire d'un point matériel est le lieu des positions occupées par un point
matériel dans # au cours du temps, c'est-a-dire une équation paramétrée de M

initialement en M. En description lagrangienne I'équation des trajectoires est évidente:

x=¢(X.1)

Une trajectoire est une courbe paramétrée de type x, =X (t), et cette courbe est donc
indépendante du temps. On peut dire qu’il y a « autant de trajectoires qu’il y a de
particules ».

On peut imaginer visualiser les trajectoires par exemple en placant dans un milieu
fluide des particules solides, idéalement entrainées comme le serait la particule fluide
dont elle occupe la place. Une photographie avec un temps de pose suffisamment long

permettrait alors de visualiser une partie de la trajectoire de ces particules.
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En description eulérienne, on connait le champ de vitesses en tout point de I'espace :
les trajectoires peuvent alors étre déterminées en résolvant:

dx =v(x,t)dt avec la condition initiale x(t =0)= X

Application a I'’exemple introductif

Reprenons la transformation de I'exemple introductif:
X =¢(X,t)=X,+at’
t
)_(:Q(A,t) X, =¢2(L,t)=;X1+X2
X, =, (X,t) =X,

Cette forme constitue I’équation des trajectoires. Prenons maintenant la description eulérienne de
: 1
cette transformation : v(x,t)=2ate + —(x1 —at? )82 :

On peut déterminer les trajectoires des points matériels en posant :
dx, = v, (X, t)dt = 2atdt

d=v(x Ot = {dx, =V, (x Dt = (x —at?)dt
T
dx; =v,(x,t)dt =0
Pour pouvoir intégrer les composantes de dx, on doit tenir compte du fait que X = )_((L,t).

On trouve facilement pour la premiére composante X, = at?+C, etainsiona:

dx, = v, (x,t)dt 21(0&2 +C1—at2)dt = X, :Cl£+C2
T T

On doit nécessairement ajouter la condition initiale x(t =0) = X pour déterminer les 3 constantes :
_ 2
X (t=0)=C,=X, = 1% =X 1+X,
T
X (t=0)=C, = X, X = X,

On constate que I'équation des trajectoires est bien la méme dans les deux cas.

Les trajectoires des quatre points de coordonnées (1,1,0), (1,2,0),(2,10),(2,2,0) ont été

représentées Figure 17.
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Figure 17: Exemple de
trajectoires des quatre coins
du milieu de base.

2.2.4.2 Ligne de courant

La ligne de courant est I'enveloppe des champs des vecteurs vitesses a un instant
donné t, elle considére donc un ensemble de points matériels a un instant donné, qui
possédent tous un vecteur vitesse "local".

Les lignes de courant étant tangentes aux vecteurs vitesses V(x,t) en tout point, un
petit élément dx est sur la ligne de courantsi dx Av(x,t) =0 ce qui revient a:

dx,  dx,  dx
V(X1 V(1) vy(xt)

Le temps n’est pas une variable d’intégration dans cette équation, étant donné que

I'on se place a un instant donné.

Application a I'’exemple introductif

Reprenons la transformation de I'exemple introductif, pour lequel la description eulérienne est:

v(xt)= Zozti+%(x1 —at?)e,

Les lignes de courant se déterminent facilement a partir de I'équation ci-dessus :

dx, dx, dx, dx, dx, 1 ,
- - = dx, =(x —at*)=2atd
vi(xt) v (x,t)  vi(xt) - 20t 1(X1—0tt2) N XlT(Xl ’ ) o

T

Ce systéme se résout de la facon suivante :
2

1dxlxrgtdel:Zoztdx2 = i—gt2x1=20¢tx2+cste = X, = a [i—at2j+cste
T T

2T T 2atr
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Des lignes de courants ont été représentées pour différentes valeurs de la constante Figure 18.
On constate immédiatement en comparant les Figure 17 et Figure 18 que les trajectoires et lignes

de courant forment deux familles de courbes différentes.

15 2 2.5

Figure 18: Exemple de lignes
de courant.

2.2.4.3 Mouvement stationnaire

Un mouvement est dit stationnaire dans @R si sa description eulérienne n'est pas
fonction du temps (le champ des vecteurs vitesses est variable dans I'espace mais pas

dans le temps), soit:

v(x,t)=v(x)

Dans le cas d'un mouvement stationnaire:
— la résolution du systéeme dx=v(x,t)dt avec x(t=0)=Xet du systeme
donnent des solutions identiques, c'est-a-dire que les trajectoires et les

lignes de courant sont identiques

On appelle mouvements semi-permanents des mouvements tels que:

v(x,t)=4(t)v(x)
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2.3. Le gradient de la transformation

2.3.1. Démonstration

Le tenseur gradient de la transformation, noté F, permet de traduire la
transformation d'un corps entre K, et K,. Considérons un point M, et un point P

infiniment proche de M . On peut définir le vecteur élémentaire dans K,:

dx =x"-x"

Apreés transformation, on peut définir la position de ces deux points dans K;:

XM =g(X"t) X" =g(X"t)

Et le vecteur élémentaire devient alors:
dx =x" —x" =g(X" +dX,t) - (X" 1)

Un développement de Taylor au premier ordre donne (voir section 1.2.1):

op(XM t M
P gy X

dx=g(X" +dX,t)—g(X" 1) RSV S

En notation indicielle, et suivant la convention ci-dessus et pour tout point M, on a

donc:
On peut en déduire la définition du tenseur gradient de la transformation, pour

un point quelconque :

ox, Ox,  0X

oX, oX, 0OX,

F=Z cradx(x.t) = [Fxp]=| 2 % %

- 0 = oX, OX, OX,
OX;  OXy  OXq

oX, OX, OX,

<

Le tenseur gradient de la transformation est crucial en MMC, dans la mesure ou il

contient toutes les informations concernant la cinématique d'un milieu continu.
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Application a I'’exemple introductif

x =X, +at’
t
Reprenons la transformation de I'exemple introductif : X, =— X, + X,
T
X; = X,

Le tenseur gradient de la transformation s’écrit dans ce cas :
Ox(X,t)  ox(X1)

t
B )= = 28%=00a+ 684 +68e 168
1 00
[E(X.)]=| vz 1 0
0 01

transformation est donc homogeéne. On constate également qu’a I'instant initial t =0, ona:
1 00

[E(x.)]=(0 1 0)=[1]

0 01

On constate que dans ce cas le gradient de la transformation est indépendant de X :

la

2.3.1. Expression du gradient de la transformation

On a vu précédemment que u(X,t)=x(X,t)—X et donc Xx(X,t)=u(X,t)+X. On
peut en déduire :

Equation fondamentale 2-2

™

=1+Gradu

soit en notation matricielle et en coordonnées cartésiennes et cylindriques :

ou ou ou
P B oy 14 ou, l(ﬁur —u,) ou,
oXy  0X, OX, or r oe oz
[F] _| ou _,_% U, [F] _| ouy 1.,.%(%_,_1') au,
=Jaee) | ox, oX, X, | =leee) | or roo " @
% aus 1+% 6UZ l auz 1+ auz
X, X, X, or r oo 0z

Analysons ce que devient cette expression lors d’'une transformation de corps

rigide.
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A retenir 2-5

On appelle « transformation de corps rigide » une transformation qui ne déforme pas le milieu,

c’est-a-dire une combinaison de translations et de rotations.

Pour une telle situation, le déplacement est nul : le gradient du déplacement est donc

également nul. D’apres I'expression ci-dessus, on a donc Grad u=0 etdonc F =1 .

Application a '’exemple introductif

u =at
. ) . . t
Reprenons la transformation de I'exemple introductif : u, =—X,;
T
u,=0

On peut également calculer F(X,t) a partir dela forme F(X,t)=1+Gradu(X,t):

!(K’t)ZatzﬁJr%X& = Grad L_J(l,t)zgez®i

F(X,t)=1+Grad Q(L’t)=ﬁ®i+i®i+%®%+£i®i

On obtient la méme forme que ci-dessus.

2.3.2. Transportd’un vecteur matériel

Si on applique la formule ci-dessus a un vecteur matériel quelconque dL, on obtient

alors la formule de transport d’'un vecteur matériel quelconque:

Equation fondamentale 2-3

dll I:11 I:12 F13 dLl
di=F(X,t)-dL ouencore |dl,|=F, F, Fy;]||dL
d|3 F31 F32 F33 dLS

Le tenseur F transforme un vecteur dans la configuration de référence K, en un
vecteur dans la configuration actuelle K,: on appelle ce type de tenseur un tenseur
mixte ou tenseur deux-points. F est dans le cas général non-symétrique. On notera que
F est également parfois appelé application linéaire tangente: c'est en effet un
opérateur linéaire qui décrit localement la transformation par sa tangente.

Comme la transformation est une bijection de K, dans K, il existe une application

e s s . -1
linéaire inverse F ~ telle que:
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F(x, t)_—1=g=(X(x t))

On peut donc transporter un vecteur matériel de K, dans K, en utilisant l'inverse
du gradient de la transformation :
dL=F " (x.t)-dl
Le tenseur gradient de la transformation transporte un vecteur matériel de K; dans
K, selon la loi: dl = F(X,t)-dL. Dans le cas ou l'on applique cette transformation a un

vecteur A, on appelle dilatation le rapport des normes des vecteurs a et A :

=[al/|Al=|E(X.t)- A/ |A]

Application a I'’exemple introductif

Reprenons la transformation de I'exemple : [E(l,t)} =|t/r

. . 1
Prenons maintenant le vecteur unitaire: A= ﬁ (e1 + ez)

Pour t=0.5, ce vecteur est transporté lors de la transformation :
1

a=F-A= (e ®e+e ®e +€; ®e +te ®ej—2(e +e)

t 15
= —[14+=le =— o
@%wz(n)% NN f

Ce vecteur est représenté en vert ci-contre,

2.5
appliqué au point de coordonnées initiales (1,1).
2
On peut aisément calculer la dilatation de ce
1.5 | H

vecteur unitaire :

A= % H%—A” \/(ﬁj +(}/gj2/1 ~1.275 1 [ 2

2.5
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2.3.3. Jacobien de la transformation

La matrice représentative de F contient les neuf dérivées partielles:
(6‘Xi [ oX A)i A1 3 ¢ elle est en général appelée matrice jacobienne. Le déterminant de

cette matrice s’appelle le jacobien, et on le note J.

Equation fondamentale 2-4

J=detF
Application a I'’exemple introductif
1
Reprenons la transformation de I'exemple : [E(Lt)] =|t/r
0 O

Le jacobien de la transformation vaut dans ce cas :

J = et E = Ry PP + PPl + PaPsli — PaPefiy — Pafufe — PaPsfi -1

2.3.4. Décomposition polaire

On peut mathématiquement montrer que le gradient de la transformation F
contient a la fois une rotation du milieu ainsi qu'une déformation du milieu. On montre
également qu'on peut décomposer de fagon unique F des deux fagons suivantes

(Figure 19) :
cas 1: d’abord une rotation R puis une « deformation pure»
cas 2: d’abord une « deformation pure » puis une rotation R :

On montre dans ce cas que R est un tenseur mixte: il a «un pied dans chaque

configuration » et fait le lien entre les configurations initiale et actuelle.

En revanche, dans le premier cas, la « déformation » est eulérienne, et dans le

deuxieme cas la « déformation pure » est lagrangienne.
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Rotation « Déformation pure »
{mV (eulérienne)

[ ]
>
- 4
, . n
« Déformation pure » Rotation
(lagrangienne) (mixte)

-

Figure 19 : Décomposition du mouvement du milieu (caractérisé par le gradient de la
transformation F ) en une déformation pure et une rotation pure.

2.3.5. Transport d'un volume

Nous avons vu qu'a tout X dans la configuration de référence K, correspondait un
X dans la configuration actuelle K,. Le déterminant de F, appelé jacobien J, doit donc
étre non-nul pour permettre d'écrire E_l.

J :detg;to

Le volume élémentaire dQd'un parallélépipede défini par ses cotés dx,dy,dz est

donné par:
402 = det(dx, dy, d2)

ce qui se transforme rapidement (sans détailler toutes les étapes) :
d© = det(dx, dy, dz)

— det F det(dX,dY,dZ) = det F dQ,

On en déduit:
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Equation fondamentale 2-5

dQ
dQ,

=det£:J

Par conséquent, le déterminant du tenseur gradient de la transformation est une mesure

de la variation locale de volume.

J représente la dilatation volumique, et on a:

0<det£:J < +00

Application a I'’exemple introductif

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans I'’exemple introductif:

1 00 |
[E(X.t)]=[t/r 1 0© ds =detF(X,t)=1
0 01 °

On constate que la transformation associée se fait donc a volume constant.

2.3.1. Taux de dilatation volumique

On a vu précédemment que Q, =J(t) ©; avec J(t) =det F(t). On cherche a exprimer
la dilatation volumique: !it =J Zt) Q,, et donc la dérivée du jacobien. Si on tente d'écrire
le  volume  particulier du parallélépipede formé sur le  triedre
(d_X,d_y,Q) = (dXi, dye_z, dZ%) , on obtient:

; _do, _ddet(dxdy.dz)
boodt dt

= &, dx, dy,dz, + &, dx, dy, dz, + &, dxdy; dz,

Apres un long développement (non présenté ici) on obtient la forme suivante :

Q, = gy dxdy;dz divy = Q divv =divv JQ,
On peut donc démontrer que:

J =divv(x.t)J

Dans le cas d'une transformation isochore (sans changement de volume), on a donc:

divy(x,t)=0
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2.4. Les déformations du milieu continu

2.4.1. Recherche d’'un tenseur des déformations

On a vu précédemment que le tenseur gradient de la transformation F est la
combinaison d'une déformation pure et d'une rotation pure.

Pour construire un tenseur des déformations, on peut donc chercher a
« supprimer » la rotation pure de facon a ne garder que la déformation pure.
Intuitivement, on peut s’attendre a ce que le produit scalaire entre deux vecteurs ne
soit pas modifié dans le cas d'un mouvement de corps rigide (Figure 20), ce qui peut

fournir une base de travail pour la recherche d’'une quantification de la déformation.

Da
dy dy dr - dy
dx dx
dx
E——
dX dX aX
Rotation: Allongement/ rétrécissement: Variation d’angle :
dr-dy = dX -dY dy-dy = dX -dY dr-dy # dX -dY

Figure 20 : [llustration des variations du produit scalaire. Lors d’'une rotation, le produit scalaire est
conservé. Lorsqu’un des vecteurs change de longueur, le produit scalaire varie. Lorsque I’angle entre les
vecteurs change, le produit scalaire varie également.

2.4.1.2 Formulation lagrangienne : tenseur de Green-Lagrange

Considérons un vecteur matériel élémentaire dX qui devient dx=F-dX apres
transformation, et de la méme facon dY qui devient dy=dY .
Dans un premier cas on cherche a comparer la valeur du produit scalaire entre deux

vecteurs dx et dy dans la configuration actuelle par rapport a leur produit scalaire dans

la configuration de référence :

d_x-d_y—d_X-d_de_X-ET-E-d_Y—d_X-I:-dY=dX-(FT-F—I=)-d_Y=d_X-2§d_Y

On vient d’introduire ici le tenseur de Green-Lagrange:
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Equation fondamentale 2-6

E= %(ET ‘F —L) : tenseur des déformations de Green-Lagrange

On montre facilement (comme son nom l'indique) que c’est un tenseur lagrangien

et symétrique.

Application a I'exemple introductif

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans 'exemple introductif:

E(A,t):e1®e1+e2®e2+e3®e3+£e2®e1
Ll QPG TE DG T TP

Calculons le tenseur de Green-Lagrange pour cette transformation :

E-3 (&®a+e_z®e_z+e_s®e_s+§a®e_z]-[i®&+e_z®e_z+e_s®e_a+Eeg@aj—i}
1| t t tY

e et R e e e
1((tY t

E=||— e1®el+—(e2®el+el®ez)

= 2 rT) — — T - —

On constate directement que ce tenseur tend vers le tenseur nul lorsque t — 0.

On a vu précédemment qu'on pouvait noter: F(X,t)=1+Grad u(X,t) avec u le
champ de déplacement. D’apres la définition qui précede, on peut donc directement

exprimer le tenseur de Green-Lagrange:
1

E=J(E-E-D)=3((L+Grad (1 +Grad v)-1)

Ce qui permet d’écrire la forme importante :

E :%(Grad u+(Grad u)" +(Grad g)T .Grad g)

2.4.1.3 Formulation eulérienne : tenseur d’Euleur-Almansi

On cherche maintenant a effectuer I'opération opposée : on veut comparer la valeur
du produit scalaire entre deux vecteurs dX et dY dans la configuration de référence par
rapport a leur produit scalaire dans la configuration actuelle :

dx-dy—dX -dY =dx-dy~F"dx-Edy =dx-dy—dx-E T E 7y =de-(1-ETE ") -dy =dx-

11D

-d
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On vient d’introduire ici le tenseur d’Euleur-Almansi (eulérien) :

Equation fondamentale 2-7

1
o=

[ —E‘T -5‘1): tenseur des déformations d’Euler-Almansi

On montre facilement (comme son nom l'indique) que c’est un tenseur eulérien et
symétrique.

Application a I'’exemple introductif

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans I’exemple introductif:

E(L,t)=e1®e1+e2®e2+e3®e3+£e2®e1
Lk GEGTE DG T TP

On peut calculer le tenseur d’Euler-Almansi correspondant :

2
g:1 1- 1+(£j ez®e2+e2®e2+e3®e3+£(ez®el+el®ez)
= 2= t) )— — - - — — v - - -
1(tY t
e=—=|— ez®ez+—(ez®e1+el®e2)
= 20\¢)— — ‘&= — = —

On voit que ce tenseur est différent du précédent, mais tend également vers 0 lorsque t — 0.

NB : Il existe d’autres tenseurs lagrangiens ou eulériens visant a
décrire la déformation du milieu continu. Ils ont pour point commun
d’étre égaux au tenseur nul lors d’une transformation de corps rigide.
Sous [I'hypothese des petites déformations (dans laquelle nous nous
placerons en section suivante), toutes ces déformations sont néanmoins

équivalentes.

A retenir 2-6

Les composantes des tenseurs des déformations sont sans dimension.

2.4.2. Cas des transformations infinitésimales

2.4.2.1 Tenseur des déformations en HPP

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés a une déformation

quelconque entre deux configurations K, et K,. Aucune hypothese n'a été faite quant

72 | Les bases de la Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISA



aux amplitudes de la déformation et des déplacements, qui peuvent étre tres grandes
(mise en forme d'un t6le) ou infinitésimales (déformation du sol sous le poids du corps).

L’expression du tenseur de déformation de Green-Lagrange exposé précédemment
est dépendante du champ de déplacement de maniére non-linéaire, en raison du terme

.
en (Grad g) -Gradu. Si la déformation peut étre considérée infinitésimale

(Gr=ad U <<1), on constate que ce terme non-linéaire devient négligeable. De plus, si les
déplacements sont petits, on peut confondre les configurations K; et K, et confondre
ainsi les descriptions lagrangiennes et eulériennes: on dit alors qu'on est sous
I’hypothese des petits déplacements.

Si ces deux conditions sont réunies (petites déformations et petits
déplacements), on dit qu'on se place alors sous I'hypothese des petites
perturbations (HPP).

A retenir 2-7

Hypothese des petites perturbations (HPP) =

hypothese des petites déformations + hypothese des petits déplacements

Dans ce cas, on peut alors exprimer la déformation sous la forme du tenseur des
déformations linéarisé, noté ¢, et qui s’écrit:

g=_lim OE:%(Grad u+(Grad u)" + (Gra o _Grad gj

Grad u

Equation fondamentale 2-8

£= %(Grad u+(Grad u)")

Tenseur des déformations linéarisé en HPP

C’est I'expression qu’on retiendra dans toute la suite pour la notion de déformation.

Application a I'’exemple introductif

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans I’exemple introductif:
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fs A R t .
Le terme Grad u a été calculé précédemment: Grad u(X,t)=—e, ®e, . Calculons maintenant le

tenseur des déformations linéarisé :
1 T 1t
Q:E(Grad u(X,t)+(Grad u(X,t)) ):E;(e_2®i+i®e_2)

Comparons maintenant ce tenseur avec les tenseurs des déformations de Green-Lagrange et

d’Euler-Almansi calculés ci-dessus (section 2.4.1) pour la méme transformation :

1((tY t
E=2||=| ¢®¢+-(e,®¢ +6 ®e,)
= 2\¢)— = ¢\—= —= = —=

1(t) t
=3||7) e®e+(a®ee®e)
o O

On constate évidemment que tous ces tenseurs sont équivalents quand t* <t , c’est-a-dire pour

11D

une transformation infinitésimale.

2.4.2.2 Interprétation des composantes du tenseur des déformations linéarisé

— composantes diagonales

A retenir 2-8

La composante ¢; correspond a un allongement (si & >0) ou a un rétrécissement (si g; <0)

relatif selon la direction ¢, .

Démonstration pour les curieux :

On a vu précédemment que le tenseur des déformations de Green-Lagrange revenait a

comparer les produits scalaires de deux vecteurs X et Yy dans les configurations de

référence et actuelle:

d_x.d_y_d_x.d_yzd 'E'E'd _

|Q_

]
En HPP, on peut donc noter : dx-dy —dX -

Si on considére le produit scalaire entre deux mémes vecteurs dX =dY =dXe, par
exemple, on peut noter :
dx-dx =dx* = 2dX - £-dX +dX -dX
= dx* ~2¢,dX* +dX? =dX?(1+2¢, )

. . o . dx
Puis en prenant un développement limité au premier ordre: ax = J1+2¢, =l+¢g,
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— composantes non-diagonales

A retenir 2-9

La composante g; (i # j) correspond a la moitié de la variation d’angle dans le plan ( €€ )

Démonstration pour les curieux: prenons maintenant les deux vecteurs
perpendiculaires dX = dXi et dY = dXe_z.

L'expression devient alors: dx-dy~2dX --dY +M. Si on note enfin
(d_X,d_y) =m12-0 on arrive a l'expression : dx-dy = dxdysin @ ~ dxdy & ~ 2dX 2,

qui, si on s’arréte au premier ordre, serésume a 6~ 2¢g,.

Exemple 2-8

Reprenons toujours la méme transformation que précédemment, pour laquelle on a calculé :

0 t/r O
[£] =% t/r 0 0
0 0 0

On peut en déduire que durant cette transformation, la variation d’angle dans le plan (el,ez) est

égalea 2¢, =2¢, =t/7.

Une illustration des interprétations physiques de ¢ est donnée Figure 21 :
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8_2 [a] 511 >0 0 B &, =&,<0
0 &, >0 = g B &,=6,<0 0
21

-

g, <0 0 &,=6&,>0
l:g (O n <0) [i] { ]10 0] [g:l ( £,=6,>0 . 021 J

Figure 21 : Interprétation physique des différentes composantes de & dans le cas d’'une transformation

dans le plan (el, €, ) .

A retenir 2-10

On en déduit également la différence entre dilatation et déformation dans une direction donnée :

A=1+¢

2.4.2.3 Concretement : Quelle déformation utiliser ?

On vient donc d’illustrer le fait que la matrice représentative du tenseur des
déformations ¢ contient des variations d’angle et des variations de longueur. Elles

sont sans dimension est généralement exprimé en pourcents.

Exemple 2-9

Reprenons la définition ci-dessus: ¢ =

(Grad u+(Grad u)")

N |

est nul), et sa longueur apres I'allongement est naturellement: L =L, +AL

On se place dans le cas d’'une barre (en une dimension) qui mesure L, =1metre et qui s’allonge de

AL =10cm sous l'effet d’'une force de traction. La barre est fixée du c6té gauche (son déplacement
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L,=1m

»

K, | | AL=0,1m
+“—>
K,

»
>

A

L=1,1m
La transformation serait formulée ainsi :
X
U(X)= AL (fj

On peut donc aisément calculer la déformation selon la définition de Green-Lagrange (section

2.4.1.2):
E =%(Grad u+(Grad u)’ +(Grad u)" -Grad u)
1(AL AL (ALY AL 1(ALY
== —+—+| — | |=—+=| —
20 L L L L 2\L
S . . 01 1(0.1Y
D’apres les valeurs numeériques ci-dessus, on a donc dans ce cas : E :T+§ T =0,105=10,5%

Si on prend maintenant la définition de la déformation en HPP (section 2.4.2.1) :
1 T
& :E(Grad u+(Grad u) )

_L(AL ALY AL
2L L L
D’apres les valeurs numériques ci-dessus, on a donc dans ce cas : € = % =0,10=10%

On constate que ces déformations sont légerement différentes.

A retenir 2-11

Les déformations sont souvent exprimées en pourcents, et sont toujours sans dimensions.

Dans la pratique (et arbitrairement), on considere en général que 1'on se trouve sous ’hypothese
des petites perturbations lorsque la déformation est de l'ordre de quelques dixiémes de

pourcents.

L’hypothése des petites perturbations est généralement respectée lorsque l'on
étudie par exemple les déformations d’une structure en usage ou encore la vibration de

structures.
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2.4.3. Mouvement de corps rigide

Considérons le cas d'un solide indéformable en déplacement. D’aprés la
décomposition du tenseur gradient de la transformation en une déformation pure et une

rotation pure, ona dans ce cas :

F =R avec R un tenseur mixte orthogonal contenant la rotation.

Les tenseurs précédents s’écrivent simplement: E=e=0

Le tenseur de déformation est donc nul lors d'un mouvement rigide. Pour autant, on
ne satisfait pas ici I'HPP, car la transformation peut étre importante (F peut étre tres
différent de I'identité). En HPP, on obtient également dans ce cas :

s~E~e=0

Revenons maintenant a ce qui a été dit concernant I'analyse du gradient d’'un champ
de vecteurs (section 2.1.6). Le tenseur ¢ correspond a la partie symeétrique du gradient
du champ de déplacements, ce qui a été intuitivement expliqué par une « déformation
locale » du milieu. Dans le cas du mouvement d’un solide indéformable, le gradient du

champ de déplacement se réduit donc a sa partie antisymétrique :

Gr=adg=é+X:%(Grad u—(Grad g)T)

Par intégration on peut écrire :

Le tenseur antisymétrique A possede uniquement trois composantes indépendants,
qu’on peut arranger sous forme d’un vecteur (dit vecteur adjoint) Q : on retrouve alors
une expression de distributivité du déplacement :

Uu=u, +QA X

Exemple 2-10

Considérons le cas d’'une de la rotation d'un cylindre rigide autour de son axe e, (voir exemple

introductif de la section 1.3), défini par un vecteur rotation Q =Qe, (sans unité : ¢a n’est pas une
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vitesse de rotation !) . L’écriture du champ de déplacement peut alors se formuler u=QRe, .

Dans ce cas le gradient du déplacement s’écrit :

Grad g:_—u"’er ®eg+%e€®er =-Qe, ®e, +Qe, Ve,

On observe que ce tenseur est antisymétrique et on note : Grad u=A

On peut vérifier que la déformation due a cette transformation de corps rigide est nulle :

g:E(Grad g+(Grad g)T)zl(—Qer ®e, +Qe, ®e, +Qe, ®e6—Qe6®e,)=O

Le déplacement du point située en X =Re, devient d’apres ce qui précede :

0 -Q 0)(R
[u]= M+ Q 0 0|0 |=QRe, etonretrouve bien le résultat connu.
0 0 0)(0

2.5. Le taux (ou vitesse) de déformation

2.5.1. Vitesse de déformation et vitesse de rotation

Dans une description eulérienne, on ne connait pas les trajectoires des points
matériels mais uniquement le champ de vitesses Vv(x,t). On peut alors a chercher a

dériver par rapport au temps la variation du produit scalaire écrite ci-dessus:

Les termes dx et dy peuvent s’écrire a partir de la définition de l'opérateur

gradient : é(:d_vz grad v(x,t)-dx et i/:d_v: grad v(x,t)-dy

dx-dy - . = ( grad v(x,)-dx) - dy -+ dx-( grad v(x,1)-dy )

R — T
- dy = ( grad w0 -+ grad w(u) |0y =20 oy

On vient alors d'introduire le tenseur d, appelée vitesse de déformation

eulérienne, et qui se définit :
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Equation fondamentale 2-9

T OV,
d= %(grad y(g,t)+(grad \_/(g,t)) j ou encore d; =%(ﬂ+§‘] : vitesse de déformation

On vient de montrer ci-dessus que la vitesse de déformation en formulation
eulérienne s’exprime comme la partie symétrique du gradient du champ de vitesses.
Cette quantité est essentielle en mécanique des fluides et porte le nom de tenseur

de description eulérienne : on peut écrire ce tenseur :

k = grad v(x,t) = 2

Il vient alors naturellement que:

d= %(E +k) =%((ﬂ \_/(>_<,t))T +grad \_/(>_<,t)j

K peut étre décomposé en une partie symétrique et une partie antisymétrique de la

fagon suivante:
k=d+Q=2(k k)5 (k-K)

On fait alors apparaitre un tenseur appelé le tenseur vitesse de rotation Q2:

Equation fondamentale 2-10

T OV
Q= l(grad \_/(Z,t)—(grad \_/(Z,t)) j ou encore Q; = Lo : vitesse de rotation
= == = — b2l ox. ox

] 1

Application a I'’exemple introductif

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans I’exemple introductif:

0O 0O
Lgrad vx.) |=|yz 0 0
0 0O
. - 0 Yr O
[¢]-5([aret ] gaa ] )<l o o
0 0 O
. : 0 -1z O
[QJ:E([grad\_/}—[grad\_/J j:% r 0 0
0 0O O
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2.6. La conservation de la masse

2.6.1. Bagage mathématique : opérateur divergence

2.6.1.1 Divergence d’un champ de vecteurs

Une premiére interprétation physique de l'opérateur divergence peut se faire en
considérant le cas de la divergence d'un champ de vecteurs I()_() : la divergence de ce
champ de vecteurs en un point sera une quantité scalaire, qui correspond a la fagon
dont il « converge » vers ce point ou « diverge » de ce point. Le champ de scalaires
résultant sera positif dans le cas ou les vecteurs « divergent » du point, et négatif dans le

cas ou les vecteurs « convergent » vers ce point (Figure 22).

Pour la suite on ne considere que le cas de la divergence eulérienne,

c’est-a-dire par rapport a la configuration actuelle.

» r r ' 1 Al b . ~l

Figure 22: Interprétation physique élémentaire de la divergence d'un champ de vecteurs I()_() :a gauche,

la divergence évaluée a I'origine est positive ; a droite, la divergence évaluée a I'origine est négative.

Une premiere définition qui peut étre donnée est que la divergence d’'un champ est

égale a la trace du gradient de ce champ de vecteurs I( )_() :

div(t(x)) =Tr(£([(>ﬁ)))

On note bien que I'opérateur divergence n’est pas souligné car c’est un scalaire.
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Comme pour l'opérateur gradient, la définition dépend donc du systeme de

coordonnées dans lequel on travaille : la définition de la divergence d’'un champ de

vecteurs est donnée dans le Tableau 4.

Il est intéressant pour ce qui va suivre d’évoquer la propriété suivante de I'opérateur

divergence, qui sera notamment nécessaire pour en effectuer une interprétation

physique a partir de sa formulation intégrale :

diV(aI) =a div('l_')+'£-@(a)

avec a un scalaire et T un vecteur quelconques.

Divergence d’'un champ de vecteurs

Coordonnées cartésiennes

div[:Tr[@ﬂ:

CLICIFNCE
OX, OX,

divI:Tr[@'lj

_1o(rT,) 10T, ot

4

—_ r or rog oz
oT
divI=Tr[grad I}:aTr+laT"+ 1 “’+cot0T—9+2T—f
S or r 0@ rsiné op r r
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Tableau 4 : Définition de la divergence d’'un champ de vecteurs pour les systémes de coordonnées
cartésiennes, cylindriques et sphériques.

2.6.1.2 Divergence d’un champ de tenseurs d’ordre 2

La divergence d'un champ de tenseurs d’ordre 2 est malheureusement plus difficile a

interpréter physiquement, et on passe généralement davantage par sa définition

mathématique en utilisant par exemple la définition :

divTi =T-V (ouencore divT =T; ; .:—'ji)

Si on reprend la définition de I'opérateur Nabla en coordonnées cartésiennes :

o) (aTy, Ty, Ty
d ox, OX, O
T la T :9(1 a;(l aT2 aT3

[divT =Ty Ty Tp || —|=| 22+—2+=2
( X, X, OX, OX,

0| | oty aT, ol
0%, oX, OX, OX,

On note bien que la divergence d’'un champ de tenseurs d’ordre 2 est un champ de
vecteurs, et donc dans ce cas l'opérateur divergence est souligné une fois. Une
interprétation physique du résultat se déduit du théoreme de la divergence (voir section

2.6.1.3).

La définition dépend du systeme de coordonnées dans lequel on travaille, et on

utilisera donc les formules répertoriées dans le Tableau 5:

Divergence d’'un champ de tenseurs d’ordre 2

Coordonnées cartésiennes oT.. oT. oT
11 + 12 + 13

oX, OX, 0%
[divT]=[1-v]=| L2+ Tz, Ta
= = OX,  OX, OX,
0Ty, N oT,, N 0Ty,
oX, OX, OX
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Coordonnées cylindriques

oT. 10T, 1 oT,
B« SRl (A W -T Y+ —"=
c a r 00 r(rrr w) oz
o :‘*[ ; i . _ _ aTgr 1 8T99 1 aT@Z
e v )=[L-9 )= ST 7 (Mo T
&4_1%4_11'”4_81-22
or r o8 r 0z

aT,
or, 1T, 1 v ot ST _T T, coto)
or r o060 rsingd op r "

or,, 10T, 1 ol 1
L +— + +—((T,, —T,,)cotd+3T,
] or r 06 rsind op r( 0~ Top) '9)

o, 10T, 1 4T,

,_|
5
=

or

or r 060 rsin@ op

+ 1 (3T, +2T,,cot0)
r

Tableau 5 : expressions de la divergence d’'un champ de tenseurs d’ordre 2 en coordonnées
cartésiennes, cylindriques et sphériques.

2.6.1.3 Formulation intégrale : théoreme de flux-divergence

Le théoreme de flux-divergence, ou plus simplement théoréme de la divergence,
sera largement utilisé dans la suite de ce cours et donne une interprétation physique de
la divergence d'un champ de vecteurs et de la divergence d'un champ de tenseurs
d’ordre 2.

On considere un milieu défini par son volume Qfermé par une frontiere 0Q sur
laquelle on peut définir en tout point X € /Q un vecteur unitaire normal sortant n ( )_()
(Figure 23). Le vecteur non unitaire n(x)da est un élément de surface orienté vers la
normale sortante a 0Q et d’aire da.

La formule de flux-divergence stipule que le flux du champ de vecteurs T (x) ou de
tenseurs d’ordre 2 1()_() a travers la frontiere 0Q) est égal a I'intégrale de la divergence

de ce champ sur tout le volume, soit :

!—.%L—.

|-
1=
o
D

[div(T) d@

Jdiv(T) d2=

(-
1=
o
D

0

e}
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n(x

0Q2

Figure 23: Milieu de volume () et de frontiére OC2, et vecteur unitaire normal sortant N ( X )

2.6.1.4 Laplacien d’un champ de tenseurs

Les définitions des opérateurs gradient et divergence étant posées, on peut définir
I'opérateur laplacien d’'un champ de scalaires et le laplacien d'un champ de
vecteurs comme la divergence du gradient de ce champ de scalaires ou de vecteurs.

On a vu plus haut que 'opérateur gradient « augmente I'ordre » du tenseur :

Gradient de scalaires (ordre 0) = vecteurs (ordre 1)

Gradient de vecteurs (ordre 1) = tenseurs d’ordre 2
On a vu de méme que l'opérateur divergence « diminue I'ordre » du tenseur :

Divergence de vecteurs (ordre 1) = scalaires (ordre 0)

Divergence de tenseurs d’ordre 2 = vecteurs (ordre 1)

On peut donc en déduire que I'opérateur laplacien conserve I'ordre du tenseur.
On a donc évidemment :
AT = div(grad T)

AT =div(gradT)

Son interprétation se déduit de celles des opérateurs gradient et divergence et elle
est intuitive pour un champ scalaire T : si AT ()_() >0, cela signifie que GradT diverge

autour de X, et donc que T (x) admet un minimum local en X.
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Exemple 2-11

Considérons la fonction « altitude », qui en tout point du plan associe un scalaire z, par exemple
| xed) | o .
selon la fonction Z(X) =Xe , représentée ci-dessous (Figure 24), qui possede un minimum
local et un maximum local. On voit alors nettement que le champ de vecteurs correspondant au
gradient de la fonction scalaire « diverge » au niveau du minimum local et « converge » au niveau

du maximum local. La divergence du gradient, soit le laplacien, est donc positive au minimum local

est négatif au maximum local.

2 0.5

60

50 1

40

30 0 0

20

10

> 0 2 0

Fonction scalaire Gradient Laplacien

Figure 24: Gradient et laplacien d'une fonction scalaire.

2.6.2. Dérivée particulaire d'une intégrale de volume

Si on cherche a exprimer la conservation d'une quantité (masse, quantité de
mouvement, ...) a partir d'une description eulérienne de la transformation, on cherche a
exprimer le fait que la dérivée particulaire de cette quantité intégrée sur un volume
est constante durant la transformation. Par exemple, la masse globale d'un fluide qui
s’écoule est conservée: la dérivée particulaire de l'intégrale volumique de la masse
volumique en description eulérienne p()_(,t) est donc nulle.

Soit donc un volume €, dans la configuration actuelle K, délimité par la frontiere
0Q,. Soit b(x,t) une quantité eulérienne définie par unité de volume (densité
volumique). On cherche a exprimer la dérivée par rapport au temps de l'intégrale de

b(x,t) surle volume Q, en suivant ce volume dans son mouvement, soit la quantité:

d
T th b(x,t)dQ,
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On a vu précédemment que —* =detF =J et x=¢(X,t), et on peut donc écrire:

0

d d
EL:[ b(x,1)d<2, —ELO b(#(X,1),t) JdQ,

Comme le volume Q, exprimé dans la configuration initiale est fixe, on a:

—j b(x,t)dQ, j b(¢(x t),1)J)dQ,

=, ( b(p(X.,1),1) )J +b(g(X, t)t)—( )deO

On doit donc écrire la dérivée particulaire de b(x,t), et de plus on a démontré
précédemment que J =div v(x,t)J, et on peut donc écrire (les notations (¢(X,t),t) sont

omises pour allégement) :

d ob
ajgt b(x,t)dQ, =jQO (@(b) v+—+bdiv(y )deQ

Si on se rappelle maintenant que div(ca)=grad ¢-a+a div(a) et que dQ, =JdQ,,

on obtient :
d : ob
ajgt bdQ, =jQI (dlv(b \_/)+EJth

Le théoréme de flux-divergence nous permet enfin d'écrire:

ijdQ j bdQ+j bv-da

avec da =nda un vecteur-aire élémentaire.
Sil'on décompose la variation de cette intégrale de volume, on a donc:
- IQ ob(x,t)/ otd€, : I'effet de la variation de b(x,t)au cours du temps dans €,

considéré comme fixe

- J:Q b(x,t) v(x,t)-da: I'effet de la convection due a la variation du volume €, .
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2.6.3. Equation de continuité ou conservation de la masse

2.6.3.1 Formulation lagrangienne

Nous faisons 1'hypothése d'une densité p, exprimée en kg/m?, telle que la masse

'un corps puisse étre exprimée dans les configurations K, et K,:

Mo®) = p(X)dQ, et M®)=] p(xt)dQ,

La conservation de la masse implique que Vt,M (t)—M, =0, ce qu'on peut écrire:
J, P dQ = [ py(X)dQ, =0

= [ px)3dQ—[ p(X)dQ =0 = [ (p(x1)I-py(X)) dQ, =0

Cette expression étant valide pour tout Q,, on peut déduire une formulation
lagrangienne de la conservation de la masse en écrivant :

pd =p,, ou pdQ=p,dQ, (description lagrangienne)

2.6.3.2 Formulation eulérienne

Pour en obtenir une formulation eulérienne, on part du fait que la dérivée

particulaire de l'intégrale de volume doit étre nulle, soit:
d (ot )
aj‘gt p(x,1)dQ, = th ( x div(p(x,t) v(x,t)) 4, =0

C'est la forme globale de 1'équation de la conservation de la masse, qu'on appelle
aussi équation de continuité. Comme elle doit étre validée quel que soit le volume

choisi, on peut en déduire une forme locale:

% +div(pv)=0 : équation de continuité (description eulérienne)

ot

A retenir 2-12

Une formulation globale intégrée sur un volume sera appelée dans la suite formulation faible.

Une formulation locale (non-intégrée et vraie partout) sera appelée formulation forte.

En vertu du théoreme de la divergence, on peut également écrire :

J.Ql%odgt +J'mtp\_/-d_a=0
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-, %O dQ, : effet de la variation dans le temps de la masse volumique

- _LQ pVv-da: terme de convection (flux de matiére sortant)

En se rappelant que div(pv)=grad p-v+pdiv(v) , I'équation de continuité
précédente permet d’écrire :
0 .
§p+ grad p-v+ p div(v)=0
dp/dt
On en déduit donc une seconde écriture pour cette équation de continuité :

Equation fondamentale 2-11

?j—’f[) + pdiv( v)=0 : conservation de la masse (description eulérienne)

2.6.3.3 Cas incompressible

Dans le cas d’'un milieu incompressible, la masse volumique est conservée.
p(x,t) = p, indépendant de x etde t = }j{ + pdivv=0

Comme la masse volumique est on nulle, on en déduit tout naturellement :

Equation fondamentale 2-12

divv =0 : cas incompressible
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Résumé du CHAPITRE 2 : ce qu'il faut savoir

v Descriptions lagrangienne et eulérienne

v Définition de la dérivée particulaire

v Définitions : trajectoires, lignes de courant

v'  Gradient de la transformation : définition, utilisation, interprétation

v/ Variation de volume pendant une transformation

v'  Tenseurs des déformations

v' Cas de I’hypothése des petites perturbations (HPP)

v/ Définition, utilisation, interprétation des composantes du tenseur des déformations
v/ Utilisation et calcul des vitesses de déformation

v' Equation de continuité et cas du milieu incompressible

Bagage mathématique associé

v Notion de tenseur et écriture matricielle des tenseurs d’ordre 2
v' Opérations sur les tenseurs

v' Opérateurs gradient et divergence
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3. Modélisation des efforts intérieurs

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la modélisation des efforts
intérieurs qui existent au sein d'un milieu continu lorsqu’il est sollicité, et a la
formulation d’'une condition qui traduit 1’équilibre mécanique du milieu. Nous
privilégierons une approche physique pour introduire le tenseur des contraintes, méme
si les mémes résultats peuvent étre obtenus par une approche mathématique plus

rigoureuse et généralisable (principe des puissances virtuelles).

3.1. Vecteur-contrainte

Placons-nous toujours dans la configuration actuelle, et donc en description
eulérienne. On va imaginer que 1'on coupe de facon fictive le systéme matériel en deux
parties D et D', et I'on tente de quantifier la résultante des efforts exercés par les
éléments de D' sur les éléments de D. Le "plan de coupe fictif", qu'on appellera facette,
est de normale n(x) sortante a D et passe par le point M en position n (Figure 25): on
postule que les efforts exercés par D' sur D peuvent étre représentés par une densité

surfacique de forces (définition en section 1.3.4.1).

Sur chaque surface élémentaire da de normale sortante n(x) autour du point M,
les éléments du systéme matériel appartenant a D' exercent sur les éléments du
systeme matériel appartenant a D une force élémentaire df déterminée par

df =t(M,n(x))da. On peut en déduire :

_df
t(M,n(x))= lim==

t(M,n(x)) est un vecteur appelé vecteur-contrainte, il dépend de la position de la

facette (point M ) ainsi que de son orientation, définie par sa normale n(x).
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La contrainte normale o, est alors définie comme la projection du vecteur-
contrainte t(M,n) surla normale sortante a la facette n(x).

On a par conséquent:
o, =t(M,n(x))-n(x)

En raison de la convention de normale sortante, on comprend donc intuitivement
qu'une contrainte normale positive traduit localement un état de traction tandis

qu’une contrainte normale négative traduit localement un état de compression.

A retenir 3-1

Contrainte normale positive = traction

Contrainte normale négative = compression

“... df=t(M,n(x))da
n(x) |

k2 df=1(M,n(x))da

Figure 25: Définition du vecteur contrainte I( M ,Q()_()) par une coupe fictive du

solide au point M et selon un plan normal a N(X)

Une contrainte contenue dans le plan défini la facette de normale n(x) sera appelée

contrainte de cisaillement.

A retenir 3-2

Les composantes du vecteur-contrainte sont homogenes a une pression

(force par unité de surface, 1 N/m? = 1Pa)
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Le vecteur-contrainte 'g(M ,Q()_()) est défini dans la configuration actuelle : c’est une

grandeur eulérienne .

3.2. Tenseur des contraintes de Cauchy

3.2.1. Définition

Comme on vient de le voir, le vecteur-contrainte n'est pas suffisant pour caractériser
les efforts intérieurs en un point car ses composantes dépendent de la normale a la
facette. Pour un essai de traction simple par exemple, les composantes du vecteur-
contrainte en un méme point vont étre différentes suivant que 1'on "coupe" 1'éprouvette
dans la direction de la traction ou dans la direction perpendiculaire.

On s'intéresse donc a un moyen de caractériser les relations qui lient toutes les
normales aux facettes passant par le point M a tous les vecteur-contraintes associées,
ce qui va justement nous permettre de faire apparaitre le tenseur des contraintes de

Cauchy introduit précédemment.

0.33
Fre t(x, e, )

e

Figure 26: Représentation physique des composantes du tenseur des contraintes de Cauchy.
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Considérons 1'élément de matiere parallélépipédique infinitésimal représenté en
Figure 26. Les vecteurs-contraintes sur les facettes de normales e,e,,e; peuvent se

décomposer de la maniere suivante:
t(x, i) =016, 10,16 1038
t(x,e,) = 0,6, +0,€, +05,€, ouencore t(X,6)=0;¢€,
'E()_Qe_s) =038 T 0,38, + 0338

On vient alors d'utiliser la notation suivante, qui est une convention:

A retenir 3-3

o;. premierindicei= direction (projectionsur €,)

second indice ] = facette de normale e,

La notation ci-dessus revient a écrire (comme nous 'avions écrit grace au PPV):

Equation fondamentale 3-1
t(x,n(x)) = o; (X)n; (x)e; =a(x)-n(x) : définition du vecteur-contrainte

La relation 'g(n) =0 -N montre que le vecteur-contrainte dépend linéairement de la

normale a la facette considérée.

A retenir 3-4

Le tenseur des contraintes peut é&tre vu comme une application linéaire qui transforme la normale

n(x) en vecteur-contrainte t(x,n(x))

Avec cette notation, o; (mémes indices) représente une contrainte normale a la
facette i, tandis que o (indices différents) représente une contrainte tangentielle a la

facette j.
3.2.1. Symétrie du tenseur des contraintes

Plagons-nous maintenant en un point M (X, X,,X;) au centre du parallélépipede ci-
dessus, de co6té dx. Tentons d'écrire I'équilibre des moments (section 1.3.5.1) dus aux

vecteurs-contraintes qui s'appliquent sur chaque facette du parallélépipede:
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!(el)/\%el_t(_el)/\%elj"' t(ez)/\%ez_t(_ez)/\%ezj"' t(es)/\%es_t(_es)/\%es =0
AR B RS M G R R M G- B
Si on considére maintenant le fait que t(x,n(x))=c(x)-n(x), on obtient:
(011%+0'Zle_2+ 6319_3>/\ dXi+(0'12g+0'22(2+ 6319_3)/\ dX(Z+(613i+0'23(i+0'336_3)/\ dX% =0

dx(_aﬂ% 03,6, + 01,6, - 03,6 — 0136, + sti) =0

On peut donc en déduire que: 0, =0, 0;3=03 O, =0,
Autrement dit, le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur symétrique

(comme on I'a vu précédemment avec le PPV). On peut donc écrire :

Equation fondamentale 3-2

T . . o
og=0 soit o; =0, :tenseurdes contraintes de Cauchy, symétrique

3.2.1. Interprétation des composantes du tenseur des contraintes

Comme on I'a vu précédemment et comme on l'observe sur I'incontournable Figure
26, les composantes o;, (mémes indices) représentent des tractions ou compressions
dans la direction €, tandis que les composantes o (indices différentes i= j)
représentent des cisaillements dans le plan ((i 8 )

Ci-dessous, on a représenté deux cas de chargement différents pour un méme
morceau de matiére : une compression selon e (Figure 27.1) et un cisaillement dans le
plan (g,i) (Figure 27.2). On peut remarquer que dans le premier cas la composante
prépondérante est o,,, et quand dans le deuxieme cas c’est la composante o, .

Remarque : Les autres composantes ne sont pas strictement nulles en

raison de lapplication des conditions aux limites, qui impliquent

localement d’autres contraintes.
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Contrainte (MPa)
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1. Compression selon ¢,
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0, =0,;=0,=0
Contrainte (MPa)

2. Cisaillement dans le plan (e1 , €, )
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Y 7
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57

~ ~ 0
0-13 ~ 0-23 ~0

Figure 27 : Exemple d’états de contraintes et composantes du tenseur des contraintes associées. 1)

compression selon € , 2) cisaillement dans le plan (el, ez)

3.3. Propriétés du tenseur des contraintes

3.3.1. Bagage mathématique : diagonalisation d’'une matrice

Une matrice M est dite diagonalisable s’il existe une matrice inversible P (i.e.
det P = 0) est une matrice diagonale D telles que :
M=PDP™*

Les vecteurs-colonnes de la matrice P sont alors appelés des vecteurs propres et

posseédent la propriété suivante :
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v estun vecteur proprede M = il existe A tel que Mv = Av

A partir de cette équation on peut donc écrire :
Mv=Av = Mv-Av=0 = (M-Al)v=0

Si on écarte la solution triviale v =0, cette derniere équation appelée équation
caractéristique posséde une solution siet seulement si : det(M-Al)=0. Les
différentes solutions de cette équation A, 4,,...4, sontles valeurs propres de M.

La matrice diagonale D=P'MP est formée des n valeurs propres de M. Le
processus d’identification de cette matrice diagonale s’appelle la diagonalisation de la

matrice M.

Exemple 3-1

-3
Calculons les valeurs propres ainsi que les vecteurs propres de la matrice M = (6 4j .

On doit donc résoudre I'’équation caractéristique suivante :

5-4 -3
e
=(5-1)(-4-1)—(-3x6)

=-20-A+A°+18
=1*-1-2=0

det(M—Al)=

Cette équation du second degré possede deux solutions 4, =2 et A4, =—1, qui sont les deux valeurs
propres de la matrice M.

Les deux vecteurs propres U et Vv associésa 4, et A4, doivent remplir la condition :

e I A H it

(M-2,1)v=0 = (5+1 -3 )(Vlj:(oJ =2v,-v,=0
6 —A4+1)\v, 0

La solution n’est donc pas unique, et on peut définir plusieurs vecteurs propres. Les deux vecteurs

suivants sont des vecteurs propres de M :

e
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3.3.2. Propriétés du tenseur des contraintes de Cauchy

3.3.2.1 Valeurs et directions principales

Le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur symétrique d'ordre 2. On vient
de rappeler que la matrice représentative de ce tenseur peut étre diagonalisée : dans
une nouvelle base formée des vecteurs propres ¢ ,e,,e, , le tenseur des contraintes

peut alors s’écrire :

oo 0 0
g](i,m,m) = 8 O(-)II 0
O

Par conséquent, les trois facettes de normale ¢,,e,,e,, subissent uniquement des
contraintes normales (traction ou compression), mais aucune contrainte tangentielle
(cisaillement). En effet, il suffit d'exprimer le vecteur-contrainte pour la facette de

direction €, pour s’en rendre compte :

t(e)=g-e =0

Selon les définitions énoncées dans le rappel précédent, la direction e est donc le
vecteur propre (ou direction principale) associé a la valeur propre (ou contrainte
principale) o, . Par convention, on détermine « I'ordre » des contraintes principales de

telle sorte que o, >0, >0,.

A retenir 3-5

Dans la base principale, le tenseur des contraintes de Cauchy est de la forme :

[IS

:cr,e_,®e_,+a,,el®el+a,,,(1®e,i

Les composantes de o sont les contraintes principales. Dans cette base, il n’y a donc que des

contraintes normales (traction/compression).
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3.4. Equilibre: équation de la dynamique

Reprenons maintenant I'élément de matiere ci-dessus, de volume d(2,, de masse dm
et dont la frontiere est 0Q), (surface fermée). Nous allons tenter d'exprimer 1'équilibre
dynamique de cet élément de matiere. D'un c6té de 1'égalité nous allons trouver les
efforts exercés sur ce systeme, qui se décomposent en efforts de volume (densité
massique d'efforts) et en efforts de surface (densité surfacique d'efforts).

On peut écrire les quantités suivantes au point M de coordonnées X:

o efforts de volume: IQ pfldQ, avec 1" une densité massique d’efforts

Remarque : la densité volumique est en kg/m3, que I'on multiplie par
une densité massique d’efforts en N/kg, que l'on integre sur un volume en
m?3 : le résultat a bien la dimension d’une force en N.

o efforts de surface: LQ t(x,n)da avec t(x,n) une densité surfacique d’efforts

Remarque : la densité surfacique est en N/m?2, que l'on intégre sur une

surface en m? : le résultat a bien la dimension d’une force en N.

De l'autre c6té, nous allons trouver la dérivée par rapport au temps de la quantité de

mouvement du domaine considéré:

d

at Jo pydQ,

On a donc I'équation suivante :
d m
T jgl ovdQ), = L}I pfdQ, + jm t(x,n)da

On peut montrer (sans démonstration ici) que ce résultat méne a I’équation :

J‘Qt padQ zjgt pITdQ, +J‘Qt div(c)dQ,

Cette équation constitue la formulation faible (intégrée) de '’équation d’équilibre.
Comme elle est vraie quel que soit le volume d’intégration, on peut en déduire la

formulation forte (locale) suivante :
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Equation fondamentale 3-3

divo + p(im —g) =0 :équation d’équilibre

C’est une équation vectorielle, dont 'expression explicite dans différents systémes

de coordonnées est donnée ci-dessous (Tableau 6) :

Equation de la dynamique du milieu continu

Coordonnées cartésiennes do. 00. do
p(fxm—ax)+ e

o OX oy 0z

P oo oo oo
3 EM ,D(fym—ay) oy yy 2 _ 0

3 OX oy oz

e do

(17~ 22 2% 2% g

P P OX oy 0z

,0( £ _ar)+ oo, +1 oo,, N oo, LT "% _g
1~ e or r 00 oz r
i oo, loo, 0o, 20
N fm"_a )+ or 4 = 00 oz 4 0 _
e, ,0( ¢ 9) or r 06 oz r
o S e, p(fzm—az)+aa”+160_Z9+8622+&:0

or r 00 oz r

Lo €
S J<A_H
= H >,

Coordonnées sphériques

do.. 0o 1 oo, 1
& f"—a )+ —"+—24 “*+-(20, -0,,—0,, +0,, cotd)=0
1%._ P17 -2) o rof rsing op r (20 = = Gy + 07, COLO)

€9 ,D(fm )+80'9r+60'89+ 1 ao—g(/,

1
-a +- - cotd+30,,)=0
© 7 ar r0  rsing g r((%‘g Tov) %)
= > 0 0 0
a o Tl . p(fm—a )+ Tor + G(/)g-i- 1 O-¢¢+1(3O'r+20'9cot9):0
o= % or ro@ rsin@ op r 7 ?

=

Tableau 6 : Expressions explicites de 'équation de la dynamique du milieu continu dans les
systémes de coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.
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Résumé du CHAPITRE 3 : ce qu’il faut savoir

4 Principe des puissances virtuelles : définition et principe

4 Equation d’équilibre d'un milieu continu

v Définition et interprétation physique du vecteur-contrainte

v Définition et interprétation physique du tenseur des contraintes de Cauchy
v Ecriture du tenseur des contraintes dans sa base principale

Bagage mathématique associé

v' Diagonalisation d'une matrice : base principale, valeurs principales
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4.Note technique : les conditions aux limites

4.1. Condition aux limites en efforts ou déplacements ?

Dans beaucoup de cas, le milieu est en contact avec une surface qui peut étre
considérée rigide, c’est-a-dire que son déplacement est nul. Dans ce cas le milieu étudié
ne peut pas « pousser » cette surface, donc le déplacement est nul selon la normale a la
surface. En revanche, sauf indication contraire (condition de non-glissement, ou
d’adhésion a la paroi), le milieu peut glisser ou frotter sur cette surface rigide, donc le
déplacement n’est pas nul dans les autres directions !

Cette surface rigide peut parfois aussi se déplacer de fagon controlée : dans ce cas
on écrit une condition sur le déplacement imposé, ou sur la vitesse de déplacement
imposée.

Parfois, c’est un effort ou une pression que I'on applique (on attache un poids a la
surface, on la met en contact d’un fluide sous pression, etc...). Dans ce cas la condition va
porter sur le vecteur-contrainte et non sur le champ de déplacement. Il conviendra
donc de bien écrire la normale sortante au milieu étudié selon laquelle vecteur t est
écrit.

A retenir 4-1

On n'impose jamais (dans les exercices classiques) des conditions aux limites qui portent a la fois

sur le déplacement et le vecteur-contrainte : si le déplacement est connu, le vecteur-contrainte

est a déterminer, et inversement.

4.2. Condition aux limites écrite localement ou globalement ?

Lorsque la condition aux limites porte sur le vecteur-contrainte et non sur le
déplacement, deux cas de figure se présentent : la condition est valable en tout point de
la surface (pression), ou la condition porte sur I'intégrale sur la surface (effort résultant

ou moment résultant).
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A retenir 4-2

Un effort est une grandeur globale (intégrée sur une surface): il correspond a l'intégrale

surfacique d’'une densité surfacique d’efforts (vecteur-contrainte).

Une pression en revanche est une grandeur locale (vraie en tout point de la surface).

Par exemple, les deux champs de vecteurs contraintes ci-dessous meénent a la méme

condition aux limites globale portant sur I'effort appliqué a la surface :
F

< ,

t s N\ N
ARy ,lh‘liT

Figure 28: exemple de deux répartitions de vecteurs-contraintes menant a la méme condition
globale portant sur I'effort appliqué.

4.3. Surface libre

Les conditions aux limites ne portent pas que sur les surfaces du milieu sur
lesquelles on impose un effort, une pression, ou dont on impose ou restreint le
déplacement. Au contraire, si une surface est en contact avec l'air libre, c’est une
condition aux limites forte dite de surface libre : cela signifie que seule la pression
atmosphérique est imposée a cette surface, et que son déplacement est libre.

e en mécanique des fluides, I'application de la pression atmosphérique sur
une surface libre conditionne I'équilibre du fluide

e en mécanique du solide, la pression atmosphérique est en général
négligeable en comparaison aux efforts en jeu dans le solide. Ainsi, une
condition de surface libre implique que le vecteur-contrainte est nul en

tout point de cette surface !
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4.4. Tableau récapitulatif

Paroi u(xeS)-e =u(xeS)=0
indéformable 4& =
u(xeS)=0
Frontiere ﬁ u(xeS)=0 = <u,(xeS)=0 t(XES, g)z”
encastrée Uy (XeS)=
U u(xeS)=U,
Déplacement ﬁ , u(xeS)=U = qu,(xes)=U,
imposé U, )_(eS):U3
Effort
homogene ) SXH()—(ES’ i)z F
impose A [t(xes,—¢)ds =Fe = {Sxt,(xeS,~¢)=0
S
Pas de f Sxt,(xeS,-e |=0
frottements F= F% ’ (_ _1)
i
Couple H & Q:IMAt(geS,—el)dS=I(yez+ze3)/\§(ges,—el)d8
imposé = s - s -
16
Surface | n en général : t(xeS,n)=-P,, n
libre en mécanique du solide : t(xeS,n)=0
Pression ‘i
_ . T— I()_(ES,—el):pel
TIPOSEE | A -
P
Tableau 7 : récapitulatif des conditions aux limites qui seront rencontrées dans ce cours.
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Exemple 4-1: tube sous pression externe et interne

©

HHH

Figure 29: Tube sous pressions interne et externe

On considere un tube cylindrique sous pression interne p, et externe p,, de rayon interne r, et
externe I,. Une pression (définie par unité de surface) est une condition appliquée localement, et
concerne donc directement le vecteur-contrainte.

La condition aux limites s’écrit pour la surface externe de normale sortante e, :
g(r = re,er)=—peer
o.(r=r)e +o,(r=r)e+o,(r=r)e, =—pe
& ( re) =P
= <0,(r=r)=0
o,(r=r)=0

Et pour la surface interne de normale sortante —€, :
E(r = ri’_er)= Pi€,
—o, (r=r)e —o,(r=r

r =

r =

On vérifie bien dans les deux cas que la contrainte est négative, et correspond bien a un état de

compression de la matiére.
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Exemple 4-2: compression d’'un parallélépipede

I'=-Fe,
ezi
H
| >
; €
< — >
2L

Figure 30: Exemple d'un probléme plan:
compression d'un parallélépipede.

Considérons donc un parallélépipede solide en contact sans frottement avec deux plateaux, dont
I'un est utilisé pour appliquer un effort F =-Fe, de facon homogeéne. Le parallélépipede est de
hauteur initiale H, de largeur 2L.
Sur la surface inférieure du parallélépipéde, les points sont en contact avec un plateau immobile
(surface rigide) et ne peuvent donc pas se déplacer verticalement. Comme le contact est sans
frottement on sait que le vecteur-contrainte est nul dans le plan tangent :
u(x,=0)=u,e
t(xz =0, _ez) =18,
Sur la surface supérieure, on connait une condition globale sur 'effort :
J'g(x2 =H ,ez)dS =—Fe,
! 2 2
Comme le contact est sans frottement, et que I'effort est appliqué de fagon homogene, on connait

complétement le vecteur-contrainte :

Les deux surfaces latérales sont des surfaces libres: comme le milieu est un milieu solide, la

pression atmosphérique est négligée et le vecteur-contrainte est donc nul (condition locale) :

t(x =+L,+e)=0
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5. Application aux matériaux solides

Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment modéliser la cinématique
d'un milieu continu, a travers notamment sa déformation et son taux de déformation,
puis nous avons vu comment modéliser les efforts intérieurs dans le milieu qui se
déforme a travers le tenseur des contraintes. Jusqu'ici, aucune hypothése n’a été
formulée sur la nature (solide ou fluide) du matériau.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser plus particulierement aux matériaux
solides, et tenter de formuler les relations qui existent localement entre le champ de
déformations et le champ de contraintes, en nous intéressant seulement aux aspects
mécaniques (et non thermiques). Il est trés important de souligner que l'on va
considérer le matériau élastique dans ce chapitre (le matériau se déforme de facon

réversible sous l'action d'un effort).

Exemple introductif 5-1:

a=(1-ve,)a,
On va largement s’intéresser dans la section qui

va suivre au cas de I'essai de traction, qui consiste b= (1 ~ Ve ) b 1
a soumettre une éprouvette a un effort longitudinal pour

en caractériser les propriétés. /= (1 Ty )10

On utilisera par exemple une éprouvette parallélépipédique avec les notations ci-contre: on
remarque ici que I'éprouvette subit des déformations transverses négatives lorsque la déformation
longitudinale est positive. On remarque également qu’il existe une relation de proportionnalité
entre ces déformations, en faisant intervenir un coefficient de compaction transverse.

On cherche a caractériser les propriétés du matériau, et non celles de I'éprouvette : dans ce cas les

conclusions que I'on tire ne doivent pas dépendre de la forme de I'éprouvette !
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5.1. L’essai de traction

5.1.1. Loi de comportement

A retenir 5-1

Lorsqu'on cherche a identifier une loi de comportement, on cherche a établir une relation entre

les contraintes et les déformations d’'un matériau (et éventuellement sa température).

On cherche a exprimer une loi de comportement locale (les contraintes et les
déformations s’appliquent a un élément infinitésimal du milieu continu) a partir de
résultats d'expériences a l'échelle globale. On fait donc en général I'hypothése d'une
homogénéité du matériau et des champs: on tente de concevoir les essais
expérimentaux pour imposer une certaine homogénéité des champs de contrainte et de

déformation (torsion d'un tube mince, traction simple).
5.1.2. L’essai de traction

Dans le cas d'un essai de traction par exemple (Figure 31), on suppose les champs
de contraintes et de déformation homogenes dans la partie utile de 1'éprouvette: on
suppose que les tétes ne participent pas a la déformation de I'ensemble. On a schématisé
ci-dessous un essai de traction pour un acier inoxydable: la téte supérieure est animée
avec une vitesse V qui provoque un allongement Al en fonction du temps et un effort F

qu'on enregistre.

On remarque qu'en général, les valeurs utilisées pour la contrainte et la déformation

sont (on appelle e, la direction de traction) :

F . C : .
— ~ 0, :«contrainte de I'ingénieur » ou « contrainte nominale »

b24
S0

Al

— =¢,, : « déformation nominale »
0

La contrainte nominale est (dans le cas général) différente de la contrainte de Cauchy

car la section transverse évolue durant l'essai. Dans le cadre de 'HPP : S; =S

108 | Les bases de la Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR]J - FISA



> I<ry
Ay

Partie utile €

Al
/0
Figure 31: Essai de traction simple sur une éprouvette métallique.
tr
Application a I'’exemple introductif :
Avec les notations ci-contre, on peut simplement a=(l-ve,)a,
comparer les deux quantités « contrainte nominale » b= (1 — Ve, ) bo i
et « contrainte de Cauchy » :
F F
—_ [=(1+¢.)]
S0 aObO ( 11) ’
o = F F F F 1
NS o ==
S ab ay(l-ve,)b(l-vey) S (1-vey,)

On observe alors que ces deux quantités différent par un terme 1/ (l—vgll)z, qui tend néanmoins
vers 0 lorsque la transformation est petite.
On remarque également que la « déformation nominale » se calcule de la méme maniere que dans la

section 2.4.2.3), et difféere de la « dilatation » 4 qui se calcule :

I (I+ey)l,
/1 = I— = I— =1+ 811
0 0
’ : oo Aa _Ab
La déformation transverse s’écritici: ¢, = &;; =—= PN —ve,
3 D

109 | Les bases de la Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR]J - FISA



5.1.3. Limite d’élasticite

Pour de nombreux matériaux, lorsque la contrainte est en-deca de la limite
élastique R,, on se trouve alors dans des conditions ou les contraintes et les
déformations sont reliés linéairement. Les déformations sont alors essentiellement
dues a la modification réversible des espaces interatomiques. Au-dela de ce point, le
comportement devient non-linéaire, en raison notamment de phénomenes de
déplacements de micro-dislocations dans le matériau.. Cette partie n’est pas au

programme de ce cours d’introduction a la MMC.

A retenir 5-2

Jusqu’a la limite d’élasticité R,, les matériaux d’études dans ce cours seront considérés élastiques

linéaires : les déformations sont réversibles, et la loi contrainte/déformation est linéaire.

On va tenter de définir une relation entre contraintes et déformations qui dépend du
matériau considéré : il semble évident que cette relation intrinseque au matériau ne doit
dépendre ni de la base utilisé pour écrire les composantes des tenseurs utilisés, ni de

I'observateur qui caractérise le matériau.

A retenir 5-3

Important : dans ce chapitre on se place a température constante, et les effets d'un changement

de température sur les déformations (et donc les contraintes) dans le matériau ne seront pas pris

en compte, méme s’ils existent bel et bien.

5.1.4. Cas unidimensionnel : définition du module d’Young

Le postulat de base de I'élasticité linéaire est le suivant : a un état de déformation et
de température correspond un seul état de contraintes, indépendamment de la vitesse
de déformation ou de variables internes.

Si T'on considére uniquement les contraintes et déformations dans l'axe de
I'éprouvette (o, et ¢, par exemple) a l'issue de I'essai de traction présenté ci-dessus,

on remarque que la relation qui lie contrainte et déformation est linéaire pour de
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nombreux matériaux. On peut donc introduire une coefficient de proportionnalité E,

appelé module de Young et exprimé en Pascals, de sorte que :

Equation fondamentale 5-1

Dans le cas unidimensionnel , élastique linéaire: o, =E¢

Zz 2z

A retenir 5-4

Le module de Young, exprimé en Pascals (ou plutot GPa), est une mesure de la « rigidité » d'un

matériau élastique linéaire. Il ne dépend que du matériau, et non de la forme de I'éprouvette.

Matériau E (GPa) Matériau E (GPa)
Acier 210 Béton 20-50
Fonte 90->160 Bois 10->20
Aluminium 70 Nanotubes de Carbone 1100
Plomb 20 Verre 70

Titane 114 Caoutchouc 0.001->0.1

Tableau 8: Valeurs moyennes des modules d'Young de matériaux communs.

Application a I'exemple introductif :

Avec les notations ci-contre, on établit le lien entre contrainte a= (1 —ve, ) a,
et déformation dans la direction de traction _
. o . b=(1-ve, )b, |
o ,=—=Ee,=E> = F=ES=Al
S l, ,

On peut se ramener dans ce cas a la notion de « rigidité d'un ressort » [= (1 +&) )[0

vue dans les années précédentes, en écrivant tout simplement :
1 U
F=ES—Al=KU
IO
K
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5.2. Le matériau solide élastique linéaire isotrope

5.2.1. Considérations générales

En réalité, lorsqu'on applique un effort dans une direction de I'éprouvette, on
observe évidemment une déformation dans cette méme direction mais aussi dans les
directions transverses.

La loi de comportement qui relie les contraintes et les déformations dans le
matériau se doit donc d’étre une loi tensorielle, tridimensionnelle, qui établit le lien

entre le tenseur des contraintes et le tenseur de déformations.

A retenir 5-5

Dans ce chapitre on se limite a I’étude des solides élastiques linéaires isotropes sous I’hypothéses

des petites perturbations (HPP) : le cas général est beaucoup plus compliqué.

5.2.2. Loi de comportement élastique linéaire isotrope

En considérant ensuite l'isotropie du matériau, on montre que seul deux
parametres matériau suffisent a décrire le comportement élastique, et on a la relation
suivante :

0
o=0 1 +ATr(g)l +2pe

Le terme ¢°| correspond a un état de contraintes initiales et isotrope. La plupart du

temps il sera négligé : on considérera un état de contraintes nul initialement, dit aussi

état naturel. On en vient donc a la relation suivante, appelée loi de Hooke :

Equation fondamentale 5-2

o =ATr(g)l +2|¢g :loi de comportement élastique linéaire isotrope

C’estla loi de comportement élastique linéaire isotrope en HPP.

Par exemple, en coordonnées cartésiennes, cette équation devient :

05y Oy Oy &t &y T &5 0 0 & & &3
Oy Op Op|=4 0 &y T &y &5 0 +2U] &y &y En
O3 Oz Og 0 0 &y T Ep &g €31 &3 &3
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Cette équation contient deux parameétres du matériau (ﬂ,u) qui régissent le

comportement élastique linéaire. Ils sont appelés coefficients d'élasticité de Lamé.

Dans cette relation on exprime les contraintes pour un état de déformation donné.
On peut aussi écrire la relation inverse, appelée loi de comportement inverse, et qui
s’exprime :

Equation fondamentale 5-3

1+v 14 . . . S .
£= — o- ETr(g)L : loi de comportement élastique linéaire isotrope inverse

Dans cette seconde relation on fait intervenir également deux parametres matériau :
— E:le module d’ Young présenté dans la section précédente
— v:le coefficient de Poisson (sans dimension)

Ces deux parametres ne sont pas indépendants des coefficients d’élasticité de

Lamé, et on passe de I'un a I'autre a partir de ces expressions :

E:u[smzpj I v

A+H ot @+v)1-2v)
A - E
2(A+n) 2(1+v)

5.2.3. Interprétation du module d’Young et du coefficient de Poisson

Plagons-nous dans le cas de la traction uniaxiale exposée en début de ce chapitre :
on tire cette fois sur une éprouvette a section rectangulaire. Pour pouvoir faire
I’hypothese des HPP, on considére que la plage de déformation est inférieure a 0,01 :
dans cette plage, on constate qu'une relation linéaire existe entre les déformations et les

contraintes.

A retenir 5-6
Dans la cas d’une traction uniaxiale selon e, le tenseur des contraintes s’écrit simplement :

avec F l'effort de traction appliquée et S la section transverse de I'échantillon.
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D’apres la loi de Hooke inverse, on a dans ce cas :

1+v 1% 1+v 1%
£Z?Q—E“@l:(?)%i@i‘E“ll(i@)i*e_z@eg*%@e_s)

O, 14
e @ - ou(e, 06 e, @6

Sous forme matricielle on peut donc voir apparaitre les différentes déformations, qui

correspondent a un allongement dans la direction e, et a des rétrécissements dans les

directions transverses :

811 = E 0 O
[5] = 0 _éo-ll =-Véy 0
0 0 — 0y, =—VE,

A retenir 5-7

On constate que le module d’Young correspond a la pente de la courbe oy, = f(¢,), et que le
coefficient de Poisson est un coefficient de compaction transverse qui lie la déformation dans

une direction aux déformations dans les deux autres directions.

a=(1—vgn)ao

L b=(1-ve,)b, |

‘c"11<0-91 I=(1+¢,)l,

Figure 32: Interprétation du module d'Young E et du coefficient de Poisson v

Remarque: en adoptant une approche similaire basée sur la
thermodynamique, mais sans faire I’hypothese de température constante,
la loi de comportement en thermoélasticité linéaire isotrope ferait alors
intervenir un coefficient thermique KA®| linéaire en A®, et k est

I'inverse de la dilatation thermique du matériau isotrope.
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5.3. Résolution d’un probleme d’élastostatique

On considere le cas de I'élasticité linéaire isotrope en HPP et sans écarts de
température (A@ - 0). L'équilibre du milieu est défini par a(X,t)=0 et implique que
les efforts extérieurs soient en équilibre global avec les efforts intérieurs. On va
présenter briévement deux approches permettant de résoudre analytiquement ce
probleme dit d’élastostatique, et on présentera treés succinctement la méthode

numérique aujourd'hui généralement employée pour résoudre ce probléme.

5.3.1. Formulation du probleme

Pour un systeme donné de frontiere 0Q2 et de volume Q, on connait I'ensemble des
forces volumiques sur Q (généralement f" =g ou f™=0) ainsi que les conditions
aux limites a la surface du systeme en ce qui concerne les déplacements sur une partie

0QV et les efforts surfaciques sur une autre partie 0Q" .

On dit que le probleme est régulier si on connait pour toute la frontiere 0Q des
conditions aux limites en déplacement ou des conditions aux limites en ce qui concerne
le vecteur-contrainte : on a donc dans ce cas 0Q" LoQ" =0Q et 6Q" NoQ” = (Figure

33). Les équations du probleme d’élastostatique s'écrivent alors:

A retenir 5-8

(1) div(e)+p(f"-a)=0
(2) o=2Tr(g)l +2pe

(8) &=1/2(Grad(u)+Grad(u)")
(4) a-n= t>  connu en tout point de Q"
(5) u=u® connu en tout point de 6Q"

L’indice « s » dans les deux dernieres équations correspond a « surface ».
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Figure 33: Formulation du probléme d'élastostatique : conditions aux limites en
déplacement et en vecteur-contrainte.

Si le probléme est régulier alors il existe une solution unique concernant le champ
de contraintes et de déformations, solution qu'on peut trouver notamment en
utilisant I'une des deux méthodes ci-dessous (approches en déplacement ou en
contrainte). Si le probléme n’est pas régulier, c’est-a-dire qu'on ne connait ni le champ
de déplacements ni le champ de contraintes sur au moins une partie de la frontiere du
systéme (GQT woQ” # GQ), alors on peut juste espérer obtenir une solution

approchée du probleme.
5.3.2. Principe de Saint-Venant

Dans le cas d’'un probléeme non régulier, il existe un morceau de frontiere pour lequel
on ne peut pas formuler localement une condition aux limites en termes de
déplacements ou de contraintes. En revanche, on sait souvent exprimer 1’'équilibre du
systeme en terme global, notamment en exprimant le torseur résultant.

Dans ce cas, le principe de Saint-Venant nous dit que si on modifie la répartition
des vecteur-contraintes sur un morceau de frontiére 9Q% sans modifier le torseur
résultant, on ne change pas sensiblement la solution du probleme (champ de contraintes

et de déformations) sauf au voisinage immédiat de 0Q®" .

A retenir 5-9

L’état de contraintes et de déformations suffisamment loin d’'une surface ne dépend que du

torseur résultant des efforts appliqués, et non pas de leur répartition précise.
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Placons nous dans le cas représenté par la figure ci-dessous, dans laquelle une
éprouvette de section S est sollicitée en traction selon e, avec des conditions aux
limites différentes a ses extrémités 0Q°' . On constate que I'état de contraintes au centre

de I'éprouvette est le méme dans les deux cas.

A

0.00 &25. 1.25e+003 1.882+003 2.50e+003 0000 625, 1.25e+003 1.882+003 2.50e+003

Equivalent von Mises stress Equivalent von Mises stress

Figure 34: Illustration du principe de Saint-Venant dans le cas d'une éprouvette en traction simple.

Exemple 5-2

Reprenons le cas de deux répartitions différentes de vecteurs-contraintes menant au méme effort
résultant (Figure 28): si on se place assez loin de cette surface, 'état de contraintes et de

déformations sera inchangé dans les deux cas.

[ 1 \ \ )
BEREEENY “|+llMli.

5.3.1. Schéma de résolution classique (« approche en déplacement »)

Dans la plupart des cas simples et classiques, on peut formuler des hypotheses sur le
champ de déplacements a partir de la physique du probleme. La résolution compléte du
probléme (déplacements, déformations et contraintes) se déroule en suivant le schéma

synthétique ci-dessous (Figure 35).
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Hypothéses sur les Calcul de la déformation (HPP) Calcul de la contrainte (Loi de Hooke) Equation d’équilibre
déplacements u(z) & =1/2(Grad(u) + Grad w)") p= T dv@)+p(m M) =0

b A I

Ecriture des conditions
aux limites

_— e | .

Déplacement u, Déformation équivalente Contrainte o

zz

Figure 35: Schéma classique de résolution "en déplacement” d'un probléme élastostatique.

5.3.2. Une méthode tres utilisée : la méthode des éléments finis

Les approches analytiques montrent vite leurs limites lorsque la géométrie et/ou le
chargement et/ou la loi de comportement deviennent complexes, comme c’est le cas
dans la plupart des problemes réels.

L’'ingénieur en mécanique aura donc souvent recours en des méthodes
numériques, parmi lesquelles la plus utilisée est la méthode des éléments finis. Cette
approche se résume comme suite :

e la géométrie est discrétisée en un nombre fini d’éléments simples (d’ou le nom)

connectés en des nceuds pour lesquels des solutions existent pour calculer u,¢,o
e on écrit les conditions aux limites a la surface du systéme (efforts et déplacements)

e on créée une matrice qui traduit I'assemblage complet entre tous les éléments du
systéme en chacun des nceuds.

e en inversant cette matrice (ce qui peut étre numériquement complexe!) on
détermine le déplacement en chacun des nceuds du systeme, puis &, puis o, et on

s’assure de I’équilibre du systeme.

Cette méthode sera abordée en 2¢éme et 3éme gpnnée et repose sur toutes les notions

abordées dans ce cours.
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5.4. Introduction au dimensionnement

5.4.1. Le dimensionnement

On a vu précédemment (dans le cas de l'essai de traction uniaxiale) la notion de
limite d’élasticité R,: pour de nombreux matériaux, le comportement de
comportement est élastique linéaire isotrope en-deca de cette limite.

Au-dela de cette limite, de nombreux autres mécanismes apparaissent et peuvent
mener :

- a 'endommagement du matériau : ses propriétés élastiques vont alors diminuer

- a la rupture du matériau : des discontinuités apparaissent

- a 'apparition de déformations plastiques (i.e. permanentes).

A retenir 5-10

La plupart du temps, lors du dimensionnement d’'un solide ou d'une structure, on s’assure (avec

un facteur de sécurité) que la limite d’élasticité du matériau ne soit atteinte a aucun endroit.

Dans d’autres applications (comme la mise en forme des matériaux), on va
justement chercher a solliciter le matériau au-dela de R, : cette partie fera l'objet de

cours de 3¢me gnnée a 'ENSEM.
5.4.2. Cas unidimensionnel

Comme on l'a rappelé, dans le cas de l'essai de traction uniaxiale le tenseur des

contraintes possede une seule composante non nulle dans la direction de traction :

F
0=0,8,86 =5 @8

Dans ce cas, le critere pour dimensionner une structure est trivial : il suffit que cette

contrainte ne dépasse pas la limite élastique R, !

F . I
o, = 3 <R, en traction uniaxiale
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Ce critere suffit pour dimensionner des « treillis réticulés », qui sont des ensembles
de barres articulées qui ne travaillent qu’'en traction-compression et dont I'état de

contraintes a une seule composante normale dans la direction des barres (Figure 36).

s —

Figure 36: Dimensionnement d’un treillis constitué de barres : il faut et il suffit que les contraintes
uniaxiales dans chaque barre ne dépasse pas la limite d’élasticité du matériau.

5.4.3. Notion de contrainte équivalente

Dans le cas général, le tenseur des contraintes est quelconque et posséde 6
composantes indépendantes :

* o= O'ij%®(i dans un repére quelconque

* o=0¢ ®e +0,¢, ®¢, +o,€, ®¢, danslerepere principal

On cherche donc a comparer ce tenseur avec le scalaire R,, ce qui n’est a priori
mathématiquement pas trivial...
On va chercher cela a définir une contrainte équivalente et qu'on peut définir

comme ceci :

A retenir 5-11

Une contrainte équivalente o, est une grandeur scalaire représentative de I'état

tridimensionnel des contraintes et qui peut étre comparée a la limite d’élasticité R,.

On cherche donc a construire un scalaire a partir d'un tenseur d’ordre 2 : on pourrait

choisir la somme des composantes, la trace, le déterminant... comment choisir ?
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5.4.4. Contrainte équivalente de Von Mises

La contrainte équivalente de Von Mises est la plus utilisée actuellement en
mécanique, car il s’avere qu’elle permet de d’approcher la surface de charge de la
plupart des matériaux de construction classiques. Notamment, c’est souvent la
contrainte de Von Mises (comprendre : « contrainte équivalente au sens du critere de
Von Mises ») qui est affichée par défaut en sortie d’'un calcul par éléments finis.

Le critere de Von Mises est basé sur I'énergie de distorsion élastique.

Sans démonstration ici, on se contentera de dire que lintroduction de cette
contrainte équivalente est le résultat d’'une constatation expérimentale que 1'on peut
faire sur de nombreux matériaux: il est quasiment impossible de dépasser le régime
élastique d’'un matériau en imposant un changement de volume sans changement de
forme, tandis qu'un changement de forme sans changement de volume va rapidement
induire des déformations plastiques irréversibles. Une contrainte équivalente basée sur
I'énergie de distorsion élastique (énergie élastique causée par un changement de

forme sans changement de volume) est donc utilisée, et on montre qu’elle peut s’écrire :

1
Oy = ﬁ\/(all — Oy )2 +(O_22 —O33 )2 +(611 — O3 )2 + 6(0_122 + ‘7132 + 0_232)

On obtient donc bien une valeur scalaire, qui prend en compte les différentes
contraintes normales et tangentielles. On peut également exprimer cette contrainte

équivalente a partir des composantes principales du tenseur des contraintes :

Equation fondamentale 5-4

Oy = %\/(0', ~6,) +(o, —0y ) +(ow —0,)° : contrainte de Von Mises

Pour vérifier que I'état de contraintes dans un matériau ne risque pas d’induire des
déformations irréversibles (déformations plastiques), il s’agit alors de s’assurer que

cette contrainte équivalente est inférieure a la limite d’élasticité R, du matériau :
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Equation fondamentale 5-5
L’état de sollicitation dans un matériau n’induit pas de déformations irréversibles si et

seulementsi: o, <R,

Application a I'exemple introductif :

Dans le cas de I'essai de traction, on se trouve dans o= (l_ e ) dy

un état de contrainte unidimensionnel donné par : b= (1 — V&, ) bo i
F
oc=—¢®
Par conséquent la base (i’ &, %) est la base principale et on peut écrire : [= (1 té )[o
g=§e_|®ﬂ 0'|=§,0'”=c7”|=0

Le calcul de la contrainte équivalente de Von Mises est alors trivial :

Oy = %J(G, %)2 +(>{—>{)2 +(><_5| )2

ol (55

On constate (sans surprise !) que le critere de dimensionnement de cet échantillon s’écrit :
owm <R, = F<RS
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Résumé du CHAPITRE 5 : ce qu'il faut savoir
v Essai de traction
v Loi de comportement élastique linéaire isotrope en HPP : loi de Hooke
v Calcul de contraintes a partir d'un champ d’'un champ de déplacement
v Interprétation du module de Young et du coefficient de Poisson
4 Formulation et résolution d’'un probleme d’élastostatique
v Dimensionnement : calcul d’'une contrainte équivalente
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6. Application aux fluides

Puisque le chapitre précédent vient d’étre consacré a 'application de la MMC au cas
particulier des matériaux solides, il n’est pas surprenant de s’intéresser désormais au
cas des matériaux fluides. On ne donnera ici qu'une bréve introduction a la mécanique
des fluides, étant donné que cette discipline fondamentale pour un ingénieur ENSEM
sera largement abordée par la suite. Comme évoqué précédemment, la description
eulérienne parait évidente pour décrire le mouvement d’un fluide, étant donné que la
recherche d’une configuration de référence perd son sens dans le cas d’'un écoulement.
Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser plus particulierement a la description
d’écoulements de base pour des fluides simples dits « newtoniens ». Nous allons
d’abord rappeler ou remettre en forme les équations déja énoncées dans les parties
précédentes mais qui s’avéreront tres utiles pour étudier 'écoulement de tels fluides.
Nous nous intéresserons ensuite a 'expression de lois de comportement adaptées, puis

nous énoncerons quelques propriétés des écoulements de ces fluides.

Exemple introductif 6-1:

On va prendre comme exemple dans tout ce chapitre le cas
de I'’écoulement d’un fluide d’épaisseur h le long d’un plan
incliné. Le fluide soumis aux seules forces de pesanteur

s’écoule sur un plan infini incliné d’'un angle « par

rapport a ’horizontale. On comprend intuitivement que,

plus le fluide est visqueux, et moins il va s’écouler vite (imaginons de I'’eau ou du miel par exemple).

Quel est le profil de vitesses du fluide dans I'épaisseur de cette couche de fluide ?
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6.1. Cinématique des fluides

6.1.1. Description de la transformation

Comme décrit en section 2.2.2, on s’intéressera dans tout ce chapitre au cas ou on
définit la transformation par I'intermédiaire d’'un champ de vitesses exprimé dans la
configuration actuelle. 11 suffit donc que 'on mesure instantanément sur une image la
vitesse de chaque « particule de fluide », ou chaque point matériel, du milieu : c’est
approximativement le principe de la «vélocimétrie par imagerie de particules »,

illustrée sur la figure ci-dessous (Figure 37) :

»———"V—'"ft’tm"‘
o /"/'/M\\‘ w

V—-; —
——— N

-yl 2

Figure 37 : Exemple d’image issue de « vélocimétrie par imagerie de particules », ot on visualise de
champ de vitesses de chaque point matériel du milieu dans la configuration actuelle.

Dans ce chapitre on décrit donc la cinématique du milieu de la fagon suivante :

v=v(xt)

Application a I'’exemple introductif :

Compte-tenu de la physique du probleme, on peut par exemple

considérer que le champ de vitesses au sein du fluide peut

prendre la forme : v(X,)=V,(X, )&

6.1.2. Vitesse de déformation

Dans le cadre de la description eulérienne adaptée a la mécanique des fluides, on

rappelle les résultats obtenus précédemment (section 2.5) en ce qui concerne la
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cinématique d’'un milieu continu. Le tenseur k, appelé parfois « tenseur de description

eulérienne », s’exprime simplement :

= grad v(x,t)

Le gradient d'un champ de vecteurs peut étre décomposé en une partie symétrique
et une partie antisymétrique (section 2.1.6.5), correspondant respectivement a une
« déformation locale » et une « rotation locale ». On obtient alors le tenseur vitesse de

déformation eulérienne_d :

Equation fondamentale 6-1

.
d= %(grad v(x,t) +(grad \_/(g,t)) j : vitesse de déformation

ainsi que le tenseur vitesse de rotation_Q:

Equation fondamentale 6-2

2:

N |

.
(grad v(x,t) —(grad \_/()_(,t)) j : vitesse de rotation

Application a I'’exemple introductif :

Considérons le champ de vitesses suivant v(x, ) =

On calcule alors aisément :

0 — 0 X,

% 1| ov
grad v(x,t) [=|0 0 O [d]z— —+ 0
0 0 O 02 0

6.1.3. Bagage mathématique : rotationnel d’'un champ de vecteurs

Il existe un dernier opérateur rotationnel, utile notamment pour caractériser la

rotation locale d’'un milieu en mouvement.
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Si I'on considére le champ de vecteurs I()_(), le rotationnel de ce champ de vecteurs
se calcule facilement a partir de 'opérateur Nabla selon la formule :
rotT =VaT
On constate donc que le rotationnel d’'un champ de vecteurs est un champ de
vecteurs.
Tout comme les opérateurs gradient et divergence ci-dessus, la définition de
I'opérateur rotationnel dépend du systeme de coordonnées utilisé. Ses différentes

expressions sont données dans le Tableau 9.

Rotationnel d'un champ de vecteurs
Coordonnées cartésiennes a1, T,
>/<3/,_\_\_‘_\__________j:ﬂ‘ aX2 aXS
A [rot T]=[v]a[r]=| -
| Lo X O
an,_an,
ST X o,
Coordonnées cylindriques
1a1, a1,
" roo o
b7y or. oT
P = rotT [=[V|A[T|=| —F-—%
) [rot T]=[V][1])=| -
=/ orT, ot
ol & L= ——
s cq or 00
9 e =
&
Coord p héri ;
oordonnées sp ertques 1 8S|n€T¢_ oT,
rsiné o0 op
orT,
[rot ) =[] [T]=| s S T
rsin@ op r or
) 1(6”6 _@)
r-or 00

Tableau 9 : Rotationnel d’'un champ de vecteur en coordonnées cartésiennes, cylindriques, et
sphériques.
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6.1.4. Vorticité et tourbillon

Le rotationnel du champ de vecteurs vitesse \_/()_(,t) s’écrit facilement :

rotv=Vay

On peut définir alors la vorticité du fluide, qui est un champ de vecteurs @, égal au

rotationnel du champ de vecteurs vitesse v(Xx,t) :

Equation fondamentale 6-3

@(x,t)=rotv(x,t) : vorticité du fluide

La direction de ce champ de vecteurs correspond a I'axe de la rotation locale du

champ de vecteur (d’ou le nom de I'opérateur rotationnel).

Application a I'’exemple introductif :

Considérons le champ de vitesses suivant v(x,)=V,(X,)e, .

On calcule alors aisément la vorticité du fluide (sans connaitre

W
Le(xt)]=[rotv(xt)]= %% - a?/
S

Intéressons-nous maintenant au tenseur vitesse de rotation Q défini ci-dessus. En

encore exactement la forme de ce champ) :

considérant ce tenseur comme une application linéaire, on peut analyser la fagon dont il

transforme un vecteur quelconque a :

o My N oy %—%jaf{%—%]%
X, Ox 0%, O, . X, 0% Xy 0%
3T O SR S PR 4 g %_%jaﬁ[%_%j%
= 2| 0x  OX, OX;  OX, a, 21\ ox  0OX, OX;  OX,
Ny Sy Ny vy _on ), (v v, ),
OX OX; OX, OX OX, OX, OX, OX, 2
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On peut alors définir un second vecteur, appelé en général vecteur tourbillon Q de

la fagon suivante :

[ke;
|
Il
N
=
<
>
|
Il
Fe;
>
|

On a par conséquent: Q(x,t)= %r_ot v(x,t)= %Q()_(,t)

Application a I'’exemple introductif :

On a calculé précédemment le tenseur vitesse de rotation :

o M o
OX,
[Q]:l _M 0 0
= 2| 0%
0 0 O

Analysons la fagon dont il transforme un vecteur quelconque a:

0 % 0 %az
OX, OX,
&
[Qg =1 _% 0 0 a, :E _%al
= 2| 0X, 2| 0OX,
0 0 O % 0

Si on définit Q tel que Q-a=Q A a on arrive alors a calculer le vecteur tourbillon :

N
OX, Lo
i — _
[2-a]-1|-2bq 2ox, 22 = e~
2| OX, L o & _lov
0 Qa=0ra = (-0 a=0a-Qa = | 2X
0 XZQ ; 0,=0,=0
Qzas_Qsaz 1% 258 =
[9/\2]: Q,a -3,
Qlaz_Qza1

On retrouve alors bien la relation: Q(x,t)= %Q(g,t)
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6.2. Lois de conservation

6.2.1. Masse

6.2.1.1 Rappel : conservation de la masse

Une premiere forme de loi de conservation de la masse a été formulée

précédemment (section 2.6.3):

Equation fondamentale 6-4

%0+ div(pv)=0 ou encore (jj—’to+ pdiv( v)=0 : conservation de la masse

On peut également proposer la forme suivante :

op _
J.QIEth +Iag, py-da=0
avec da = nda un élément de surface orienté.

- J.Q %O dQ, : effet de la variation dans le temps de la masse volumique

- J:Q pVv-da: terme de convection (flux de matiére sortant)

6.2.1.2 Cas des écoulements stationnaires : conservation du débit

Dans le cas d’écoulements stationnaires (on rappelle que dans ce cas la description
eulérienne du mouvement est indépendante du temps), on a:

0 ov

o _, v

2.0
ot ot~

La conservation de la masse devient alors : J:Q pv-da=0

Sil'on consideére le cas d’'une canalisation en écoulement stationnaire, ou la frontiére
du milieu peut étre décomposée en une surface d’entrée S_, une surface de sortie S_, et

la paroi de la canalisation S, . On peut alors écrire I'équation :

Jio Prda=[, pu-da+[ py-da+f py-da=0

La paroi de la canalisation étant étanche, on en déduit :
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—L pv-da= L pv-da=Q, :conservation du débit massique

Ceci exprime tout simplement qu’il y a dans ce cas conservation du débit
massique. Le débit massique Q_ s’exprime évidemment en kg.s™ et ne doit pas étre

confondu avec le débit volumique Q, exprimé en m*.s™.

Exemple 6-2

Considérons un tube coudé de section constante S,
possédant une surface d’entrée S° et de sortie S°

aux pressions p° et p° respectivement, et les vitesses

8

d’entrées et de sorties sont v° =-Vv°g, et V' =-V'e,.

Un fluide incompressible s’écoule a I'intérieur du tube.

La conservation du débit massique telle que formulée

ci-dessus s’écrit :
[ pvnda=[_pv'-n°da  avecn=g etn’=e,

La masse volumique est constante, et si on fait de plus I'hypothese que la vitesse est répartie

uniformément sur la section on a alors :
e S
Jp(-ve)-eda=[ pve, eda

= pv'St=pv’S" = V=V

6.2.1.3 Cas du fluide incompressible

Dans le cas d’un fluide incompressible, on a naturellement :

p(x,t) = p, indépendant de X etde t

Si on reprend I’équation précédente il vient naturellement :

- Vv da= L v-da= i =Q, :ily a conservation du débit volumique
e s P

De plus, reprenons I'équation locale de la conservation de la masse :

dp .
—/ 4+ pdivv=0
at pPUIvV V
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On en déduit tout naturellement que dans le cas incompressible :

Equation fondamentale 6-5

divv =0 : cas du fluide incompressible

C’est une des équations fondamentales pour la mécanique des fluides.

Application a I'’exemple introductif :

Considérons le champ de vitesses suivant v(x,)=Vv;(X,)e, .

Vérifions si un tel écoulement correspond a un fluide incompressible :

divy=%+%+%:0 = CQFD

En réalité, tous les fluides sont compressibles, mais certains plus que d’autres. La

compressibilité des liquides est en revanche tres faible, et I'hypothése de fluide
incompressible est tres généralement réalisée pour I'étude de I'écoulements d’eau

(liquide) ou d’huile dans des canalisations par exemple.
6.2.2. Quantité de mouvement

On a montré précédemment (section 2.6.2) que la dérivée particulaire de I'intégrale
de volume de la quantité b(x,t) (eulérienne) s’exprimait :
d 0
EIQI bd ), _jgl —-bd, +I§thy-dg
Sion pose b= pv, dans cette équation on obtient alors :
d
aj.gt pvd I pv dQ +I pvv da
Ceci étant vrai pour toutes les composantes de la vitesse, on peut ainsi exprimer la
formule de transport de la quantité de mouvement :

Equation fondamentale 6-6

d
EE—Z

J' pv dQ +J' pv V n)da formule de transport d’Euler
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Ce théoreme permet d’exprimer la variation de quantité de mouvement comme la
somme d’'un terme volumique (variation au sein du systeme) et d’'un terme de transfert
par la frontiére (quantité de mouvement due au flux entrants et sortants). Comme
précédemment, la variation de quantité de mouvement est égale a la somme des efforts

extérieures agissant sur le systeme.

Exemple 6-3

Reprenons I'exemple du tube coudé ci-dessus, pour lequel ona v* =v° =v.

Au temps t, une masse dm® = pv°S°dt = pvSdt entre dans le tube et au temps t+dt, une masse une
masse dm® = pv°S°dt = pvSdt =dm® en ressort du tube. Si on écrit la variation de la quantité de
mouvement entre ces deux moments pour le systeme composé du fluide dans le tube et des masses

qui entrent et sortent entre t et t+dt on obtient:
d_p:(_p(t+dt)+dmsv_s)—(E(t)+dmev_e)
dp=p(t+dt)+ pv*Sdte, - p(t)+ pv*Sdte,

Comme il y a conservation du mouvementona p(t+dt)= p(t) etdonc:

d
o -Ps(ave)-TE™

On va considérer que le tube est horizontal et que les forces de volumes (pesanteur) sont
négligeables. Le fluide est donc soumis aux forces de pression sur les sections d’entrée et de
sortie ainsi qu’a la force de réaction F exercée par la paroi sur le fluide, et donc:
F* =-p°S°¢ - p°S°g, +F
On peut en déduire I'effort total :
PV*S (e1 +e2) =-p°Se,— p°Se, +F

= EIS(pe‘Fsz)i-{—S(ps-i—pVZ)e_z Ffluide/paroi

Cet effort est exercé par la paroi sur le fluide : la force
exercée par le fluide par la paroi est évidemment I'opposée,

la direction de cet effort n’est pas surprenante.

fluide/ paroi
F p

EME =S (o0 +pJe =S (v + P e,
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6.3. Le fluide newtonien

Des observations expérimentales permettent de montrer que, pour un fluide en
hydrostatique, la contrainte normale est identique quelle que soit la normale

considérée n, ce qu'on peut par conséquent noter :

vn, t(x,n)=g(x)-n=-pn

On vient d’introduire ici la notion de pression p, et en hydrostatique on a donc le

tenseur des contraintes :

-p 0 O
g=-pl = [g]=| 0 -p O
0O 0 -p

Il n'y a dans ce cas aucune contrainte tangentielle, ce qui peut constituer une
définition d’un fluide : un fluide est un matériau qui au repos ne peut supporter aucune
contrainte tangentielle.

Lorsqu’'on veut mettre ce fluide en mouvement, et donc dans le cas de
I’hydrodynamique, on observe que des contraintes visqueuses s’ajoutent au tenseur

des contraintes hydrostatique, et que I'on peut écrire :

o=-pl+z

On dit qu'un fluide est newtonien si une relation linéaire existe entre le taux de
déformation Q (partie symeétrique du gradient du champ de vitesses) et le tenseur des
contraintes visqueuses 7. Dans le cas d'un fluide incompressible isotrope, cette
relation linéaire se réduit a un seul coefficient x qui est la viscosité dynamique du

fluide, eton a:

.
gzzygzy[grad \_/+(grad \_/) )

La loi de comportement d'un fluide newtonien est donc donnée par la relation :

Equation fondamentale 6-7

o=-pl+2ud :loi de comportement du fluide newtonien
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La viscosité dynamique correspond donc a la contrainte de cisaillement qui
accompagne l'existence d'un gradient de vitesse dans un fluide. Pour les fluides
newtoniens, cette propriété du matériau est indépendante du gradient de vitesse ; elle
n’est en revanche pas du tout indépendante des variations de température du fluide.
Par exemple, la viscosité dynamique de I'eau a 20°C est d’environ 10°Pa.s, tandis

qu’elle vaut 1.75x107°Pa.s a 0°C.

Application a I'’exemple introductif :

Considérons le champ de vitesses suivant V(X, )=V, (X, )e,, pour

lequel on a calculé :

0o M o
oX,
[d]i% 0 0
=1 2| 0X,
0 0 0

Le calcul de la contrainte partout au sein de ce fluide se fait donc aisément :

0 % o] | -p ,u%
100 % X2
[a]=-p[1]+24[d]=-p|0 1 O|+u Mg ool=| g _p 0
= = = OX, OX,
00 1
0 0 0 0 0 —p

6.4. Equation de Navier-Stokes

6.4.1. Démonstration et énoncé

Nous avons écrit précédemment (section 3.4) I'équation d’équilibre suivante,
valable pour des matériaux solides ou fluides :
divo+p(f"-a)=0
L’accélération qui intervient dans cette équation peut étre écrite en description

eulérienne a partir de la dérivée particulaire de la vitesse :
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a=—=—+grad(v)-
a=-r =5 Tgradv) v

Il vient donc I’équation d’équilibre suivante :
divo+pf" = p(%+ grad(v) -\_/j

Considérons désormais la loi de comportement d’'un fluide newtonien énoncé ci-

dessus:

g=-pl+2ud
On peut donc réécrire I'équation d’équilibre sous la forme :

div(—pl +2ud )+ pf" =—div(pl)+div(2ud)+pf" =p{%+@@-yj

Les deux termes dl/( pl) et @/(2 ud ) méritent d’étre développés :

op I
div(p1) =26 = e = grad (p)
j i
div(2ud) - 5106 =205 1 e, ~ 2uciv(a)

J J
L’équation d’équilibre devient: —grad (p)+ Zﬂm(g)-F pf"= p(% +grad(v) .\_,j

On peut enfin calculer le terme @/(d ) au vu de sa définition :

o~ {gadv(graay] | = ai(g)~Joi(araa ) {ora o]

Le terme @/(grad \_/) se formule a partir du laplacien : Av = @/(grad\_/)

Enfin, si on considére un fluide incompressible tel que divv=0 :

T a(grad \_/)__ o

T : — i v 0 %
(grad ()] =5ra®e, = div(grad(v)) - 6= pa 8= D=0
LA | J

, — OX j

On reformule donc I'équation d’équilibre de la fagon suivante :

—grad (p)+uAv+pf" =p(%+ grad(\_/)-\_/j
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Si I'on prend en compte le fait que dans la plupart des cas la seule force massique
im est I'accélération de la pesanteur ¢ , on arrive enfin a '’équation de Navier-Stokes

essentielle en mécanique des fluides :

Equation fondamentale 6-8

P % =P (% +grad(v) "-’j =—grad (p)+ uAv+ pg : équation de Navier-Stokes

A retenir 6-1

L’équation de Navier-Stokes est la combinaison de I'équation d’équilibre d’'un milieu continu, de

la loi de comportement d’un fluide newtonien et de I'incompressibilité du fluide.

6.4.2. Utilisation

L’équation de Navier-Stokes est donc une équation différentielle, dont les
inconnues sont le champ de vitesses et la pression. On a donc 4 inconnues (les trois
composantes du champ de vitesses v(X) et la pression p(x)) pour une équation
vectorielle (donc trois équations)... en pratique, la condition d’incompressibilité du
fluide divv =0 constitue la quatrieme équation qui permet de résoudre le systeme.

Oublions la rigueur mathématique un court instant: 1'équation de Navier-Stokes
peut étre vue comme l'analogue de « somme des forces = masse x accélération », dans
le sens ou :

- —@p correspond aux « forces de pression »

— uAv correspond aux « forces visqueuses »

— pg correspond aux « forces de pesanteur »
dv

- pa = p(% +Grad (v) -\_/j correspond a I'accélération du fluide

Application a I'’exemple introductif :

Tentons d’utiliser 'équation de Navier-Stokes pour déterminer

complétement le champ v(x,) =V, (X, )e, dansle cas de I'écoulement le
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long du plan incliné. Dans cette équation, on peut rapidement éliminer le

terme de gauche (écoulement établi) :

o

; P Clulx)) (o
p[d—f}p[g{{g(w][ﬂjzpo 0o ofo |=|o
0 0 00 0

Si on considere la forme p(xi,xz) pour le champ de pression en raison de I'hypothese de plan

infini :

Le laplacien du champ de vitesses se calcule en se référant a la section 2.6.1.4 :

2
é\_/=®/(grad y)=®/[%i®e_zj=%i
2 2

Au final, I'équation de Navier-Stokes méne au systeme de deux équations :

2
o,
2

O=—§B+y
0%, oX,

0=—§—p—ngOSa

X,

+ pgsina

L’équation de Navier-Stokes est non linéaire du fait de 'expression de I'accélération.
La résolution de cette équation nécessite bien entendu des conditions aux limites, dont
les formes les plus naturelles sont :
- une vitesse donnée au bord: Vx €8Q, v(x)=V"(x)
— une pression donnée en un point du bord : p()_(0 € GQ) =p°
Une condition aux limites classiquement rencontrée et la condition d’adhérence a

la paroi, qui stipule que Vx€dQ, v(x)=0.

Figure 38: Exemple d'écoulement dit "de Poiseuille” avec condition d’adhérence a la paroi. Le code
couleur correspond a la norme du champ de vitesses.
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Application a I'’exemple introductif :

Des conditions aux limites sont requises pour résoudre systéme

précédent issu de I'équation de Navier-Stokes.

La seconde équation implique : p(X,X,)=—pgcosax, + f (x,)
D’une part, la pression a la surface du fluide (surface libre, voir section 4.3) est égale a la pression
atmosphérique, et donc :
p(x,h)=—pgcosah+f(x)=PR = f(x)=PF+pgcosah
Et on en déduit la pression :
p(x,)=pgcosa(h-x,)+P,

La premiere équation qui résulte de I'’équation de Navier-Stokes devient :

2 2
O:>g+,ugvg+pgsina = aV;:—’O—gsinoc = vlz—’;—gsinax22+Ax2+B
y7i

% %, H

La condition d’adhérence a la paroi nous permet d’écrire :
v,(x,=0)=0 = B=0

De plus, la contrainte dans le fluide a précédemment été calculée :

o
- ke B
N
o
=L —p 0
le]=| a5 -0
0 0 -p

La condition de surface libre a la surface du fluide implique :

;(x2 :h,eé)zg(x2 =h)-eé:012(x2 =h)i+022(x2 =h)eé+c732(x2 =h)eé:—P0e2

On peut donc en déduire la derniere constante :

alz(xzzh):y% =-pgsinah+Au=0 = A=PYsinah
8X2 Xo=h -

On vient donc enfin de déterminer intégralement le profil de vitesse :
P9 P9 P9

: _ _ X
V(%)= —Zs'n ax, +75m ahx, = 75m a(h—?) X,

139 | Les bases de la Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR]J - FISA



Résumé du CHAPITRE 6 : ce qu'il faut savoir

v Définition et calcul d'une vitesse de déformation et de rotation

v Définition et calcul de la vorticité d’un fluide

v Loi de conservation de la masse et conservation du débit massique
v Loi de comportement d’'un fluide newtonien : définition et utilisation

v Equation de Navier-Stokes : hypothéses, interprétation physique
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Résumeé des notations utilisées

Nom Notation Unité SI Commentaire / définition
Scalaire a Elémentde R
Vecteur a Elément de R*
) A (n>2) 7 3 3 3
Tenseur d’ordre n A (n=2) Elémentde R°®R°®...®R
Configuration de référence Ko Ensemble des pointsa t =1
Configuration actuelle K, Ensemble des points a t
) Différence entre la position d’'un point dans
Vecteur déplacement u m K K
o et K
Vecteur vitesse (eulérien) v m-s Dérivée temporelle du déplacement
_ _ » Tenseur mixte transformant un vecteur de
Gradient de la transformation F Sans unité K d K
= o dans K,
Jacobien de la transformation J Sans unit¢ | Déterminant de F :variation de volume
Tenseur des déformations de Compare les produits scalaires dans K et
E Sans unité ]
Green-Lagrange = K, (lagrangien)
Tenseur des déformations d’Euler- Compare les produits scalaires dans K; et
) e Sans unité L.
Almansi = K, (eulérien)
. . e s e GL
Tenseur des déformations linéarisé g Sans unité Linéarisation de E en HPP
Tenseur de description eulérienne ﬁ st Gradient eulérien des vitesses
Ten,se_ur vitesse de déformation d 5! Partie symétrique de K
eulérienne = =
Tenseur vitesse de rotation g st Partie antisymétrique de 2
Densité surfacique d’effort exercée par le
Vecteur-contrainte (eulérien) t Pa=N-m™ | complémentaire d’'un milieu sur un milieu
pour une facette donnée
« Contient » les projections de tous les
Tenseur des contraintes de Cauchy o Pa=N-m™ | vecteurs-contraintes pour toutes les facettes
(eulérien)
. Loi locale liant les contraintes, les
Loi de comportement . . , ) .
déformations et la température d’'un milieu
_, | Lien entre une composante de o et £ en
Module de Young E Pa=N-m ) o ==
HPP et en élasticité linéaire
.- : s Lien entre déformation selon une direction et
Coefficient de Poisson 14 Sans unité . :
selon la direction transverse
Vorticité [0 st Rotationnel du champ de vitesses
Viscosité dynamique M Pa-s Lien entre o et d pour un fluide newtonien
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