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Objectifs de la legon

» Introduire les lois de Faraday et d'Ohm ;

» Compléter les équations de la magnétostatique par ces lois afin
d'obtenir les équations de Maxwell des basses fréquences.

» Préalablement a I'abord de ces deux objectifs, I'aimant
sphérique et son interaction avec un champ magnétique extérieur
sont introduits.

Parce que la situation de I'aimant sphérique en mouvement a
proximité d'un conducteur électrique servira d’exemple
emblématique aux notions de la lecon.



L'aimant sphérique
» L'aimant sphérique présente I'avantage que I'expression du
champ magnétique qu’il produit a une expression analytique. Si
I"aimant

> est une boule de rayon R centrée a l'origine;

» d’axe d’aimantation d : un vecteur de direction, de norme 1
|d| = 1 (le péle nord (resp. sud) est le point qui maximise
(resp. minimise) d - X sur la sphere (|X] = R)

» et de densité d'aimantation m, une quantité ne dépendant que
de la matiere qui compose |'aimant (en Ampeére par métre
A/m) qui vaut approximativement : 10° A/m pour du
néodyme-fer-bore et 0.3 10° A/m pour de la ferrite

alors le champ magnétique h est

1 -
~3 d pour [X| <R

et h=m R3 (J)—( < o
—d X| > R
3 %P (3 B =




Commentaire sur la planche précédente

» I/l y a une boule; dans cette boule une aimantation qui est
donnée par son intensité n et sa direction d ; et a cette aimantation
est associé h une fonction 3 valeur vectorielle dépendant de la
position X dans I'espace qu’on appelle un champ magnétique.

» Est-on bien siir de comprendre de quoi il s'agit? Est-ce que ¢a a
la moindre utilité d'ailleurs?

» Dans un contexte de sciences de |'ingénieur, on ne peut pas

< comprendre > tant qu’'on n'a pas mis en ceuvre les notions pour
en faire tirer un résultat pratique et observable. Et le critére qui
permet un jugement sur I'utilité est précisément qu'un résultat
pratique et observable dérivant des notions soit donné.

» Seulement il est nécessaire de s'approprier les notions avant de
pouvoir en extraire des résultats pratiques et observable. D'ol un
travail préalable.



Exercice de compréhension de la formule

» Attention! Le magnétisme terrestre ne s'explique plus comme
cela depuis pres de 150 ans.

» Mais quantitativement le champ magnétique terrestre est
approximativement celui que produirait un aimant sphérique en
néodyme-fer-bore de 120 km de rayon, placé au centre de la terre
(rayon ~ 6400 km) et dont I'axe d'aimantation est aligné sur I'axe
de rotation de la terre (on confond les nord géographique et
magnétique).

» Montrer que ce modéle explique que le champ magnétique a
Nancy (latitude ~ 48° nord) est d'intensité 3.6 A/m (4.5 uT
micro-tesla) avec un angle ~ 66 ° par rapport a I'horizontal et est
dirigé vers le pole sud.



Correctiop

N

—

N - -

ke k, et k, sont les vecteurs de base suivant
o |'axe et radial ;

N\ Le cercle a pour rayon celui de la terre : R ;

0 est la latitude;
K Y« l'angle que fait le vecteur h avec |'horizon-

tale.

> La direction d’aimantation est d=k,: La position de Nancy est
R (cosO k- +sin 6 k;); le champ magnétique y est donc
3

- R’ m . e .2 1 -
h:W<SIn9COSG k,—l—(sm 9—§) kz)

De plus, la direction de I'horizontale est 7 = sin k., — cos 6 k; d'ol

2
sin? 0 cos2 0 + (sin2 60— %) =3.5815 A/m
h-7 sin’fcos —cosf (sin”6 — 1)

|h] \/sin20c0520—4—(sin20—%)2




Interaction entre un champ magnétique extérieur et un
aimant sphérique
> F)S est un champ magnétique extérieur; i.e. il est produit par
n'importe quelle source en dehors de I'aimant considéré ; de plus ce

champ est a laplacien nul dans toute la région de I'espace occupée
par I'aimant (c’est toujours le cas).

» Dans ces circonstances, la partie de la coénergie magnétique qui
traduit I'interaction entre ce champ et I'aimant est

W = o M d - h(0)

ou
4
M:m§WR3etu0:47rlO_7H/m

M est le moment magnétique de I'aimant; pg la perméabilité
magnétique du vide.



Commentaires sur la planche précédente 1/2

» Qu'est-ce que le IapIaC|en d'un champ de vecteur h? cest un
autre champ de vecteur Ah qui a pour expression : si
h= hy ke + hy k + h, k,

Ah = Ahy ke + Ahy k, + Db, k,

ol A¢ est le laplacien d'un champ scalaire ¢ (ici ¢ = hy, hy, h,
les composantes de h dans la base orthornormée (k. ky, k,)) et on
appelle champ scalaire une fonction de la position.

» Qu'est-ce que le laplacien d'un champ scalaire qb'? c'est un autre
champ scalaire A¢ qui a pour expression : si X = x k +vy k +z k
Po  Po %9

BO= 0o T a2y T2



Commentaires sur la planche précédente 2/2

» En quoi le fait d'étre un champ a laplacien nul est-il nécessaire ?
I3 il faut déja entrer dans les propriétés des champs a laplacien nul.
C'est un des sujets du cours de mathématiques.

» |l faut également savoir laquelle de ces propriétés est utilisée
pour affimer que la partie de la coénergie magnétique qui traduit
I'interaction entre ce champ et I'aimant est . ..

» C'est a dire qu'il faut savoir a priori ce qu'est la coénergie
magnétique. Le cours précédent a introduit la coénergie
magnétique comme cette énergie qui est une forme quadratique des
courants électriques. Mais ici il n'y a pas de courants électriques!

» Et de toute fagon le concept d’énergie n'a d’'intérét que si cette
énergie varie. Si la cause de variation est un mouvement, la
variation de |'énergie est le travail des forces qui correspondent a
ce mouvement.



Force qu'un champ magnétique extérieur géneére sur un
aimant sphérique

» Si le centre de I'aimant est a la position X dans |'espace, la
coénergie magnétique d'interaction est

W = o M d - hy(X)
» La force générée sur |'aimant est alors
f=VgW=0W ke+0,W k, + ;W k;

—

ou EX, Ey, k, forment une base orthonormée de I'espace et
X=xk,+yky +2zk;.

» Le couple généré sur I'aimant est
¥ = po M d x hs(X)

ou X signifie < produit vectoriel >.



Commentaire sur la planche précédente

» Le gradient d'une fonction W dépendant d'un vecteur X est
mtrodwt Si W est dlfferentlable par rapport a

X = x k +y k +z kz il est alors possible de contruire avec elle
le vecteur

6W()?) =0, W(x,y,z) ky + O,W(x,y,z) Ey +0,W(x,y, z) k,

qui est appelé le gradient de W en X. Ce vecteur permet d'écrire
le développement de Taylor de W en X a I'ordre 1 comme

W(x +0x,y + 0y, z40z) = W(x,y,z) +VW(X) - 6X + o(|6X])
—_———

=0

avechmo() 0 et 6X = Ox ky +5yk + 0z ky
e—=0 €
» On a écrit W(X) = W(x,y,z); c’est un abus de notation mais

il est légitime dés lors qu'on ne change pas de base pour écrire le
vecteur position en coordonnées.



Commentaire sur le commentaire précédent
» Les dérivées partielles d'une fonction

w R3 — R se notent O, W, o, W, 9, W
(X Y, Z) — W(X Y, Z)
Ce sont des fonctions W : R3 — R

(x,y,z) — 8XW(X,y,z)
définies par

w - W
OW(x,y,z) = lim (x+ey.2) (x.y,2)

e—0 €

(idem pour 8, W, 9, W)

» Lorsque les limites existent la fonction W est dite différentiable,
sa différentielle est I'application linéaire (en revenant aux notations
en vecteurs)

DW)X) : B3 — R
X — VW(X)-6X



Exercice

» Calculer la force qu'exercent |'un sur I'autre deux aimants
identiques (méme rayon, méme densité d’ almantat|on) de centres
Xl, X2 et directions d'aimantation d1 et d2 dans les
configurations :

Ldi=d=d X1=0X=xd;

2.di=d dr=-d X1 =0 Xo=xd;
3.di=do=d X1 =0, Xo=xd+ avecd*-d=0

4 dy=d do=—d X =0, Xo=xd" avec dt-d =0
5. dy=dy=d, X; =0, Xo = x (cos d +sinf d*)

De plus dans ce cas :

5.1 que remarque-t-on pour = 54°44'8" ?

5.2 donner les zones d'attraction et de répulsion pour des aimants
de moments magnétiques alignés.



Correction 1/2
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Correction 2/2
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Aimant tombant dans un tube de cuivre : observations

» Un aimant immobile au voisinage d'un tube de cuivre ne subit
aucune force notable

= le cuivre n'est pas un milieu dans lequel il y a du magnétisme
induit (contrairement au fer, nickel ou cobalt).

» Aprés un court transitoire, la chute d'un aimant placé a
I'intérieur d’'un tube de cuivre se fait a vitesse constante

= il existe une force d'interaction entre le cuivre et |'aimant en
mouvement qui compense la force de gravité.



Explication de |'observation : les lois

» La loi de Faraday affirme que la variation dans le temps d'un
champ magnétique h engendre un champ électrique € selon la loi

V x €= —pug dth

» La loi d'Ohm (locale) affirme que dans un conducteur électrique
homogene soumis a un champ électrique € circule un courant
électrique ftel que

f: o€
ol o (en S/m : Siemens par métre) est appelé la conductivité
électrique (c'est I'inverse de la résistivité électrique (en 2 m)); il
est caractéristique du milieu conducteur.

» La loi d Ampere affirme qu'un courant eIectnque de densité de
courantj engendre un champ magnétique h tel que

-

V x h=



Commentaires sur la planche précédente
> V x & est le rotationnel de &.
é’:eXEX—keyEy—l—ezEz:ﬁxé': (Oye, — 0zey)

+ (0zex — Oxez)
+ (Oxey — Oyex)

EETEY

> 8t/7 est la dérivée partielle du champ de vecteurs h par rapport
au temps. Ce qui indique que h n'est pas seulement une fonction
(vectorielle) des coordonnées d'espace x, y, z mais elle I'est encore
du temps t.

» |l serait tres fastidieux de toujours indiquer les variables qui sont
les arguments de h, € ou j_: lesquelles sont les composantes du
vecteur position X et du temps t.

Aussi utilise-t-on plus ou moins implicitement la notion de
variables dépendante et indépendante : h, € ou fsont des variables
dépendantes des variables indépendantes X et t.



Explication de I'observation : I'explication qualitative

» L'aimant se déplace dans un référentiel fixe et donc le champ
magnétique h qu'il produit est variable dans ce référentiel ;

» Avec la loi de Faraday, un champ électrique € est engendré par
ce déplacement ;

» L'aimant est a I'intérieur d'un tube de cuivre, donc conducteur
de I'électricité, par la loi d'Ohm le champ électrique correspond
alors a un courant électrique dans le tube dont la densité est j;

» Par la loi d’Ampeére le courant électrique engendre un champ
magnétique h;; ce champ magnétique génére une force sur
I'aimant (cf. planche 10);

Cette force s'avere étre dans le sens ol elle s'oppose au
mouvement ; c'est un avatar de la loi (qualitative) de Lenz
(explicitée plus loin).



L'explication quantitative mise en ceuvre

» L'explication quantitative de I'observation consiste a calculer a
partir des lois de Faraday, d'Ohm et d'Ampeére la vitesse constante
de I'aimant dans le tube.

» Elle suppose donc que ces lois soient comprises en profondeur.

» Et c'est de cela que la suite traite.



Le champ magnétique variable de |'aimant qui se déplace

> Si le centre de I'aimant est X(t) et que sa direction
d'aimantation est d (elle est supposée ne pas varier dans le temps)
alors le champ magnétique qu'il génére est pour |X — X(t)| > R :

v
m
5
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o
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Commentaires sur la planche précédente 1/2

» Une premiére question est de savoir faire ce genre de calculs.
Par exemple le calcul de

___JQE:zxuyiay—&mﬁﬂzzodﬂ—@wﬁﬂ

X (1)) - X(2)
dt X — )?(t)‘n+2




Commentaires sur la planche précédente 2/2

» Pour éviter d'écrire X — X(t) on a posé y = X — X(t). Cela ne
va pas plus loin qu'une simple écriture ! En particulier ce n'est pas
un changement de référentiel.

» En effet dans le référentiel R’ fixe par rapport de I'aimant, le
champ qu'il produit ne dépend pas du temps et la relation de
Maxwell-Faraday s'écrit V x & (ou € est le champ électrique dans
R’); ajoutée a la loi de Gauss sans sources V- & = 0 elle conduit
3 & = 0. Et donc pas de production de champ élctrique.

» |l y aura bien siir quand méme un courant électrique dans ce
référentiel parce que la lois d'Ohm ne s'y écrit plus j—i = o € mais
J=0 (e_’ + po X x /_7") ¢, b’ étant les densité de courant et
champ magnétique dans R'.

» Mais comme il s'agit de notions qui ont nécessité la relativité
restreinte pour devenir claires on conviendra de repousser leur
considérations. . .



Le champ électrique produit par le déplacement de I'aimant

» L'équation de Maxwell-Faraday Vxé= — o Otﬁ a pour
solution dans le domaine extérieur a I'aimant, soit |y| > R ou
toujours ¥ = X — X,

R3 m o (XXJ)+(>?~y)(ny)
3 3y)3 y1°

&=

» Cette solution n'est pas unique. Si on considére le gradient d'un
champ scalaire ﬁqb d'un champ scalaire ¢ quelconque alors :
puisque V x (ﬁw) = 0, une autre solution de Maxwell-Faraday est
&+ V.

» L'expression de € peut se trouver par intégration directe de
I'expression du rotationnel ; mais ce serait assez fastidieux. En fait
I'expression a été obtenue en introduisant le potentiel vecteur du
champ magnétique. Notion qui sera expliquée dans la lecon
suivante.



Le courant électrique champ électrique produit par le
déplacement de |'aimant dans un tube dans le cas ou la
direction d’'alimentation est dirigée suivant |'axe du tube et
ol la position du centre de I'aimant est sur cet axe

» Soit . . .

Yy = XxXketyk, +zk;
= r l?, +z Ez

avec

E, = cosf I?X +sinf Ey

Eg = —sinf EX + cos Ey

et donc

x=rcosf; y=rsinf

Le cylindre est donc tel que

R; < r< Ry

et I'aimant tel que

Vt+z22 <R




Dans ces circonstances. . .

> La position de I'aimant est X=_-7 Ez, sa vitesse est

X=-7k

R3 m po Zrz -
3 (r2 4 z2)5/2 o

» La loi d'Ohm s’applique dans le tube, elle s'écrit

» Le champ électrique est € =

R3mu002 rz
= 3 (r2+ 22)5/2

0 sinon

/?9 si R < r <Ry

soit, en utilisant le moment magnétique M (cf. planche 7)

—

oo MZ rz

JT»:{_] 9 siRi<r<Ry avec jy —

0 sinon 47 (r2 4 z2)5/2



La forme du courant dans le tube

f,ngg dr




Champ magnétique produit par la densité de courants f

» Le champ magnétique d’une spire circulaire de rayon r
parcourue par un courant i/ prend une forme simple sur 'axe k, et
a la position ¢ par rapport au plan de la spire (cf. lier cycle); c'est

- ir? N

hi(¢) = (NG ks

» En considérant donc que la densité de courant fest la
superposition de telles spires, donc a=r et i = jy dr dz, la
position relative de ces spires élémentaires par rapport au centre de
I'aimant est z. Et donc en sommant les contributions, le champ
magnétique sur |'axe est

2o _Juo./\/lZ Ry rz r
hi(C kz) = / dr/ dz (r2 1 22572 (2 + (C — 2)2)3/2



Coénergie magnétique et force sur I'aimant

» Le champ magnétique en ¢ = 0 qui correspond au centre de
['aimant est

. o uo M Z R rz r? .
hi(0) = / dr/ dz (2 + 22)52 (12 1 22)2)3/2 =0

La coénergie magnétique est donc (cf. planche 10) W =0

» Mais la force que le champ magnétique h; exerce sur I'aimant est

F=on (&) 2 (k)

en ¢=0

soit
- cupMZ 57 (1 1 50 (uoM)* Z (1 1
f=poM———— e\ m )= s | &
47 128 R3 512 R} R3



Comparaison avec |'expérience

» Avec les données (91 est la masse de I'aimant) :
m (kA/m) R (mm) R; (mm) R, (mm) o (kS/m) M (g)

0.8 6 4.5 55 59.6 8.1

et en supposant que la force f la force de pesanteur —9N g l?z le
mouvement de |'aimant est uniforme de vitesse

Z=33cm/s

Il faut donc un temps de 13 s pour que |'aimant fasse une chute de
44 cm dans le tube.

» Hélas le temps obtenu par |'expérience est de 6 s! La vitesse
correspondante est donc pres de 2 fois celle qui est estimée par ce
modele.



Explication des écarts entre expérience et modele

» Si on admet que la direction d'aimantation est dirigée suivant
I'axe du tube, il reste que tous les champs électrique et
magnétiques n'ont pas été considérés.

En effet le champ Fw; dépend du temps, il produit par
Maxwell-Faraday un champ électrique §&; (6 X & = — g 8#7,-); ce
champ & participe a la production d’un courant électrique ﬁ par la
loi d'Ohm (j, — 0 &); et ce courant j; _produit un champ
magnétique hj; par Maxwell-Ampére (V x hii =)

Les conséquences sont que :

» d'une part F),-,- agit sur I'aimant et modifie la force due a la
présence du tube conducteur;

> et d'autre part comme hj; dépend également du temps il
génére encore d'autres champs comme on I'a expliqué pour h;.

» De toute facon la direction d'aimantation a une dynamique plus
complexe que de rester sagement alignée sur |'axe.



Conclusion de la lecon

» La lecon a permis de mettre en ceuvre les relations de
Maxwell-Faraday, Maxwell-Ampére et la lois d’Ohm sur un exemple
concret.

» Cette mise en ceuvre s'est avérée un peu trop approximative
pour conduire a un résultat quantitativement acceptable (il I'est
qualitativement dans la mesure ol on obtient I'ordre de grandeur
de la vitesse de I'aimant dans le tube).

» |l est donc nécessaire de progresser dans la mise en ceuvre ces
lois. Et c'est I'objectif de la legon suivante qui procédera plutét
synthétiquement qu’'analytiquement comme dans cette lecon.



Exercice : les unités

» Donner les unités des : densité d'aimantation m = m vd,
moment magnétique M, champ magnétique h, perméabilité
magnétique du vide ug, champ électrique €, densité de courant j.

» Etablir des correspondances entre unités a partir des relations de
Maxwell-Ampere V x h = j, Maxwell-Faraday V x € = —pgq 0:h,
loi d'Ohm j =0 €.

» Relier les relations et loi précédentes aux relations donnant la
correspondance entre tension aux bornes et courant dans des
dipdles au sens du circuit circuit électrique (résistance, inducance,
capacité). Notamment lequel de ces dipdles est absent ici ?



Exercice : les opérateurs

» On utilise les opérateurs : dérivée partielle par rapport au temps
() ; gradient d'un champ scalaire ¢ (V) ; divergence d'un
champ de vecteurs & (6 - @) ; rotationnel d'un champ de vecteurs &
(Vtimes3).

Ecrire leurs expressions en coordonnées cartésiennes.

>V s'appelle le vecteur symbolique de dérivation de Hamilton. I
peut étre écrit dans une base othonormée (ky, ky, k,)

V =0y ky + 0, k, + 0, k,

Se rendre compte qu’appliquer les opérations vectorielles
algébriques produit scalaire de deux vecteurs 3 et b (3- E) et
produit vectoriel de ces vecteurs (3 x b) au cas ol un de ces
vecteurs est V et I'autre un champ de vecteurs conduit, mutatis
mutandis, aux expressions correctes de la divergence et du
rotationnel. Que se passe-t-il pour le gradient d'un champ scalaire?



