ENSEM

PRENOM :

Mécanique des Milieux Continus (MMC)

Sujet de janvier 2018 - 2h — aucun document autorisé
Vous pouvez utiliser au choix les notations indicielles, matricielles ou tensorielles.

Probleme #1 : Artere soumise a la pression sanguine ( /15)

On considére un segment de paroi artérielle cylindrique d’une longueur L soumise & une pression
interne de pression maximale pP. Les rayons internes et externes de cette paroi sont notés
respectivement R; et R,. On cherche a reproduire cet état mécanique en laboratoire, en imposant une
pression constante P par l'intermédiaire d’un fluide sous pression tout en fixant complétement
(=encastrement) les deux extrémités inférieure et supérieure du segment artériel. Dans tout le

probléme, on fera I'hypothése que les forces de volume et I'accélération sont négligées.
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1. Exprimer les conditions aux limites sur les surfaces intérieure et extérieure de l'échantillon. (/2)

2. Exprimer les conditions aux limites sur les surfaces inférieure et supérieure (encastrées). (/1)

3. On considére que sous l'application de la pression, dans le tiers central de I'échantillon, le champ de
déplacement est indépendant de z et on a par conséquent g(r, o, Z) =u, (r)er . Justifier cette

hypothése par des considérations physiques. (/1)
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4. Pour ce champ de déplacement, calculer le tenseur gradient de la transformation. (/2)

5. Les matériaux qui constituent les tissus biologiques sont essentiellement constitués d’eau, et par

conséquent trés peu compressibles. On fait donc I'hypothése qu’il n’y a aucune variation de volume

durant la transformation. Déterminer I'équation qui doit alors étre satisfaite par u, (r, Z). (/1)

5. On se place désormais dans le cadre de I'hypothése des petites perturbations, qui peut étre
considérée comme acceptable tant que la pression appliquée est petite. Calculer dans ce cas le tenseur

des déformations linéarisé. (/1)
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6. En général, a quelle condition peut-on appliquer la loi de Hooke ? (/1)

7. On considere que cette condition est remplie. Calculer le tenseur des contraintes de Cauchy. (/1)

8. En considérant I'équilibre du milieu, monter que le champ de déplacements doit satisfaire

du
I'équation différentielle r’u” +ru' —u =0 avec u' = dl’r (/2)
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9. Un champ de déplacement de la forme U, = Ar+B/r est solution de I"équation précédente. Ecrire

les conditions permettant de trouver les constantes A et B (sans faire les calculs)

/1)

10. Compléter les légendes suivantes, dans lesquelles il manque la quantité représentée et l'unité. (/2)

Choix possibles pour la quantité : U, ,U, ,U, , G,, , O,

Quantité :

Unité :

o

+1.173e+05
+0.000e+00
-8,333e+03

ODB: Job-1

hd
%’ X Step: Step-
Increment
z

Primary Wari

Deformed ¥

Oyo

6.14-5

ation Scale Factor: +7.517e+02

Mon lan 22 17:32:40

Quantité :

Unité :

+8.519e+05
+7.668e+03
+6.818e+05
+5.967e+05
+5.117e+03
+4.266e+05
+3.416e+03
+2.565e+05
+1.715e+035
+5.6452+04
+1.408e+03
-8.364e+04

-1.687e+05

ODE: Job-1.0db  Abaqus/S

Y
- X Step: Step-1
Increment

1: Step Time =

Primary Yar: 5, 533

Deformed Yar: U Deformation Seale Factor: +7.517e+02

page 5/10

B.14-5

1.000




Quantité :
e D
. Ve +3. -
Unité : +3.326e-03
+2,993e-03
+2.661e-03
+2.328e-03
+1.996e-03
+1.663e-03
+1.330e-03
+9.978e-04
+6.652e-04
+3.326e-04
+1.480e-30

=<

ODB: Job-1.0db  Abagul 6.14-5  Mon Jan 22 17:32:4 drid 2018

¥ Step: Step-1
Increment 1; Step Time

Z Primary Var: U, U1
Deformed var: U Deformation Scale Factor: +7.517e+02

Quantité :
uantte: 17 50051
o 79408
Unite : +5.2938-04
+3.970e-04
+2.647e-04
+1.323e-04
+8.731e-11
-1.323e-04
-2.647e-04
-3.970e-04
-5.293e-04
-6.616e-04
-7.940e-04

ODB: Job-1.0db  Abagus/ss g0.14-5  MonJan 22 17:3

Y
% Step: Step-1
Increrment 1: Step Time = 1.000

Primary War: U, Uz
Deformed War: U Deformation Scale Factor: +7.517e+02
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Probleme #2: Artére soumise a la pression sanguine et a une

circulation de fluide ( /5)

On maintient I'essai précédent, en faisant dorénavant circuler un fluide newtonien permettant de

mettre I'artere sous pression. On considére I'écoulement établi.

10. On considere que les champs de pression et de vitesse sont de la forme p = p(r, Z) et V=V, (r)ez
respectivement. A l'aide de I'équation de Navier-Stokes, écrire les équations différentielles qui

régissent le champ de pression p= p(r,z) et de vitesse yzvz(r)ez dans le tiers central de

I’échantillon. (/2)
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10. On consideére que le champ de vitesse a l'intérieur de ce fluide est de la forme suivante (écoulement

de Poiseuille en régime établi):

2
r
v(r.0,z,t)=v,(r)e, =V, [1——2]eZ
— ri —
Dans cette équation, on note I, le rayon interne du segment artériel dans le tiers central de

I’échantillon. Vérifier qu’un tel écoulement est incompressible, et que la vitesse du fluide est nulle en

contact avec la paroi artérielle. (/1)
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11. Calculer le tenseur taux de déformation correspondant a ce champ de vitesses (/1)

12. En considérant que le fluide est newtonien avec une viscosité p, déduire de la question qui précéde

la contrainte o qui s’exerce au niveau de la paroi interne de I'artére lors de I'écoulement. (/1)

Conclusion (pour info)

On vient globalement d’estimer les contraintes auxquelles sont soumises les cellules qui tapissent la
paroi interne d’une artére, qui s’écrivent sous la forme :

o, 0
[g] =0 o0 0
r 0 o

2z
ou les différentes composantes ont été calculées précédemment. Ceci peut permettre notamment de
mieux comprendre I'environnement dans lesquelles ces cellules évoluent, et donc de faire des
hypotheses sur les mécanismes qui ménent a la thrombose artérielle (obstruction de I'artere).
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Formulaire (coordonnées cylindriques)

En coordonnées cylindriques :

- divergence d'un champ de vecteurs
Div T_l@(rT) l@T +ﬂ
r or r og oz
- divergence d'un champ de tenseurs d'ordre 2 symétrique:
D_i\/T: ﬂ+la-r_“9+1('rrr )+aT e +
= or r ol r 0z
OTG 1 8ng 1 oT
— == (T, +T,)+—2 e, +
( or r 00 r( o+ Too) oz j—g
8T 1 6T29 1_|_Zr +% e,
ar r o8 r oz )—
- gradient d'un champ de scalaires
GradT—ge 16Te +ﬂe
or— roo2 oz
- gradient d'un champ de vecteurs
Grad T = aaT'e e, + 1 e ®e,
ﬂe ®e, + 1(£ T)e ®e, + Ty —e, e, +
or — oz — —
o, e, ®e, + 18Tze ®e, + aTZe ®e,
or— — rof— 0z

Loi de comportement pour un solide élastique linéaire isotrope :
o= J,Tr(g)l+ 2ue

Y Yo
E = E

Ity

Loi de comportement pour un fluide newtonien :

g=-pl+2ud

Equation de Navier-Stokes: (;\t/ p(% +grad(v) -\_/j =—grad (p)+ pAvV+ o)
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