Filtrage




= Filtrage-des-sighaux analogiques ——

Transformation de Laplace

La transformée de Fourier de s(?) qui a pour expression : S(f):js(t).e Tt
* est une transformation adaptée aux régimes harmoniques o2

* n’existe que si cette intégrale est convergente et que la fonction est
intégrable dans L.

Dans le cas contraire, on peut forcer cette intégrale en la modifiant a devenir
convergente en multipliant s(t) par e™° avec >0

G: est appelé rayon de convergence.

On définit alors la fréquence complexe ‘p’ telle que : p=c+j2xnf et w=2=f

Les signaux physiques satisfont le principe de causalite:

—>1ls ne peuvent pas exister avant la cause qui leur a donné naissance

—1ls commencent a un instant déterminé, souvent, on choisit cette instant comme origine
des temps x (t < 0) =0

On peut définir alors la Transformée de Laplace de x(t):

X(p):T x(t).e ~'dt




p Filtrage-des-sighaux analogiques—

= Transformation de Laplace

Lorsqu‘un signal est causal et a énergie finie, la transformée de Fourier et la transformeée
de Laplace coincident (en régime harmonique et permanent):

X(w)=TF(x(t)) si x(t<0)=0

La mod¢lisation d’un signal déterministe est rendue causale par I’échelon unite

d’Heaviside u(t) tel que :

Xe()=u(t).x(t)
u(t)=1 pour t>0
u(t)=0 pour t<0

La transformée de Fourier permet 1’¢tude des régimes harmoniques
La transformée de Laplace est une outil important dans 1’étude des régimes transitoires et
particulicrement pour 1’é¢tude de la réponse impulsionnelle des filtres.

Evaluer une fonction de Laplace en “p’ en remplagant ‘p’ par ‘jo’ correspond a
prendre sa reponse fréquentielle dite aussi « réponse harmonique »
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Pour une fonction s(t) tel que s(t)=0 pour t<0 alors:

Proprietes de'laTransformee de Laplace
\\ .

S(H=L(S(V)) p=iznt

Lincarite ax(t)+by(t) aX(p)+bY(p)
Homothétie X(at) ﬁX(g) avec aci
Translation X(t-7) . .)(( D )e‘fp
Dérivation d Cnl)t((t) p" X(p)—[ p”-lx(0)+i pnfi( d ;t).(_gt) )0+i|
Intégration jx(t)dt %X(p)
Transformée d’une x(t)de période T 1 = o
fonction périodique 1-e™ !. e ol
Convolution x(t)*y(t) X().Y(p)

x(£).y () X(p)*Y(p)




sii Tra ee de Laplace
moréme de la valeur initiale et de la valeur finale

x(0)=lim[p.X(p)]

P—> o0

x(e0)=lim[p.X(p)]

p—0

Exemples de transformees de Laplace :




—Filtrage ==
.
~Un filtre fréquentiel est un dispositif de traitement du signal destiné
a modifier le spectre d'un signal d'entree,

* SOIt en atténuant certaines zones du spectre
« soit en amplifiant sélectivement d'autres zones.

E(f) S(f)

Filtre
fréequentiel
H(f)

> a, 35 0=3 0,930 B a, pE(p)=3 b, p'S(p)

Le filtre linéaire et invariant par translation est defini par:

- sa réponse impulsionnelle h(t)
- ou sa fonction de transfert H(jw) transformée de Fourier en régime

harmonique
-ou de H(p) transformeée de Laplace de h(t) - études des régimes

transitoires



Filtre Lineaire = Systeme Lineaireetinvariant par translation
\\ —

/m n
sa, 8 0_5p 920 3 50 prE(p)=3b,p'S(p)

La réponse s(t) d’un tel filtre a un signal d’entrée e(t) est donnée par

Entemporel :  S(t) =e(t) *h(t) = fe(f)h(t —7)dr

En régime harmonique par : S(DZE(f).H_(f)
En régime harmonique et transitoire : S(p)=E(p).H(p)

Pour étre realisable un filtre analogique doit étre causal
=>»sa réponse impulsionnelle doit étre causale et réelle.
—> sa fonction de transfert est complexe et a symetrie hermitique :

2
h(t)=h+(t); H(-—w)=H {@)—>|H(®) =H(®)H (- o)
Le module de H(jw) doit veérifier la relation de Paley-Wiener

+j2°‘ln|H(a))”

T do <+ o

e 7




Filtrage :
g Mise eW

Soit n filtres caractérisés par leur réponse impulsionnelle 4,(2) et
leur fonction de transfert H,(p) en cascade, la réponse
impulsionnelle globale peut €tre fournie par :

h()=h1(0)*h2()*h3(2)..... *hn(t)

La fonction de transfert du systeme est souvent beaucoup plus

facile a calculer : :
H(p)=] [Hi(p)
i=1

Remarque : Cette formule ne peut s’appliquer que si la structure du filtre 1
ne produit aucune influence sur les filtres i-1 et i+1

—> si les impédances d’entrées des filtres (quadripdles) sont infinies et leurs
Impedances de sortie nulles




Filtrage fréquentiel —

P — Décomposttionen-elements'simples——
Z a,(p )I
H(p)=-"3 - ‘N’ est appelé ordre du systeme
> b;(p)
j=0

Tous les polyndmes a coefficients reels peuvent étre factorisés en un produit de
polyndmes du premier ordre (a racines réelles) et du deuxieme ordre (a racines
complexes conjuguées).

La fonction de transfert générale d’un systeme sous la forme dite ‘de Laplace’
se présente de la maniere suivante:

- 2 B
d, (P—P)(P—P)(P—P;)---(P—P,)

La fonction de transfert peut se mettre sous la forme:  H(p)=/H (p)‘ el argHi(p)
| [(p-2)

_|Con| o
L0 A} § ey B arg(H(p)=Y arg((p-29)-Y arg(( p-po)




Filtrage et Stabilite =
2L e — |
P

Un filtre est dit ‘stable’ si a tout signal d’entrée borné correspond un signal de
sortie lut méme borné

Un filtre étant un systeme convolutif , il en résulte que la stabilité sera assurée si la
réponse impulsionnelle du filtre est absolument intégrable c’est a dire si :

ﬁh (Hdt existe

Remarque : 11 existe d’autres critéres de stabilité : stabilit¢ asymptotique ou la
stabilit¢ au sens de Lyapounov....

La condition précédente peut étre remplacée par une autre portant sur les pbles de la
fonction de transfert.

Supposons que H (p) ne posséde que des pdles simples pl,p2,...pn

Si on décompose H(p) en éléments simples puis que I’on calcule h(t) on obtient une
expression de la forme:

8 3 : h t S D Byt
H(p):H p(jkﬁ Transformé Laplacemver&e ( )—éocke

Pour que la stabilité soit assureé il faut que tous les termes exponentiels soient décroissants
- les pdles doivent posséder une partie réelles négative ie 3, <O ( plan gauche du plan

complexe) { polyndme de Hurwitz) 10



Filtrage et Stabilité e

Un filtre est dit ‘stable’ si a tout signal d’entrée borné correspond un signal de

sortie lui méme borné ik
j h(tdt existe
0]

La condition précédente peut étre remplacée par une autre portant sur les p6les de la

fonction de transfert.
Supposons que H (p) ne possede que des pdles simples py,p,...p,
Si on décompose H(p) en éléments simples puis que 1’on calcule h(t) on obtient une

expression de la forme:

H(p) = ﬁpa—kﬂ Transformé Laplaceinver&e h(t) = H a, /it
= e k=1

Pour que la stabilité soit assure il faut que tous les termes exponentiels soient décroissants

- les poles doivent posséder une partie réelles négative ie 3,<0 ( plan gauche du
plan complexe) { polyndme de Hurwitz)

11



FonctW{lsfert d’un filtre —

L =y h(t) y(t) Z b. p H(p) est appelée fonction
X(p) H(p) Y(®) Y(p) de transfert du systéme
Réponse X (p) - =H(p)
: : P j Avec les ai et bi
: freqliije_ntlelle : Z <k coefficients constants et
X(jo) ({[0) Y(jw) n>aq

Toutes fonctions de transfert de filtres réalisables d’ordre n peuvent se mettre sous la forme:

H(p)=K, (P—2.)(P—2) - (P—Z3) > Leszisont les zéros de H(p)
(p P1 )(p pz) (p pn) > Les pi sont les poles de H(p)

La réponse en amplitude
Electronique Automatique
Ggs=20log|H(j o) G =log|H(jw)
est présentée en échelle logarithmique Log(f )

L’¢échelle des fréquences f=(

27r

La réponse en phase

p=arg(H(jo))

12
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Fonctwn d’un filtre

HeK, P=a)P-2,}{p-7)
- “(P—pu)(P—P2 ) (P—Pn)
Si les poles et les zéros sont réels

y

/

/V

- En régime harmonique, la fonction de transfert peut se mettre sous cette forme:

(1- j-2-)(1— j-2-) - (1— J—)
HOw)=K 1. -aa))z1 g CZZ)Z 1—- j-&©
i) Ja)pn)
avVeC  @p1<Wpr<@pn €1 Wpn<@,,<@,,<W,,
(1- j-2-)(1- j-@-)-- (1—1—)
Log|H(ja))|:Log K - a,, -a)22 -
(L 2 )l | ) (F | =)
pl p2 Ry
Log|H(jw)= LogK+ZL091— = ZLogl—J—
Z] =1 IOI

K est appelé gain statique (f=w=0)

13



Fonction de transfert d’un filtre =

. — Diagramme de-Bode o
(f 2 — ) (1—1—)
H(j w)=K —= “e2 =
- prn)

1

Log|H(jw)= LogK+ZLog

S L
V] |Z=l: -

Le diagramme de Bode = representation du module et de la phase de H(jw) en fonction de Logw

1— i@
JCO

pi

Le diagramme asymptotique:
Dans la bande passante: f —0 Log|H(jw)=LogK go(H(O)):O

On considere que pour les fréquences telles que: f<f,; ou f<f;

Log ~Log[1]=0

1— i@
JO)

pi

Dans la bande coupée: pour f>f;

1-j@

pi

Log ~L0og

jw—m LOg(wplj go(H(ja)pi)):%



Fonction de transfert d’un filtre o

. — Diagramme de-Bode s
Log|H(jw)= LogK+ZLog 1] ZLog L =

a)Zj pl

aveC @, 1<Wp.. <Wpn <O, <O,,.. <O

Zq

fel0,fn] =LogHGw)=LogK  ¢(H(O)k0

fe]fpl’pr] —Log|H(jw)=LogK— Log[a) j (”(H(jwp‘)):_%
pl

fe]forfo] :>L09|H(J“’)|:L09K_Log[a? j_Log(Cg)j
pl He

§0(H(jwpi)):_77

Etc...

15



Fonction de transfert d’un filtre e
. — Diagram Bode

Log|H(jw)= LogK+ZLog 1—j ZLog 1—]—
a)z ] p.
dvec Wp1<Wp3..<Wpn <Wy;<AWy,... <Ay,
LogH(w
g| (‘I )| Pente (0) Pente (-1/décade)
Lo g K Pente (+2 /décade)
Pente (-2 /décade) Pente (0)
Pente (+1 /décad
Pente (-1 /decade)
H(jow)) 4 , Lo a)'
_

2
==]T

16



Fonction de transfert d’un filtre
Diagram —

Pour le module de la fonction de transfert

—> la pente de 1’asymptote générée par un polynome simple au dénominateur (pdle) est
donc de -1 /décade ou —20dB/décade et le dephasage est de —m/2

—> la pente de 1’asymptote générée par un polynome simple au numérateur (zéros) est donc
de +1 /decade ou +20dB/decade et le déphasage est de +m/2

Bode Diagram

10 F

=20 F

Magnitude (dB)

=30 F

Phase (deq)

10 10" 10' 10° 107
Frequency (radssec)

17



Filtre-au-1°"ordret n=1 e

P —
q
2 _b.p’
Fonction de transfert : Ve =0 —H(p) avec g<1
= aj.p’
j—0
ler ordre Passe bas H(j )= K =1 K avec ro=L
En régime Harmonique : 1+J$0 @0 &
SN O ¢ S o}
H(jo)= 2—\/1( : avec ¢ arctga)o
\/p{a)) Hor
Wy
Pour le diagramme de Bode : G:ZOLog‘H(ja))‘=20LOg K

\/1+ aa))j
et go:—arctgw& :

0
18



Eiltre du 1°"ordre passe.bas: n=1 g
s — RODE" ;

G=20Log|H(jw)=20Log—~&

1+ j
Diagramme asymptotique \/ 2

La courbe admet une asymptote horizontale

Si  w<<w =
0 G~20LogK = d’ordonnée 20 Log K

Lorsque o >> o, 2 GzZOLogK—ZOLogw&
Pente

@, G1~20LogK —20Log“L
w7~ 10w, G2~20LogK- 20Log%a)l

—Pente en dB/décade= G2-Gl =G2-G1=-20Log10=-20dB/décade
Logl0w,—Logm,

19



Magnitude (d8)

Phase (deq)

FiHtre-du-1"ordre Passe'Bas; n=1
BODE

K=1 et mo=1rad/s et to=1s

Bode Diagram

A0 -

-0 -

_=0 -

_4s -

-9 =

107

10 10" 10 10
Freguency [(radfzec)

20



Réponse d’un ﬁltre du 1°F ordre a une entrée x(t) connue

1+j@ I+ Joto @y
Wy
Si I’entrée n’est pas en régime harmonique = étude du régime transitoire
H(p)=— — =B
1+pz,  X(p)

Réponse impulsionnelle: x(t)=> &(t) y (t)
-Soit résoudre 1’équation différentielle y(O)+70— y =KX(t)
Soit passer par la transformée inverse de Laplace

e 2 Y(p)= K
X0 =6t > X(p)=1 | Y=g~
T :
& K =
<:>p+a yt)=—e "™
/ TO
Equation de la tangente & I’ origine:
K K
Vtl=—— ¢
T T

21

K=1 et ®o=1rad/s et to=1s



Réponse d’un filtre du 1®" ordre a une entrée x(t) conn :

/Rémmelle: X(t)> u(t)=échelon

K K1o
(1+rop) P 1+top

xO-u0xE)-L | V"

- L 1 S
e <:>p—|——ocj y(t)=K(1-e ™)

095K _ . -
I )
g°°  K=1et wo=1rad/s et 1,=1s
i 31, =
Pente a ’origine : y'(O+):£ at=10 = 63% de ’échelon est atteint

- (C’est une méthode d’identification d’un ler ordre

22



0,95K

0,63K

Ampltude

K=1 et mo=1rad/s et t,=1is

I
Ll k=

T
i
(] = = =+ = =

a t=t0 = 63% de I’échelon est atteint
On note le temps de réeponse a 5% :  tr =-In(0,05)t, ~31,

23



Elltre du2M€ordrey:,n=2

Fonction de transfert d’un filtre de 2" ordre

2
2 bp
3 2
. = Hr) o+on. p+2.p
2 y, 2
X j Qo+au.p+ae.p
dj.p
j=0
b0 bl b2 Coefficients
Numérateur
b0 0 0 Passe Bas
0 0 b2 Passe Haut
0 bl 0 Passe Bande




Filtre passe bas de'second ordre ——
/' —

Toute fonction de transfert d’un filtre polynomial passe bas de second ordre
peut se mettre sous la forme:

0 est la pulsation propre

H(p)= K . .
2 & est le coefficient d’amortissement
p. P
428 ~+— : :
Wo M8 K le gain statique

On appelle Q coefficient de qualité tel que : Q=i

Décomposition en éléments simples de H(p) : Le denominateur est un

polyndme du second degre en p (jw) = en régime harmonique trois cas se
présentent selon le discriminant:

€ 4 4,
A_(oé coé_o)é(22 )
1. &>1-> 2 poles réels negatifs

2. &=1-> 1 pole double réel négatif

3. &<1 > 2 pobles complexes conjugués a partie reelle<0



CA=Aer]) Filtre-passe Das de second.ordre =

- 0] Transfert

1" cas : £E>1 régime apeériodique
Le dénominateur possede 2 racines réelles. La fonction de transfert est
alors décomposable en deux facteurs du premier ordre

S K i 1 1
H(p)—1+2 B B K1+z'1p'1+z'2p
=
En régime harmonique: H(jo)=K it T e 1

I+njo 1+ o 1+j_a)'1+j_a)

avec (olzcoo(ci— &2—1) et mzzmo(g?@jm

e B

Remarque : W,0,=m5 et pour ® =mwo @= :

26



Filtre passe bas de second ordre a poles réels

/ K=1 et mo=1rad/s et £=20

- ®l1= 0.025rad/s et ®2=40 rad/s

Bode Diagram

b ]

0k ]

B0 L _

Magnitude (dBE)

a0k _

=100 - —

_12|:| L1l Ll L1 il L1l bl

E— ——————————
_45_\ _
a0 - \ ]
135 F -
R T T R BT B B T B \E

10 10 10 10" 10 10 10°
Freguency (radfzec)

Phase (deq)

- Celarevient a la mise en cascade de 2 filtres du 1¢" ordre

27



Filtre passe bas de second ordre a poles compley

7 — —————congues e
| 2emecas: E<1 systeme a faible amortissement —regime oscillant
Le dénominateur possede 2 racines complexes conjugués.

A= (1) & g
A_(oé 0)8_0)8\(2 1)
p-Co f o1 £
. K
La fonction de transfert est: ‘H( Ja))‘ = = 5
@ , O
-
> =
P jo)=—artg —— 2
G



s de second ordre

cEe

H(p)|= K (p=—artg (o
®2 2 2002 1 m?

(1—6%) . 0%

Diagramme asymptotique
Si G~20LogK = La courbe admet une asymptote horizontale
(<<0o d’ordonnée 20 Log K

Asymptote oblique: Pente avec o, << w, et on pose ®, = 10w,

Cl@,)Gl@) 50 09— K _50L0g—K__— 20L0g100——40dB/ décade
Loga,—Logw, (1060_1) (a)_l)
Wy Wy

Généralisation : avec n=ordre du filtre




Filtre passe bas de second ordre

/ \\

H(j )= : K2
[1—?(;) +4E2

2E 2—1+[

a)Z
é

2
Q
o

dH®PE)_, @
ic ) — [(1-2’2) +4

En dehors de =0 la dérivée ne peut s’annuler que si

= 372
b
S 5

2 E";,Z—l—l—[

Donc la courbe ne présente de maximum que si 2 §2—1<O

@

o

J-

30



[tre passe basyde.second ordre

Les coordonnées du maximum sont telles que:

NG |
<—
g ° £\ _
€ o) :
2-40— §>\/§ -40dB /décade

1 T [0 T L W | Il [ I TS T IaT VT W 1 [ I 557 L Tl 1T | 1 O I T T LT I
T T TTTT

Phase (deq)
o
[}
I

-

(]

o
T

N
w0
o

-
o

Frequency (radisec)

31



Filtre DW

- Transfert

3¢me cas : E=1 Reégime critique
Les 2 racines sont confondues

...
1426 2 [ }

‘g | 1H—

(Mo

-2
10
Freguency (racdfzec)

32



Fitre-passe bas de second:ordre
R Réponse temporelle

Réponse impulsionnelle: x(t)=> &(t)

1. E>1 - 2 poles réels négatifs

= |_ <_1+ \/GT_l)fa’ot_ (‘1—\/67_1)50)0t
= 2\/52—1L - J

sssssssssssssss

2. =1 - 1 pole double réel négatif

h(t)=K apte *u(t)

3. £<1 - 2 poles complexes conjugués a partie réelle<0

sssssssssssssss




/. Filtre W

Réponse temporelle
Réponse indicielle: x(t)=> u(t)

1. E>1 - 2 poles réels négatifs

Amplitude

2. =1 -> 1 pOle double réel negatif

Amplitude

3. £<1 - 2 poles complexes conjugués a partie réelle<0

Ampltude




Filtre passe bas de second ordre —

/

/Rémmielle: X(t)=> u(t)=echelon X(t)=U(t)<T:L>X(p)= 1

e %O\)Ot

y()=K] 1 uo{cooL /1—&2—artg( 3 N
- g

y(®
: / \ -
t
™ Ta , \
Ta= Pseudo période TM= instant du ler max L€' depassement par rapport a K
Ta= 2T = &[4 g

- oE 2 PTRE



Filtre passe basde'second ordre ==

M m s =
Mdelle: X(t)=> u(t)=échelon

I y(t) /\
D /\ SR
/ \ /. X 7
\/ N2

K
tm est appelé temps de montée 0.9K

Pseudo période :

0.1K

/i

Ta

S
VS22 2 +—>
(Do\/l & == M B
Plus la bande passante B d’un filtre est faible (ie w, pour un passe bas) plus sa

réponse a un échelon converge lentement vers la valeur de 1’échelon 2 + tm, TM, Ta
sont grands



| ' asse bas: exemple

X = sin(2n50¢t) + sin(2mw600¢t)

X
o
—
f
..5""-'-?
..1:"";-
.-i"’dd-'?-

_2 | | 1 | 1 | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps en seconde
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Filtre W

X = sin(2n50¢t) + sin(27w600¢t)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 10 20 30 40 50 60 70 g0 90 100
Temps en seconde

Hypothese : la perturbation c’est la composante a 600 Hz
L’ objectif = la supprimer
Solution: Filtre passe bas

Filtre
Passe bas

38



X = sin(2m50t) + sin(2w600t)

Eiltre passebas: exemple
\\

Filtre
Passe bas

eeeeeeeeeeeeee

Caractéristiques du filtre Passe Bas
Fc =100Hz, 1'¢" ou 2¢™¢ ordre ?

/ ’

39



Elltre passe bas: exemple e
X = sin(2m50t) + sin(2w600t)
Caractéristiques du filtre Passe Bas Fc =100Hz, 1'¢" ou 2¢™¢ ordre ?

Magnitude Response [dB) Magnitude Response (dB)
T T T T

0

| OO O o0 i SO O TR OO A - B O L

20k

a0k Gt
—=TF:Dasign

Ak

Magnitude (dB)

E0k

Bt e b e et o i g e b e g e e

G [
Phase Response
o] T 3

of— B

] O O a8 B R e H
T S ; F S e el e s ;
OB e LT R

£ sl

= 4|

bbb [ ——TFDesign | i SR e e

A4}

T e e G e R
o

‘ ; ; : aizf

DAs| A : : ; —® TF Design | | . : ; ;i
L ] : ; : g a1b : | : ! ; ]
: : : Do - : : [—= TF Desian | T Dosin ||

Amplitude

Amplitute

i ;i i : s Lisssesessdscssssssnsee
i 3 0 15 o 2 Ell i i ridied ;

1 L 1
Samples 0 5 10 15 20 2 0 E3 40
Samples

1ierordre 2eme grdre
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Eiltre passebas: exemple e
\\
/

/

X = sin(2m50t) + sin(2w600t)
Caractéristiques du filtre Passe Bas Fc =100Hz, 1'¢" ou 2¢™¢ ordre ?

Magnitude Response [dB) Magnitude Response (dB)
T L) L T T

20k

a0k

Magnitude (dB)

—TF Design 40 k- ———TF Design :

Magnitude (dB)

Ak

E0k

i S B AN RS ) S T S T R S A
07 10 10" 0 10
Mormalized Frequency (xa radfsamnle) Mormalized Freguency (= radfsample)

Pole/Zero Plot Fole/Zero Plot
T T T T

Y] - . P B R T P MR, e e 06} ; :
[ ERRR AR ...... S AT — e s sy = 1 FUEUI NSRRI RSN | TN INUIIUO TSI DPSWIIEN 7 S S Ser

0z 02r

Imaginary Part
o
&
*

i
Imaginary Part
=]

&

T

i

02k

i R R ....... R TR ................... 04k !
T FEUS S S N N R, .0 TS, S J

0.8

: : e & TF Design: Zero i 081 : s < TF Design: Zer‘u i
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Elltre passe bas: exemple
/ bruiti(t ien, moyenne nulle et 6=0.5

X = sin(2#50¢t) + sin(27600t)

Caracteéristiques du filtre Passe Bas Fc =100Hz, 1" ou
2¢Me ordre ?

: Filtre )
| —Eeae
- Passe bas

0; | 11 \ | L : 05

x(t) et y(t)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.0 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07 0.08 0.09 0.1 -2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Temps en seconde 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Temps en seconde

1'er ordre 2¢me grdre -



Elltre passe bas: exemple
/ : bruiti(t ien, moyenne nulle et 6=0.,5
: X = sin(2m50t) + sin(2mw600t) + bruit!(t)
Caractéristiques du filtre Passe Bas Fc =100Hz, 1'¢" ou 2¢me

ordre ?
o ¢ Filtre
SRR ’)
Passe bas :
3
3 T T
ol J .
g inliil) \ Z , L |-
= |V L i N iy s : ‘ ‘
3 / E | /
‘tJ \ V // NI ‘ N < l‘ | ‘
2k ’ 4
-30 D,ID1 D,IDQ 0.103 U.lﬂd U.IDS U‘IDB D‘ID7 D.IDS D,IDQ 0.1 30 0.101 EI.IEIQ D.IDS U.IEIA U.IUS D.IIJE D.IEI7 EI.IEIB D_IUQ 0.1
Temps en seconde Temps en seconde
1'erordre 2¢me ordre
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s Gabarit des filtres —

v

En pratique, un filtre est defini par son gabarit.

Le gabarit d'un filtre est constitué des limites de tolérance pour
les différentes eléments du filtre:

v" La fréquence de coupure,

v’ L'atténuation dans la bande coupée, en dB,

v' L'ondulation dans la bande passante, en dB,

v" La largeur de la bande de transition, située entre la fréquence

de coupure et la zone atténuee,
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P Gamee/

X = sin(2m50t) + sin(2m600t) + bruit!(t)

On souhaite conserver la composante a 50 Hz dans son intégralité
et attenuer la composante a 600Hz de 40 dB

Passe bas

H ingp \
H.xec=-400B \ ----------------

Log 60 = L\og 600 J:og f

Bande Bande Soit -40dB / décade=>
passante COUReE Filtre passe bas du second

1 Décade ordre

N\

N<
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Filtres réels e
= e /,./
. — Normalisation fréeguences

Toutes les courbes d’affaiblissement d’un méme type de filtre peuvent étre

comparées en normalisant les frequences (ou pulsation ) en rapport a une fréquence

caracteristique fo (ou en pulsation ®o)

Pour un filtre passe-bas ou passe haut :

Qz2 et F=f—
o fo

Pour un filtre passe-bande :

o
Q=— aveC wo=,/@;,,
o

Pour un filtre réjecteur ( coupe bande) :

0,
Q=— aveC @o=+/W 0,

(Vo
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Gabarit du filtre




Les fonctions d*approximations Filtre de Butf?morfh/
/

Une infinité de fonctions de transfert peuvent satisfaire les conditions imposées par un
gabarit

Objectif : Trouver la fonction de transfert de plus faible degré qui entre dans un gabarit

- Filtre de Butterworth

Approximation du filtre de Butterworth : Filtre ‘maximally flat’

—> c’est un filtre trés proche de 1’asymptote horizontale (dans la bande passante)

n=ordre du filtre
X=]al w,

H(X)H(—X)=1+(_1§n X7

J(n 1+2k)7z.
Les péles sont : 0=1+(—1)"(X )Zn Xn,k:

Dans le cadre de la stabilité des systemes : seuls les pbles a parties reelles négatives
sont conserveés

H(X)=(X —X3.1)(X _%(3,2 )(X—=X33)

Exemple pour n=3
49



PolvnomedeChebychev P (x)=9R, [X+] 1= } avec X =

Les fonctions-d*approximations : Filtre de Chebxche/

Jo
a,

Les Polyndmes de Chebychev obéissent a la relation de récurrence:

n=0 "B =1

= e

n=2 P, (x)=2x °-1
n=3 P; (X)=4x °—-3x
n=4 P, (x)=8x “—8x *+1

Pra(X)=2XR (x)—Fa(x)
Autre représentation du polynéme:

cos(nArccos(x)) <1 si x<1
P, (x) =

ch(nArgch(x)) si x>1

Représentation graphique du polyndme de Fg)hebychev d’ordre 5
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Les fonctions-d’approximations < Filtre de Ch?bﬂhe/
/ :

Avec les polyndmes de Chebychev on peut définir un filtre de type polynomial dont la
réponse est ondulatoire dans la bande passante

2
Filtre de Chebychev | H (p)| =H(p)H (—p)=1+ 2 |::L>nz(Q)

¢ caractérise I’amplitude max des oscillations dans la bande passante

Dans la bande passante : - pour Q=w/®wo=0 = |H (p)| =1

- pour Q=1 > |H(p)| = 1 :
A=

Les poles sont : 1+£2P2(Q)=0

Les pbles de la fonction de transfert se trouvent sur une ellipse

Remarque : les filtres de Chebychev présentent un bon comportement dans la bande coupée
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}Sfonctions d’approximations “'Filtre de Bessel e

/

Les filtres de Bessel sont des filtres polynomiaux pour lesquels le critére d’optimisation est
la régularité du temps de propagation dans la bande passante dé
— Filtre a phase lineaire: la phase est une fonction linéaire de la fréquences 7, = ——~

Si les réponses montrent une atténuation faible en bande coupée , les transitoires
sont transmis dans de meilleures conditions

- absence d’oscillations

- temps de montée minimum

- temps d’établissement tres court

La fonction de Bessel : H(p)=e "= b ie”’—e‘p :Ch(p)—:}-—sh(p)
2 ' 2
Les développements de ch(p) et sh(p) :
ch(p)=ch(0)+L£sh(0)+-; ch(0)+ Sh(O) g; Zj -
pl p°
sh(p)= sh(0)+ ch(0)+ sh(0)+ ch(O) +

EEe



Les fonctions-d’approximations < Filtre de BeS§.el//

mmppe cth(p) : 5 4

P
Sh T 1 3
.

La division polynomiale par puissances croissantes de p et permet d’€crire cth(p)
sous forme de fraction en limitant le développement a I’ordre n

1 2
Exemple pourn=3 cth( p) = 1 ; 1 = S+6p % ch(p)

cth(p)=

= Lt 15p+p ship)
D -
g~ E
ch(p)+sh(p) Il n’existe pas de méthode
analytique pour déterminer 1’ordre
1 d’un polyndme de Bessel répondant
H(p)= aux parametres d’un gabarit. Il faut

15+15p +6p?+ p°
D P 7 le déterminer par approximations

successives a 1’aide de solveurs
numerigues.
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Magnitude (dB)

Phaze (deq)

Bode Diagram
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0
so b n=2
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-100 + r=4
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Magnitude (cB)
T
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Frequency (radisec)
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Bessel
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Exemple:

Remarque sur la

K K
H ( p ) P p2 = 1 p2
1+2§,p = 1+.p o
COO a)o Q a)o COO
I
Avec le facteur de qualité Q = % Q = ﬂ_ll_:;"

=0

Selon la valeur de Q, les filtres portent des noms différents

* & @

Q=0.707 filtre de Butterworth

Q=0577 filtre de Bessel

Q=0.863 filtre de Tchebycheff (ripple band 0.5 dB)
Q=1.128 filtre de Tchebycheff (ripple band 2 dB)
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Amplitude:

Amplitude

AN VAR A VA T A s LA A A T 4T AR e 38 A A AR et A AAA A LA A AR e 47 A
-

pour une ordre n= =5

Butterworth

Step Response

1.4 T T T T
1.2 F .
1 -
0.5 .
0.6 —
04k ]
02r —
o 1
o 2 4 5 10 12
Time [=ec)
Bessel Step Response
1.4 T T T T T T
121 4
n=2
n=3
n=4
n=6
n=5 i
n=;5
10

Time (zec)

Chebychev

Step Responsze

Amplitude

n=2
— =3
—n=d| |
— =6
—n=8| |

1 1 1 1
20 25 30 35 4n
Time [sec)



ntages elémentaires

- intégrateur

i) C

i() R
e_

e |

‘ve(t) e+

Synthese des filtres actifs S

Vs(t)

_Vs(p) _
I_I(p)_Ve(p)_ Rép

_Vs(p)_, 1
HP=Gep)~ AT R2Cj o+l

-Pente de -1 ou —20dB/décade pour toutes les
fréquences supérieures a fo=1/2rR2C
-Amplificateur

-Plus stable
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_ Montages &

I(t)

Synthese des filtres actifs _— e

tages a contre réaction simple

i(t) 1

—> |

Za

e_

Zb

+Vcc

‘ve(t) e+

+
'/‘/-Vcc

A

_Vs(p) _ zb
I_I(lo)_Ve(p)_ %a

Vs(t)

Montages a contre réaction multiple: structure de RAUCH

Y1

Y3

Y4

Y2

Y5

H(p):VS(p): Y1Y3
Ve(p) ™ Y5(YL+Y2+Y3+Y4)+Y3Y4
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C=C3=C4=1nF

Synthese des filtres actifs S

— Eﬁple:Filtre passe bande a contre réaction multiple

o (|;3 RS
|

R1+R2
R1.R2.R5

R1R2
> \/RS(R1+R2)

5 -2
A w —2§a)o—R5.C

> Vs(t)

H(p)=3(P) Y1Y3

“Ve(p)~ Y5(YLY2+Y3+Y4)+Y3Y4

vi=Ll. vo—Ll vy5—_1

R1 R2 R5
Y3=Y4=jCw
K2&P
H(p)= abpz
1+2§£+E

A® =2& ox= 2

R5.C
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Synthese des filtres actifs e
/Wde Sallen-Key

Elle nécessite peu de composants

Y1 Y3
Ve(t) ' ‘ K
va Vs(t)
H(p)=SP) __k Y1Y2

Ve(p)  YIY24Y2Y4+Y2Y3(1-K)+Y3Y4+Y1Y4



= Réalisation d’un filtre pa Butterworth : ordre du filtre ?

Passe bas

o

HminBP -3dB

HmaxBC '20d B

e o =
 [HGQY=HGQH( e ol

La frequence de coupure est de 5Khz

f(kHz)
5 13
Fp=1 Fa=2,6
Bande Bande
passante coupeée
Ga=20Log|Ha(j<?) =—10|09@+(Qa)2n) 9
n~2,4
Gp=20Log|H (i) =L0logi+(2p)"

On prendra n=3
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-> Réalisation d’un filtre passe bas de Butterworth : Fonction de transfert du filtre n=3

=5 i .
H (p) H (_p): - n=ordre du filtre=3
1+(=1)"(p)

1_|_(_1)n_(p)2”:() Recherche des polesde H (p)H *(p)

J(n_l+2k) > les poles

pn,k:e

Seuls les péles a partie réelle négative définissent H(p):

2—72- j7 4T7Z.
p3 1:e 3 p3,2:e = o 4_e

Fonction de transfert du filtre H(p):

_ 1 - 1
HP)= o p D (PP a(p—pes) (P+1) T p+ P2
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=> Réalisation d’un filtre passe bas de Butterworth : synthese du filtre e
/

o

(p)_ 1 En régime Harmonique :

(p+1) 1+p+p2

H(G2)= GO +1) L

- o) o)

- 1+ - +( J j
casc C3:|2C
R 1 | +Vce |‘

ve(t) ——— + R
. 2 K\
S . Vs(t)
C2=0,5C

0y= Rlc =27.5KHz R=10KQ Donc C =3.19nF on pose C1=aC, C2=pC, C3=yC
1

H(p) = aﬁy(RCp)3+,3(7/+20!)(RCp)2 _|_(a+2/8)(RCp) +1

Reéaliser des structures actives ou passives de filtres du ler et du 2nd ordre
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