Poincare
et
la théorie de I'espace
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Les livres philosophiques d’Henri Poincare

Des recueils d’articles publies dans des revudesophiques
professionnellesRevue de métaphysique et de mgralans des
revues de vulgarisatioRevue générale des sciences pures et
appliguéesRevue du mojd.'éclairage électrique..)
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Le probleme philosophique de I'espace :

1887 Sur les hypotheses fondamentales de la géomBtriletin de la SMFEF

1891 Les géométries non euclidiennBgvue génerale des sciences pures et
appliquées

1892 Correspondance sur les géométries non euclidieReasie générale des sciences
pures et appliquées.

1895 L’espace et la géométriBevue de métaphysique et de morale.
1897 Réponse a quelques critiguBgvue de métaphysique et de morale.
1898 On the Foundations of Geometiifhe Monist.

1899 Des fondements de la géometrie, a propos d’un livid.deussellRevue de
meétaphysique et de morale.

1900 Sur les principes de la géométrie. Réponse a M. RuRssllie de métaphysique
et de morale.

1902 Les fondements de la geometriGrundlagen der Geometrigar M. Hilbert,
Bulletin des sciences mathématiques

1903 L’espace et ses trois dimensions (article en deuxgsqflevue de métaphysique
et de morale.

1912 Pourquoi I'espace a trois dimensioR&evue de métaphysique et de morale.
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Deuxmoments de la reflexion de Poincaré sur la thetwiBespace

[lUne réflexion philosophique sur le statut des axasme la
geometrie

[JlUne theorie psycho-physio-logico-mathématique dgelzese
de la geomeétrie et de I'espace

Je me suis demandé gquel est le veritable carabsre
verités geometriques et en particulier du postutatu
d’Euclide. [...] J'ai recherché egalement a analyser

I'origine psychologique de la notion d’espace.
[Poincaré 1901Analyse de ses travaux
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Le conventionalisme geométrique de Poincaré

[ILes axiomes de la géométrie sont desventions

Notre choix, parmi toutes les conventions possjldsisguidé
par des faits expérimentaux ; mais il reste libr@’'est limité

gue par la nécessité d'éviter toute contradicti@oincaré 1902 —
La Science et I'hypothelse

[1L’etude de la géomeétrie n’est que I'etude d’'un g®(de
transformations).

[ILa géométrie euclidienne est la p@smmodeour rapporter
nos sensations et les phénomenes physiques :

Une géometrie ne peut pas étre plus vraie qu’utre aelle

peut seulement étre pluemmode[Poincaré 1902 La Science et
I'hypothesé
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Le contexte des premieres contributions de Poinmangobleme
de I'espace

Quel espace ?
1) L'espace intuitif habituel, c’est-a-dire la répentation de
I'espace telle que notre esprit le concoit.
2) L’espace physique dont les propriétés nous donhées par
I'expérience.
3) Les espaces abstraits, c’est-a-dire les comreptiplus
generales que nous pouvons deduire de [l'espacatifintu
ordinaire par abstraction ou generalisation. »

Enriques -Encyclopédie des Sciences Mathematiques

C’est la géometrie non-euclidienne, établie en8&5let 1830
par Gauss, Bolyai et Lobachevsky qui conduisit tiecalée
nouvelle et remarquable que l'espace physique puétre
different de limage que nous en fournit notre rdun
habituelle. »

Enriques -Encyclopédie des Sciences Mathematiques
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Federigo Enriques Emmanuel Kant Bernhard Riemann

Carl Friederich Gat

1800 Les espaces intuitif et physique sont quasimentfardncies. Cet espace est
a priori.
L’espace est une intuition pura priori, c'est-a-dire une condition de
I'expérience (Kant). La géométrie est la sciencecde espace. L'espace
mathématique n’existe pas.

1830 Emergence des géométries non-euclidiennes.
Apparition d’'une conception empirique de I'espabggique.
Réception faible tant dans les milieux mathémasgueeilleures dans les

milieux philosophiques (Le probleme de I'espace este question
essentiellement philosophique).
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1854 Conférence d’habilitation de Riemann.
L’espace physique (celui de notre experience) estgmté comme un cas
particulier de la notion plus générale d’espacehgraatique.
Conception empiriste (et méme pouvant tirer parfeess un certain
conventionalism) de I'espace physique.

1864 Publication diNachlassde Gauss.

1868 Travaux de Beltrami, Riemann, Klein et Helmholtzofteles euclidiens et
projectifs de la géomeétrie non-euclidienne). ‘Redg@rte’ des geomeétries
non-euclidiennes.

Distinction définitive du probleme mathematiqueletprobleme physique.
En France, le grand ‘passeur’ de ces travaux és$ Houel, traducteur des
travaux de Lobachevski, Bolyai, Beltrami, RiemahRkelmholtz.

Travaux de Helmholtz ; distinction des problemes$espace intuitif et de
I'espace physique.

Nicolai Lobatchevsky Janos Bolyai Eugenio Beltrami Hermann Helmholtz Jules Holel
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Une guestion mathematique : le probleme de Rienkimholtz

Trouver des proprietés qui sont verifiees aussh [par la
famille des mouvements euclidiens que par les d@auxles de
mouvements non-euclidiens et qui distinguent cas familles
de toutes les autres possibilités.

Lie — Theorie der Transformationengruppkh

Deux guestions philosophiques :

Quel est le statut des axiomes de la géometrie ?
[...] nous devons d’abord nous demander quelle esttiare des
axiomes géometrigues. Sont-ce des jugements synthsta
priori, comme disait Kant ? [...]Devons-nous doncauare que
les axiomes de la geométrie sont des vérites erpatales ?»
Poincaré +es Géometries non-euclidiennes

Si on n'admet pas le caractere a priori des axiaeda geométrie, pourquoi
la geométrie euclidienne a-t-elle un tel caracteégidence ?
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D’autres formulations de ces guestions et quelggesnses

On peut, avec lesléalistes admettre que l'espace se réduit a nos
perceptions, comme ayant seules une réalité. Onaomettre,

au contraire, avec legalistesque cet espace est une realité
propre existant en dehors et indépendamment de nos
perceptions. [Calinon 1893]

Le choix de ces propriétes [les axiomes de |la gégoghésta
priori arbitraire et soumis a la seule condition de ntofien de
contradictoire. Seulement, en vue de ['utilité o veut tirer
de la science abstraite, on s'efforce de les rappraautant que
possible des propriéetés que |I'on observe approxiamaent dans
les phénomenes reels. [Holel 1876]

-l

Paul Tannery Théodule Ribot
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Une géométrie générale et le critere de I'expéaenc

[...] composer une geomeétrie complete, exempte de tou
contradiction, mais renfermant encore un parametre
indeterminé. [Houlel 1876]

L'expérience nous conduit a admettre que [ce pdrejrest nul,
et comme d'ailleurs cette hypothese simplifie beapda
Géometrie, on a du adopter exclusivement pourdages réels
la Géomeétrie enseignee par Euclide, et qui a tosjmprésente
les phénomenes dans la limite des erreurs d'oligmrviHouel
1876]

La géometrie de Lobatchewsky differe essentielldrdertoutes
les théories dont nous avons parlé jusqu’a préSemt.objet est
de reconstituer entierement la science de I'esppiEs avoir
rejete la célebre proposition generalement connuéerance
sous le nom dpostulatund’Euclide, et y avoir substitué une
hypothese qui comprend celle d’Euclide, comme capifier.
[P. Tannery 1876]

Sciences & société -12 - Nancy — 4 octobre 2012



C’est elle [I’'expérience] qui fournit la matierealiesprit
s'assimile avant de formuler ses axiomes ou sestingges.
[Tannery 1876]

N’y a-t-il pas un criterium absolu qui doive nowermettre de le
discerner ? [Tannery 1876]

N’y a-t-il pas un pourquoi en raison duquel ce claxe
objectivable soit tel plutot que tel autre ? [TaynE876]

La géométrie, ainsi définie, [...] n'a plus aucbase
expérimentale; elle consiste simplement dans iegibn de la
methode dite géometrique a un groupe de formese@igu
surfaces) dont la premiere est soumise a cettatamnde
permettre |'application de cette méthode.

Comne nous le verrons plus loin, la geomeétrie ainsi @mase
est unescience plus generatpie la géométrie des anciens.
[Calinon 1889]
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La solution de Poincaré autant en rupture avethkEeses
kantiennes qu’avec les theses empiristes

‘Mais une difficulté subsiste, et elle est insy
montable. Si la géométrie élait une science expé-
rimentale, elle ne serait pas une science exacte,
elle serait soumise & une continuelle revision. Qug
dis-je ? elle serait des aujourd’ hui - convalncue“f-
‘d’erreur puisque nous savons quil n’existe pasd(g{fi
solide rlgoureusement invariable. :

Les axiomes géomélriques ne sont donc ni des
Jugements synthetzques ) nI’lOl‘l ni des fazts ezpén.
mentaux. i o

Ce sont des conventions; mnotre chmx, parmif
toutes les conventions possibles; est guidé parvde"i-

" Devons-nous donc conclure que les axiomes de  [faits expérimentaux ; mais il reste libre et n

la géométrie sont des vérités expérimentlales? ~limité que par la nécessité d’éviter toute contra;;;f_
" | | diction. C’est ainsi que les postulats peuvent rester

mgoureusement vrais,quand méme les lois expén::
mentales qui ont dg rminé leur adoption ne sont
.qu appronrnatwes |

— Ty SR TR AT PR S ey B |G g e T

Pour discuter cette opinion, nous devonsdabord
nous demander quelle est la nature des axiom
géométriques, - s

Sont-ce des Jugements synthéthues @ pma
comme disait Kant ? .

Ils s'imposeraient alors & nous avec une telle

force, que nous ne pourrions concevoir la prop
sition contralre, ni batir sur elle un édlﬁce th
rique, 1l ny aurait pas de géométrle non euc.
dienne, -

»”

LL..T_'E:mL-:1 R

Sciences & société -14 - Nancy — 4 octobre 2012



Sciences & société -15- Nancy — 4 octobre 2012



Sciences & société -16 - Nancy — 4 octobre 2012



Le contexte de la théorie (psycho-physiologiqguelPdmcaré

La psychologie expérimentale allemande (en paréicids theories
d’Helmholtz) et sa réception en Franéalot, La Revue philosophigue..)

La conviction gue la réponse au probleme philospmnde I'espace doit étre
cherchée du co6te de la physiologie (Tannery 1B&Géometrie imaginaire et
la notion d’espacke

Le débat intense autour du statut de la géométeieh@las, Calinon,
Tannery,...) entre empiristes et rationalistes

L'importance psychologique des mouvements (« sarscolaire » et des sens
dans la formation de 'idée d’espace : certains tes mouvements (des
solides et de notre corps donnent naissance goacegespace visuel, tactile et
moteur).

Les travaux sur la capacité de nos nerfs et de mstorit a combiner les
sensations.
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Les lois de compositions trouvees pour les coulpatsent
donc s'etablir en général pour les sensations gtilsles d'étre
combinees, et elles s'appliquent en particuliersamsations qui
engendrent la notion d'espace. [Tannery 1889]

Il existe un sens des formes de I'étendue, qu'arr@ib appeler
le sens geomeétrique, et qui n'est autre que leraamsulaire.
est servi par divers instruments plus ou moinsguarfil

emploie [...] des compas plus ou moins précisyaisées
parties mobiles du corps. [Delbceuf 1877]

L'état de conscience qui accompagne certains nomes
mouvement musculaire est I'origine de nos percegptie
longueur, hauteur, largeur, forme, position, dimtgtc'est-a-dire
de toutes les déterminations de I'espace. [Rib6®]18

Les sensations de mouvement offrent cette particiiiqu'a
chacune correspond celle du mouvement oppose. §fann
1889]
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L’enseignement et les theses de Ribot

Les mouvements comme une part importante de lpsyiehique
au méme titre que les sensations ou les idées.

Une psychologie de I'activité motrice : la psychggiblogie

Les mouvements volontaires sont accompagnés datssrss
musculaires qui peuvent étre localisées tres amat

Ce sens musculaire nous rend compte a chaquetidstda position de
notre corps dans son ensemble, de la positionveldés membres, du
tronc et de la téte.

L’état de conscience qui accompagne certains mibeles
mouvement musculaire est I'origine de nos perceptae
longueur, hauteur, largeur, position, directiomst‘a-dire de
toutes les déterminations de I'espace. [Ribot 18&8,
mouvements et leur importance psycholodique
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La sensation des mouvements dont on a l'intentsiay()

Une spécificité des sensations de mouvementsuildorrespond la
sensation du mouvement oppose (De la Rive)

La comparaison des sensations : une capacite itephient reconnue et
constituant la perception

Les propriétés de la sensation sont celles d’uaatte sui
generis offrant le caractere de la variation cairjDe la Rive
1889,Sur la genese de la notion d’esphce
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La genese psycho-logique de I'espace par Poincaré

Une genese en deux moments :
Un premier moment essentiellement psycho-physoplegi notre expérience
excite notre capacité innée a former des groupes.

L’ensemble des déplacements forme un groupe. [Bmnt898,
Des Fondements de la géomdtrie

Ce qui est I'objet de la géométrie, c’est I'etudenck groupe »

particulier ; mais le concept général de groupexiste dans

notre esprit au moins en puissance. Il s'imposeuws n non

comme une forme de notre sensibilité, mais comnesfarme

de notre entendement. [Poincaré 19G2Science et

I’hypothesé
Un second moment mathématique : la question duxctioigroupe et la
déduction des éléements de I'espace et de leurgiptép a partir de la seule
notion de groupe.
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Deux références : Helmholtz et Lie

Comme Lie, je crois que la notion plus ou moin®msTiente du groupe
continu est la seule base logigue de notre géaan€amme Helmholtz,
je crois que 'observation des mouvements des coijdes en est
I'origine psychologique. Mais je ne fais pas poellacdériver la
geometrie de I'expérience ; loin de la. Les expads sur les solides
n'ont été que I'occasion qui, parmi tous les graupentinus dont nous
aurions pu faire une géometrie, nous a fait chtesgroupe euclidien,
non comme le seul vrai, mais comme le plus comm@&iencaré 1901,
Analyse de ses travaux
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L’espace representatif (ou sensible)

Les sensations n’ont par elles-mémes aucun caeadeespatialite, ni de
direction.

L’espace representatif est le cadre dans lequed ramgeons et classons
gualitativement nos sensations

Voila donc la premiere catégorie [I'espace repriegdha
laquelle nos sensations sont rapportees. On pdarepresenter
comme composée d’'un grand nombre de systemes aim=aiu
independants les uns des autres. De plus, ellepewuset
seulement de comparer entre elles des sensatiangie
espece et non de les mesurer, de percevoir guansason est
plus grande qu’une autre sensation, mais qu’etldeasx fois

plus grande ou trois fois plus gran{fincaré 1898, Des
Fondements de la geométrie
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Ne pas confondre I'espace repréesentatif et 'esgaoanétrique.

Voyons donc comment nous pourrons nous éleveritie ce
categorie brute [...] a 'espace geométrique. [Paiida98,
DesFondements de la geométirie

NoOs représentations qui ne peuvent étre que desdsgiions de nos
sensations se rangent dans I'espace représentatif.

L’espace géometrique est la catégorie de I'enteedemvec laguelle nous
raisonnons spatialement :

Nous ne nous representons pas les corps extedansd’espace
geomeétrique, mais nous raisonnons sur ces corpsnec’ils

étaient situes dans I'espace géometri¢rgncaré 1902,a Science
et I'hypothesg
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Localiser un objet

Localiser un objetsela signifie simplement que nous nous
représentons les mouvements qu’il faut faire pdweiredre qu’il faut
faire pour atteindre cet objet ; et qu’on ne nogs @as que pour se
représenter ces mouvements, [...], la notion d’esfp@@metrique]
doit, [...], préexister.

Quand je dis gue nous nous représentons ces mooteneveux
seulement dire que nous nous représentons lesismssausculaires

qui les accompagnent et qui n’ont aucun caractéoengtrique, qui
par conséequent n'impliquent nullement la préexistethe la notion
d’espace [géometrigugPoincaré 1902,a Science et I'hypothése
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Les déeplacements

Changements extern@son-accompagneés de sensations
musculairesLhangements internégolontaires et accompagneés de
sensations musculaires)

Certains changements externes peuvent étre copagyam changement
Interne, ce sont ledéplacements.

Parmi les objets qui nous entourent, il y en anquis eprouvent
frequemment des déplacements susceptibles d'@secrrigés
par un mouvemerdorrélatif de notre propre corps, ce sont les
corps solides[Poincare 1902,a Science et I'nypothelse

Un étre qui ne pourrait pas se mouvoir serait inbapde faire
cette distinction. Un tel étre, par conséquenpaarait jamais
creer la géometrie, méme si ses sensations éta@rables et
méme si les objets qui I'entourent étaient mobf{lésincaré
1898,Des Fondements de la géomdtrie
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La classification des déplacements

Deux déplacements sont considéres comme identgjigsont corriges par
un méme changement interne.

Plusieurs changements externes qui n'ont en euxesné&®n de
commun peuvent étre corrigés par le méme changantemnte. Je les
rassemble dans la méme classe et les considereectamméme

déeplacement. [Poincaré 18I3es Fondements de la géoma@trie

De méme, des changements internes qui corrigenéfee changement
externe sont identifiés et qualifies aussi de digteent.
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Importance des conventions d’approximation

La classification n’est pas une donnee brute dgpéaence,
parce que la compensation [...] des deux changemamts,
Interne et l'autre externe, n’est jamais effectieatréalisée.
C’est donc une opération active de I'esprit quaess’insérer
les résultats bruts de I'expérience dans une fqnmaexistante,
dans une catégorie. Cette opération consiste &fidedeux
changements parce qu’il possede un caractere conghoela
malgré gu’ils ne le possedent pas exactement. Na@asite fait
méme que I'esprit ait 'occasion d’accomplir cedpgération est
due a I'expéerience, car I'experience seule pewtpprendre que
la compensation s’est approximativement produlReirjcarée
1898,Des Fondements de la géomdtrie
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Le groupe des déplacements

La classification nous amene en outre a reconnagemtité de
deux déplacements et il en résulte gu’un déeplacepert étre
repetedeux ou plusieurs fois. C’est cette circonstandge qu
iIntroduit le nombre et permet la mesure la ou rédgagpure
guantité. [Poincaré 189Bes Fondements de la géomdtrie

Possibilité de combiner les déplacements

[...] nous sommes libres de regardenisembleles deux
changements A suivi de B comme un seul changemehtles
mathématiciens expriment cela en disant geresemble des
deplacements forme un grou@il n’en était pas ainsi il n’y aurait
pas de geomeétrie » [Poincare 18P8s Fondements de la
geometri¢

Lois obtenues par un raisonnemarpgriori ? par experience ?

Nécessité de la compensation pour obtenir cettet loecessité qu’elle ne

Soit pas approximative. Donc, ni donnée par uroreiement priori, ni par

experience.

12



Des conventions multiples et variées

Les lois en question ne nous sont pas imposéda pature,
mais sont imposées par nous a la nature. Maisus les
Imposons a la nature, c’est parce gu’elle nous peda le faire.
Si elle offrait trop de résistance, nous cherchmeridans notre

arsenal une autre forme qui serait pour elle ptagptable.
[Poincaré 1898Des Fondements de la géomdtrie

Imposition a la nature des compensations et degln une opération active
de notre esprit au moyen d’éléments conventionnels.

Quand I'expérience nous apprend qu’un certain pimé&me ne
correspond pas du tout aux lois indiquées, notffatens de la liste
des déplacements. Quand elle nous apprend gu’taircehangement
ne leur obéit qu’approximativement, nous considgm@@mchangement
par une convention artificielle, comme la résukaaé deux autres
changements. Le premier composant est regarde camme
déplacement satisfaisant rigoureusement aux laisjdoviens de
parler, tandis que le second composant, qui esf esttregardé
comme une altération qualitative. [Poincaré 1898]
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Le choix du groupe
Un choix conventionnel guide par I'expérience

Une étude expérimentale des lois suivant lesqueieammposent les
deplacements.

Les déplacements se comportent comme un grouperd’6r(un
groupe dépendant de 6 parametres)

L’expéerience nous apprend seulement que les dapkus se
comportent a peu pres comme les substitutions gfonpe
d’ordre 6. Ce n’est donc pas lI'expérience qui rnfousnit la
notion de groupe. Cette notion préexiste ou plcdoqui préexiste
dans I'esprit c’est la puissance de former cett®no
L’experience n’est pour nous qu’une occasion d'egecette
puissance. Elle nous apprend que parmi tous legpgrosimples
gue nous pouvons former, c’est un certain groups’qoarte le

moins de I'observation. pPoincaré 1897Réponse a certaines critiques
(RMM)]
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Le choix du groupe (2)
Sous groupes rotatifs, faisceaux rotatifs, et

L’ensemble des déplacements qui conservent ainsysieme donneé
de sensations forme évidemment un sous-groupeausgepouvons
appeler sous-groupe rotatif. Telle est la conclugjiee nous tirons de
I'expérience. Il est inutile de faire ressortir dmen I'expéerience est
grossiere et combien d’autre part la conclusiompestise.
L’expérience ne peut donc pas nous imposer la asiwai, mais elle
suffit a nous la suggérer.

Toute rotation peut étre décomposee en trois auEppartenant
respectivement a trois faisceaux rotatifs donnes.

[...] avec ces propositions, nous sommes en mesufeé. limiter
notre choix a un choix entre la géometrie d’Euglietecelles de

Lobatchewsky ou de Riemar|Roincaré 1898Des Fondements de la
geomeétri¢
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Un usage intensif des théories de Lie et de saitizgion des groupes de
transformation d&®? qui admettent un unique invariant significatif entr

deux points.

1. p,q,r, Xq-yp, yr—2zq, zp — Xr

2. P, q,r,Xq—-yp, yr—zq, zp + xr

3. p+xU,qg+yU,r+zU, xq-yp, yr—zq, ZprF X

4, p-xU,qg-vyU, r—zU, xq-yp, yr —zq, zp — X

5. p—xU,qg-vyU, r+zU, xq—-yp, yr + zq, zpH X

6. P, g Xp+yq+cr,yp—xq+ 3 - y?)p+ 2xyq+ Aex - y),
2xyp+ (y? =g + Ax + cy)

7. P, 0 xp+yg+r,yp—xdxX® - y?) p + 2xyq + 2xr, 2xyp + (y* = x*)q + 2yr

8. p,q,Xq+r,yg+crx’p + 2xr, y°p + 2cxr  (c # o)

9. p,q, Xq +r,X°q + 2xr, xp+yg+cr, X°p + 2xyq + Ay + cx)r

10. p — yr, q + XI, I, Xq, Xp — yq, Yp
11. p, g, I, Xp + yr, 2xp + yox°p + Xyq + % y4r (U = xp+yq+zr) [Lie 1893]
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Le choix du groupe euclidien
Une derniere propriété nous guide vers le groupbdceen :

Pour aller plus loin, nous avons besoin d’'une nbeEoposition
qui prenne la place du postulatum des parallelegrbposition
qui en tiendra lieu sera 'affirmation de I'existend’'un sous-
groupe invariant dont tous les déplacements sdrargeables et
gui forme de toutes les translations. C’'est lawealgtermine
notre choix en faveur de la géometrie d’Euclidecpajue le
groupe qui correspond a la géométrie de Lobatchewsk

contient pas un tel sous-groupe invarianRoncaré 1898Des
Fondements de la geométrie

Le choix du groupe (de la géomeétrie) s’effectu@wnliant les proprietés
formelles (c’est-a-dire les proprietés communes&alasse de groupes
Isomorphes) du groupe des deplacements sans suppéakablement un
guelconque espace géometrique
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L’espace géomeétrique et ses propriétes

Les eléments geométriques proviennent de I'etude gucture du groupe
des déeplacements :

Les sous-groupes rotatifs sont a I'origine de laomode point
Les faisceaux rotatifs sont a I'origine de la notda® droites

La donnée de I'espace geométrique commdiplicité numériqguan’est pas
une nécessite.

Nous devons la théorie que je viens d’esquissezlmhbltz et a
Lie. Je ne differe d’eux que sur un point ; [...] Gamje l'ai
expliqué plus haut, nous devons distinguer dargrompe la forme
et la matiere. Pour Helmholtz et Lie la matieregdoupe existait
avant la forme et en geomeétrie la matiere est une
Zahlenmannigfaltigkeid trois dimensiond.e nombre de
dimensions est donc posé antérieurement au grdma. moi, au
contraire la forme existe avant la matiere. [Pai@ds8898 Des
Fondements de la geométirie
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La dimension de I'espace géométrique

La dimension de I'espace géométrique est convamgid:

- 3 categories de sous-groupes : les sous-groupesadions (d’ordre 3),
les vissages (d’ordre 2) et les faisceaux rotédifsrdre 1)

- Selon que I'on considere I'opération (par automopies intérieurs) du
groupe des déplacements sur ces groupes, I'espdaggdometrie sera de
dimension 3, 4 ou 5.

Ce sont la trois solutions dont chacune est pasfogiguement.
Nous preférons la premiere parce gu’elle est la pinple et elle
est la plus simple parce qu’elle est celle qui @oaiespace le
nombre le plus petit de dimensions. Mais il y a aa&e raison qui
recommande ce choix ; le sous-groupe rotatif atteeord notre
attention parce gu’il conserve certaines sensatlamsous-groupe
hélicoidal ne nous est connu que plus tard etentBment. Le
faisceau rotatif d’autre n’est lui-méme gu’un sgusupe du sous-
groupe rotatif[Poincaré 1898Des Fondements de la géomdtrie
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Une tentative de reconstruction de la discussioRalecarée

Le groupe affine euclidien G peut étre défini comenproduit semi-direct
R3 x, 0(3) o« est I'action canonique d&(3) surR3. Un élément de G
est donc décrit comme un coule f),v € R3, f € 0(3) , la loi du groupe
s’écrivant :

W, fw,g) = (fw+v,fg).

Soit g, un sous-groupe de rotations autour d’un pairious pouvons
définir g, :

$0g, = {¢=1( f)/fO0A3)v=w- fw].
Un elément dey, est donc défini par la donnéefd€haque sous-groupg
de rotations autour d’'un point est isomorph&(3). g, est donc défini par la
donnée dev et 'ensemble deg,est donc de dimension 3.
Soityy = (u, g) un élément de G. On a:

woyw™ = (u+ gw - gfg™(u + gw), gfg™).

L'action de G sur les sous-groupes de rotationsuaiut’un point est

analogue a I'action canonique de G Bir L'espace est donc de dimension
3.
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Soit g, un sous-groupe de vissages autour d’'un axe dewedirecteumw et
passant par. Nous pouvons définig, :

$0g, = {g=(v-~fv+aw, f)/f O0O3) w= fw, 4 0R}.
Un elément dey, est défini par la donnée flet del 1. Comme les élements
de Q(3) qui vérifie la conditiorw = f(w) constitue un groupe isomorphe a
O(2), g, est un groupe d’ordre 2.
L’ensemble deg, peut étre décrit comme I'ensemble quotightx R%/0
ou O est la relation d’équivalence :
(v, w) O (v, w)sietseulement—Vv = swelw = pwu OR, p OR.
L’ensemble des sous-groupes de vissages est dasionet.
Soity = (u,g). On a:

wpyp™ = (u+ gv - gfg™(u + gv) + Agw, gfg™)

Cette action est eévidemment compatible avec laioala’equivalenceR et

on obtient I'action de G sur I'ensemble des dro@ffisies deR>. La
dimension de I'espace est donc 4.
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Soit g, un sous-groupe de rotations autour d'un axe gEtomw et passant
parv. Nous pouvons définig,

$0g, = {g=(v-1»fv, f)/f 0O3) w = fwj.
Un élément dey, est défini par la donnée fiePour les mémes raisons que
dans le cas précédent, est un groupe d'ordre 1 isomorph&a).
L’ensemble deg, peut étre décrit comm®(R) x R°® et est de dimension
5. Soityy = (u, g).Ona:

wow™* = (u+ gv- gfg™(u + gv) gfg™).

Sur la composante’(R ), I'action de G est identique a celle G8) vu

comme un sous-groupe du groupe projectif et scofaposante eR?,
I'action de G est I'action canonique. La dimensienl’espace est alors 5.
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En résumé,
En 1898, I'idee centrale est celle de groupe destfaaimations.
Un groupe de transformations opere sur un espcend/matierg

Poincaré insiste pour signaler que I'originalitésdethéorie réside dans le
fait qu’il accorde, au contraire de ses predecass&upriorité au groupe.

L’espace est tellement secondaire par rapport@aupgrque la dimension de
I'espace est conventionnelle.

Nous échappons aussi de cette facon a une objegtiansouvent éteé faite a
Helmholtz et a Lie : « Mais votre groupe, objecteqjoresuppose lI'espace ;
pour le construire vous étes obligés d’admettreamtinu a trois
dimensions. » [...]

[...] C’est seulement par I'introduction du groupéilgwen ont
fait une grandeur mesurable, c’est-a-dire un Videtaspace.
Cependant I'origine de ce continu non mesurabteia t

dimensions reste imparfaitement expliqueeincaré 1898, Des
Fondements de la geometrie]
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Mais,

Poincaré [1903] admet I'existence d’continuumamorphe concu comme
un fond commun a toutes les géometries et qui fitine sorte de cadre a
la genese de la geomeétrie et de I'espace géometriqu

Analysis situss géometrie qualitativet(générale)
Révision partielle de sa théorie précedente (1898).
Il ne s’agit en aucun cas de fonder la géometmeaisa intuition du continu.

L’espace euclidien n’est pas une forme imposeédia isensibilité,
puisque nous pouvons imaginer I'espace non-eualidmeais les
deux espaces euclidien et non-euclidien ont un émmimun, c’est
cecontinuumamorphe dont je parlais au debut ; de ce continuum
Nnous pouvons tirer soit I'espace euclidien, sespace
lobatchewskien, [...] [Poincaré 1906.a Valeur de la scienge
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Analysis Situs

Et alors une question se pose coatinuumamorphe, que notre
Analyse a laissé subsister, n'est-il pas une famp®msée a notre
sensibilité ? Nous aurions élargi la prison dagsddle cette

sensibilité est enfermée, mais ce serait toujonespuison. »
[Poincaré 1906,.a Valeur de la scienge

De tous les théoremes dAiialysis Situsle plus important est
celui que I'on exprime en disant que I'espace & Wonensions.
C’est de celui-la que nous allons nous occupearpes poserons
la question en ces termes : quand nous disonsagacte a trois

dimensions, qu’est-ce que nous voulons difoiicaré 1906.a
Valeur de la scienge
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L’espace géometrigue n’est pas une forme imposémule sensibilité mais
le continuumamorphe de Analysissitus ?

Les mémes questions qui se posaient a propos daswie la
geomeétrie euclidienne, se posent de nouveau a B
théoremes deAnalysis SitusPeuvent-ils étre obtenus par un
raisonnement deductif ? Sont-ce des conventiongisi&es ?
Sont-ce des verites expérimentales ? Sont-ilsdescteres d'une

forme imposée soit a notre sensibilite, soit asmetrtendement ?
[Poincaré 1905]

Que voulons nous dire guand nous disons gu’un @nti
mathématique ou un continu physique a deux ou ¢thmgnsions
? [Poincaré 1905]

La notion de coupure pour les continus physiques.

On remarquera gue toutes ces definitions sont otest en partant
uniquement de ce fait tres simple, que deux enssmbl
d'impressions, tantot peuvent étre discernes, tangt@euvent pas
I'étre. [Poincaré 1905]
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La dimension des continus physiques

Un continu physique est dit a une dimension s'itgaEre divisé par un
certain nombre d’éléments indiscernables. Un camimysique a deux
dimensions est un continu divisé par une ou plusieaupures a une
dimension. Etc.

Le continu physique du groupe des déplacementeedimensions 6. Mais
c’est insuffisant pour conclure et Poincaré propase amelioration de sa
théorie.

Poincaré montre que lI'espace attaché a notre setmdher, I'espace tactile
est un continu physique a trois dimensions.

Comme les impressions tactiles ne sont pas alt@ardes sensations
musculaires, nous sommes guidés par I'expériensel'@ude des groupes
de transformations des espaces a trois dimensions.

L’expéerience ne prouve pas que l'espace a troigdgions ; elle nous
prouve gu’il est commode de lui en attribuer trpigrce que c’est ainsi que
le nombre des coups de pouce est réduit au mininRamcaré 1905]
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e choix des conventions

Justifié selon les cas par des considérations dranwdenent a notre
expeérience, soit par des raisons de commoditegoeabu mathematique.

Doit ouvrir un espace de possibilité d’actionsnpaesquelles celles de
donner des significations, de définir de nouvedijgts.

Lié a des capacités de notre esprit.

Une convention n’est pas imposée. Nous sommesrsenteguidés vers elle
par I'expérience.
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