|es Systemes
linealres et
Invariants

par translation



Un systeme dynamique est un ensemble d’éléments destinés a

remplir une fonction physique
Perturbations pj(t)

—

_/

X(t)

x(t)eX

Systeme S

y(t)

*X(t) contient les variables xi(t) d’entrees

y(H)eY

* Les perturbations p;(t) peuvent agir sur le systeme ou sur les

signaux

*y(t) peut contenir plusieurs variables y;(t) de sorties
- X et Y sont les ensembles des valeurs d’entrées et sorties

Propriéeté = Causalité : Un systeme est causal si sa sortie y(t) a un
Instant t, ne depend que des valeurs de son entrée x(t)pour ¢ <z,
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Entrée X(t) Systéme
Agissant sur I’entrée

Sortie y(t)

Un systeme S est dit linéaire et invariant par translation (SLIT),

s’il possede les propriéetés suivantes:

e Linéarité ( sous conditions initiales identiques)

si S:x(t) =2 y(t) alors S: kx(t) = ky(t)

ousi S:x,(t) 2y (t) etS:x,(t) =2 y,(t)

alors S: axy (0)+ () > ays(t) + Aya(t)
Cette propriété a pour consequence le principe de superposition

* Invariance par translation,

Soit I’opérateur de translation Zz de X =2 X tel que

Zt (X(t))=x(t-7) alorsa Zz (x(t)) = Zz (y(t))=y(t-7)
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Entrée x(t) Systéme Sortie y(t)
Agissant sur I’entrée

e|nvariance

X(t-ty) — Sy:(te)me — y(tty)
X

Un systeme a temps invariant a un modele identigue a tout instant (un
retard t ne change pas la lo1 du modele)

Pour un systeme invariant, I’origine des coordonnées est sans
Importance vis-a-vis des proprietés du systeme




Entrée x(t) Systéme Sortie y(t)
Agissant sur I’entrée

Exemples :
 y(D)=A. x(t) avec A=cste pour x<Xmax
y(t)= AX., pour x>Xmax
Une saturation et/ou un hysterésis entrainent la non linearite

d’un systeme dans I’intervalle [ Xmax,oo[ ‘ V

Xmax X

 L’invariance par translation signifie que la relation d’entrée-sortie
n’est pas modifiee dans le temps

Par exemple : Les systemes ne sont plus invariants dans le temps
quand les caracteristigues des composants se modifient avec leur
vieillissement



Définition 1.:

On appelle modele d’un systeme (ou d’un processus) la loi qui relie

I’entrée (cause) a la sortie (effet)

Deéfinition 2:

On distingue deux régimes dans le comportement des systemes:

* Lerégime permanent ou établi caractériseé par la réponse stabilisée
du systeme a une entree quelconque

* Le réegime transitoire caractérise par |’évolution de la réeponse
avant que le regime permanent ne soit atteint.

* Le régime statique est le régime permanent dans le cas ou I’entréee
est une constante

Ce cours traite des systemes causaux, linéaires et invariant : les
S.L.I.T.. Les systemes étudies sont continus, leurs signaux d’entrée et
de sortie sont continus

La relation qui lie leur entrée et leur sortie est une equation
différentielle linéaire a coefficients constants



Courant fonction du temps — démarrage d'un luminaire

1.5 -
) |
. 1 | 4
Illustration des *
quatre étapesa s ;
la mise sous z
tension d'un E 0
luminaire a .
LED 1 Va .
R 3
'1'-%_5 15 2

0 0.5 1
Etape 1 : Charge du circuit d'alimentdtior)
Etape 2 : Déemarrage du convertisseur,
Etape 3 : Alimentation du module LED,
Etape 4 : Régime permanent

2.5



Theoreme : Sile systeme S est causal, linéaire et invariant par
translation SLIT, il est dit “lisse’, il satisfait une équation
différentielle a coefficients constants

Donc les SLIT d’entrée x et de sortie y peuvent s’écrire sous la forme :

dzy d"y d x d*x dx
=Dy X+0, —+b,.—+...+ b —
t " dt? " dt" dt dt’ dt”

a, y(t)+ai

Remarqgue :En électronique les systemes sont plutot définis sous
forme de relation d’entrees- sorties donc de type transfert

En automatique, x et y peuvent étre des variables internes :
(variables d’états)



En appliquant la regle du calcul symboligue : dx — pX

Le calcul symbolique: les formules mathematiques t|oeuvent étre
combinées par des opérateurs (algébrigues, analytiques),
eventuellement simplifiés. Cela implique la conservation de toutes les
propriétées dans chacune des écritures (Isomorphisme)

Hypothese de travail : réegime permanent et mémes conditions initiales

L’équation differentielle : - -
Q.Y+, y+a, y+..+a,.y =by.x+b X+b, X+..+b; X

Devient en calcul symbolique une fonction algébrique :
a,Y +a,pY +a,.p%Y +..+a_.p"Y =b,.X +b, pX +b,.p*X +...+bq.p9qx



g .
|
Y z bi ) p H( ,
. p) est appelée
— = |n:0 — H ( p ) fonction de transfert du systeme
" Yap
i-P
j=0

A gquoi correspond cette fonction de transfert ?
Comment interpréter ces effets ?77?
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Exemple : (VN ('(t)—Cd (x(®)-y(1)
9
X<t>| R ‘ \ L(t) Y()=R.i()

Equation différentielle du systéme :

RC dggt)+y(t) RC dx(t)

SI X(t)=cste alors y(t)=y, + ke RC

Contre exemple si la valeur de la résistance R évolue au cours du
temps le systeme n’est plus un SLIT 1



Exemple 1

E F 4
(T —
I. (f) - - -
(£ uAL) uAL)
(V)
b e

en dérivant par rapport a t et en divisant par L, I'équation en intensité :

or
i CDS[QE + g]

i)+ %z" )+ ;—C.t'(f) _ 2

sin £ =

W+, +1d

=i

E+R.t+—

it

équation par rapport a la charge instantanée ¢ du condensateur, en rappelant que

() + hi )+ 1 )= £cosﬁf
7 Lg ch L

I'équation par rapport a la d.d.p. aux bornes du condensateurs..(x)

" R r
b (E) + L—uc(i) +

1
L

) I Q)
14 = —0C0s
c o

_[.tr:i’f = U cosClf

)= 4'(t)

, en rappelant que () = g(f)
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Exemple 2

—

Amortisseur F +Rn+Fr+Fd+a=f‘H“r’

LLLLL

En projetant I'équation vectorielle sur la direction e, et en utilisant les notations habituelles (k, , position
d'équilibre O et ), on obtient I'équation différentielle décrivant les oscillations de m :

'
x4 E.:r:'+ “x =" cosQf 13

FH it FH




Réponse Impulsionnelle
Convolution

et

Fonction de transfert



Dans la facon usuelle de definir une intégrale (par exemple
I'intégrale de Lebesgue), si f est une fonction telle que :

f(x)=0 Vvx=0 alors If(x)dx:o

Or la modelisation de sources ponctuelles (densite de
charges électrigues, de masse...) necessite un formalisme
tel que:

Soit une fonction qui vaut 0 en tout point x #0

+00

| s(x)dx=1avec 5(x)=0 vx=0

En geneéralisant la notion de fonction cet objet existe:
Fonctions genéralisées ou distributions



La fonction de Dirac o est un elargissement du concept des

fonctions en mathématigue c’est une distribution ( L. Schwartz).

Elle a été inventée pour I’analyse de source ponctuelle ( charges
electriques, masse....)

La distribution o¢t) peut étre consideree comme la limite d’une
Impulsion de durée At et de hauteur 1/4t lorsque At=> 0
La distribution ot ) est utilisée pour localiser la valeur d'une

fonction f

Si f(t) est une fonction continue on a : < f(t),&t)>= f(O)

(), Xt—2))=T(2)

Si f(t) =1 A,Xt—))=1 pour t=r et O ailleurs
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Comment modéliser la
discontinuité ?

On veut: 5('[) du_(t) Problémel...

u,(t)

B, (t)

o~

0 A t 0 A t
17

5(t)= EF_TJO 5,(t) Impulsion de Dirac

v



Modeélisation mathematique issue de la theorie des Distributions
(Laurent Schwarzt)...

- 3(t) n "a pas de duréee, sa hauteur est infinie et
[s(t)t=1

5(t)

- représentation de 5(t): .

o(t) modeélise des sources tres ponctuelles
- 5(t) peut étre pondére par un scalaire

= k.5(t) a une aire de k
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R (D), Xt—7)=p( 7)

Pourmieux =  Avec ¢ fonction & support compact et indéfiniment dérivable: ¢ €D
comprendre

Approchie triviale:
Soit une impulsion physiquement réalisable: une fonction porte a
support tres compact

z'+—

{p,xn )= jgo(t)xn(t—r) dt=n jgp(t)dt

o) Ix,(t) el
.k | |
T — Pour des fonction continues classiques
| t ‘ T+2—Jh
s " lim n J' o(t)dt=>Forme indéterminée
. T +1/2n N—300
T '1/ 2ﬂ % 2'—2—
n
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»

Pour mieux 41

Comprendr?.. n n jqp(t)dt —> Forme indéterminée
o) 1ty (t-7) Théoreme de la moyenne: si ¢ est intégrable sur [a,b]
N et si I’on pose
/\ -
7 m=lﬂgf)][(p(t)] et M=sup [p(0) ]
t ’
—L > b

U T | alos M(b—a)<[(t)dt<M(b—a)

' a

1/n

Dans notre cas si m:[

T

inf {qo(t)] et M =[ sup {qo(t)]

sT T 1
2n 2n vl oL 50

alors lIm m=M =§D(Z')

N—oo

20

lim (¢, % )=lim qu(t)xn(t—r).dtzgo( 7)

N—o0 Nn—oo0



»

Pour mieux
comprendre

lim (@, x)—lim_[(t)xa(t—2). dt—g( 2)

N—oo N—oo

o) x (t-r
R et x(t)—>Xt)

//\ Nn—oo

t

o {PA©S(—7) =lz)

1/n

—~——

t-1/2n

o(x ) associe par le produit scalaire a chaque fonction
continue-> un scalaire cad un nombre.

Cette idée est a la base de la théorie des distributions.
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Deéfinition : la reponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle h(t) d’un systeme S est la sortie du
systeme y(t) lorsque I’on impose a I’entrée un impulsion de Dirac o

X(t) y(O)=S(x1)

X(t) y(®)
‘ I t ‘ \ t
N to y to

x(t)—>g(ft—to) y(D)=S(x,t)=h(t—%)

Systeme
S

>
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y(D)=S(x;t)

Soit h(o,t) la réponse impulsionnelle du systeme S

X(® Systeme y(t)'
x(t) S y(t) S est invariant
‘ |« ‘ N t, X(O)=Att) > Y(O)=S(At,t);)=h(t—o)
y(® ‘ v\
‘ | : L. tk\ " - S est linéaire
X(t)=ct. {to,t)+ 3. Ktut) > Y(D)=a.S(Ato,t);)+L.S(Ktt);t)

y(O)=a.h(t-t)+.h(t-1)

Si x(t) est une fonction continue, le résultat se geneéralise

y(t):S(x,t):Tx(u).h(t—u)du

Ce résultat est appelé produit de convolution

v

Vv x(t),continue




Ce résultat se généralise alors a un signal quelconque x(t) grace a sa
décomposition :

La sortie d’un systeme LIT est le résultat de

y(t):S(X,t):Tx(u).h(t—u)du |:> !a conv_olution de I’entrée avec la réponse
L impulsionnelle du systeme

Tout SLIT est donc caracteriseé par sa réponse impulsionnelle
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Exemple de calcul :

y(t)=S(x,t):Tx(u).h(t—u)du
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+00

y(t)=S(x,t)= jx(u)h(t u)du_jx(t u)h(u)du

Clomponents of the Convolution i@l
T T T T T
. h(t-u)
X0 r N X(U) —
X8 BT - 1)
— y(t) —
e = 0 : . : : Tt
Sy t.mOutp t
T T

1 —
o) -h T - o0 de /
I | L |
- 6 3 10
T 26



Components of the Convolution mtegral

BT - 1)
1)

1) BT - 1)

A\
N

\/

.
J\ o) bl T - adde

y(t):S(x,t)sz(u).h(t—u)du

Systemn Input and Cutput

-4 -2 0 2

Compotents of the Convolution integral

BT 1)
1)
1) B(T - 1)

r
J\ wod) bl T - e do
0

0T

=1

Zystem Input and Cutput
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Proprietés

Domaine temporel

Commutativite
Distributivité
Linearité
Associativité
Elément neutre
Dérivation
Translation

X*Y=y*X

X*(Y1HY2)= X*y + X* Y,
X*(ay,+y,)=ax*y, +pX*y,
X*(y*z)=(x*y)*z

X* 0=X

(X*y)' = X"*Fy=x*y’

[X*y](t-t,) =[x () I * [y (1= [X(O]* [y(t-t,)]

Propriété importante :

Les proprietes de I'elément neutre et de translation montrent
que convoluer par I'impulsion de Dirac centrée en a, notee
o,(t)=0 (t-a), revient a translater une signal de a.

St-a)*x(t) = Kt)*x(t -a) = x(t-a)
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Intégrale du produit de convolution:

+00-+4-00

j(x*y)dt j j x(2)y(t—2)d rdt= j X(T)( j y(t—r)dtjdr— j x(t)dt j y(t)dt

—00 —00—00 —00

L’ intégrale du produit de convolution de 2 fonctions sommables
est le produit des intégrales des 2 fonctions
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Convolution

Distributivité: % *(X+% =% *Xo+% X,

Soit H, et H, deux systemes linéaires et invariants

?i{t}

o half)

Equivalent

o Ty (f)

yalt)

(+—— y(t)

y1l(t)

wu(t) —

LB (t) + ha(t) ]
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Convolution

Associativite: Xl*(Xz*X3)=(X1*Xz)‘X3

Soit H, et H, deux systemes linéaires et invariants

T

'u_l::f.:] ] h,l[f'] f;l.g [:t:] I -;J,r[:i:]

w(t) —h(t) = hi(t) * ha(t)—— y(t)

w(t) ——h(t) = ho(t) * hy(t)—— y(t)

T

u(t) — ha(t)

hi(t) —— y(t)

La réponse d’un systeme LIT en cascade ne dépend pas de
I’ordre des sous systemes LIT dans la cascade.
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Produit de convolution avec une fonction porte
Exemple : Effet regularisant de la convolution

u(t) - v() y(t)=f1£t)*u (t)
(1 T y()=[u(dh-dz
4 t _ -En général I’une des 2 fonctions
u(7) () (h(t)) est a support bornee et tres

W\/\ 1 rapidement décroissante
““ |

> -y(t) représente alors une moyenne
de u(t) pondérée au voisinage de
h(t-7) y(t) chaque point t par h(t-7)

-Si h(t) est suffisamment réguliére

alors y(t) présente moins de
T fluctuations rapide que u(t)

v
v

Exemple de ce type d’application : la mesure physique 2
u(t) fonction réelle a mesurer

h(t) effet de I’instrument de mesure
y(t) résultat de la mesure




Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Equation de convolution et stabilitée des systemes

Un systeme LIT est dit stable si sa réponse y(t) a une excitation bornée quelconque u(t)
est bornee

ie 3U VteR,

u(t)l<Um est un signal borné je 3 Uy VteR,

Y(t)‘<U y

Dans le cas des SLIT on montre gu’un SLIT est stable si et seulement si sa réponse
impulsionnelle est convergente:

y(t)=Th (7).u(t—0)dr <+jp‘h ( T)‘ . \u (t—r)‘d T

—00

U [ N3] A7 < Yo <o0
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Les systemes linéaires et invariants
Equation de convolution

Si un systeme est causal, linéaire et invariant par translation et que sa réeponse
y(t) a une excitation bornée quelconque u(t) est bornée . Connaissant sa
réponse impulsionnelle, on peut calculer sa sortie quel que soit le signal
d’entrée tel que

u(t) Systeme S y(t)
h(t) sa reponse
Impulsionnelle

Avec

y(t) = Th(r)u(t —7)dr
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systeme

*En éelectronique, on étudie plus particulierement les systemes en
régime sinusoidal etabli

Réponse des SLIT de reponse impulsionnelle h(t) a une excitation
sinusoidale u(t)

u(t) y(t) u.(t) =U.cosat 2\U.

h(t) /

si u(t)=U.e!™
alors @

y(t) =S(u,t) = [h*u]t) = Th(v).u(t —v)dv

ela)o e_ja)ot




Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systeme

Réponse des SLIT de reponse impulsionelle h(t) a une excitation
sinusoidale u(t) :

si u(t)=U.e'alors  y(t)=S(u,t)=|h*ult) = +jooh(V)-U(t —v)dv

y(t)

S(u,t) =

3

[h(v)Ue” ) (t—v).dv =

\.

—00

+j)oh(v).e’”"ovd %

J

/\/

On retrouve u(t)

C’est la transformeée de Fourier de la réponse impulsionnelle pour

Les fonctions exponentielles complexes sont les fonctions propres
du produit de convolution




Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systeme

i u)=Ue™ YO =| [hee v dv U e

L_a convolution est un opérateur linéaire,
oL_es fonctions exponentielles sont les fonctions propres de I’opérateur
de convolution avec la valeur propre :

Th(v).ej‘”‘)‘/d Vv

C’est un scalaire =» C’est la valeur de la
transformée de Fourier de
h(v) pour w=w,
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systeme

Ces valeurs propres prennent une forme toute particuliere pour un
systeme dynamique linéaire et invariant .
Partons de I’équation difféerentielle linéaire a coefficients constants
d’ entrée-sortie Si u(t)=U.e'”

(n) ()
Qp.y+ta y+a, y+..+a.y =bu+bu+b,l+..+b .U
Puisque ce systeme est linéaire et invariant dans le temps
une excitation harmonique u(t)

jpt
u(t)=U.e'
genere une reponse de méme frequence de la forme :

y(t) =Y pll@t+e)
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps

Caractérisation d’un systeme
(a)

dp.y+a y+a, y+..+a.y =bu+bu+b,l+..+b .U
Si U(t) =U/"" ey y(1) =Y
u(t) =U. jo.e ut) =U.(jm,) .e™...

y©) =Y. jo, e, y(t) = y.(jo,) " +

Za (joo,) Ye 'el? = Zb (jo,)' Ue!™

Réponse Harmonlque du systeme

Yei*t Zbi-(lwo)' |
X:U o =f———=H(Jo)
u-ue >a.(jo)

j=0

H(jw) est la fonction de transfert ou réponse fréquentielle
H(Jw,) est la fonction de transfert ou réponse frequentielle pour m=w,



Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systeme

si x(t)=X.el* alors Yej(“’t+"))=“h(v).ej"’vd v}.x.ej"’t

—00

- _—
~—

ou q |
YC Yeja)t . Zolbl ( Ja))l -
o xen S S ., o nde)
Y a.(jo)
i=0

HGjo)= [h(veTody

La transformee de Fourier de la réponse impulsionnelle d’un
systeme LIT est egale a la fonction de transfert de ce systeme




Exemple d’application la mesure physique (optigue)

X(t) y(t) Exemple de ce type d’application : la mesure physique

h(t) - x(t) fonction réelle a mesurer
h(t) effet de I’instrument de mesure
y(t) résultat de la mesure

1.1 -Un systeme LIT mesure I’intensité optique d’une
source
1 - La réponse impulsionnelle du systéeme est telle que
y(t)= h(t)*x(t) h(t)=e ~* avec >0
y(t)= J.X(T)h (t—Jdr -Quelle est la fonction de transfert de ce systeme ?

H(w)= jh(t).e—lwtdtz je‘“t.e‘j”tdtz je‘““’“"”dt
— oo 0 0]

+00 1 a1

H(w)=|— S | ):(j27zf+05)

—( Jo+a )t

—(Jo+a) . (Jo+a)



Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systeme

Ceci permet de prévoir la reponse a une excitation sinusoidale réelle :

Si x(t)=X.cos(27zft):%_ (et g izt

y(t)=IR: {H(f).X.e 2" LY cos(2 Aft+¢)

= \(Ee"“’(e"z”ft +e ")

\

—/

Avec

" YSH(IX et p=arg(H()

Par extension, cette fonction de transfert peut permettre de prévoir
simplement la réponse a une excitation si elle peut se mettre sous
la forme d’une somme discrete et dénombrable de sinusoides.



Les systemes linéaires et invariants dans le temps
Convolution
A retenir Caractérisation d’un systeme

1. La convolution est I’equation qui relie I’entrée et la reponse
Impulsionnelle des systemes linaires et invariants par translation a
leur sortie

2 En pratique, il est difficile de générer une réponse impulsionnelle
3. L’équation difféerentielle des systemes permet d’acceder a la
fonction de transfert

4., La fonction de transfert est la transformée de Fourier de la reponse
Impulsionnelle

5. Les fonctions exponentielles complexes sont les fonctions propres
des SLIT
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