Transformee de
Fourler
des signaux



Transformation de Fourier
Définition de la transformation de Fourier

Toute fonction x(t) sommable (au sens de Lebesgues ) a énergie finie (fonction de L?
Espace des fonctions de carré intégrable) possede une transformée de Fourier X(f). On
montre qu’elle est continue, bornée, tendant vers 0 lorsque |f| tend vers I”infini

Transformée de Fourier

X(f)=<x(t) e ’2””> Tx(t)e 2t gt

—00

Transformeée de Fourier inverse

x(t):<X(f),e1'2”“>:TX(f).ejz’z’“df




Transformation de Fourier
Propriéetés de la transformation de Fourier

En physique: la formule d’inversion s’interprete comme une décomposition de
X(t) en une somme d’oscillations harmoniques .

Fouriergjn 7f o I A
Exemple de TF : [it) —» - I1(t)= 1si te{ 2’+2

0 ailleurs
A2 Fourier A2
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Propriéetés de symetrie de la transformée de Fourier

f(t)=partie réelle paire + imag. Paire + réelle imp. + imag. Imp.

|

F(v)=partie réelle paire + imag. Paire + réelle imp. + imag. Imp.



Propriétés de la transformation de Fourier

Linéarité [ig,(0+u9.(0] —> 4G, ()+4G,(f)

ourier

La combinaison de 2 signaux en temporelle devient la méme combinaison de leur
transformee de Fourier

-Transposition  [g(-t)] > G(-f)

Fourier

-Changement d’echelle [g(at)]Fmer%G(%)

Une compression de I’échelle des temps entraine une dilatation de I’échelle des
fréquences et une dilatation de I’échelle des temps entraine une compression de
I’échellgIl des frequences
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Propriéetés de la Transformation de Fourier

-Translation [g(t-a)] — e7#*G(f)

Fourier

~+o0 +o0 +0
[ g(t—a)e 2 'dt= [g()e >~ Id r=e 1% [g()e " d r=e > G(f)
Une translation de g(t) correspond a un déphasage dans I’espace des fréquences de Fourier

-Modulation [e?*g®)] —> G(f—fo)

ourier

| (e te 2 dt= [g(t)e **~dt=G(f —, )

Moduler une fonction g(t) par une exponentielle imaginaire revient a translater sa TF
- c’est une relation importante pour la communication hertzienne
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Propriéetés de la transformation de Fourier

-Dérivation par rapport a la variable t :27~ [ ™(t)HG24 y"F(f)
G [f(m)(t)]Z(jZﬂf )mF(f):J'f(m)(t)e—jzzzft dt S ‘27zf ‘m‘F(f)‘ < ﬂ f (m)('[)‘. dt

Plus f est dérivable a dérivées sommables , plus F(f) décroit rapidement a I’infini

Exemple : H(t)E% décroit en 1/ f

wsinzAg
A(t)y—> ety décroit en 1/ f2

-Dérivation par rapport a la fréquence f @7~ [(i27f ) f ()EF(f)
Fr(f) < j f(e)f2Af " dt

Plus f(t) décroit a I’infini, plus F(f) est dérivable ( avec des derivées bornees)



Propriétés de la transformation de Fourier

-Convolution [gl (X)*gz(X)]F — G (f) G, (f)

ourier

0. *9,] > e ™" [g,(z).g,(t—z)dz dt

[gl *gz]Fou”erj 91(7)[“‘ g,(t—7)e JZﬂftdtj dz

En posant o= t-7: [gl*gz]F—> Ig (t)e 12 tdt[jg (a)e 1" “daJ

ouriler.

9 (%020 L —> G (£).Gx(f)

ourier




Propriétés de la transformation de Fourier

X(t) — X(f)

Fourier

h(t) — H(f)

Fourier

y(t)_— Y()

Fourier

Théoreme de Plancherel

y(H)=h()#x()==>Y (H)=H(f). X (f
y(D=h(t). x(D)===Y (H=H F*X ()

La transformée de Fourier d’un produit de convolution de deux fonctions
est égale au produit des transformées de Fourier des deux fonctions.

La transformée de Fourier du produit de deux fonctions est eégale au produit
de convolution des transformées de Fourier des deux fonctions.




Propriéetés de la transformation de Fourier
Theoreme de Plancherel et Systeme linéaire et invariant

Théoreme de Plancherel

y(D)=h(t)*=x(t)==>Y(1)=H(T). X(1
Y(=h().x(O)===Y(H=HE*X ()

X(1) y(t):h(t)*x(t):Th(T)X(t—r)dr

X(f) Y(H=HH.XEH




Propriétes de la transformation de Fourier
Formule de Parseval-Plancherel
X (f) et Y(f) les Transformées de Fourier de x(t) et y(t)

X(H=[" x(t).@ *".dt

. Transformee de
Y(H)=["_y(t) .e_J M 4t | Fourier inverse

Le produit scalaire des 2 fonctions o
(X.y)= j x(t).y(t)dt= j x(t).[jj;v(f).e

t et f étant 2 variables indépendantes :

<x.y>:T x(t).y(t)dt=+_.c‘)oY(f)[IC)‘;x(t).ejz”‘:t .dt}df

x(=J" X(f).e 127 f
yO=["Y(F).e 127 gf

j2ft

df |t

<x.y>=Tx(t).y(t)dt:TX(—f).Y(f).df

e theoreme de Parseval — Plancherel traduit la
conservation du produit scalaire suite a la transformee
de Fourier



Propriéetés de la transformation de Fourier
Formule de Parseval-Plancherel

Un cas particulier important x =y, et x réelle soit : X(f):X *(—f)

—+00

E:<x.x*>:Tx(t).x*(t)dt= | \x(t)\zdt=T\X(f)\zdf

Par conséquent, I’énergie d’un signal peut étre aussi bien mesurée
dans le dgmaine fréquentiel que dans le domaine temporel.
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Propriéetés de la transformation de Fourier

Formule de Parseval

Exemple
A () .
A Quelle bande passante est nécessaire pour que
95% de I'énergie de ce signal soit transmise ?
-0/2 +0/2

L’énergie E est :
+60
+00 o0 2
_ |2 _ 2T1(=€ 0 dt— 2 4t— A 2
E—_[Os (t).dt—LA [T ).dt—LA dt=A".0
2
Transformeée de Fourier du signal

—j2Aft

TF(S(t))=TA.H(_—2‘9,+—29).e dt=S(f)=A f dt=AQ

E= [S(0).S(hdf

95% AZ20 pour f=2/76

sm 7zf6’

} Is2o
) \ +2
'1 +1\ Tce f
si on coupe =
88% de E
- >
si on coupe =

95% de E



Signaux periodigues

Les signaux périodigues sont des signaux a énergie infinie et a
puissance finie ils ne sont donc pas de carré intégrable Ils
n’appartiennent donc pas a I’Espace L?

—> on ne peut donc pas calculer directement leur transformée de
Fourier

[l faut calculer le développement en série de Fourier
—> c’est une décomposition temporelle

13
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