Série de Fourier



Décomposition en série de Fourier
des signaux périodigues

Toutes fonction périodique x(t) sommable sur une période To
(To=1/ Fo) possede un developpement en serie de Fourier

N=—o0

Avec

To
o)=L e 2 o
0

- - Vé - - N 2
Les coefficients de la série de Fourier ¢, peuvent étre complexes



Décomposition en série de Fourier
des signaux periodiques

N=—0o0

—1 00 - To
X(t):n Z_E— Cn-eZJﬂnFOt Cn:%-.‘x(t)e—JZﬂnFotdt F):L
0

=>» En regroupant 2 a 2 les termes correspondant a des valeurs
opposees de n, x(t) peut egalement s’éecrire:

x()=a + ¥ (an cos 2z, n.t+b, sin2zk, n.t)
n=1

avec <

1

~a =" [x(t) dt

0 :TO
a_(Fo) _ 2 [."x(t) cos(27F, n.t)dt
n T,

2
b, (Fo)=_" ["X(t)sin(2zF, nt)ot

-

Remarque: a, représente la valeur moyenne de x(t)



Cette fonction est monotone par
f)=x —-m<x<m morceaux et bornée

4 Elle admet donc un développement
en serie de Fourier

AN Vi R W o A
T
1

+1T 41T . - 2
A = — x coskxdx = 0 b, = — x sinkxdx = (—1) +1_
1T — T . k

On obtient ainsi le développement de f(x) en serie de Fourier

' n2 sinkx
) = 2 [Sl;’tx N Sl?’; X (—1)k+1 T]



Cette fonction est monotone par
fx)=—x —-nm<x=<0 morceaux et bornée

f(x)=4+x 0<x<nm ,
Elle admet donc un développement

o A en serie de Fourier
1 +0 +1T T
: ; 1 , Ay = — (—x)dx+J xdx]=—
NANANS T 2”[ _ : 2
_ 0 sik pair b, =0
) (coskm = 1) a, = { _4/ si k impair
- - - ’ T[kz - -
On obtient ainsi le développement de f(x) en série de Fourier
m 4 |cosx cos3x cos(2p + 1)x
oo =Tt o oot le, |



Cette fonction est monotone par
fx)=—-1 —-nm<x<0 morceaux et bornée

Elle admet donc un développement
en série de Fourier

o 1 1 , | a():O

0 si kpair
a, =0 b, = { 4/ si k impair
k

On obtient ainsi le développement de f(x) en serie de Fourier

4 |sinx sin3x sin(2p + 1)x
flx) =— + + oot
m| 1 3 2p+1)




Représentation spectrale des série de Fourier
des signaux périodigues

_N=t0o~  ~2jznFot oo
X(t) n:Z_ooCn.e Cn:%-c[x(t)e ]2 Fotdt I:O:%

X(t)=a,+ > (an cos 2z, nt+b, sin2zF, n.t)
n=1

= Quelle est la représentation spectrale d’un tel signal ?



Représentation spectrale des séries de Fourier

des si

X(t)="3 "“cn.e2Fot

N=—o0

gnaux périodiques

To
1 - j2mRot 1
Cr=- ! x(t)e dt =3

= Quelle est la représentation spectrale d’un tel signal ?

Rappel : Rgsultats fondamentaux dans le cadre de la theorie des distributions

— Q0

je‘jz”ftdt =5(f) et je-izﬂftdf =5(t)

N=+00

TRdex(®)| X(f)=(]| > Cn.er”nFOt o-2jrtdy
—00[ N=—00 |
nwa +00 2 I
X(f)="5"c [ eV o' g-2idfqt
X(f)="5 +°°e‘2’”” ot ="5"c, 5(1 -nF, )

n——oo

—00
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Représentation spectrale des série de Fourier
des signaux périodigues

_N=t0o~  ~2jznFot oo
X(t) n:Z_ooCn.e Cn:%-(.)‘x(t)e ]2 Fotdt I:O:%

=2 Quelle est la représentation spectrale d’un tel signal qui n’est pas a énergie finie ?

X(f)="%"c o(f-nF)

N=—o0

C’est un spectre discontinu =» Spectre de raies

‘Cn‘ =>» Représente I’amplitude de la raie a,—C,+C_,
b,= ](Cn—C—n)
5( f —N F ) =» Représente la localisation fréquentielle de la raie spectrale en
o)
f=nk



Representation spectrale des séries de Fourier
des signaux périodigues
Exemple

X(t)=Acos(2 zFot)

X(t):n:i_oocn- er mFot

N=—0o0

ej27zFot_|_e—j27zFot
2

x(t)=Acos(2 zFot)=A

c=C =% et (cn)..,,=0

Au sens de la théorie des distributions
X(f):éﬁ(f +Fo)+4§~é‘(f —Fo0)

A

2

|

-Fo +Fo

()
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Représentation spectrale des série de Fourier
des signaux périodigues

Exemple
X(t)=> Signal carré de période To de fréquence Fo d’amplitude E de moyenne nulle
B B B EA_X(t) B
X(t):n:foocn. eZJ kot |_ R
N=—o0 ro
o ) e
c,— 2E 3—17” X (="~ —J el (2n+1)Fot
220D (=3 (2n+1)
Au sens de la théorie des distributions
_f ) nh=tco 2E
X(H)=— ol f—H2n+1)Fo
(D=(-1) 137 Sy O ~(2n+1)Fo)
2E = ‘X(f)‘ ra 2E 11
& 4 ER ER & po
-oF0 -3F0 -Fo +Fo +3F0 +5F0



Représentation temporelle des série de Fourier
des signaux periodiques pour n borne

Exemple
Tuf
) T i~ = 2 P
it et

=7
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Représentation temporelle des série de Fourier

= /s = = 7
Adnec cinnailivv nArindiniine noiiyr n hnarnA
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Représentation spectrale des série de Fourier
des signaux peériodiques : Exemple

a. Pulse

lﬂﬂﬂf

=T

=0

b. Square

c. Triangle

A -

0

||I||
0 f£f M 3f 4 5fF 6f

0 f 2 3f 4 ST 6F

0 f A 3 4 X of

I:Tn =.|'id
¥}

a, = =2 sin(nnd)
H T

b = 0

i

(d = 0.27 1n this axample)

24 . [n*n]
a, = Sifl

HT 2
b =10

il

{all aven harmomes are zero)

44
a, = -

(n Ty
b, =10

{all even harmomes are zero)
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-]

Représentation spectrale des série de Fourier

des signaux périodigues : Exemple

d. Sawtooth

e. Rectified

f Cosine wave

0

0

A -

0

I .
0 f M 3 4 5 6f

0 f I 3f 4f SF 6F

0 f 2 3 4f ST 6F

I:Tn = EI
d, = 0
A
b o= =2
. I
ay = 24/m
3 -4.4
a, = 2
m{dn--1)
b, =10
ﬂl = .I'i

(all other coeficients are zaro)



Les systemes linéaires et invariants dans le temps
et décomposition en serie

Exercice
_I:R|_ 1 X, (t) wo=2nFo et E=5V et To = 1ms
K1) | B =
C——
IXZ('[) >
To t
— — + —
1) Calculer la fonction de transfert H(jow) = X, / X, Hjw) = _1
1+ JawRC

2) Comment exprimer X, (t) en fonction de R, C, wet de x, (t)

Avec cette reponse fréquentielle (SLI), on ne peut qu’introduire en entrée que
des fonctions propres , donc il est nécessaire de décomposer I’entrée en une

somme d’exponentielles.

Comment? - Décomposition en série de Fourier



Représentation spectrale des série de Fourier
des signaux périodigues

Exemple
Xl(t):> Signal carré de période To de fréquence Fo d’amplitude E de moyenne nulle
E“_Xl(t) .
M=t 2j ot
X, (t) > Cne — -

x ()="=" ﬂz(ggljl)) _@2jr(2n+1)Fot

Au sens de la théorie des distributions

X, (H=(-]) 55 ﬂ(22r']5+1). S(f—(2n+1)Fo)
2E a !X1(f)! % 2E 17
£y Fy | | %1 G2

-oF0 -3F0 -Fo +Fo +3F0 +5F0



Les systemes linéaires et invariants dans le temps
et décomposition en serie : Exemple

Le systeme :

- 1 . 1
Hlw)= H(F, 2n+1) )=
i) 1+ jaRC (F (en+4)) 1+ j(2z(2n+1)F, JRC

Module et phase de H(j2aF, (2n+1) )=H_ (F, (2n+1) ). 2l (F, (2n+1))

1

n((2n+1)Fo)=\H(127zF0(2n+1))\:\/1 T
+{\27(2n+1)F,

o,((2n+1)F, )=—arctan|(2n+1)2F,RC]
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Les systemes linéaires et invariants dans le temps
et décomposition en série : Exemple

=0 2E( J) g2 jz(2n+1)Fot
n——oo7Z'(2n+1)

Entrte> X, ()=

1
ﬂF [gyz 2n+1)F, JRC |

(H,(Fo)=|H(27F, (2n+1) )=
Systeme > <

gon( F, )=—arctan|(2n+1)

D=—H2ES el _@2jz(2n+1)Fot
X, ()= pe Z:(; ”+1\/1+(2n+1) (27 JR2 C2

Sortie->
gn=—arctan|(2n+1) «RC |
L 2E& 1 e
Xz(f):(_J) Z ' 2 2 D22
7 32n+1 [1+(2n+1)'(24F, )R'C
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S(f —(2n+1)Fo)




(- —+00
enree> | X, (D=(-1) 5725y 8(f~(2n+1)Fo)
> (f)=( Ei e Xf —(2n+1)Fo)
Sortie —(—)= _
2 RE = ”+1\/1+(2n+1)2 w§R2 C2
(]| X
2F 4 \ 2F
T 7 2E
§—7E[ g_JEz ' ' - 3z é—jEr
2E 2E 7 firarReC? 2E f
I3ﬂ\/l+9w?R2C2 70,1+ 8R?C? | 37 l+9wéRC?
l | | +gFo
-5F0 -3Fo -Fo ﬁ +Fo +3Fo0



lite de Parseval

S— S—

l_
(Ds

0Q
)

m On montre que la puissance moyenne du signal (de péeriode T)
qui est définie telle que
1 T2

P== j X2 (t)dt
T—T/2

m et egalement exprimée a partir de la décomposition en série
telleque: x(t)= > ce’' vieR

k=—00 o0
Pmoyen — z |Ck|2

k=—o0

Ou bien

1 7 1 &
Pmoyen — ?J'O f Z(t)dt — a'02 +§kz_1:(ak2 + bkz)



L'egalite de Parseval en pnhysique
Par exemple:

L’intensité du son est proportionnelle a la moyenne du carré de la

pression différentielle. Isonore =P /,,C

Lorsque la pression a une variation purement sinusoidale Acosot,
I”intensité est proportionnelle a A2. Dans la série de Fourier de

p(t), les intensités des differents harmoniques sont

proportionnelles aux carrés des coefficients de Fourier

correspondants.

L’égalité de Parseval correspond donc dans cet exemple au fait

que la puissance sonore totale est égale a la somme des
puissances associees aux différents harmoniques. k ))

1 7 1 &
Pmoyen — ?J'O f Z(t)dt — a'02 +§kz_1:(ak2 + bkz)



Propriété des coefficients de Fourier

Theoreme : Si la fonction f(x) est continue par morceaux
sur le segment (—x,+7 ), ses coefficients de Fourier tendent vers
zéro lorsque n — oo:

lim a,=0

Nn—>00

lim b,,=0

n—>00

En effet, si la fonction f(x) est continue par morceaux sur le
segment (—m,+7 ),il en est de méme de 2(x).

Donc I’intégrale

ffnfz(x)dx existe et est un nombre fini et donc que 1}Li_r)1()10(a,% +
b%)=0

23



Résume



Fonctions de Transfert:

e"sH(p)e" H(p)= [h(t)e "dt

_ Avec h(t) réponses
avec pcomplexe p=a+ B

impulsionnelles

Réponses fréquentielles eP'— el _ +00 . des SLTI

jot I jot H (Ja)): jh(t)e_Jw at

el 5>H(jw)e

—0o0
avec @w=2axf

Réponse d *un SLTI & une eJ'Cf)ot > H (Ja)o) eJ'Cf)ot

exponentielle complexe
Réponse d "un SLTI COS(@t)_)Re{H (J C(I)) eja)ot} 25

a un signal sinusoidal COS(@’[)—)‘ H (J C(D]COS(C(I)t‘HD(H (J aD)))



Principe de superposition

La réponse d un SLTI a une combinaison de plusieurs signaux d “entrée peut se
determiner en faisant la somme des réponses individuelles de chacun de ces

signaux Temps.Continu
) ) 00 "
Signal d "entree X(t)z Zxk e ,t
periodique —

Réponse fréquentielle - . i —jot
e e H(jo)= [h(t)e ' dt

Réponse du SLTI ( Z X, H J kwo) j koot

au signal périodique k=—o0

Y = Xy H(j k)
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