Mouvement hélicoidal

Enoncé

On considére un milieu continu dont chaque point matériel est animé d’une vitesse :

V) = XX,
v(x,t)=4v, =—xX, avec K,K; des constantes.
v, =kt +k,

Montrer que ces trajectoires sont tracées sur un cylindre a base circulaire de rayon

R=4 X2+ X,? , puis exprimer ces trajectoires en coordonnées cylindriques.

Corrigé

A partir d’'une description eulérienne, le cours nous dit que les trajectoires sont

obtenues en résolvant I’équation différentielle :
dx=v(x,t)dt avec x(t=0)=X

On résout donc le systeme suivant :
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Appliquons maintenant la condition initiale x(t=0)= X :
% (t=0)=X, =x =%kt2+kot+ X,
X2 (t=0)+x"(t=0)=cste= X+ X, =x"+%°=X"+X,’
Si on pose maintenant R =4/X,*+ X, , on obtient les trajectoires :
xs(A,t)%kmkouxs L X2 (X ) 4,2 (X ) =R?

Les points matériels circulent donc sur un cylindre de rayon R =/X;*+ X,” etd’axe

Tentons maintenant d’effectuer la méme démarche en coordonnées cylindriques. On

rappelle que dans ce systeme d’axe on a:



OM =X = X6 +X,&, +X;€;
=rcosde +rsinde, +ze,
dx=dre +rdfe,+dze,
v(r.0,z)=v,(r,0,z)e +v,(r.0,z)e,+v,(r,0,2)e,

On cherche a nouveau a résoudre le systéme :
dx=v(x,t)dt avec x(t=0)=X

dr =v.dt
rdéd =v,dt
dz =v,dt

Si on reprend la solution précédente on peut écrire :

2

x2+%2=R? =(rcosd)’ +(rsind)’=R> =r’=R* =r=R

X, =2 :>z=%kt2+kot+z

Il nous reste a trouver une expression pour 4(t).

On se rappelle que :

| D

 =C0s0de +sinbe,

<P

=-sinfe +cosde,

D

[

=5

et on peut donc écrire les composantes de V(X,t) en coordonnées cylindriques :
V, =C0S OV, +SinGv, = X,X, C0S & — X, X, Sin &
V, =—Sin6v, +Ccos v, = —X X, C0S @ — X,X; Sin &
v, =V, =kt +K,

Le terme rd@ =v,dt peut donc s’écrire :

X, =rcoséd
dez_—l(x1x3cose+x2xssin«9)dt:_—1(rcosezc030+rsin@zsin@)dt avec { X, =rsiné
r r
X, =2
Onadonc:
kt®* Kt

d6 = —(zcosOcos @+ zsin Osin O) dt = —z(sin’ 6 +cos® @) dt = —zdt =0=-" -2t

Si on fait maintenant le bilan, les trajectoires en coordonnées cylindriques s’écrivent :



z=1kt2+k0t+z
2

Visualisation

figure; xlabel('x1l'");ylabel('x2"');zlabel ('x3");
t=[0:0.01:5];

R=sqrt (X1"2+X2"2) ;theta0=0; Z=0; k=1;k0=1;

r=R;

theta=-(k/6) *t.”3-(k0/2)*t.”2-Z*t+thetal;
z=(k/2)*t."2+k0*t+Z;
[Xc,Yc,Zc] = cylinder (R);

surf (Xc,Yc,20*Zc) ;

[X,Y,Z] = pol2cart(theta,r,z);
hold on; plot3(X,Y,Z)




