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Présentation du cours

Positionnement

La mécanique du point matériel enseignée au lycée permet de prédire la
cinématique (position, vitesse, accélération) et la dynamique (relations entre forces et
mouvement) d'un point soumis a un environnement mécanique donné. Si ces outils sont
suffisants pour décrire certains phénomenes (trajectoires des planetes par exemple), ils
ne permettent pas de décrire la rotation des corps: c’est la mécanique des solides
indéformables qui traite cet aspect, en prenant en compte notamment l'inertie et les
moments des solides dans les équations qui régissent leur mouvement. Les premiéres
sections du présent cours contiennent un rappel trés succinct des notions
élémentaires de mécanique qui seront utilisées et généralisées ensuite. Si cette seconde
vision de la mécanique permet de décrire davantage de problemes, elle ne permet
toujours pas de traiter des phénomenes tels que la mise en forme d'une bouteille de
verre ou 'écoulement de 'air autour d’une aile d’avion.

Un cadre plus général est donc nécessaire afin de traiter ce type de problématique:
la mécanique des milieux continus (MMC) offre un cadre physique et mathématique
permettant de résoudre des problemes faisant intervenir la déformation de corps
soumis a un environnement mécanique donné. Les simulations numériques,
aujourd'hui tres utilisées pour le calcul de structures et le dimensionnement de pieces
mécaniques ou la modélisation des écoulements, ne doivent leur succes qu'a la capacité
de la MMC de décrire les relations qui régissent la déformation d'un corps soumis
a un environnement mécanique. La maitrise de cette discipline, et des hypotheses qui
peuvent ou ne peuvent pas étre formulées selon le phénomene a décrire, est donc un
fondement nécessaire a I'ingénieur qui sera amené a manipuler de tels outils.

Afin d’aborder ce nouveau chapitre de la physique qu’est la MMC, il parait
nécessaire de rappeler tout d’abord les notions fondamentales sur la mécanique du

point et du solide indéformable: c’est I'objet du chapitre 1. Il s’agira ensuite de
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s’approprier un certain bagage mathématique qui va faire I'objet du chapitre 2. Ensuite
I'intérét se portera sur la cinématique du milieu continu puis sur sa dynamique, avant

d’étudier les cas particuliers des matériaux solides et fluides et leurs comportements.

Qu’est-ce qu’un milieu continu ?

La matiere qui constitue les fluides et solides qui nous entourent est évidemment de
nature discrete a 1'échelle microscopique. Seulement, si on se place a une échelle
suffisamment grande par rapport aux hétérogénéités de la matiere, celle-ci peut étre

traitée comme un milieu continu : c’est une image de la réalité (Figure 1).

tendons - -

O

Tendon

mousse de )
mélamine(’

Fascicle

S Epitenon

Tenocyte Endotenon

Figure 1 : Certains milieux peuvent étre considérés continus a une certaine échelle, mais restent
discontinus d’un point de vue microscopique. A gauche : une mousse de polymeére ; a droite : un tendon.

Si on prend en revanche une échelle « trop » macroscopique, nous ne pouvons plus
prétendre a exprimer 1'état local de la matiere, et on « moyenne » excessivement les
hétérogénéités de I'état mécanique au sein du matériau.

L'hypothese de milieu continu n'est donc valide qu'a condition de se placer a une
échelle suffisamment grande pour que les variations locales des champs dues a
I’hétérogénéité de la matiere ne soient pas observables, mais suffisamment petite pour
pouvoir parler de matiere et non d'un systéme matériel. On se doute bien que cette
définition déja floue devient réellement problématique lorsqu’il s’agit d’étudier un

milieu composé de fibres ou de grains...
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Les matériaux (fluides ou solides, la distinction ne viendra qu’a la fin de ce cours
d’introduction) qui seront étudiés seront considérés homogenes a 1'échelle d'un
Volume Elémentaire Représentatif (VER), dont la taille dépend du type de matériau

que I'on consideére.

Quelles sont les applications ?

Comme souligné ci-dessus, la simulation numérique a pris une place conséquente
dans les missions de I'ingénieur actuelles. Ces simulations n’ont de sens cependant que
si une validation par I'expérience vient valider les résultats obtenus. Ce cours sera donc
tourné vers I'apprentissage des outils nécessaires a poser proprement le probleme
avant de réaliser de telles simulations, et a comprendre les résultats qui en seront
issus. Les méthodes numériques et les codes de calculs nécessaires seront vu

ultérieurement dans le cursus ENSEM.

Figure 2 : Exemple d’étude réalisé a 'ENSEM en 2A et/ou 3A : étude expérimentale (gauche) et
numérique (droite) de la déformation d’'un cadre de vélo. Ces deux aspects nécessitent les notions
de MMC qui seront abordés dans ce cours.

Une attention particuliere sera également apportée a I'étude d’essais
expérimentaux permettant de valider de telles simulations, ou permettant de
caractériser le comportement des matériaux étudiés.

Les applications de ce type d’études en recherche ou dans l'industrie sont
nombreuses : quelques exemples sont donnés ci-dessous et serviront d’illustrations aux

concepts théoriques abordés dans ce cours.

Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



Etude de I'écoulement Dimensionnement d’'un chassis Modéle biomécanique pour
d’eau autour d’une turbine d’automobile I'analyse de risque de blessure

Dimensionnement d’'une structure Etude de la flexion d’ailes Etude de I'écoulement d’air
en treillis pour le génie civil d’avion autour d’'une éolienne

Figure 3 : Quelques exemples d’applications industrielles nécessitant les notions de mécanique de
milieux continus abordées dans ce cours.
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1. Quelques rappels de mécanique

1.1. Positionnement dans I'espace

1.1.1. Espace vectoriel utilisé

Dans toute la suite, 'espace physique que nous allons considérer est I'espace
vectoriel euclidien orienté R®. Les éléments de cet espace, appelés vecteurs, seront
soulignés une fois : ainsi on notera par exemple X et y deux éléments de cet espace.
Tout ce qui suit dans ce cours peut néanmoins étre généralisé a d’autres espaces, ce qui

sortirait sort du cadre de I'introduction qui est faite ici.

Un vecteur X est souligné une fois : en s’avangant un peu sur les sections suivantes,
ceci s’explique par le fait qu’'un vecteur est un tenseur d’ordre 1. Un tenseur d’ordre 0 ne
sera pas souligné, un tenseur d’ordre 2 sera souligné 2 fois, etc...

L’espace utilisé est muni d'un produit scalaire, fonction de R®*xR® dans R notée

par un point -, qui satisfait les propriétés suivantes :

(ax)-y=a(x-y)

Le produit scalaire entre les vecteurs non nuls X et y s’écrit :
X-y= ||>_(||M COS@(K, X) avec la norme ||)_(|| = ()_(.)_()}/2

ou 0()_(, y) est ’angle entre x et Yy lorsque leurs origines coincident.

On peut également définir le produit vectoriel entre deux vecteurs X et y , qui est
une fonction de R®*xR® dans R® notée par le symbole A et qui satisfait les propriétés ;

(ax)ny= a(XAy)

(x+y) ANZ=XAZ+YAZ
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Le vecteur z=XAY est perpendiculaire aux deux vecteurs X et y, et la base
formée par les trois vecteurs (x, Y, ;) est directe. La norme du vecteur Z=XAY est telle
que :

2l =[x~ y] =[xl ]ysin o (x.y)

1.1.1. Lerepérage des points

Dans I'espace vectoriel euclidien, I'observateur est réputé immobile et il est appelé
référentiel . Cet observateur utilise un repere orthonormé direct (en général
cartésien, cylindrique ou sphérique) noté R pour repérer les positions des objets
matériels dans cet espace. Ce repere, qui est fixe dans R, est caractérisé par un point
d’origine et trois vecteurs formant une base orthonormée directe telle que :

sii#],alorse-e =0
sii=j,alorse e =1

On peut introduire dés maintenant le symbole de Kronecker &; qui permet de
reformuler la condition précédente plus élégamment :

. 1sii=]j
Vi, | ei~ej:5ij: .
- = 0 sinon

Dans ce repeére, un vecteur quelconque X peut étre repéré par ses composantes

X, X,, X; de sorte que :
3
)_(:ZXiei = X6 + X6, +X;6
=1 - - -

De méme, un point quelconque M peut étre repéré par ses coordonnées X, X,, X,
qui sont les composantes du vecteur position OM dans le repeére R :

3
OM =D X€ = X,& +X,€ + X8
i=1

Il apparait bien évident ci-dessus que le vecteur possede trois composantes scalaires
sur une base donnée de R®. Ces composantes changent si I'on change de base: le
vecteur, lui, n’a pourtant pas changé : le vecteur est un objet intrinseque. On ne devra

en aucun cas par la suite mélanger les notations suivantes :
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A retenir 1-1

X :vecteur

X, : composante du vecteur selon la direction g,

%

[X](el el = X, | : vecteur-colonne des composantes de x dans la base (
213

A 61,62,63)

X3

1.1.2. Convention d’Einstein

Comme l'espace physique sera toujours R*® en 3D, un indice de coordonnées varie
systématiquement de 1 a 3, et le signe somme ci-dessus peut paraitre inutile. Pour
alléger les notations, nous adopterons donc par la suite la convention de sommation

sur les indices répétés dite convention d’Einstein.

A retenir 1-2

Lorsqu’un indice 7 apparait deux fois dans la méme expression, I'expression doit s'entendre comme

la somme obtenue en donnant successivement a cet indice les valeurs : i=1,2,3.

L’indice répété est dit « muet », il peut changer de nom.

Exemple 1-1

Prenons quelques exemples ou des indices sont répétés:

3 3
a bijC i~ Z Z aibij C; = a1b1101 + aibucz + a1b13C3 + a2b21(31 + azbzzcz + azb23C3 + a3b31C1 + a3b32C2 + a3b33C3
i=1 j=1

Les composantes du vecteur position X peuvent dorénavant apparaitre de fagon tres compacte:

X=X€

Ainsi, le produit scalaire défini précédemment peut s’écrire dorénavant :

)_(X :(Xi%)'(y]‘ej ) =XYi = XYt XY, XY,
De méme, la norme d’un vecteur peut facilement s’écrire :

X" = x-x = %% = x2 + X2 +x2
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1.1.3. Systemes de coordonnées

L’étudiant issu de classes préparatoires est familier avec les différents systemes des
coordonnées orthonormés fréquemment utilisés en physique: on va en faire ici un

rappel tres succinct.

1.1.3.1 Coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes, la position du point M s’écrit :

OM = X=X6 +X,6 +X8 =X§

Un vecteur quelconque a dans la base (e,,€,,€,) s’écrira a=ae, .

Y

9]
[N

L.

>

Figure 4: Coordonnées cartésiennes.

1.1.3.2 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, la position du point M s’écrit :

OM =X=X6 +X,&, + X;€; =rcosde +rsinde, +ze,

La base locale en un point est donnée par:
e, =cosde +sinbe,

e, =—sinde +cosbe,

S

D

|

:e3

Par conséquent on a le vecteur position : OM =re, +ze,

Un vecteur quelconque a dans cette base locale s’écrira a=a,e, +a,¢,+4a,e, .
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N - (’9
6 o -
el .

Figure 5: Coordonnées cylindriques.

1.1.3.3 Coordonnées sphérigues

En coordonnées sphériques, la position du point M s’écrit:
OM =Xx=X¢€ +X,&, +X;€,

=rsindcospe +rsindsingpe, +rcosde, =re,

Un vecteur quelconque a dans cette base locale s’écrira a=a, e, +a,¢e,+ae,

A e?‘
M €y
I
I
N
< I
e I
=3 A0 :
I
> | »
Tl I
~o o
- 0
H
&
=

Figure 6: Coordonnées sphériques.
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1.1.4. Changement de base

Un vecteur est un élément intrinseque, et ne dépend pas du choix arbitraire de la

base orthonormée utilisée. On peut donc écrire les composantes du vecteur quelconque
a dans des bases orthonormées quelconques :

a=apg =ai*ei*

Les bases sont décrites par des vecteurs, qui eux méme peuvent étre écrits dans une

autre base:

| P
I
=Y
[P,
+
0
D
N
_+_
e
wa
D

& = 11%4"3126_2"' Plae_s

= Pni"' I:)22‘3_2"' Pzz%

N %

_2:P2 g + P22e2+P23e_3 ou
&

+
%U
N('D
+
29
w('D

|SPe [P,

= Psli+ P326_2+ P33e_3

soit en utilisant la convention d’Einstein :

5=Pijej ou e_i:Pijej

P et P’ représentent les matrices de passage entre les différentes bases.

Il est facile de voir que les composantes B; et Pij* correspondent aux produits
scalaires entre une base et I'autre :

e =P'¢e g -

— %

| [P
[
_O

=P =P
e =P.e e -

De plus, on peut facilement faire le raisonnement suivant :

i € :5ij :5'(sze_:>: le (ie_:): Pj*k (E'(Pk|e_|)): Pjipkl (ie_|): Pjipklé‘il :511 = Pj*kpkl =P =P

On vient de montrer par conséquent que les matrices P et P* étaient orthogonales,
c’est-a-dire qu’on peut écrire :
PP =P et (P) =(P)"
Par conséquent, on vient de montrer qu'un vecteur quelconque a écrit dans une

premiere base orthonormée peut s’écrire dans une seconde base orthonormée selon la

relation :
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avec P® la matrice de passage orthogonale contenant les coordonnées de
I'ancienne base en fonction de la nouvelle base.
Inversement, on peut passer de la seconde base a la premiére en écrivant la

relation :

a=ae = a=aPbe = a=aPp
avec P la matrice de massage orthogonale contenant les coordonnées de la

nouvelle base en fonction de I’ancienne base.

Exemple 1-2

Pour illustrer ce qui vient d’étre dit précédemment, prenons le cas simple et bidimensionnel d’'une

rotation de la base (el,ez) vers la base (el*,e;) (Figure 7).

el
=

Figure 7: Exemple de changement de repére dans le plan

Le vecteur a a pour composantes dans les deux reperes :
a=a¢g =a6 +a,6

a=8¢ =ag +3,6

Il est facile d’exprimer I'une des bases dans 'autre base :

i:cosee_f—sinee_;‘ . e_f:cos@i+sin0e_2
e
e, =—sin e, +cos Ge,

e, =sin e, +cosbe,
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On en déduit les deux matrices P* et P :

. (cos@ —sind cos@ sind
sind cosé —-sind cosé

On vérifie donc facilement les relations P*=P" et P*=P.
On peut donc passer facilement des coordonnées a, aux coordonnées a, en utilisant I'une ou I'autre

de ces matrices :

A —aP =Pa — (%J:(cose smej[aiJ . {ai=cosé’a1 +sinfa,

a; —sing cosd )| a, a, =—sinfa, +cosba,

cos@® -—sind\a, =cosfa —sinfa,
a -aP =Pa = | :(_ Jal S :
a, sing cosf )\ a a, =sinfa; +cosba,

1.2. Mécanique du point matériel

On considere ici un point matériel dotée d'une masse m. On fait donc ici abstraction
de la forme de I'objet ou de la répartition de sa masse. Cette approximation a un sens si
les dimensions d’'un objet sont tres petites devant le mouvement qu’il parcourt (e.g.
planetes) ou si on ne s’intéresse qu’au mouvement du centre de masse d’un objet sans se

soucier de son éventuelle rotation autour de ce centre (e.g. ballon).

1.2.1. Cinématique du point

1.2.1.1 Vecteur position

La position d’'un point matériel noté M s’écrit comme rappelé précédemment :

OM = X6 =X +X,8, +X;€; dansunrepere cartésien
OM = re +ze, dans un repeére cylindrique

OM =re, dans un repere sphérique

1.2.1.2 Vecteur vitesse

On définit la vitesse du point matériel par la dérivée temporelle du vecteur position
dans le référentiel d’étude X .

Dans le cas ou on utilise un repere cartésien (fixe dans ® ) on a alors::
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=X e (repere cartésien)

Dans le cas d’un repere cylindrique on obtient :

d (O_M) d (rer +Zez) dr der dZ A . der .
V= == = e 4r—+—e +71% =re +r—+1ze,
- dt dt dt — dt dt— dt - dt -

Il convient dans ce cas de se rappeler que e, =cosée, +sinfe, etdonc:

€

de, dcos@®  dsin@ do d .
=L _ e + e

. 0 . .
=-Ssinf—e, +co0sd—e, =@(—-sinfe, +cosbe, |=0e
dt d = dt =2 dt = dt 2 ( = —2) -

et donc au final :

v=Vv(M) =—" :;&+r¢.9€ﬁ+2§ (repére cylindrique)

En effectuant la méme démarche en coordonnées sphériques on arrive a :

d OM . ° B °
v =\_/(M )/91 2% =re + rt9e_9+ rsiné ¢e, (repére sphérique)

1.2.1.3 Vecteur accélération

On définit I'accélération du point matériel comme la dérivée temporelle du vecteur

vitesse dans le référentiel d’étude R .

En suivant la démarche qui précede en arrive naturellement a :

dv(M 2 . o
aM), = _(dt ) _d d?z_M =V,e =%¢ (repére cartésien)

(1] .2 o o (1] (1]

a(Mm) . =(r— ro jer +(2r¢9+ r@)%+ ze, (repére cylindrique)
“ W2 .2

a(m) . :(r—re “ro sinzaji

e o (1] L] 2
+ (2 ré+ro—re sindcos 0) e, (repére sphérique)

+(r;z;sin 0+2;g;>sin 9+2rég.ocoseje¢
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Exemple 1-3

Exemple: On considere le mouvement rectiligne uniformément accéléré, pour lequelona: a=g

Par intégrations successives on déduit facilement le vecteur vitesse et le vecteur position :

a=g
y:@+%
Zzégt2+\_/0t+x0

On voit alors apparaitre deux constantes données par les conditions initiales \_/0=\_/(t=0) et

Xy = )_((t = 0) nécessaire a la détermination de la position du point matériel.

1.2.1.4 Quantité de mouvement

On appelle quantité de mouvement le produit de la masse d'un point par son vecteur-

vitesse (exprimé en kg.m.s’1) :

1.2.1.5 Moment cinétigue

On appelle moment cinétique d’'un point matériel le moment de la quantité de
mouvement p par rapport au point O (exprimé en kg.m2.s1). On I'écrit donc :

L, =OM Amy

1.2.2. Principes fondamentaux

1.2.2.1 Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique (PFD) énonce que la somme vectorielle
des efforts appliqués au point matériel (dont la masse est constante dans le temps) est
égale a la variation de sa quantité de mouvement :

Equation fondamentale 1-1 : PFD pour un point matériel

ﬂ: d(m\—/) :mﬂ:ma:zFext
dt dt dt - _
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On en déduit que si la somme vectorielle des efforts extérieurs est nulle, il y a alors
conservation de la quantité de mouvement.

On peut également se servir de cette définition pour introduire la notion d’effort
extérieur : c’est ce qui conduit a une variation de la quantité de mouvement. Son unité

est évidemment le Newton (N), équivalent au kg.m.s*.

1.2.2.2 Moment d’une force

On appelle moment de la force E par rapport au point O la quantité (en N.m) :

M, (E)=OM ~E

1.2.2.3 Conservation du moment cinétique

Tentons de dériver le moment cinétique défini ci-dessus :

d(mv
dt dt - dt
. o dOM
Le premier terme est évidemment nul car : pm =V || mv

D’apres le principe fondamental de la dynamique on a donc : % =0M A ZF_EXt

On remarque donc que la variation du moment cinétique par rapport au point O est

égale a la somme des moments des efforts extérieurs par rapport au point O :

dL .
o L% (FY)

Si le moment des efforts extérieurs par rapport au point O est nul, il y a alors

conservation du moment cinétique.

Exemple 1-4

On cherche a connaitre la période d’oscillation du pendule simple (il y a beaucoup de maniéres
d’arriver a ce résultat). Le pendule de masse m est pendu a un fil de longueur | et soumis a deux
efforts (le poids propre P =mg etlatensiondufil T ).

Calculons son moment cinétique :
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y=x%&

© _—

xlza(lcose):—lesme .
= \_/:Ie(cosee_z—sinei)

x.2 =%(Isin 0)=1 0c0s 6

L,=0OM Am\_/:(lCOS(9i+|Sin Heﬁ)/\ml é(cosei—sin 6?%)

- mlzé(coszé?+sin2¢9)e_3= mlzé%

(Au passage : ce calcul est encore plus simple en utilisant un repere cylindrique !)

Le moment des efforts P et T exprimé en O se calcule simplement :
Mo (P)=0OM AP =(I cos e, +Isin Heﬁ)/\mgiz—lmg sin ge,
My(T)=OMAT=0 car OM|T
> 9, (E™ ) =—Imgsin de,

Le théoreme du moment cinétique nous permet donc d’écrire :

d(ml"éej
%=Z%O(Fext) — =

=—Imgsin fe
dt dt gsinoes

Et on en arrive a I'équation du mouvement :
= |@=-gsind

= O+w,/sin0=0 avec @,=,/>

1.2.2.4 Travail et puissance

On appelle travail de la force F du point A au point B la quantité suivante:

B
WZHB (F)= jE -dl ou dl estune longueur élémentaire sur le trajet A>B
A

Si le chemin A->B correspond a la trajectoire réelle du point, on parle de travail réel.
Dans le cas contraire, on parle de travail virtuel.
On appelle puissance la quantité suivante : & = F V.

On montre facilement le lien entre le travail d’'une force et la puissance associée :
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B,®)=[F-Lat=[Evor=[ 2o
t t

4

1.2.2.5 Théoréme de I’énergie cinétique

On appelle énergie cinétique du point matériel de masse m la quantité (en Joule):

5((\_/)=%m(\_/-\_/)

Le théoreme de I'énergie cinétique énonce que la variation d’énergie cinétique
entre A et B est égale au travail des efforts appliqués, ce qui s’écrit :
gC(YA) _g((\_/s) = ZmﬁB (E)
On en fait facilement la démonstration en multipliant (au sens du produit scalaire)

chaque terme du PFD par la vitesse V :

md_\t_/’\_/:ZFext \_/
d(;m\_/.\_/j dx
= — Fext 2
dt Z t

Si le travail des efforts extérieurs est nul, on a donc conservation de I'énergie

cinétique.
SiI'on exprime le méme théoreme en termes de puissance, on arrive naturellement a

la relation suivante :

ﬂ_ _ ext ﬂ_ ext
mdt =Y F*v = T —ZQ’(F )

La dérivée temporelle de I'énergie cinétique est donc égale a la puissance des efforts

extérieurs recus par le point matériel.
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1.2.2.6 Théoréeme de I’'énergie mécanique

Lorsque le travail d'une force ne dépend pas du chemin suivi, on parle alors de force

conservative. C'est le cas de la force de pesanteur, car on montre facilement que :

B B
W .(P)=[P-di=P-[dI=P-AB
A A

On définit dans ce cas I'énergie potentielle E, telle que : &, (F)=E,(A)-E,(B)

On peut réécrire le théoreme de I'énergie cinétique vu précédemment en dissociant
les forces conservatives (indice C.) des forces non conservatives (indice N.C.) qui sont

dues a des dissipations par frottement ou pertes thermique, de telle sorte que :

%(YA)_%(\_/B) = ZWZHB(E) = ZﬂZ\—)B(EC.)"'ZmeB(EN'C.)

La définition précédente de I'énergie potentielle entraine donc:

H (V) -FH (vs) Z—Z A E, +ZZ)A_>B(EN'C')
ou encore: A 5(+Z A E, = ZZ))HB (F")

A-B

On introduit alors la notion d’énergie mécanique du point matériel E,, = K + Z E,.
On vient donc d’écrire ci-dessous que la variation d’énergie mécanique est égale

au travail des forces non conservatives.

AAB Ev = wa—m (EN.C')

Exemple 1-5

Reprenons I'exemple du pendule précédent. On va tenter de retrouver I'équation du mouvement a
partir du théoreme de I'énergie cinétique.
Onavuque:v=| 49(cos¢9e2 —sin 49e1)

o2 o2
Par conséquent I'énergie cinétique vaut : H (v) = % m(v-v)= % ml* 6 (0032 0 +sin’ 9) = % ml* @

Le travail de I'effort de tension du fil T est nul car sa direction est perpendiculaire a la direction du

mouvement. On a vu que de plus le poids propre P =mg était une force conservative.

Le théoréme de I'énergie mécanique s’écrit donc :
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AAB Ev = Zmas (EN'C') =0

dE, _ dﬂ((\_/)+dEP _q
dt dt dt

L’énergie potentielle de pesanteur vaut E, =-mgx, +cste et donc d(ip =-mg x1 =mgl ésin 0

On obtient au final 'équation :
dH () , dE, _
dt dt

0

= mI26?6’+mgIésin9:0
= I5+gsin0=0

= O+w,sin0=0 avec @,= %

ce qui correspond au résultat trouvé précédemment.

(Au passage : ce calcul est encore plus simple en utilisant un repere cylindrique !)

1.2.2.7 Une introduction au Principe des Puissance Virtuelles (PPV)

Contrairement aux différents principes énoncés précédemment, le PPV n’a pas été
abordé en classes préparatoires: il constitue pourtant un outil tres puissant pour la
démarche de modélisation du milieu continu qui sera présentée ensuite, et pour étendre
ce cours a d’autres cas plus complexes.

De fagon vulgarisée, on peut chercher a tester 'équilibre d’'un systéme en quantifiant
la puissance ou le travail des efforts qui résultent de sa mise en mouvement (par
exemple, on peut imaginer soulever une masse pour évaluer son poids, en évaluant la
puissance nécessaire a bouger cette masse).

Il est facile de montrer que les principes fondamentaux énoncés précédemment
possédent leur équivalent formulé en termes de puissances, si I'on s’autorise juste a

multiplier les équations obtenues par une vitesse virtuelle notée v:

e Enstatique: ) F*=0 = ZF_‘M-\:/:O = ‘?;(\:/):0

oule 9; (\_/) est la « puissance virtuelle de efforts extérieurs »
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e Endynamique: ZFE’“:m% = ZF_e’“\:/:m%\:/ = .?e(\:/):a(\:/)

ou le a(v) estla « puissance virtuelle des quantités d’accélération»

Si 'on effectue le méme calcul en prenant une vitesse virtuelle v égale a la vitesse

réelle v, on retrouve immédiatement le théoreme de I’énergie cinétique :

ext _ ﬂ ext _i l . —g
2EZ y=m_ry = 2%(E )_dt(zmy \_/j— dt

En I'état, il est légitime de ne pas comprendre ce qu’ajoute cette nouvelle
formulation par rapport aux précédentes. En revanche, nous verrons que pour un milieu
continu, cette démarche conduit a chercher un moyen de prendre en compte la
« puissance virtuelle des efforts intérieurs », et conduit a une modélisation des efforts

intérieurs... un peu de patience (paragraphe 4.1).

1.3. Mécanique du solide indéformable

1.3.1. Du systéeme de points matériels au solide indéformable

On définit désormais un systeme de N points, et on note donc les points M @ de

masse m"” avec i €1, N . Nous allons reprendre les points précédents et observer ce qui

est toujours vrai et ce qui ne I'est plus.

1.3.1.1 Centre de masse du systeme de points

On appelle centre de masse G (ou barycentre) le point qui « concentre » la masse du

systéme, et on le calcule simplement a partir de sa définition :

N . .
Zm(')cﬂ(') =0

i=1

1.3.1.2 Grandeurs extensives

On dit d’'une grandeur qu’elle est extensive si elle est proportionnelle a la quantité de
matiére mise en jeu (on dit sinon qu’elle est intensive).

N .
- La masse est évidemment une grandeur extensive et on écrit: m= Z m")
i=1
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N . N . X
- La quantité de mouvement est donc une grandeur extensive : p = Z p(') :Z m(')\_/(')
- i1 - -1
On montre qu’elle est tout simplement égale a la quantité de mouvement du centre
de masse du systeme de points.

- Le moment cinétique est une grandeur extensive eton a:

N - N . . .
L, = ZI_-O(I) — Z(OM 0 A m(')\_/('))

1]
=
1]
=

- Enfin, I'énergie cinétique est une grandeur extensive et par conséquent :

X - i H _ i( % O (v )J

i=1

1.3.1.3 Efforts extérieurs et efforts intérieurs

On a précédemment introduit la notions d’efforts extérieurs F*, qu'il convient
maintenant de distinguer des efforts intérieurs F™ qui peuvent résulter d’interactions
entre les différents points matériels. Ainsi le nceud i est soumis a des efforts extérieurs
(i-1)

sur ce point, et aux efforts intérieurs F que peuvent exercer les N-1 autres points du

systéme :

F(I) _ F(ext—>i) 4 I:(int—>i) _ F(ext—>i) +Z F(j_>i)

j#
Les efforts totaux qui s’exercent sur le systeme de points s’écrivent donc :

N N
F=F®+ Fint _ F(ext—»i) n F(int—>i)
F=FZ+FR=2 F""+2F

i=1

Il en serait évidemment de méme pour le moment des efforts extérieurs et
intérieurs. Or, par actions réciproques (3¢™e loi de Newton « les actions de deux corps l'un
sur l'autre sont toujours égales et de sens contraires ») on comprend aisément que la

somme de tous les efforts intérieurs s’annule, et que I'on peut donc écrire :

F = Fext _ ZN: I:(ext—>i)
i=1

Par conséquent, on montre que les lois de conservation de la quantité de
mouvement et de conservation du moment d’inertie sont toujours vérifiées dans le

cas d'un systeme de N points.
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d_tE:ZFext

dL ex
d_to :Z%O(F t)

1.3.1.4 Puissance des efforts intérieurs

Si I'on vient de voir que certains théoremes énoncés en mécanique du point restent
vérifiés pour un systeme de N points, il n’en est néanmoins pas de méme pour les
théoremes portant sur les énergies. En effet, pour un systeme de points, le théoreme de

I'énergie cinétique devient:

%zzg)(E)=Z(9(F_m)+g’(Fim))

Or, méme si les efforts internes au sein du systéme de points s’annulent deux a deux,
il n’en est pas moins que la puissance exercée par ces efforts n’est pas nécessairement
nulle lors du mouvement... I'écriture de la puissance des efforts intérieurs viendra
beaucoup plus tard dans ce cours, lorsque I'on aura correctement formalisé la nature de

ces efforts intérieurs (section 4.2).

1.3.1.5 Cas particuliers du solide indéformable (ou corps solide)

Si le corps est indéformable, la puissance des efforts intérieurs s’annule puisque les

vitesses relatives entre les différents points du systéme s’annulent :

9(En)-o( S-S gt

i
Dans ce cas, et dans ce cas uniquement, I'énergie cinétique est conservée et on peut
se passer de la notion de puissance des efforts intérieurs que I'on abordera plus tard.

Exemple 1-6

On considére deux particules 4 et B qui vont s’entrechoquer au temps t; .
La conservation de la quantité de mouvement permet d’écrire une relation entre les vitesses avant

et apres le choc (on considere que les particules vont conserver leur masse malgré le choc ):
mAv® (t<ty)+m°v® (t<ty)=m"v* (t>t,)+m°v® (t> 1))
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> A .
1<t, G——> 9‘_’
t=1, ©0

Si on connait les vitesses des deux particules avant I'impact, on ne connait en revanche par leur
vitesses apres I'impact, et on écrit une seule équation pour 2 inconnues.

L’énergie cinétique sera conservée si et seulement si la collision est dite parfaitement élastique :
dans ce cas, et seulement dans ce cas, on a une seconde équation venant de la conservation de
'énergie cinétique :

%mA(\_/A .\_/A)(t <t0)+%mB (\_/B .\_/B)(t <t0)=%mA<\_/A-\_/A)(t >t0)+%mB (\_/B .\_/B)(t >t,)

La considération d'un corps (plutét qu'un ensemble de points matériels) revient a
faire tendre le nombre de points matériels qui constituent le systéme vers l'infini. Les
sommations qui viennent d’étre faites deviennent maintenant des intégrales, de telle
sorte que la masse du solide devienne par exemple :

M = Idm = Ide ou Q) estle volume du solide et p sa masse volumique

Q Q

1.3.2. Rotation du solide autour d’un axe fixe

1.3.2.1 Moment d’inertie d’un solide

Reprenons la formule précédente concernant le moment cinétique d'un systeme de

points matériels en I'adaptant a la nouvelle définition du corps solide :

Lo = [OM Avdm
Q

On obtient un vecteur moment cinétique calculé a partir du point O, centre du repere

que I'on va considérer cylindrique étant donné que I'on étudie un solide en rotation.
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Admettons que le solide soit en rotation autour d’un axe fixe d’axe e, dans le repére
cylindrique (er,ee,ez). On peut alors chercher a calculer le moment cinétique autour de

cet axe, c'est-a-dire a projeter le moment cinétique sur cet axe :

L, =(J.w/\\_/ dmj&

Dans ce cas on considere uniquement l'une des composantes du vecteur moment
cinétique. D’apres les rappels de cinématique précédents, on peut réécrire ce terme en

coordonnées cylindriques :

Ly, :[J‘(ri+zg)/\(Pei+rée_9+2e_zjdmj-(i

Q

20 . L] L]
Lozzf (r 02—rze_0+zr%—zreeij-e_zdm

Q
Lo, = | r*0dm=06{ r’dm
Q Q
On vient donc d’introduire la notion de moment d’inertie |;,, par rapport a I'axe
(0, ez) en montrant que celui-ci est tel qu’on écrit le moment cinétique par rapport a cet

axe :

L02=é_[ rzdmzé?lOZ
Q

Les valeurs de ces moments d’inerties pour quelques formes particulieres

(parallélépipédes, cylindres, sphéres) se trouvent aisément dans des tables.

1.3.2.2 Moment d’une force par rapport a un axe

La rotation de ce solide autour de I'axe (0, e, )peut étre due a I'application d'un effort
F au point M entrainant un moment autour de cet axe. On en profite pour introduire la
notion de moment d’une force par rapport a un axe, qui est la projection du moment de

la force F sur cet axe (0, ez):
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(

=((r(i+ ze_z)/\(Fre_,+ Fe,+ in))'ez
(
.

Ce dernier résultat est le plus important : r correspond communément au « bras de
levier », c’est-a-dire a la plus courte distance entre l'axe (0, ez) et le point d’application
de I'effort, tandis que F, correspond a la composante de I'effort qui fait entrer le solide

en rotation.

1.3.2.3 Théoréeme du moment cinétique pour un solide en rotation

Reprenons le théoreme du moment cinétique énoncé précédemment :
di, "
-2 (B )

Si on consideére le solide en rotation autour de I'axe fixe (O,ez) en raison de

I'application d'un seul effort F , on utilise les résultats précédents pour trouver :

d (é |Ozj
db, _ =rF,
dt dt

Si on géneéralise a plusieurs efforts extérieurs e ), et qu’on les associe a leurs bras

de leviers d (i), on arrive alors au résultat :
- AR - Fon (£

Le résultat de ce théoreme constitue I'équivalent du PFD pour un solide en rotation

D 1 est cité ici

autour d’un axe fixe en raison de l'applications des efforts extérieurs F*
compte tenu de sa large application dans le domaine de la production ou du stockage
d’énergie, ainsi que dans le domaine des transports, dans lesquels il est souvent question

de corps considérés indéformables en rotation autour d’un axe fixe.
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1.3.2.4 Théoreme de I’énergie cinétique pour un solide en rotation

On reprend également la définition précédente de I'énergie cinétique pour un corps

solide :

%zi%(\_/-\_/)dm

Dans le cas particulier du solide en rotation autour de I'axe fixe (O, ez) ona:

V= P +rie, 36 e,

La définition de I’énergie cinétique de rotation vient donc tout simplement :

1 1,7 1%, 1e?
.7(:'[—(\_/-\_/)dm=f—r 0 dn==0 _fr dm=>0 I,
12 12 2" ) 2

La variation d’énergie cinétique s’écrit donc (d’apres le théoréme du moment

cinétique et en 'absence de puissance des efforts intérieurs pour un corps solide) :

%:éb’lm =é§i:@rzoz (E")

1.3.3. Cinématique du solide indéformable

En classes préparatoires, les notions de champs scalaires et vectoriels ont déja été
abordées : on montre ci-dessous (Figure 8) deux exemples de ces champs, a travers un
champ de température et un champ de vitesses. On comprend vite a partir de ces deux
exemples une définition intuitive d’'un champ de vecteurs vitesses : c’est une application

qui, a un point de I'espace, associe un vecteur vitesse.
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Figure 8: Exemples de champs. A gauche : champ de température (champ scalaire). A droite :
profil des vitesses autours d’une aile (champ vectoriel).

On va poser (sans la démontrer) la définition du champ de vecteur vitesses au sein
d’un corps solide. Si I'on connait le vecteur Q2, correspondant a la rotation du solide,
alors on peut connaitre la vitesse du point N appartenant au solide a partir de la vitesse
du point M appartenant au solide en utilisant la relation primordiale :

V(N)=v(M)+NM AQ

C’est la propriété de distribution des vecteurs vitesse.
e Vecteur rotation Q : 3 degrés de liberté ; identique en tout point du solide

e Vecteur vitesse V : 3 degrés de liberté du solide ; différent en chaque point du solide

NB : on peut regrouper ces deux vecteurs sous la forme d’'un objet
« torseur », de méme que pour les forces et les moments. La notion de
« torseur » ne sera pas utilisée dans ce cours, car non nécessaire a sa

compréhension, et prétant a confusion avec la notion de « tenseur » a venir.

Si le vecteur rotation Q est nul, on observe que tous les points ont la méme vitesse :
on dit alors que le corps est en translation pure.
On parle d’'un mouvement de rotation pure s’il existe au moins un point du solide

pour lequel le vecteur vitesse est nul.
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Exemple 1-7

On s’intéresse a nouveau au cas du solide en rotation autour d’un axe fixe (O,ez). On a vu dans ce

cas que les vecteurs position et vitesse s’écrivaient :
OM =re, +ze,

V=re +réfe,+ze,
Sur 'axe, la vitesse est nulle et on a nécessairement \_/(O) =0.

On en déduit naturellement la vitesse en un point quelconque M :

\_/(M):>§Qi+M_O/\§_2

\_/(M):(—ri—zi)A(Qri+Q‘9%+Qze_z):—r§26&+ Gy = A0 Gy AN,
F:zQ(9

Par identification on obtient donc: {r8 =-zQ, +rQ,

z=-rQ),

Cette relation est vraie Vz ce qui implique Q, =0 et Q =0 etdonc: Q=Q e, =0¢,

On en déduit une interprétation du vecteur rotation : sa direction constitue I'axe de rotation tandis

que son intensité correspondant a la vitesse angulaire de rotation.

1.3.4. Dynamique du solide indéformable

1.3.4.1 Efforts extérieurs agissant sur un solide

On va distinguer ici les différents types d’efforts extérieurs pouvant agir sur un
solide indéformable : efforts ponctuels, efforts linéiques, efforts surfaciques, pression et
efforts volumiques (gravité ou champ magnétique).

e un effort ponctuel F a la dimension d’'un effort (N) et posséde un point

d’application M. Au point O, il crée le moment :

M, (F)=OM AF

e un effort linéique F" s’exprime en N.m! et s’applique sur une ligne. On

|'utilise en particulier en résistance des matériaux pour modéliser une charge
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(par exemple la neige) répartie le long d’'une poutre. La résultante de cet

effort s’écrit:

F=[Ed
L

ou dl représente une élément de ligne infinitésimal.

e un effort surfacique F° s’exprime en N.m?2 et s’applique sur la surface du
solide. On peut l'utiliser par exemple pour modéliser une charge (comme la

neige) répartie sur un toit. La résultante de cet effort s’écrit :

E=[E’ds
29

ou A est la frontiere du solide et dS I’élément de surface.

e une pression p s’exprime également en N.m~ et représente la projection
(selon la normale entrante a une surface) de l'effort surfacique qui s’y
applique. C’est donc une quantité scalaire et non vectorielle, par définition
nécessairement positive . La résultante de la pression s’exprime tout
naturellement:

F= I —pndS avec n la normale sortante
X

e un effort volumique F' s'exprime en N.m?3 et s’applique en tout point du
volume du solide. C’est donc une action a distance, comme la gravité ou le

champ magnétique. La résultante de cet effort s’écrit :

E=[E'dQ
Q
ou dQestun élément de volume infinitésimal.

1.3.4.2 Distribution des efforts

Un effort ponctuel appliqué au point M crée au point O le moment:

M, (E)=OM ~E
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Est-il possible de calculer facilement le moment de cet effort en n'importe quel point
P de I'espace ? La relation de Chasles nous permet d’écrire :

o, (F)=PM AF =(PO+OM)AF =POAF +OM A F =POAF +91, (F)

Si on connait le moment en un point de l'espace, on peut donc le calculer en
n'importe quel point

oM, (E):?)_Ko (E)+PO/\E

Cette propriété de distribution des efforts nous rappelle fortement la propriété de

distribution des vitesses vue précédemment.

NB : de méme que précédemment, cette propriété peut se matérialiser

en introduisant la notion de « torseur des efforts » .

1.3.4.3 Couple mécanique

On appelle couple € un ensemble d’efforts dont la résultante est nulle mais dont le
moment total est non nul. On montre que la notion de couple (contrairement a la notion
de moment vue précédemment) ne dépend pas du point considéré : considérons pour
cela deux efforts E(l) et E(Z) appliqués en deux points M et N et tels que E(l) +E(2) =0,
et calculons leur moment au point O :

M, (FY+E?)=OMAEY +ON AE® %0

Calculons le moment de ces deux mémes efforts en un point P quelconque :
A, (EY+E?)=PMAE® + PN AE?

=(PO+OM)AF" +(PO+ON) A F"

~POA [E¥+ET) +OMAE® +OM AE”

EED

CQFD.
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1.3.4.4 Principe fondamental de la dynamique (PFD)

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la mécanique du solide
indéformable est une combinaison de la conservation de la quantité de mouvement de
son centre de masse (considéré alors comme un point matériel) et du théoréme du

moment cinétique. Comme précédemment on a donc:

dE_ ext
E

dL ex
d;tO:Z%o(F t)

ou les efforts et moments peuvent résulter d’efforts ponctuels, linéiques, surfaciques

ou volumiques.

1.3.4.5 Cas particulier : principe fondamental de la statique

Dans le cas ou un solide indéformable est en équilibre, il y a conservation de sa
quantité de mouvement ainsi que de son moment cinétique. On en déduit le couple de

deux équations fondamentales suivant :

Equation fondamentale 1-2 : PFS pour un solide indéformable

0=y "

0= Z%o (F_en) vO

A retenir 1-3

Enoncé autrement: la somme des efforts et la somme des moments (quel qu’en soit le point

d’application) qui s’appliquent a un solide indéformable a I’équilibre sont nulles.

1.3.4.1 Résolution par statique graphique pour les problémes plans

Dans les cas simples auxquels sera confronté I'ingénieur, il arrive régulierement
qu’on ait recours au cas d'un solide soumis a trois forces dans le méme plan. Dans ce
cas, il est facile de montrer que :

- les trois efforts forment un triangle fermé (Figure 9) (car la somme vectorielle des

efforts est nulle)
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- les trois droites d’action des efforts sont paralléles ou concourantes (Figure 9).

Figure 9: Statique graphique pour le cas d'un vélo a I’arrét a plat (gauche) ou en pente (droite), ne
freinant que de la roue avant. Les trois droites d’actions des forces peuvent étre paralléles (gauche) ou
concourantes (droite), et les trois efforts forment un triangle fermé.

On retrouverait évidemment les mémes résultats en posant le systéme d’équation :

0-3 e

0= Z%o (F_eXt) vO
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Résumé du CHAPITRE 1 : ce qu'il faut savoir

v'  Géométrie vectorielle dans des repeéres cartésiens, cylindriques, sphériques

v" Convention d’Einstein

v" Changement de base

v Ecriture des vecteurs position, vitesse et accélération

v" Hypotheéses de la mécanique du point et de la mécanique du solide indéformable
v Distribution des vecteurs vitesses et calculs des moments

v" Principe fondamentale de la statique (PFS)

v" Principe fondamental de la dynamique (PFD)

v" Autres lois fondamentales (conservation du moment cinétique, théoréme de

I’énergie cinétique, théoréme de I'énergie mécanique)
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2. Introduction au calcul tensoriel

La mécanique des milieux continus qui va faire I'objet de ce cours est une branche de
la physique qui nécessite I'introduction d’'un nouvel objet mathématique appelé tenseur.
L’algebre et I'analyse tensorielles pourraient faire 'objet d’'un cours a part entiere :
cependant, on se contentera dans le cadre de ce cours de MMC de fournir les bases
permettant de comprendre et de manipuler I'objet algébrique tenseur ainsi que les
différents opérateurs différentiels qui lui seront associés (divergence, gradient, ...).

Le lecteur intéressé par une approche plus générale pourra notamment consulter les
ouvrages suivants :

- Initiation progressive au calcul tensoriel, Claude Jeanperrin

- Introduction au calcul tensoriel, Claude Semay

2.1. Définition générale des tenseurs

2.1.1. Pourquoi les tenseurs ?

Nous allons voir, dans la suite de ce cours de MMC, qu'un objet mathématique
nouveau est nécessaire pour décrire certaines quantités physiques. En effet, on verra par
exemple que les contraintes qui s’exercent dans un matériau ne peuvent étre décrites
complétement ni par une quantité scalaire (qui permet de décrire une pression par
exemple) ni par une quantité vectorielle décrite par ses trois composantes scalaires sur
une base donnée (permettant de décrire une force par exemple). On aura besoin de
davantage de données scalaires sur cette base pour décrire cette notion de mécanique,
notion qui devra néanmoins rester intrinseque, c’est-a-dire indépendant de la base
dans laquelle elle sera décrite.

Le mot tenseur provient de cette nécessité historique de décrire des « tensions » au
sein du matériau : I'objet mathématique qui va étre introduit ci-apres trouve néanmoins

des applications bien plus vastes (géométrie différentielle, électromagnétisme, relativité,
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...). Nous verrons que l'objet mathématique tenseur englobe les quantités que nous
savons déja manipuler comme les scalaires ou les vecteurs, qui seront des cas

particuliers de tenseurs.

2.1.2. Notion de produit tensoriel

2.1.2.1 Définition générale du produit tensoriel

Afin de construire l'objet tenseur, il peut étre utile de définir en premier lieu
I'opération mathématique appelée produit tensoriel notée ® qui peut étre effectuée
dans le cas général entre deux espaces vectoriels de natures différentes. Ainsi, nous nous
restreindrons a des vecteurs appartenant 3 R®. Pour qu’on puisse la désigner comme
« produit » cette opération doit respecter les régles suivantes :

— distributivité de ® par rapporta + et réciproquement:
X®(yi+y,)=x®y +x®Y,
v(g,ﬁ,h)eﬂvxﬂ@xﬂ@
(%+%:)@x=y, ®x+y, O

— associativité de ® par rapport au produit extérieur :

V(% ya)eR°xR° xR (ax)®y=x®(ay)=a(x®y)

Ces propriétés n’expriment ni plus ni moins que la bilinéarité du produit tensoriel.

On introduit enfin le fait que le produit tensoriel X®y créé un elément appartenant a

lespace R®*®R?, produit tensoriel de 'espace R® par lui-mé&me. On définit une base de

cet espace de la fagon suivante :

X estécrit dans la base e,¢,,€,
X®Yy apourbase ¢ ®e;

2.1.2.2 Expression analytique de X & y

D’apres ce qui précede, on peut écrire les composantes des vecteurs X et y :

I><

=Xe

yoye | X1 (se)e(e)-xy (sos)

38 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



Si on fait varier les indices de 1 a 3 comme la convention d’Einstein (section 1.1.2) le
permet, on remarque que ce produit posséde 9 composantes sur la base de R®*®R® qui
peuvent étre mises sous la forme suivante:

X®Yy=XY, (‘i®e}ﬁ) =T;& ®¢]

dans le cas ou X et y sont écrits dans des bases différentes (e, e,,e, ) et (e/,€;,€; ).

Exemple 2-1

Exemple simple : prenons deux vecteurs orthogonaux exprimés dans la méme base: X=2¢ et

y =€ +2e,.On peut écrire le produit tensoriel :

x®y=(26)® (e +26;) =26, 8¢ +45 O,

2.1.2.3 Tenseur

Les notions qui précédent s’étendent de maniére évidente au cas ou plus de deux
vecteurs sont multipliés tensoriellement. On peut par exemple multiplier la quantité
X®y par z € R®de la fagon suivante :

()—(®X)®Z:)—(®(X®Z):)—(®X®Z cR°OR*®R®
Une premiére définition mathématique d’'un tenseur pourra donc étre formulée

comme suit :

A retenir 2-1

On appelle tenseur d’ordre n sur R® tout 'élément de I'espace R°OR°QOR’®...QR®
n

Lorsque 'ordre n du tenseur n’est « pas trop grand », on le soulignera un nombre de
fois qui correspond a son ordre. Par exemple pour I'ordre 3:

T=x®y®z cR°OR’QR’

D’apres la définition ci-dessus, on peut facilement déduire qu'un vecteur est un
tenseur d’ordre 1 puisqu'’il appartient a I'espace R® : on le soulignera une seule fois.

On pourra également dire qu’'un scalaire est un tenseur d’ordre 0 qui appartient a
I'espace R :il ne sera donc pas souligné.

Dans la suite, un tenseur d’ordre n quelconque sera noté T".
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Exemple 2-2

Si les trois vecteurs X,Y,Zz sont écrits dans la méme base €,¢€,,e,, on peut par exemple écrire le
produit: T=X®y®z=xe ®Yye;®ze€ =XY,Z € ®e;®e,  quipossede 27 composantes.
el T J

ijk

2.1.3. Changement de base d’un tenseur

Reprenons I'expression ci-dessus d’un tenseur d’ordre 3 :

T=x®y®z=XeQYye; 76 =T, ¢ Q¢ ®¢

On peut changer la base dans laquelle le tenseur est écrit en utilisant comme

précédemment la matrice de passage orthogonale P” telle que : e = Pe;

[1vient alors :

L:Tijk(i®ej ®e_k:Tijkpil*e_l*®Pjtne_r:®Pk:e_::TijkPierT‘nPk: (i@e_;@e_:
= d N

*k
Tlmn

Les composantes de T se transforment donc selon la relation : Ty, =T,

Imn F)|I*P* P*

mj " nk

On vient de voir sur un cas particulier que, pour changer de base un tenseur d’ordre
3, on faisait intervenir 3 fois la matrice de passage. On a vu précédemment que le
changement de base d'un vecteur (tenseur d’ordre 1) se faisait en faisant intervenir une
fois la matrice de passage. De plus, un scalaire (tenseur d’ordre 0, comme la température
par exemple) ne change pas d’expression lors d’'un changement de base. On comprend

donc bien la généralisation suivante :

A retenir 2-2

Les composantes d’un tenseur d’ordre n dans une base € se déduisent de ses composantes dans la

base €, en faisant intervenir n fois la matrice de passage qui exprime la base e, en fonction de la

base e/ .

Cette propriété est caractéristique d’'un tenseur, et c’est un critére de tensorialité :
en d’autres termes, si une quantité « potentiellement tensorielle » respecte cette

propriété, on peut affirmer que c’est un tenseur.
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Exemple 2-3

Prenons l'exemple du tenseur calculé précédemment (section 2.1.2.2) et plagons-nous pour la suite
dans le plan (pas de composantes selon ¢, ):

:)_(®X:(2 )@ %+2§):2g®%+4g®i

=
[P

e =cosfe —sin Oe,
On fait le changement de base suivant: { = = .
e, =sin de; +cosde,

) ., [cos@ —sin@
et on a donc la matrice de massage: P" =

sind cosé
On peut réécrire le tenseur T de la fagon suivante :

T= 2(cos€§—sin 9e_§)®(cos¢9§—sin 9e_;)+4(cosee_f—sin He_’;)@(sin 9e_j+cost9e_’2")

T= 2((:052 0e; ®e; —cosgsin fe; ®e; —cossin de; ®e; +sin’ 0e_;®e_§)

+4(cos€sin Oe; ®e; +cos’ O] ®e; —sin® fe; ®e; —cosgsin 6’e_;®§)
T =(2cos’ 0 +4cosdsind)e ®e; +(4cos’ 0—2cosOsind)e; ®e;
—(4sin” 0+ 2cos Osin 0)e; ®e; +(2sin” 0 —4cosPsin ) e; ®e;

Si on reprend la forme ci-dessus pour le changement de base d’un tenseur, on peut noter

T, =T,,R/ P, - Calculons les différents termes non nuls:
T =TuRiR + TP Py + Ty PR + Ty, PP = 2c0s” 0 +4cosgsin
T, =T, RiR; +T,RiP, + T, Pu R, +T,,P, P, = —2c0s Osin 6+ 4cos” 0
Ty =TuRoR1 +T,Po Py + TPy, Ry + Ty, Py P = —2c0s sin 0—4sin* 0
Ty, =TuR R, +T,PoP, + T, PR, + T, PP = 2sin” @ —4cosdsin g

On constate bien donc qu’on retrouve le résultat ci-dessus écrit en notation tensorielle.

2.1.4. Algebre tensorielle

A retenir 2-3

Dans toute la suite, on appellera « notation indicielle » une équation faisant intervenir les
composantes des tenseurs uniquement, ou « notation tensorielle » une équation faisant

intervenir les tenseurs.

2.1.4.1 Addition tensorielle

On consideére les deux tenseurs d’ordre 3 :
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AcR’QR’®R’ ; BeR’®R’®R’

Le tenseur S e R*@R*®R*® est la somme des tenseurs A et B si ses composantes

dans labase de R*®R*®R® sont:
Sik = Ay + By, etonnote : éz

(1>
Il

+

Cette premiere notation S; = A, +B; est donc écrite en notation indicielle, et la

seconde forme S = §+ B en notation tensorielle.

La généralisation a des tenseurs d’ordre n est immédiate, a condition que les

tenseurs S",A",B" soient de méme ordre.

2.1.4.2 Multiplication tensorielle

On consideére les deux tenseurs d’ordre 4 et 2 :
AcR’QR’QR’®R® ; BeR’®R’

Alors les composantes du produit tensoriel P= A®B sont:

P

ijklmn

La généralisation est immédiate dans le cas du produit de deux tenseurs d’ordres m

= AjuBn, » etle tenseur P est donc d’ordre 6.

et n, donc le produit donne un tenseur d’ordre m+n.

2.1.4.3 Produit contracté (ou contracté une fois, ou simplement contracté)

Soient A" et B™ deux tenseurs d’ordres n>1 et m>1. Leur produit contracté

(sous-entendu : contracté une fois) est le tenseur d’ordre p=(n-1)+(m-1)=m+n-2:
PP=A".B"
Les composantes de P” s’obtiennent par contraction d’un indice.

Prenons par exemple n=3 et m=2 : les composantes du produit contracté entre

et B s’écrivent par contraction du dernier indice:
Py = AiBy etle tenseur 2 estd’ordre n+m-2=3.

ENSEM - 1A NR] - FISE
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Exemple 2-4

Soient X et y deux vecteurs (tenseurs d’ordre 1) écrits sur la base (e,,e,,€; ).

1>

= X6
Leur produit contracté est donc un tenseur d’'ordre m+n-2=0 : - XY =XY,
Yi& B

<
Il

On observe alors que le produit contracté de deux vecteurs correspond au produit scalaire de ces

deux vecteurs.

2.1.4.4 Produit doublement contracté (ou contracté deux fois)

On appelle produit doublement contracté un produit dans lequel deux indices
sont contractés de la méme facon que précédemment.
Soient A" et B" deux tenseurs d’ordres n>2 et m>2. Leur produit doublement
contracté est le tenseur d’'ordre p=(n—2)+(m-2)=m+n—4:
PP=A":B"

Exemple 2-5

Prenons par exemple n=m=2 : les composantes du produit doublement contracté entre A et B
s’écrivent par double contraction de leurs indices:

P= Aj T Aan + AiZBlZ +..+ AszBsz + AssBss
etle tenseur P estd’ordre n+m—4=0 : c’est le scalaire qui correspond au produit deux a deux de
toutes les composantes des tenseurs A et B.

Autre exemple : la norme du tenseur d'ordre 2 A est le scalaire defini par :

Hé”z(éé)% :(AUAj )% >0

2.1.4.5 Trace d’un tenseur et tenseur identité,

Le tenseur identité d’ordre n peut s’écrire a partir du symbole de Kronecker :
I"=6,,, . & ®e, ®..Q¢ Qg

iolo-dn Ty Tl Jha T

Le tenseur d'identité d’ordre 2 sera souvent utilisé par la suite et s’écrit simplement :

1=0,6®¢=68q+e,®e +e,06
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La trace du tenseur d’'ordre 2 T est le scalaire résultant du produit doublement

contracté de 'I=' et I= :

Tr(D:L:l::T”.lij =T, =T, +T,+T,

2.1.4.6 Produit mixte, déterminant et inverse d’un tenseur

Le produit mixte a déja été rencontré en classes préparatoires et se définit comme
suit:
(xy.2)=(xry) 2
C’est un scalaire qui correspond au déterminant de la matrice formée par les trois
vecteurs-colonnes des composantes de X,Y,z. Dans le cas ou X, Y,z sont indépendants
et forment un triedre direct, le produit mixte ()_(/\ X)’ z est le volume du
parallélépipede de cotés X, Y, z.

Posons désormais le symbole de permutation circulaire :
0 sii=joui=kouj=k
g =11 sifi,],k}={123}ou{312}ou{2,31}
-1 sidi, j,k}={,3,2}ou{2,1,3}ou{3,1 2}

On peut alors montrer que le produit mixte ci-dessus s’écrit de la fagon suivante :
()_(/\X)'Z =& XYy
A partir du méme symbole de permutation circulaire, on peut montrer que le
déterminant d'un tenseur d’ordre 2 quelconque T est un scalaire qui a pour expression :
detT =&, T,T,,T;,

On a de plus les propriétés : det(é-g) =det A detB
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Exemple 2-6

Calculons par exemple le déterminant du tenseur T défini comme suit :
T =2¢ ®e +4e, ®¢, +e, V€, +36, D¢,

Si on n’écrit que les termes non nuls du symbole de permutation on écrit:
detT = &, T,;T,; Ty

detT = &,5T31 155 To + €01 1o %K & KKK — & >1<T22 % — &3l KTss - 5132T11>£K

= T11T22T33 =6

Le tenseur T est dit singulier si detT =0. S'il est non singulier, on dit qu'il est

. . . . . - 7 -1 . . . .
inversible et il existe un unique tenseur inverse noté T ~ qui satisfait la relation :

T’l.I=|==l.T*1

Siles tenseurs A et B sontinversibles, on peut noter les propriétés suivantes :

(A-B) =B*A (A7) =

2.1.5. Ecriture matricielle d’'un tenseur d’ordre 1 ou 2

2.1.5.1 Ecriture matricielle des tenseurs

On a rappelé précédemment qu'un vecteur X était un objet intrinseque (cas d'un
vecteur-vitesse par exemple) qui a une existence physique séparée du repere qui est
choisi pour décrire le référentiel. Les composantes de ce vecteur, projetées sur la base
choisie pour décrire le référentiel, peuvent étre écrites sous la forme d'un vecteur-

colonne (ou matrice 3x1) :

La notation [)_(]( ) signifie donc « matrice des composantes du vecteur X dans la

€606
base (¢, e,,e; ) ».
Dans la suite, un tenseur sera également relié a une quantité physique

indépendante du repere dans lequel il est décrit, c’est-a-dire qu'un tenseur est un

objet intrinséque. Dans le cas ot on utilise une unique base (¢,,e,,€, ), on peut écrire :

'I='=Tij ei®ej
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La sommation sur i et j implique que le tenseur d'ordre 2 T possede 9

composantes dans le cas général, et on peut écrire :
T=T,e®e+T,e ®e,+T ;€ ®e,+...
T,e,®¢e+T,6e,&®¢e,+T,,6, e, +...
T, 6 ®E+T32 €, ®e_2+T33 e, ®e,

Ainsi, dans ce repere (¢€,¢,,€, ), les composantes de ce tenseur d’ordre 2 peuvent

étre organisées sous la forme d’'une matrice 3x3.
Par convention, le premier indice de T;correspond a la ligne de la matrice et le
second indice a la colonne de cette matrice. On peut donc écrire les composantes du

tenseur d’ordre 2 'I:' sous la forme :
Tll T12 TlS
1 T22 T23

[l](i'e%%) = Mat (-Iz-’(_l’e_z’e_s)) =T
T3l T32 T33

N

Il est essentiel en toute rigueur d’'indiquer la base dans laquelle ces composantes
sont écrites. On pourra lire « matrice des composantes du tenseur T dans la base

(e,e,,6;, ) ». Néanmoins, lorsque la base dans laquelle l est écrit est évidente, on

pourra s’abstenir de cette précision et noter uniquement cette matrice [T] .

A retenir 2-4

Lors d'un changement de base, les composantes du tenseur vont naturellement changer, de

méme que la matrice qui le représente dans cette base : néanmoins, la quantité physique décrite

par le tenseur va rester inchangée.

2.1.5.2 Ecriture matricielle des opérations sur les tenseurs

Reprenons les différentes opérations tensorielles décrites ci-dessus, et tentant de les
traduire en ce qui concerne les matrices qui peuvent décrire ces tenseurs dans une base
donnée. On omettra dans cette section la notation (e,e,,e,) dans I'expression des

matrices.
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La somme de deux tenseurs s’écrit :

S = A+B (notation tensorielle) ou S; = A; +B; (notation indicielle)

La matrice représentative de la somme de deux tenseurs est la somme des matrices

des composantes de ces deux tenseurs :

[s]=[A]+[B] (notation matricielle)
La multiplication tensorielle de deux vecteurs X et y s’écrit:

£:>_<®3_/:xing®ej
P.

On en déduit tout naturellement I'expression de la matrice des composantes de P :

X XY: XY, %Y;| (P R, P

T
[E]:[X]I:X] ) (yl Y2 ys): XY %Y, XY |=| Py Py Py
X3 KYr XY, XY, Pp P Py

.
La notation [y} correspond a la transposée de la matrice des composantes de y .

Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2 s’écrit :

P=A-B (notation tensorielle) ou P, =A;B, (notation indicielle)

On en déduit naturellement que le produit contracté correspond, en notation

matricielle, a la multiplication de matrices telle qu’elle est enseignée en classes

préparatoires.

[P]=[A][B]
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Exemple 2-7

Considérons deux tenseurs dans (el, ez):

Leur produit contracté s’écrit sous forme indicielle B, = A;B;, , i.e.:

R:=A:By +A,B, =0
R. =A;B, +A,B, =11
Py =AyB +A,B, =0
Py =A,B, +A,B,, =0

En écriture matricielle, ces tenseurs et leur produit s’écrit :

[é]:((l) gj ‘A :[A}[B]:(l 3)[0 2)2(0 11}
g [P ol

- Le produit contracté d’'un tenseur d’ordre 2 avec un tenseur d’ordre 1 s’écrit

tout naturellement d’apres ce qui précede :
P=T-x (notation tensorielle) ou p, =T;X; (notation indicielle)
Ce produit sous forme matricielle s’écrit tout naturellement : [E] = [1] [Z]
— Latrace d’un tenseur est égale a la trace de la matrice des composantes de ce tenseur
— Lors d’'un changement de base, la matrice des composantes du tenseur d’ordre 2 dans
la base e_i* s’écrit en fonction de la matrice des composantes du tenseur dans la base e
en faisant intervenir la matrice de passage P qui exprime la base € en fonction de la
base e_i* :
\T *
[L:I(ei“,e’z“,eé"j :(P ) 'I:l:l(el,ez,eg] P
Si on utilise P la matrice de passage qui exprime § dans € ,ona alors :

[l](ef,e;,e;] - P'[l][el,ez,%) P

48 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



Exemple 2-8

Reprenons I'Exemple 2-3 dans le cas d’un tenseur dans le plan (el, e2) : T=2¢ ®e +4e Ve,

2 4
Son écriture matricielle est naturellement : ['I_'](el o J = (0 OJ
T2

cos® —sin 0)

On reprend la matrice de massage P" =| .
sing cosd

Et on a vu précédemment que dans cette nouvelle base, les composantes du tenseur s’écrivaient :

2c0s’@+4cosfsind  4cos’ &—2cosdsind
—4sin@—-2cos@sin@  2sin® & —4cosHsin b

[There)=

Tentons de retrouver cette forme avec la formule énoncée ci-dessus :

- _(pY [T P cos@é sin@\(2 4)\(cosd -—sinf

LJ[%E] (P) [=][elez] —sing cosej 0 0)sing cosd
2cos@  4cos@ \(cosd —sinb
(—Zsine —4sin0j[sin6’ cos@j

2c0s’ O +4cosdsind —2cos@siné+4cos’
—2sin@cos@—4sin’@  2sin®6—4cossin 6

2.1.6. Les tenseurs d’ordre 2 comme applications linéaires ou bilinéaires

2.1.6.1 Les tenseurs d’ordre 2 comme applications linéaires

Au sens du produit contracté défini ci-dessus, un tenseur d’ordre 2 peut étre vu

comme l'application linéaire :

X —> T-X

En ce sens, un tenseur d’ordre 2 est un objet intrinseque (indépendant de la base
choisie) qui permet de «transformer un vecteur en un autre vecteur ». Cette
définition sera utile par la suite par exemple pour comprendre l'intérét du tenseur des

contraintes et interpréter ses composantes dans une base donnée.
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Exemple 2-9

Soit un tenseur T dans (el, ez) telque T =2¢ ®e +4e ®e, , etsoitle vecteur X =2¢,.
Ce tenseur peut étre vu par conséquent comme |'application qui a X = 2e, associe le vecteur :

T x=Tyx;8 = (T + oo JK )&+ (P00 + POK )& =Ty = 4,

2.1.6.2 Les tenseurs d’ordre 2 comme applications bilinéaires

—

De la méme fagon que précédemment, un tenseur d’ordre 2 peut étre vu comme
I'application bilinéaire :
T : RxR* - R
(>_<, Y) - xT-y
Selon cette définition, un tenseur « transforme un couple de vecteurs en scalaire ».

Exemple 2-10

Soit un tenseur T dans (el, e2) telque T =2e ®e +4e, ®e, etlesvecteurs Xx=2¢ et y=¢ +e,.

Ce tenseur peut étre vu par conséquent comme l'application qui a ( X, y) associe le scalaire :

Y =XTY =X Ty + X}le +X Ty, + XM)& =12

)_(.

=

2.1.6.3 Transposition et symétrie d’un tenseur d’ordre 2

Le point de vue précédent (le tenseur comme application bilinéaire) permet de
définir le transposé LT d’un tenseur d’ordre 2 quelconque T de la fagon suivante :
T : R°xR* > R
(xy) = I'(xy)=xT"-y=I(y.x)=y

X
On montre ainsi facilement que la matrice des composantes de IT est la transposée

-

de la matrice des composantes de T .
On définit les tenseurs symétriques comme ceux qui sont égaux a leur transposé :
T estsymetrique < T :lT
On définit les tenseurs antisymétriques comme ceux qui sont égaux a 'opposé de
leur transposé :

l est antisymétrique < L =T
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On peut montrer de facon évidente que la trace d’'un tenseur d’ordre 2
antisymeétrique est nulle. Il posséde donc uniquement 3 composantes indépendantes,
et en ce sens il se « comporte comme » une vecteur, propriété qui sera largement utilisée

en mécanique des fluides pour définir le vecteur tourbillon (voir 7.1.3).

Intéressons-nous désormais a la transposition du produit contracté T = A-B de

deux tenseurs d’ordre 2. Par définition on a:

xTy=x(AB)y=yT x avec T'=(AB)
On peut réécrire ceci en notation indicielle :
XY =XABY; =y Tix = T,=BA;, = lT :ET 'éT

Appliquons la regle ci-dessus au cas du produit contracté d’'un vecteur par un
tenseur d’ordre 2. On a alors :

a=b-T = a=a =(b-T) =T"-b"=T"-b

On vient donc de montrer le résultat suivant, qui sera fréquemment et implicitement

utilisé dans des démonstrations qui vont suivre :

b-T=T"b

Cette formule est évidente en notation indicielle :

T'-b=T,b,e =bT,e;=b-T

i~ =i

—

La notation suivante sera adoptée par la suite : ('I='_1) :'I='_T

2.1.6.4 Tenseur orthogonal

En considérant le tenseur comme application linéaire, on peut facilement définir le

tenseur orthogonal R comme I'application linéaire qui vérifie la condition:

v(xy)eR =R, (R-x)-(R-y)=x-y

Cette application linéaire ne transforme donc pas le produit scalaire X-y, ce qui veut
dire qu’a la fois les normes des vecteurs X et y etl’angle 8 entre ces deux vecteurs sont
préservés lors de cette transformation.

Un tenseur orthogonal montre la propriété suivante :
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RR=RR =1

[Is]
7o

= R-lzg

Lorsque detR=1, nous verrons que l'application linéaire R correspond a une
rotation.

2.1.7. Quelques propriétés des tenseurs d’ordre 2

2.1.7.1 Décomposition en partie symétrique / antisymétrique

A partir des définitions qui viennent d’étre posées, on peut facilement a partir d'un
tenseur T quelconque définir les deux quantités suivantes :
T(l):l(T +17) T(2>=1(T -17)
= 2= = = 2\ = =

On peut facilement observer que la somme de ces deux tenseurs est égale au tenseur

=

TO4+T® =1(T +T+17-T7)=
= = 2 = = = =

De plus, on observe aisément que le tenseur 'I='(1)

=

est symétrique :

(1) =5 +T)=5(L+T)

De méme, on observe que le tenseur L(z) est antisymeétrique :

(1) =3 -1)=-5(-T)

A retenir 2-5

On vient donc de montrer simplement qu'un tenseur quelconque d’ordre 2 peut étre décomposé
comme la somme d’un tenseur d’ordre 2 antisymétrique et d'un tenseur d’ordre 2 symétrique :

| " =5(T+T)
T=T sym I -]=-ant|sym avec 2

T .|=_anti5ym = % (L _LT )
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2.1.7.2 Directions et valeurs principales d’un tenseur

Soit T un tenseur d’'ordre deux symétrique. On appelle respectivement valeur

propre (ou principale) et vecteur propre (ou principal) le scalaire A et le vecteur v

tels que :

A est alors la valeur principale associée a la direction principale v. Pour calculer 4

et v, on résout dans un premier temps l'équation:
det(T -41)=0
On trouve alors trois valeurs de 4 qu'on note T,, T, et T,,, et les trois directions
principales associées a chaque valeur propre sont calculées en résolvant:

(T-T1)-¢,=0 (pasde sommationsur i) avec € -g =1

Nous affirmerons sans démonstration que si les trois valeurs principales de T sont

distinctes, alors les trois directions principales sont mutuellement orthogonales.

A retenir 2-6

La base formée par les trois vecteurs propres est appelée base principale. Dans cette base, on a:

T, 0 0
T=Te ®¢ +T,¢e, ®¢, +T,e, ®e, ouencore [lle.,e..,e...): 0T, O
o o T,

2.2. Analyse tensorielle

2.2.1. Champs de tenseurs

La définition de champs scalaires et vectoriels a déja été rappelée ci-dessus. Par
extension, on définira par un champ de tenseurs ou champ tensoriel une application
qui va d'un ouvert Q de 'espace physique (le volume du milieu que I'on va considérer)

vers I'espace vectoriel d'un certain ordre (dans I'exemple ci-dessus d’ordres 0 et 1).

53 |

Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



Cette définition étant prise, en identifiant un point M quelconque de 'ouvert Q a
son vecteur position Xx=0M , on peut poser qu'un champ de tenseurs est une fonction

qui a tout X associe le tenseur T"(x) d’ordre n :

xeQ — T'(x)eR°®R’®..®R’

Dans la suite, on pourra pour alléger la notation utiliser I'expression T" plut6t que
T ()_() : il ne faudra cependant pas perdre de vue qu’il s’agit bien d'un champ de

tenseurs, et donc qu'il existe un tenseur a priori différent pour chaque point de Q.

2.2.2. Gradient d’'un champ de tenseurs

2.2.2.1 Opérateur Nabla

Il peut étre utile pour la suite d’introduire ici 'opérateur Nabla qui a pour
définition :

v-Le¢
—OX

On peut par exemple calculer la quantité suivante (a étant un scalaire quelconque):

0 6a oa oa oa
Va=| —g |a=—@€=—"€+_——6+_——¢
ox T AT A o 2 a2

3

Pour alléger les notations lors de ces écritures indicielles, il est fréquent de trouver
la notation « ,i» pour signifier « dérivée partielle par rapport a X, ». Ainsi, la quantité ci-

dessus peut s’écrire tout simplement :

Va=ag

2.2.2.2 Définition intrinségque

Soit T" ( )un champ de tenseurs d’ordre n sur un volume Q. L’analyse locale de ce

champ autour du point de coordonnées X consiste a écrire la quantité :

dT"=T"(x+dx)-T"(x)
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En linéarisant l'expression de la différentielle dT", on montre qu'il existe une
application linéaire qui au vecteur dx fait correspondre dT": c’est un champ de
tenseurs d’ordre n+1 qu'on nomme gradient du champ de tenseurs T"(X) et qu’on
peut définir sous forme mathématique :

Grad(T'(x)): R® > R'®R’®..®R’
dx — dT"=Grad(T"(x))-dx
On note ici le produit contracté qui fait bien « diminuer » I'ordre du tenseur de n+1

pour Grad (T” (Z))é n pour dT".

Remarque de notation : a partir du chapitre suivant, on fera la distinction
entre les opérateurs Grad (Tn (5)) et grad (Tn (1()) Pour l'instant, cette

distinction n’est pas faite.

Au vu de cette définition, les mathématiciens appellent souvent cet opérateur
I'application linéaire tangente a T" ()_(), dans la mesure ou le gradient est
I'approximation linéaire locale du champ T" ( )_() : cette définition est intuitive dans le cas

d’'un champ d’ordre 1 (champ vectoriel) comme le montre la figure ci-dessous :

v(x+dx)

dv

X+ de dv = Grad (v(x))-dx

X >!(l)

Figure 10: Illustration du gradient d'un champ de vecteurs.

Considérons un repere orthonormé. Le calcul différentiel nous permet d’écrire dans

cette base:

_oT"
OX:

daT" dx, =T" dx;

La dérivée partielle d’'un tenseur s’écrit tout naturellement :
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Si on reprend la définition générale du gradient énoncée ci-dessus sachant que
dx =dx.e , on peut donc identifier :

= or dx. =T".dx
X, ’ T, =Grad (T"(x))-¢
=Grad (T"(x))-dx =Grad (T"(x))-gdx

dT"

On en déduit par conséquent I'expression du gradient :

ar n
P Grad (T"(x)) ¢

On va pouvoir a partir de cette définition définir I'expression du gradient dans les
reperes cartésiens, cylindriques et sphériques définis ci-dessus.

L’'opérateur Nabla est couramment utilisé pour écrire les opérateurs gradient,
divergence et rotationnel. En effet, il sera courant dans d’autres ouvrages concernant la

MMC et ses applications aux fluides et solides de trouver la notation :

Grad a=Va
Grad a=a®V

2.2.2.3 Expression en coordonnées cartésiennes

- gradient d'un champ de scalaires
Gr_aoIT:ﬂeﬁﬂeﬁﬂe‘%:ﬂei
8)(1— 82— 3 -
- gradient d'un champ de vecteurs
GradI=@e1®el+ﬂel®ez+ﬂel®e3+
— 6)(1_ - 5X2— - 3
ﬂe2®el+@e2®ez+@e2®e3+
X, — — X — — X — —
Mg we+ e e, + e @e,
oX,— — OX— — O0X— —
=T e ®e
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On retrouve, pour un champ scalaire T, une expression vue en classes
préparatoires. On observe que le gradient d'un champ scalaire est un champ

vectoriel, et que le gradient d’'un champ vectoriel est un champ tensoriel d’ordre 2.

2.2.2.4 Expression en coordonnées cylindriques

- gradient d'un champ de scalaires
oT 10T oT

Grad T =—e, +——¢,+—F¢,
or— roeoL ozt
- gradient d'un champ de vecteurs
Grad T = ( Tr —Le ®¢, +
aTf’e ®e, + 1(6T +T,)e, ®¢, + a, —le,®e, +
or — oz — —
oT, 1 oT, 6T
or r 00 =+

2.2.2.5 Expression en coordonnées sphériques

- gradient d'un champ de scalaires
GradT=a—er geg+ge
r— 00— op-~
- gradient d'un champ de vecteurs
GradT = o, er®er+1(a-rr —Tg)er(>§e9+1 _LaT“ -T, e, ®e, +
— or )= — r\ o6 — — r\sinfop *)— 2L
a, e, ® r+1(ai+Trjeg®e9 E Lai—cot6?T e, ®e, +
or )— — r{ o0 — — r{sin@ op £
oT oT, oT
—2 le ®er+1 —2 e, ®e +l L——cot6?T +T, e, ®e
or )2 — r{o0 )L — risind op % ®%

2.2.2.6 Cas particulier du gradient d’un champ de scalaire

Considérons la fonction scalaire T ()_() (par exemple la température d’'un milieu). La
condition T ()_() = cste définit une surface sur laquelle le champ scalaire est constant. Un
point voisin X+dx sur cette iso-surface peut donc étre défini par I'équation dT =0. La

normale a cette surface est définie par les trois scalaires JT /0x,,0T /0X,,0T /0%, qui
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sont les composantes du gradient de T()_(). On peut donc conclure que le vecteur
Grad (T ()_()):Tyiei est un vecteur perpendiculaire a la surface T()_():CSte, et par

conséquent le vecteur normal a la surface est défini par:

n(x)=Grad(T HGrad T(x ))H

2.2.2.7 Cas particulier du gradient d’un champ de vecteurs

On a vu précédemment (section 2.1.7.1) qu’un tenseur quelconque d’ordre 2 peut
étre décomposé comme la somme d’un tenseur d’ordre 2 antisymétrique et d’'un tenseur

d’ordre 2 symétrique :

;
T=T""+T"" avec

== (L ')
-7

antisym 1
I =2(

II—l

)

Si on prend I'exemple du gradient d’'un champ de vecteurs 1_'()_(), on obtient un
champ de tenseurs d’ordre 2 du type :
Grad T =T, ¢, ®e,
Il peut étre donc décomposé en deux champs de tenseurs d’ordre 2 respectivement
symétrique et antisymétrique, que I'on notera D et Q en prenant un peu d’avance sur la

suite (3.2.5), etonadonc:

On en déduit donc (d’apres les propriétés du produit contracté) la relation :
dT = (Grad T)-dx = D-dx-+Q-dx
A partir de ces considérations, on peut montrer que le champ de tenseurs
symétrique D décrit la déformation locale du milieu, tandis que le champ de tenseurs
antisymétrique Q décrit la rotation locale du milieu.
Cette décomposition est illustrée ci-dessous pour un champ de vecteurs dans R?,

qui est l'approximation linéaire autour de l'origine d’'un champ de vecteurs réel. Ce
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champ dT =Grad (I(Q))d_x est décomposé en un champ correspondant autour de

l'origine a la déformation locale D(0)-dx et a la rotation locale ©(0)-dx (Figure 11).

LSS S s s PV VNNANN s e e = Lo s
S S S £ - PAVAVAV AN VOV NN N N PV P - - NN
LSS ;o - - PV A VOV N N N N /s s e o - N
VA ' - - P Vv N N N N VR Y
VAV AV A A -~ — - s s N A - Yoy
VA A S Y PP g —_— - - - -~ - - - [ A . Voot
> —— —+—— —t
o s AV A A === - - L B R T A B |
- < - A A A A s~ e Vv |
- - - . s LSS A N A I N T Y
- - . LSS S NN N N N0 TR A A A (RN R Y Y A
- AN VA A N NN t b s NN NN =t - e s sy
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Figure 11: Décomposition d'un champ dT = Grad (I(Q)) -dX, approximation autour de I'origine
d’un champ de vecteurs réel T ()_() , en un champ correspondant a la « déformation locale »

Q(Q) -dX (enrouge) et a un champ correspondant a la « rotation locale » §=2(Q) -dX (enbleu).E.
Plaut (ENSMN).

2.2.3. Divergence d’'un champ de tenseurs

2.2.3.1 Définition intrinseque

Soit T"(x)un champ de tenseurs d’ordre n>1 sur un volume Q. On a vu que le
gradient de ce champ de tenseurs était un champ de tenseurs d’ordre n+1>2. On

définit la divergence du champ de tenseurs T" ( )_() de la facon suivante :

Div(T"(x))=Grad (T"(x)):1

D’apres la définition du produit doublement contracté (section 2.1.4.4), le champ de
tenseurs correspondant a la divergence de T"(x) estd’ordre (n+1)+2-4=n-1.

Une premieére interprétation physique de l'opérateur divergence peut se faire en
considérant le cas de la divergence d'un champ de vecteurs I()_(), qui est donc un champ
tenseurs d’ordre n—1=0 soit un champ de scalaires. La divergence de ce champ autour
de 'origine correspond a la facon dont il « converge » vers ce point ou « diverge » de ce

point : le champ de scalaires résultant sera positif a I'origine dans le cas ou les vecteurs
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« divergent » de l'origine, et négatif dans le cas ou les vecteurs « convergent » vers

'origine (Figure 12).

I
|
|

- » » ' 1 L . <

» ¥ ’ ' 1 1 ) .

Figure 12: Interprétation physique élémentaire de la divergence d'un champ de vecteurs I()_() : a gauche,

la divergence évaluée a I'origine est positive ; a droite, la divergence évaluée a I'origine est négative.

Dans le cas ou cet opérateur divergence est appliquée a un champ de vecteurs 1_'( )_(),

on peut noter au passage qu’on a la relation suivante :

— aTI

Div(T (x)) = Grad (I (x)): 1 =Tr Grad (T (x))) =Ty, = 3

Dans le cas ou I'opérateur divergence est appliqué a un champ de tenseur d’ordre 2,

il vient naturellement :

D_iv'Iz':(GrEad(l)):l:(T. e ®i®e_k):(5,me, ®em):T.. e =—1l.

ik 217 Im I3 o 4
J

Enfin, on peut remarquer que l'opérateur divergence peut étre définit a partir de

I'opérateur Nabla :

DivT =T V=ﬂ

- oX

oT;
vI=T-v=—"¢g
= = ax —

Il est intéressant pour ce qui va suivre d’évoquer la propriété suivante de I'opérateur
divergence, qui sera notamment nécessaire pour en effectuer une interprétation

physique a partir de sa formulation intégrale :
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Div(aT)=aDiv(T)+T -Grad («)

avec « un scalaire et T un vecteur quelconques.

Cette propriété se démontre rapidement en notation indicielle :

Div(aI):%:Tig—Xa+a%I‘):I- rad () + &Div(T)

1 1 1
On peut facilement faire le méme type de raisonnement pour 'ordre supérieur :

- oTy) et e, : . .
Dlv(l-t):T:Tij&Hja:l:(}r_ad([)ﬂ-m/l (si T symétrique)

Exemple 2-11

On peut montrer (section 2.1.4.5) la propriété suivante pour le produit doublement contracté du
champ de tenseurs d’ordre 2 A par le champ de tenseurs d’ordre 2 symétriques B:
A:B=Tr(AB)

On peut facilement en déduire la relation suivante pour un champ de vecteurs \_/()_() a partir de la
définition de I'opérateur divergence :

Div(v) = Grad (v): L =Tr(Grad (v)- 1) =Tr(Grad (v))
Ainsi, si on reprend la décomposition du gradient d'un champ de tenseurs en deux tenseurs D et
§=2, on obtient :

Div(y) =Tr(Grad (v)) =Tr(D+2) =Tr(D)+ Trg]

On peut en déduire notamment que la «rotation locale » du champ n’intervient pas dans la

divergence de ce champ, qui est uniquement fonction de la « déformation locale » du champ.

2.2.3.2 Formulation intégrale : théoréeme de flux-divergence

Le théoreme de flux-divergence, ou plus simplement théoréme de la divergence,
ou encore formule de Stokes-Ostrogradski, sera largement utilisé dans la suite de ce
cours et donne une interprétation physique de la divergence d’'un champ de tenseurs.

On considere un ouvert Q2 de l'espace physique, fermé par une frontiére 0Q sur

laquelle on peut définir en tout point X € Q un vecteur unitaire normal sortant n(x).
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(Figure 13) Le vecteur non unitaire g( )_()da est un élément de surface orienté vers la

normale sortante a 0Q et d’aire da.

o€

Figure 13: Ouvert () de I'espace physique de frontiére 0Q2 et vecteur unitaire normal sortant Q( 5)

Soit T”( )un champ de tenseurs d’ordre n>1 sur ce volume Q. La formule de
flux-divergence stipule que le flux de T" ()_() a travers la frontiere 0 est égal a

I'intégrale de la divergence de ce champ T" (X ( ) sur tout le volume, soit :

£Div(T” (x))dQ= ELT” (x)-n(x)da

Ce théoreme de flux-divergence sera considéré comme un acquis dans toute la suite
de ce cours et sera particulierement appliqué dans le cas d’'un champ de vecteurs I()_()
ou de tenseurs d’ordre 2 T (X) :

Div(T)dQ

—
|—
=
o
Q

Di(T)do

B— B—

-
=]
o
o

Q= D=/

2.2.3.3 Expression en coordonnées cartésiennes

- divergence d'un champ de vecteurs
DivT = 8T 6l aT :
0% ax ax3 ’
- divergence d'un champ de tenseurs d'ordre 2:

oivT - (Tas T, Mo (Mo, Mo Ty Ty Ty O

= 0K OX, OXg = OX X, X = A% X, O
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2.2.3.4 Expression en coordonnées cylindriques

- divergence d'un champ de vecteurs

E—a(rT") +E%+ai

Z

r or r o oz

DivT =

- divergence d'un champ de tenseurs d'ordre 2 symétrique:
. or. 10T 1 oT
DivT =| — L 4+=—24+=(T_-T,)+—2%|e +
= (6r r o0 r(r" w) oz ]—r
Ty, +18T¢99 +l
or r o6 r
1

or,, 10T, oT,,
A + A A + - r + A 4
or r o0 r o0z )—

oT
(T + T )+ 6ng )eg +

2.2.3.5 Expression en coordonnées sphériques

- divergence d'un champ de vecteurs

oT
Div'I_':aT’+laT9+ 1 “’+cot9T—9+2L
or r odfd rsinf op r r
- divergence d'un champ de tenseurs d'ordre 2 symétrique:
oT
DivT =| I +laT“9 + 1 i +l(2Trr —Tp—T,,—TycC0tO) |€ +
— = {or r o0 rsind op r ” —

oT,, N 10Ty, N 1 dT,,
or r 06 rsing op

oT oT oT
o 100 1 “’“’+1(3Tr +2T, cotd) |e
or r 00 rsind dp r 7 v £

+1((T9(, —Tw)cot9+3Tm)]e9 +
; &

2.2.4. Laplacien d’'un champ de tenseurs

Les définitions des opérateurs gradient et divergence étant posées, on peut définir
I'opérateur laplacien d’'un champ de tenseurs comme la divergence du gradient de ce
champ de tenseurs. Soit T" ()_() un champ de tenseurs d’ordre n sur un volume Q : le
champ de tenseurs Grad (T” ()_()) est d’ordre n+1, et par conséquent la divergence de ce
nouveau champ est d'ordre n : 'opérateur laplacien conserve par conséquent I'ordre du
tenseur. Cet opérateur, noté A(T” ()_()), peut étre noté a partir de l'opérateur

différentiel pour des tenseurs d’ordre 1 et 2:
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AT =Div(GradT)=(VT)-V=VT
AT =Div(GradT )=(T®V) -V

Son interprétation se déduit de celles des opérateurs gradient et divergence et elle

est intuitive pour un champ scalaire T : si AT(x)>0, cela signifie que Grad T diverge

autour de X, et donc que T (x) admet un minimum local en X.

Exemple 2-12

Considérons la fonction « altitude », qui en tout point du plan R?associe un scalaire z, selon la
fonction z (5) = Xe , représentée ci-dessous (Figure 14), qui posséde un minimum local et un
maximum local. On voit alors nettement que le champ de vecteurs correspondant au gradient de la
fonction scalaire « diverge » au niveau du minimum local et « converge » au niveau du maximum

local. La divergence du gradient, soit le laplacien, est donc positive au minimum local est négatif au

maximum local.

2 0.5
60
50 1
40
30 0 0
20 4
10

> 0 2 0®

Fonction scalaire Gradient Laplacien

Figure 14: Gradient et laplacien d'une fonction scalaire.

2.2.5. Rotationnel d’'un champ de tenseurs

2.2.5.1 Définition de I'opérateur rotationnel

On a évoqué ci-dessus I'existence d'un opérateur rotationnel, utile notamment pour
caractériser la rotation locale d’'un milieu en mouvement.

- rotationnel d'un champ de vecteurs

Si I'on considére le champ de vecteurs 'I_'()_(), le rotationnel de ce champ de vecteurs

se calcule facilement a partir de 'opérateur Nabla selon la formule :

64 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



On constate donc que le rotationnel d’'un champ de vecteurs est un champ de
vecteurs.

En coordonnées cartésiennes, le rotationnel d’'un champ de vecteurs s’exprime :

aT, o, oT, o oT, oT
RotT = (% 2)1 (— 3)2 (—F—=8
OX OX, oX, OX, —

2
= Eajka,jﬁ

En coordonnées cylindriques, son expression devient :

A Ay (T T 1T, AT
rod oz =~ ‘oz ar— o 00+

Enfin, en coordonnées sphériques, le rotationnel d'un champ de vecteurs s’exprime :

1 (8sin6’T¢_aT,,je +[ 1 T, 18rT,pj Lo, aT,

- — == e, e,
rsiné 06 op )J— \rsin@op r or )J— r or 060 —

RotT =

Considérons maintenant le cas d'un champ de tenseurs d’ordre 2 T . On peut définir
deux champs de tenseurs rotationnels a partir de ce champ de tenseurs : le rotationnel
a gauche et le rotationnel a droite.

- rotationnel a gauche d'un champ de tenseurs d’ordre 2

On définit le rotationnel a gauche de la fagon suivante :
g
Rot™ T =&, Ty o€ ®e
C’est donc un champ de tenseurs d’ordre 2 dont les composantes se déterminent

plus facilement a partir de I'assertion : le rotationnel a gauche de T a pour vecteurs-

colonnes les rotationnels des vecteurs-colonnes de L
[Eg l] = (&([Tn T21 T31]T ) ﬂ([le T22 T32 ]T ) ﬂ([Tls T323 T33 ]T ))

- rotationnel a droite d'un champ de tenseurs d’ordre 2

On définit le rotationnel a droite de la facon suivante :

Rot T=¢pTig 08 ®e
C’est donc un champ de tenseurs d’ordre 2 dont les composantes se déterminent

plus facilement a partir de I'assertion : le rotationnel a droite de T a pour vecteurs-

lignes les rotationnels des vecteurs-lignes de T .
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Rot([T, T, T ) |
T

[Rot’ T]=| [ Rot([T,y T T |

:& ([Tal Ty, Ty ]T )T

2.2.5.2 Existence d’un potentiel scalaire : théoréme de Cauchy

On appelle potentiel scalaire un champ scalaire ¢(>_() défini sur Q tel que le champ
de vecteurs I( )_() puisse s’exprimer sous la forme du gradient de ce potentiel scalaire :
vxeQ, T(x)=Grad(4(x))
Sans démonstration, on affirme qu’'une condition nécessaire et suffisante pour
que ce potentiel scalaire existe est que le rotationnel du champ de vecteurs soit
nul:

Rot(T(x))=0 < 3$(Q—>R), T(x)=Grad(¢(x))

2.2.5.3 Existence d’un potentiel vecteur : théoreme de Cauchy généralisé

On déduit naturellement de la section précédente la définition d’'un potentiel
vecteur V(x) défini sur Q tel que le champ de tenseurs d'ordre 2 T(x) puisse

s’exprimer sous la forme du gradient de ce potentiel vecteur :

vxeQ, T(x)=GCrad(yv(x))

Toujours sans démonstration, on affirme ici que si le rotationnel a gauche du
rotationnel a droite du champ de tenseurs l()_() est nul, alors il existe un champ de
vecteurs tel que la partie symétrique du gradient de ce champ vectoriel soit égal a
T(x):

Rot’(Rot? (T ))=Rot’ (Rot’(T))=0 < 3(@—>R’). T=D(v)=(Grad(v)+Grad(v)')

Cette définition, bien que complexe, nous permettra d’écrire simplement la condition

de compatibilité d’un champ de déformations en section 3.2.4.
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Résumé du CHAPITRE 2 : ce qu'’il faut savoir

v Utilisation de la notation indicielle ou tensorielle

v'  Définition des tenseurs, et utilisation du calcul tensoriel

v Ecriture matricielle des tenseurs d’ordre 2 : différence entre matrice et tenseur
v' Opérations sur les tenseurs d’ordre 2 : similaires aux opérations matricielles

v' Décomposition d’'un tenseur d’ordre 2 en parties symétriques et antisymétriques
v Ecriture d'un tenseur d’ordre 2 dans sa base principale

v Définition et utilisation des opérateurs gradient, divergence, rotationnel
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3.Cinématique des milieux continus

En Chapitre 1, nous avons rappelé des notions de base de mécanique y compris les
notions de position, vitesse et accélération. Cette description était cantonnée a un point
matériel et a un solide indéformable : dans ce chapitre, nous allons redéfinir ces notions
de cinématique en incluant la déformation du milieu lui-méme.

Pas soucis de clarté ou de concision, nous nous limiterons rapidement a des
déformations infinitésimales de ce milieu (car I'étude des grandes déformations peut
vite sortir du cadre d'un cours d’introduction a la MMC). Nous pourrons nous rassurer
en nous disant que, entre deux intervalles de temps suffisamment rapprochés, un milieu

continu (solide ou fluide) est toujours soumis a de petites déformations.

3.1. Représentation du mouvement

3.1.1. Repérage des points matériels en mouvement

On se placera comme précédemment dans un référentiel &, qui est 'ensemble R3
des points de l'espace euclidien animé du mouvement de corps rigide de I'observateur.
Un point matériel M consiste en une infiniment petite quantité de matiéere, de volume
dQ2. Le systéme matériel S représentera une quantité de matiere dans l'espace,
constituée de points matériels. Le volume de ce systéme évolue dans le temps, mais pas

sa masse (nous écrirons formellement ce point en section 3.2.6.2).

Al'instant t =t,, le systeme matériel est dans la configuration K dite configuration
de référence et les composantes du vecteur-position OM, = X sont notées X,, X,, X,
(majuscules) dans la base (i,i,%). A linstant t, le systéeme matériel est dans la
configuration K, dite configuration actuelle et les composantes du vecteur-position
OM =X sont notées X, X,, X, (minuscules) dans la base (%,e_z,%). Le systéme matériel

subit la transformation ¢ (fonction vectorielle) entre K, et K, (Figure 15).
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K¢
volume () /
surface frontiére 0C) 0 M
volume ()

surface frontiere 0Q

Figure 15: Repérage des points matériels entre une configuration de référence K0 etune

configuration actuelle K.

— Le concept de milieu continu implique que deux points matériels infiniment voisins
dans K, le sont toujours dans K,.

— Les points occupant un domaine connexe dans K, occupe un domaine de méme
ordre (courbe, surface, volume, ...) dans K,.

— Les points a l'intérieur d'une surface fermée dans K, restent a l'intérieur de la

surface transportée dans K,.

Exemple 3-1

Nous allons traiter un exemple de transformation, qui sera repris tout au long de ce chapitre.

On consideére la transformation suivante :
X =¢(X,t)=X, +at’

x=¢(X,t) X2=¢2(L,t)=£X1+X2 avec o enm.sZet 7 ens

X3 = ¢3 (l’t) = Xs

La fonction vectorielle ¢ permet donc de passer de K, dans K.

ci-dessous (Figure 16).

Si on se place dans le cas ou X, €[1,2], X, €[L2], a=2,7=1 et t=0.50n obtient la transformation
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Le point de coordonnées X =g, +¢, (en rouge sur la Figure 16) est par exemple transformé en :
x=1.5¢, +1.5e,

On constate qu’on respecte bien la condition : )_((L,t = 0) =X

3 i

2.5

1.5

1 15 2 25

Figure 16 : Exemple de transformation plane.

3.1.2. Description lagrangienne ou eulérienne?

3.1.2.1 Description lagrangienne du mouvement du milieu continu

A chaque instant ¢, le vecteur position X du point matériel est donnée dans K, en
fonction de sa position X dans K;. On a alors pour tout point appartenant au systeme
matériel et Vt une fonction vectorielle #(X,t) qui vérifie:

X=4(X,1) avec (X,t=t,)=X

X =¢(X.1)
X, =¢,(X,t) = chaque composante peut dépendre de la position d’origine X
X = ¢5(X,1)

En notant y = zﬁ_l, on a de fagon équivalente: X =w/(x,t). Cette écriture est possible
car la fonction ¢ est une bijection de 'ensemble des points dans K, sur I'ensemble des
points dans K, étant donné qu'a chaque point matériel dans la configuration initiale

correspond un et un seul point matériel dans la configuration transformée.
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On appelle variables de Lagrange les grandeurs X (3 composantes, parfois
appelées coordonnées matérielles) et t. On appelle inconnues de Lagrange les trois
fonctions ¢ (X,t) qui permettent de déterminer X.

La description lagrangienne (ou matérielle) est une description "par trajectoire"”:
on se propose de décrire la cinématique d'une transformation en suivant 1'évolution de
la position des points matériels au cours du temps. L'idée est donc de se dire qu’'on
connaitra le mouvement du systeme matériel si on sait a chaque instant ou se trouve la

particule M qui se trouvait en M, dans la configuration de référence.
La fonction w:¢_l donne la position dans la configuration de référence de la

particule qui est en M dans la configuration actuelle.

Exemple 3-2

Reprenons la transformation de I'Exemple 3-1, on peut facilement calculer y = Qfl a partir de la

fonction vectorielle Q(l,t) :

X1=¢1(X,t)le+at2 X1=¢1_1(§,t):X1—0£t2
x=g(X.t) {=g(X0)=2X X, = X=¢"(x1) {X,=¢, (x1)=%—x+Z¢
Z r = T T
X3=¢3(i,t)=x3 X3:¢371()_(’t):X3

3.1.2.2 Description eulérienne du mouvement du milieu continu

En description eulérienne (ou spatiale), on décide de décrire le champ des
vecteurs vitesses \_/()_(,t) dans la configuration actuelle K, et non dans la configuration

initiale K;. On décrit donc le mouvement du corps déformable:

ax%,t) _ 5?%’0 —v(g(X,1),t) avee g(X, t=t,) =X

Dans ce cas, on appelle variables d’Euler les grandeurs X (3 composantes, parfois
appelées coordonnées spatiales) et t. On appelle inconnues d’Euler les trois fonctions

v, ()_(,t) qui permettent d’exprimer la vitesse de tous les points dans K.
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3.1.2.3 Dérivée particulaire et dérivée spatiale

Considérons une fonction scalaire, vectorielle ou tensorielle que l'on notera

G(X,t)en description lagrangienne et g(x,t) en description eulérienne.

A retenir 3-1

Remarque de notation: lorsque I'on parlera du gradient d’'une fonction écrite en description
lagrangienne, on sous entendra le gradient par rapport aux variables de Lagrange X et on I'écrira

avec une premiere lettre majuscule:

_ CE(X1)

Grad (G(X,t)) e

Le gradient d’'une fonction en description eulérienne concernera les variables d’Euler x et on

’écrira avec une premiere lettre minuscule :

og(x.t)
OX

grad (g(xt))=

Il en sera évidemment de méme pour les opérateurs divergence et rotationnel.

La dérivée de la quantité lagrangienne G( X ,t)par rapport au temps (X étant

fixe) s’écrit simplement :
. _dG(X.,t)

G(X1) dt
Cette dérivée correspond a la fagon dont la quantité G(l,t) évolue lorsque I'on
suit la particule : on parle alors de dérivée particulaire, ou encore matérielle.
Considérons maintenant la description d’Euler g(x,t), sa dérivée spatiale ou
eulérienne (x étant fixe) s’écrit simplement : dg(x,t)/ot
Considérons enfin que I'on veuille étudier la dérivée temporelle particulaire de la
quantité écrite en description eulérienne g()_(,t), c’est-a-dire en s’attachant a un point

matériel, X étant fixe. On pourra alors écrire :

o(x)= 02 dg(?(dlt,t),t)
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Or, on peut écrire la relation :

On en vient donc a la relation primordiale :

Equation fondamentale 3-1

E.J(X,t)= dggf,t) _ ag(atz,t)ﬁgg)z(,t),%:%wrad (g(x,t))w_/(z,t)

le terme g(x,t) est la dérivée particulaire de la quantité g(xt) en

description eulérienne

og(x.t)
ot

e leterme est la dérivée eulérienne de g(Xx,t)
e leterme grad (g ()_(,t)) est le gradient de g(x,t) en description eulérienne

e leterme v(xt) etlavitesse du point matériel situé en X

le terme grad (g ()_(,t))-\_/()_(,t) est souvent appelé terme d’advection

3.1.2.4 Au final, description lagrangienne ou eulérienne ?

Si on résume ce qui vient d’étre dit, la description lagrangienne consiste a suivre le
mouvement de points matériels entre une configuration de référence et la configuration
actuelle, tandis que la description eulérienne consiste a analyser le champ de vitesses

des points matériels a des positions précises de I'espace.

Figure 17: Exemple de description lagrangienne du mouvement d’'un milieu continu solide. La forme
initiale étant connue, on suit chaque point matériel dans son mouvement lors de I’écrasement du
lopin par un cylindre. Le code couleur correspond au champ de déplacement vertical.
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La description lagrangienne nécessite la connaissance d’'une configuration de
référence : en mécanique du solide, on connait en général la forme initiale (non
déformée) du systéme matériel (Figure 17).

S’il s’agit maintenant d’étudier I'écoulement d’une riviere, les notions d’instant initial
et de configuration de référence deviennent plus problématiques... La description
eulérienne est alors naturelle en mécanique des fluides, ou 'on décrit le mouvement

du fluide a des positions précises de I'espace (Figure 18).

- - - ¥ S 3 ‘ \ \ ¥
= AT RN
Figure 18: Description eulérienne du mouvement d'un milieu continu. A gauche: champ de
vitesses en surface d'une riviére. Le code couleur correspond a la norme du champ de vitesses.
A droite : troupeau de moutons entrant dans un nouveau parc : on imagine facilement associer
un vecteur « vitesse du mouton » a chaque animal pour décrire le mouvement du troupeau.

3.1.3. Champs de déplacement, de vitesse et d’accélération

En suivant les notations précédentes (3.1.1), on peut facilement définir le champ de

déplacement d'un point matériel :

b

Dans cette expression, on lie la position actuelle de la particule a sa position de
référence X . Le déplacement Q( X ,t) est donc fonction de la configuration de référence,
ce qui correspond donc a une description lagrangienne (matérielle) du mouvement.

De facon alternative, on peut définir le déplacement en description eulérienne :

u(xt)=x-X(xt)

Ces deux définitions d’'un déplacement ont les mémes valeurs :

U (X.t)=U (g7 (xt).t)=u(x1)
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A retenir 3-2

Par la suite on emploiera la notation minuscule g( X,t), méme si cette grandeur est lagrangienne :

en effet, en description eulérienne, on s’intéresse rarement a décrire le champ de déplacements

puisque c’est I'analyse du champ de vitesses V = \_/()_(,t) qui est a la base de la description.

En mécanique du solide, la cinématique d’'un milieu sera en général décrite a partir
du champ de déplacement dans le configuration initiale (description lagrangienne). En
mécanique des fluides en revanche, on s’intéressera plutét au champ de vitesse et au
champ d’accélération dans la configuration déformée (description eulérienne)
puisqu’on ne connait pas de configuration de référence.

Si on suit un point matériel dans son mouvement (comme on I'a rappelé en section
1.2.1), on peut facilement définir les champs de vitesse et d’accélération en description
lagrangienne comme les dérivées premiere et deuxiéme de la position du point

matériel :

y(_,t)=¥ A(X, ):a\i(atl,t):y)_(a(tzl,t)

La description eulérienne est basée en revanche sur la connaissance du champ de
vitesse V(X,t). Si on veut donc étudier l'accélération d’un point matériel, on doit donc
s’'intéresser a la dérivée particulaire d’'une quantité écrite en description eulérienne, et

d’apres ce qui précede (3.1.2.3) il vient 'expression de I'accélération :

dv(x,t) :8\_/(>_<,t)

™ +grad(v(x,t))-v(xt) ou & =%+vi'jvj

a= :
- ot

Cette expression permet de connaitre I'accélération d’'un point matériel sans en
connaitre explicitement toute la cinématique. On notera que le terme d’advection est

non-linéaire, quadratique en v(Xx,t).

Exemple 3-3

Reprenons la transformation de I'Exemple 3-1 et tentons de calculer les déplacements, vitesses et

accelération a partir des descriptions lagrangiennes et eulériennes.
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)_(:¢(l1t) X2:¢2(L,t)=£X1+X2 = X :¢_1()_(1t) Xz:¢2_1(xat):X2_£X1+gt3
- T - T T
X3 =@ (lvt) =X, Xy = ¢3_1 ()_(’t) =X

Commencons par calculer le champ de déplacement a partir des variables de Lagrange:
U, =x(X,t)- X, =at?

U(X)=X(X1)-X U, =% (X,1)-X, =X,
T

U, =% (X,t) =X, =0

et a partir des variables d’Euler :

De facon triviale, on observe que les déplacements ont les mémes valeurs dans les deux

descriptions: u(x,t)=U(X,t), mais exprimées selon des variables différentes. Ce champ de

déplacement et représenté ci-dessous sur la configuration d’origine, en utilisant donc Q( X ,t) .

3

2.5

15

1 15 2 2.5

Figure 19: Exemple de champ de
déplacement.

Calculons maintenant le champ de vitesse a partir de la description lagrangienne :
2at
V(X t)=——== [V(X.t)]=| X,/
0
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Pour faire ce calcul a partir de la description eulérienne, il faut faire attention au fait que X dépend

du tempsetona:
y(xt) - 220, ) ox
ot ox ot

Pour calculer le terme 0x/dt on doit se servir de la forme ici connue de la trajectoire des particules,

et on obtient :

2at 0 0 0)(2at 2at
ou(xt) ou(xt) ox X o, |1 X || L
\_/()_(,t): o ol X E I:\_/(Z,t)]: ?—3?1:2 iy ; 0 0| 71 = ;(Xl—atz)
0 0 0 0)(0 0

On vérifie bien alors que les vitesses sont les mémes: v(x,t)=V (X,t), mais exprimées selon des
variables différentes. Cette seconde forme constitue la formulation eulérienne de la transformation,

qu’on utiliserait par exemple pour caractériser I'’écoulement d’'un fluide.

Intéressons-nous enfin au champ d’accélération en description lagrangienne :

dv (X,t) v (X,t) 2
AXY)=—g—=—0— [AXY]=|0
0

Imaginons-nous maintenant que nous ne connaissons pas les trajectoires des particules (cas ou I'on
regarde s’écouler un fluide par exemple), mais que l'on connaisse le champ de vitesses en
description eulérienne \_/()_(,t). On peut alors calculer le champ d’accélération a partir de

I'expression de la dérivée particulaire :

2c 0 0 0)(2at
ov(x.t) a 1 1 2a
a(x,t)= ‘a;’ +grad v(x,t)-v(xt)  [a(xt)]= 2-t|+ = 0 0 ;(Xl—atz) =0
0 0 0 0]lo L

On retrouve bien alors la méme expression, sans que le calcul ne nécessite la connaissance des
trajectoires des particules. On remarque que le champ d’accélération est ici uniforme (il ne dépend

pas des coordonnées spatiales).
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3.1.4. Quelques caractéristiques de la transformation

3.1.4.1 Trajectoires

La trajectoire d'un point matériel est le lieu des positions occupées par un point
matériel dans £ au cours du temps, c'est-a-dire une équation paramétrée de M

initialement en M. En description lagrangienne I'équation des trajectoires est évidente:

x=¢(X,t)

Une trajectoire est une courbe paramétrée de type x. =X (t), et cette courbe est donc
indépendante du temps. On peut dire qu’il y a « autant de trajectoires qu’il y a de
particules ».

On peut imaginer visualiser les trajectoires par exemple en placant dans un milieu
fluide des particules solides, idéalement entrainées comme le serait la particule fluide
dont elle occupe la place. Une photographie avec un temps de pose suffisamment long
permettrait alors de visualiser une partie de la trajectoire de ces particules.

En description eulérienne, on connait le champ de vitesses en tout point de I'espace :
les trajectoires peuvent alors étre déterminées en résolvant:

dx =v(x,t)dt avec la condition initiale x(t =0) = X

Exemple 3-4

Reprenons la transformation de I'Exemple 3-1:

Cette forme constitue 'équation des trajectoires. Prenons maintenant la description eulérienne de

. 1
cette transformation : \_/()_(,t) =2ate + —(x1 —at? )e2 :
. 2

On peut déterminer les trajectoires des points matériels en posant :

78 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



dx, = v, (x,t)dt = 2atdt
dx=v(x,t)dt = {dx,=v,(x,t)dt= %(xl —at?)dt
dx; =v,(x,t)dt =0
Pour pouvoir intégrer les composantes de dx, on doit tenir compte du fait que x = )_((L,t).

On trouve facilement pour la premiere composante X, = at® + C, etainsiona:

dx, =V, (x,t)dt =1(oct2 +C1—at2)dt = X, =C1£+C2
T T

On doit nécessairement ajouter la condition initiale x(t =0) = X pour déterminer les 3 constantes :
a2
X (t=0)=C, = X, X =at”+ X,
t
X (t=0)=C,=X, = X, =X, —+X,
T

X, (t=0)=C, = X, " = X,

On constate que I'équation des trajectoires est bien la méme dans les deux cas.
Les trajectoires des quatre points de coordonnées (1,1,0), (1,2,0),(2,10),(2,2,0)ont été

représentées Figure 20.

S _—
2.5 —

2 4
1.5

11

1 15 2 2.5

Figure 20: Exemple de
trajectoires des quatre coins
du milieu de base.

3.1.4.2 Ligne de courant

La ligne de courant est I'enveloppe des champs des vecteurs vitesses a un instant
donné t, elle considere donc un ensemble de points matériels a un instant donné, qui

posseédent tous un vecteur vitesse "local".

79 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



Les lignes de courant étant tangentes aux vecteurs vitesses V(X,t) en tout point, un
petit élément dx est sur la ligne de courantsi dx Av(x,t) =0 ce qui revient a:

dx, _ dx, _ dx,
vi(X,1) V(%) v(xt)

Le temps n’est pas une variable d’intégration dans cette équation, étant donné que

'on se place a un instant donné.

Exemple 3-5

Reprenons la transformation de I'Exemple 3-1, pour lequel la description eulérienne est :

v(xt)= 2ati+%(x1 —at’)e,

Les lignes de courant se déterminent facilement a partir de I'équation ci-dessus :

dx, dx, dx, dx, dx, 1 )
- = = dx, = (%, —at®)=2atd
Vl(Zyt) Vz(lyt) V3(X,t) = 2at 1(X1—0!t2) = Xlz'(X1 @ ) atdx,

T

Ce systéme se résout de la facon suivante :
2

ldxlxl—gtzdxl=2atdx2 = Zi—gtle=2atx2+cste = X, = % [i—atzj_pcste
T T

T T 2tt\ 2

Des lignes de courants ont été représentées pour différentes valeurs de la constante Figure 21.
On constate immédiatement en comparant les Figure 20 et Figure 21 que les trajectoires et lignes

de courant forment deux familles de courbes différentes.

2.5

NN

1 15 2 2.5

Figure 21: Exemple de lignes
de courant.
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3.1.4.3 Mouvement stationnaire

Un mouvement est dit stationnaire dans R si sa description eulérienne n'est pas
fonction du temps (le champ des vecteurs vitesses est variable dans 1'espace mais pas

dans le temps), soit:

v(xt)=y(x)

Dans le cas d'un mouvement stationnaire:
— la résolution du systéme dx=v(x,t)dt avec Xx(t=0)=Xet du systéme
donnent des solutions identiques, c'est-a-dire que les trajectoires et les

lignes de courant sont identiques

On appelle mouvements semi-permanents des mouvements tels que:

v(xt)=A(t)¥(x)
3.1.5. Gradient de la transformation

Le tenseur gradient de la transformation, noté E permet de traduire la
transformation d'un corps entre K, et K,. Considérons un point M, et un point P

infiniment proche de M . On peut définir le vecteur élémentaire dans K;:

dX = X" - x"

Apreés transformation, on peut définir la position de ces deux points dans K;:

XM =g(X" ) x"=g(X"1t)

Et le vecteur élémentaire devient alors:

dx=x"—x" =g(X" +dX,t) - g(X" 1)

Un développement de Taylor au premier ordre donne:

29X

dx=g(X" +dX, ) -g(X" 1) = v

On peut en déduire la définition du tenseur gradient de la transformation, pour

un point quelconque :

op(X,t
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F(X,t)=Grad ¢(X.1)

Le tenseur gradient de la transformation est crucial en MMC, dans la mesure ou il
contient toutes les informations concernant la cinématique d'un milieu continu.

On obtient alors la formule de transport d’'un vecteur matériel quelconque:

Equation fondamentale 3-2

| =F(X,1)-dL

Le tenseur F transforme un vecteur dans la configuration de référence K, en un
vecteur dans la configuration actuelle K;: on appelle ce type de tenseur un tenseur
mixte ou tenseur deux-points. F est dans le cas général non-symétrique. On notera que
F est également parfois appelé application linéaire tangente: c'est en effet un
opérateur linéaire qui décrit localement la transformation par sa tangente.

Comme la transformation est une bijection de K, dans K, il existe une application
linéaire inverse 5_1 telle que :

1 op(Xx,t
E =220 L X graa (x (1)

On peut donc transporter un vecteur matériel de K, dans K, en utilisant l'inverse

du gradient de la transformation :

dL=F (x,t)-dl

La transformation est dite homogene si le gradient de la transformation F ne

dépend pas de X (elle estla méme dans tout le milieu).

La matrice représentative de F contient les neuf dérivées partielles 0x /0X; : elle
est en général appelée matrice jacobienne. Le déterminant de cette matrice s’appelle le
jacobien, et on le note J.

On a vu précédemment que u(X,t)=x(X,t)—X et donc x(X,t)=u(X,t)+X. On
peut en déduire :

Equation fondamentale 3-3

[y

=1+Grad u
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soit en notation matricielle:

ou, ou, ou,

1+
X, X, X,
I:F(X t)] _ aUZ 1+ auz 8u2
= oX, X, X,
ou, ou, 1+ ou,
X, X, X,

On peut facilement déduire de cette forme que, dans le cas ou le milieu subit une

translation de corps rigide, ona Grad u=0 etdonc F=1.

Le tenseur gradient de la transformation transporte un vecteur matériel de K, dans
K, selon la loi: dl = F(X,t)-dL. Dans le cas ou l'on applique cette transformation a un

vecteur A, on appelle dilatation le rapport des normes des vecteurs a et A :

A=|all|Al=[EX,1)-Al/|A

Exemple 3-6
x, =X, +at’
Reprenons la transformation de 'Exemple 3-1 : X, = t X, + X,
T
X, = X,

Le tenseur gradient de la transformation s’écrit dans ce cas :
Ox(X,t)  ox(X1)

t
B )= = 28%=00a+7684+68e 168
1 00
[E(X.)]=| vz 1 0
0 01

transformation est donc homogene.

A,I):

On peut également calculer F(X,t) & partir dela forme F(X,t)=1+Grad u(

g(i,t)=at2i+£xlﬁ = Gradg(i,t)ziei@_1

E(X,t)=1+Grad u(

X,t):e1®e1+e2®e2+e3®e3+£e2®e1
ATRTR TR TR ERT R

On obtient la méme forme que ci-dessus.

On constate que dans ce cas le gradient de la transformation est indépendant de X :

la
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. . 1
Prenons maintenant le vecteur unitaire: A= % (e1 + e2)

Pour t/z =0.5, ce vecteur est transporté lors de la transformation :

gzF-A:(el®el+e2®ez+e3®e3+£e2®elj~i2(el+e2)
S e 2t

—iel +i(1+£)e —iel +£e
V2= 20U )= 2= 2=
Ce vecteur est représenté en vert Figure 22, appliqué au point de coordonnées initiales (1,1).

On peut aisément calculer la dilatation de ce vecteur unitaire :

F-A 2 ?
2 :
2.5
2
1.5
1 |

1 15 2 25

Figure 22: Transport d'un vecteur
unitaire.

3.1.6. Décomposition polaire

L'algebre nous montre (pas de démonstration ici) que tout tenseur inversible, et F
en particulier, peut se décomposer de maniere unique en un produit d'un tenseur
orthogonal R par un tenseur symétrique défini positif U tel que:

F=R-U avec R orthogonal: BT ‘R=1 et detR=1

De méme, F se décompose de maniere unique en un produit de R par un tenseur
symétrique défini positif V tel que:

F=V-R avec R orthogonal: BT ‘R=1 et detR=1

Remarque: un tenseur défini positif respecte: Vb=0,b-A-b>0
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Le tenseur R est un tenseur mixte (qui permet de passer de la configuration de
référence a la configuration actuelle), tandis que U est entierement exprimé dans la
configuration de référence (il est dit lagrangien) et que V est entierement exprimé dans

la configuration actuelle (il est dit eulérien).

Attention: les tenseurs d’ordre 2 U et V introduits ici n’ont rien a

voir avec les vecteurs déplacement et vitesse U etV !!!

P

[I"=

v
7/
>
\ |

Figure 23: Décomposition du mouvement du milieu (caractérisé par le gradient de la transformation
F ) en une déformation pure U ou V etune rotation pure R.

—  Interprétation: la transformation définie par F est la combinaison d'une
déformation pure U suivie d'une rotation pure R, ou la combinaison de la méme

rotation pure R suivie d'une déformation pure V (Figure 23).
3.1.7. Transportd'un volume

Nous avons vu qu'a tout X dans la configuration de référence K, correspondait un
X dans la configuration actuelle K,. Le déterminant de F, appelé jacobien J, doit donc
étre non-nul pour permettre d'écrire 5_1.

o oy g
oX, X, X,

J =det£=g
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Le volume élémentaire dQd'un parallélépipéde défini par ses cotés dx,dy,dz est

donné par:
d€Q = det(dx, dy, dz) = &, dx,dy,dz,

ce qui se transforme rapidement (sans détailler toutes les étapes) :
d©2 = det(dx, dy, dz)

— det F det(dX,dY,dZ) = det F dQ,

On en déduit:

Equation fondamentale 3-4

4o =detF =J
dQ, =

Le déterminant du tenseur gradient de la transformation est une mesure de la variation

locale de volume.

J représente la dilatation volumique, et on a:

O<det§=J < 400

Exemple 3-7

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans 'Exemple 3-6:

1 00
[EX0)]=|t)r 1 0| = detE(X.t)=1
0 01

On constate que la transformation associée se fait donc a volume constant.

3.1.1. Taux de dilatation volumique

On a vu précédemment que €, =J(t) Q, avec J(t) =det F(t). On cherche a exprimer
la dilatation volumique: git =J Zt) Q,, et donc la dérivée du jacobien. Si on tente d'écrire
le  volume  particulier du parallélépipede formé sur le  triedre
(dx, dy,dz) = (dxi,dyi ,dze_s) , on obtient:

g _do, _ddet(dxdy.dz)
odt dt

= &, A, dy, dz, + &, dx, dy, dz, + &, dxdy, dz,
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Apres un long développement (non présenté ici) on obtient la forme suivante :
Q, = g dxdy;dz divy =Qdivv =divv JQ,
On peut donc démontrer que:

J =divv(x.t)J

Dans le cas d'une transformation isochore (sans changement de volume), on a donc:

divy(x,t)=0

Ce résultat, tres utilisé en mécanique des fluides incompressibles, sera retrouvé par

un moyen alternatif lors de I’écriture de la conservation de la masse (section 3.2.6)

3.2. Déformation du milieu continu

3.2.1. Recherche d’un tenseur des déformations

On a vu précédemment que le tenseur gradient de la transformation F est la
combinaison d'une déformation pure (U en formulation lagrangienne ou V en
formulation eulérienne) suivie d'une rotation pure R.

Pour construire un tenseur des déformations, on peut donc chercher a
«supprimer » la rotation pure R de fagon a ne garder que la déformation pure.
Intuitivement, on peut s’attendre a ce que le produit scalaire entre deux vecteurs
(Figure 24) ne soit pas modifié dans le cas d'un mouvement de corps rigide, ce qui
peut fournir une base de travail pour la recherche d'une quantification de la

déformation.
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A
dy dy dy dy

dx dx

dx

: —p
dX aX daX
Rotation: Allongement/ rétrécissement: Variation d’angle :

dx-dy=dX-dY dx-dy #dX -dY dx-dy #dX -dY

Figure 24 : [llustration des variations du produit scalaire. Lors d’une rotation, le produit scalaire est
conservé. Lorsqu’un des vecteurs change de longueur, le produit scalaire varie. Lorsque I'angle entre les
vecteurs change, le produit scalaire varie également.

3.2.1.2 Formulation lagrangienne : tenseur de Green-Lagrange

Considérons un vecteur matériel élémentaire dX qui devient dx=F-dX apres
transformation, et de la méme fagon dY qui devient dy=dY .

Dans un premier cas on cherche a comparer la valeur du produit scalaire entre deux
vecteurs dx et dy dans la configuration actuelle par rapport a leur produit scalaire dans

la configuration de référence :

d_x-d_y—d_X-d_Y:d_X-FT-E-dY—dX-I:-dY:dx-(

dY =dX -(E"-E~1)-dY =dX -2E -dY

On vient d’introduire ici le tenseur de Green-Lagrange:

Equation fondamentale 3-5

1

E=§(

F' ‘F —L) : tenseur des déformations de Green-Lagrange

On observe facilement que cette déformation peut s’exprimer en fonction de la

déformation pure U (lagrangienne), et c’est donc un tenseur purement lagrangien :

-4 £-1)- 3 g1} 1y 1) -

On a vu précédemment qu'on pouvait noter: F(X,t)=1+Grad u(X,t) avec u le
champ de déplacement. D’apres la définition qui précede, on peut donc directement

exprimer le tenseur de Green-Lagrange en fonction du déplacement :
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1, 1 1 .
E=3E-E-D=3((L+Gradu)-(L+Grad w)-1)

Ce qui permet d’écrire la forme importante :

E :%(Grad u+(Grad u)" +(Grad g)T .Grad g)

3.2.1.1 Formulation eulérienne : tenseur d’Euleur-Almansi

On cherche maintenant a effectuer I'opération opposée : on veut comparer la valeur
du produit scalaire entre deux vecteurs dX et dY dans la configuration de référence par
rapport a leur produit scalaire dans la configuration actuelle :

dx-dy —dX -dY =dx-dy—F "dx F 'y =dx-dy—dx-E TE "y =dx-(1-F "E")-dy =dx-

-d

1Ke>

On vient d’introduire ici le tenseur d’Euleur-Almansi (eulérien) :

Equation fondamentale 3-6

e= l(l - E_T -F _1) : tenseur des déformations d’Euler-Almansi

2_ =

On observe facilement que cette déformation peut s’exprimer en fonction de la

déformation pure V (eulérienne), et c’est donc un tenseur purement eulérien :

(1-ETE)=5 (v BT RV )51 T carR TR <

Ilcd
N |-

Exemple 3-8

Reprenons le tenseur gradient de la transformation obtenu dans 'Exemple 3-6:

E(A,t):e1®el+e2®e2+e3®e3+£e2®el
sl DR TE O8 TE e T8 Y5

Calculons le tenseur de Green-Lagrange pour cette transformation :

T
E=§(i®%+i®%+%®%+£%®§J(%®i+i®i+%®%+£i®i}i}
1: t t t)
E=§i®%+i®§f;%®i+;%®%+%®%%;)%®i+i}
1t t
E=2||-] e ®¢+-(e,®5 +6 ®¢,)
_ZT__T____
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On constate directement que ce tenseur tend vers le tenseur nul lorsque t — 0.

On peut également calculer le tenseur d’Euler-Almansi correspondant :

Il
Il
N
I 1

2
|_—(1+(£j Jez®e2+e2®e2+e3®e3+l(ez®el+el®e2)
- T - - - - - - T - —

Il
[l
N~

2
(lj e2®e2+£(e2®e1+el®e2)]
€08+ (698 +8 06

T

On voit que ce tenseur est différent du précédent, mais tend également vers le tenseur nul.

NB : 1l existe d’autres tenseurs lagrangiens ou eulériens visant a
décrire la déformation du milieu continu. Ils ont pour point commun
d’étre égaux au tenseur nul lors d'une transformation de corps rigide.
Sous I'hypothese des petites déformations (dans laquelle nous nous
placerons en section suivante), toutes ces déformations sont néanmoins

équivalentes.

A retenir 3-3

Les composantes des tenseurs des déformations sont sans dimension.

3.2.2. Cas des transformations infinitésimales

3.2.2.1 Tenseur des déformations en HPP

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés a une déformation
quelconque entre deux configurations K, et K,. Aucune hypothese n'a été faite quant
aux amplitudes de la déformation et des déplacements, qui peuvent étre tres grandes
(mise en forme d'un tole) ou infinitésimales (déformation du sol sous le poids du corps).

L’expression du tenseur de déformation de Green-Lagrange exposé précédemment
est dépendante du champ de déplacement de maniére non-linéaire, en raison du terme

.
en (Grad g) -Gradu. Si la déformation peut étre considérée infinitésimale

(Grad u <<1), on constate que ce terme non-linéaire devient négligeable. De plus, si les
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déplacements sont petits, on peut confondre les configurations K; et K, et confondre
ainsi les descriptions lagrangiennes et eulériennes: on dit alors qu'on est sous
I’hypothese des petits déplacements.

Si ces deux conditions sont réunies (petites déformations et petits
déplacements), on dit qu'on se place alors sous I'hypothese des petites
perturbations (HPP).

A retenir 3-4

Hypothese des petites perturbations (HPP) =

hypotheése des petites déformations + hypothese des petits déplacements

Dans ce cas, on peut alors exprimer la déformation sous la forme du tenseur des

déformations linéarisé, noté ¢, et qui s’écrit:

Grad u—»0=—

g=_lim E:%(Grad u+(Grad u)" + (Gradw Grad gj

Equation fondamentale 3-7

£= %(Grad u+(Grad u)’ ) : tenseur des déformations linéarisé en HPP

C’est I'expression que I'on retiendra dans toute la suite pour la déformation.

Exemple 3-9

Reprenons le cas de la transformation traitée en section 3.1.5. Le terme Grad u a été calculé

précédemment : Grad u(X,t)= 1e2 ®e, .
=rad 294

Calculons maintenant le tenseur des déformations linéarisé :

1 1t
e=(Gradu(xt)+(Grad u(X.t))' )= >~ (e, @, +e, @,

Comparons maintenant ce tenseur avec les tenseurs des déformations de Green-Lagrange et

d’Euler-Almansi calculés ci-dessus (section 3.2.1) pour la méme transformation :
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1t t
E=Z2||- e1®el+—(e2®el+el®ez)
E &+ e +6 ®e,

1(t) t
e=5||;) &®e+ (a®e+e0c)

On constate évidemment que tous ces tenseurs sont équivalents quand t* <t , c’est-a-dire pour

une transformation infinitésimale.

Interprétation des composantes du tenseur des déformations linéarisé

3.2.2.2

On a vu précédemment qu’on pouvait écrire :
d_x-d_y—d_X-d_Y:d_X-E-g-d_Y—d_X-I=-d_:2d_-
-d

o

En HPP, on peut donc noter : dx-dy —dX -dY ~2dX

Lorsque dX =dY = dXE par exemple, on peut donc noter :
dx-dx =dx* ~ 2dX -&-dX +dX -dX
= dx® ~ 2¢,dX* +dX? =dX?(1+2¢,)

En prenant un développement limité au premier ordre de cette expression :

ﬂ:j—;zﬂ/uzgn ~1te,

A retenir 3-5
On peut donc en déduire que ¢,, correspond a un allongement (si &, >0) ou a un rétrécissement

(si &, <0) relatif selon la direction e, .

A retenir 3-6
On en déduit également la différence entre dilatation et déformation dans une direction donnée :

A=1+¢

Prenons maintenant les deux vecteurs dX =dXe et dY =dXe,. L’'expression

devient alors :

dx-dy ~2dX £ -dY + De=dV_

Si on note enfin (d_x, d_y) =7 /2—6 on arrive a I'expression :

dx-dy = dxdysing ~ dxdy 6 ~ 2dX ¢,

qui, si on s’arréte au premier ordre, serésume a 6= 2¢g,.
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A retenir 3-7

On peut en déduire que &, correspond a la moitié de la variation d’angle entre dx et dy lors de

la transformation.

.

<o .00 H( S0 e e

' Oa OO
a £,<0 0 = 0
g] [0 8”2 < OJ |:£:| - ( “0 OJ I:E:I ( - «5'21 >0 glz ‘;21 ’ J

Figure 25 : Interprétation physique des différentes composantes de & dans le cas d'une transformation

&

dans le plan (el, €, ) .

Exemple 3-10

Reprenons toujours la méme transformation, pour laquelle on a calculé :

-3 eouraee)

On peut en déduire que durant cette transformation, la variation d’angle entre dX =dXe, et
t

11y

dY =dXe, estégalea 2¢, =2¢, =

3.2.2.3 Concrétement : Quelle déformation utiliser ?

On vient donc d’illustrer le fait que la matrice représentative du tenseur des
déformations ¢ contient des variations d’angle et des variations de longueur. Elles

sont sans dimension est généralement exprimé en pourcents.
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Exemple 3-11

Reprenons la définition ci-dessus :

£= %(Grad u+(Grad u)" )

On se place dans le cas d’'une barre (en une dimension) qui mesure L, =1metre et qui s’allonge de
AL =10cm sous l'effet d’'une force de traction. La barre est fixée du c6té gauche (son déplacement

est nul), et sa longueur apres I'allongement est naturellement: L =L, +AL

Lp=1Im
K, | | AL=0,1m
<+—>
K, I ——
h L=1,1m -

La transformation serait formulée ainsi :
X

u(X):AL(Tj

On peut donc aisément calculer la déformation selon la définition de Green-Lagrange (section

3.2.1.2) :
E =%(Grad u+(Grad u)T +(Grad u)T -Grad u)

1(AL AL (ALY') AL 1(ALY
=—| —4+—+|— | [=—+=| —
2L L L L 2(L
- - . 0.1 1(01Y
D’apres les valeurs numériques ci-dessus, on a donc dans ce cas : E:T+— N =0,105=10,5%

2

Si on prend maintenant la définition de la déformation en HPP (section 3.2.2.1):
1 T
& =§(Grad u+(Grad u) )

_L(AL ALY AL
2\ L L L

1
D’apres les valeurs numériques ci-dessus, on a donc dans ce cas: € = OT =0,10=10%

On constate que ces déformations sont légerement différentes.

A retenir 3-8

Les déformations sont souvent exprimées en pourcents, et sont toujours sans dimensions.
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Dans la pratique (et arbitrairement), on considere en général que l'on se trouve sous ’hypothese
des petites perturbations lorsque la déformation est de l'ordre de quelques dixiemes de

pourcents.

L’hypothése des petites perturbations est généralement respectée lorsque l'on
étudie par exemple les déformations d’une structure en usage ou encore la vibration de

structures.
3.2.3. Mouvement de corps rigide

Considérons le cas d'un solide indéformable en déplacement (comme en section
1.3). D’apres la décomposition du tenseur gradient de la transformation en une

déformation pure et une rotation pure, on a dans ce cas :

F =R avec R un tenseur mixte orthogonal contenant la rotation.

Les tenseurs précédents s’écrivent simplement :

E-e=0 carR"-R=|

Le tenseur de déformation est donc nul lors d'un mouvement rigide. Pour autant, on
ne satisfait pas ici I'HPP, car la transformation peut étre importante (F peut étre tres

différent de I'identité). En HPP, on obtient également dans ce cas :
¢~Ere=0
Revenons maintenant a ce qui a été dit concernant I'analyse du gradient d’'un champ
de vecteurs (section 2.2.2.7). Le tenseur ¢ correspond a la partie symétrique du
gradient du champ de déplacements, ce qui a été intuitivement expliqué par une
« déformation locale » du milieu. Dans le cas du mouvement d’un solide indéformable, le

gradient du champ de déplacement se réduit donc a sa partie antisymétrique :

Gr=adg=é+X:%(Grad u—(Grad g)T)

Par intégration on peut écrire :
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Le tenseur antisymétrique A possede uniquement trois composantes indépendants,
qu’on peut arranger sous forme d’un vecteur (dit vecteur adjoint) Q : on retrouve alors
une expression de distributivité du déplacement :

U=U, +QA X

Exemple 3-12

Considérons le cas d’'une de la rotation d'un cylindre rigide autour de son axe e, défini par un
vecteur rotation Q=Qe, (sans unité, ¢ca n’est pas une vitesse de rotation !). L’écriture du champ de
déplacement peut alors se formuler u = QRe_g .
Dans ce cas le gradient du déplacement s’écrit :

Grad u=—22e, ®¢, + 22¢, B¢, =05, ®¢, +05, B¢,
On observe que ce tenseur est antisymétrique et on note : Grad u=A
On peut vérifier que la déformation due a cette transformation de corps rigide est nulle :

g:E(Grad g+(Grad g)T)zl(—Qer ®e, +Qe, ®e, +Qe, ®e6—Qe6®e,)=O

Le déplacement du point située en X =Re, devient d’apres ce qui précede :

0 -Q 0)(R
[u]= M+ Q 0 0|0 |=QRe, etonretrouve bien le résultat connu.
0 0 0)1{0

3.2.4. Conditions de compatibilité d'un champ de déformations linéarisé

Connaissant un champ de déplacement continu, on sait déterminer un champ de
déformation continu par dérivation. La question est maintenant: connaissant un champ
de déformation (6 composantes au point de coordonnées X en raison de la symétrie du
tenseur des déformations), peut-on déduire un champ de déplacement (3 composantes
au point de coordonnées X ) associé en préservant la continuité du milieu?

On a vu dans une partie introductive (section 2.2.5.3) le théoreme de Cauchy

généralisé, qui nous dit que pour un champ de tenseurs symétriques T, il existe un
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champ de vecteurs v tel que le(Grad (v)+Grad (\_/)T) a condition que I'équation

suivante soit vérifiée :

Rot’ (Rot’ (T )) = Rot’ (Rat’ (T )

Appliquons ce théoréme mathématique au cas de la déformation d’'un milieu

continu : soit le champ des tenseurs des déformations linéarisés g( X ), tel que :

1

£(X)==(Grad u(X)~+(Grad u(x))")

2

Le théoreme de Cauchy généralisé nous dit alors que, pour que le champ de

déplacement u(X) existe, il faut et il suffit que :

Equation fondamentale 3-8

ﬂd (Eg (g)) = Rot* (ﬂd (ﬁ)) =0 : condition de compatibilité géométrique

Cette condition doit toujours étre respectée.

Dans tous les exemples de ce cours, cette condition sera respectée. Il faut

cependant garder en téte qu’'on ne peut pas prendre au hasard un champ de déformation

quelconque, au risque de « créer » des trous dans la matiére (Figure 26). En pratique,

lorsqu’on intégre ¢ si cette condition est respectée, on trouve le champ de déplacement

U a un mouvement de corps rigide prés qui n'est naturellement pas contenu dans

'expression de ¢.

[
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—_—
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Figure 26 : Illustration de champ de déformations compatibles et

incompatibles.
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Exemple 3-13

Tentons de vérifier que le champ de déformation & calculé en section 3.2.2.1 est géométriquement
compatible (NB: on sait d’ores-et-déja qu’il I'est, puisqu'on l'a calculé a partir d’'un champ de
déplacement! ).

(0@ +5@c)

(][0 3¢ of ) s [32 0 o] | naso o or)-

= Rot’(Rot’ () =0

Iy

o O O
o O O
o O O

On vient de montrer que la condition de compatibilité géométrique de ¢ était vérifiée. On constate

facilement que cette condition est toujours vérifiée dans le cas d'un état de déformation uniforme.

3.2.5. Taux de déformation

Dans une description eulérienne, on ne connait pas les trajectoires des points
matériels mais uniquement le champ de vitesses V(x,t). Pour déterminer la vitesse
d’'une déformation, on peut alors a chercher a dériver par rapport au temps la variation

du produit scalaire écrite ci-dessus:

Les termes dx et dy peuvent s’écrire a partir de la définition de l'opérateur

gradient : dx = dv = grad v(x,t)-dx et dy = dv=grad v(xt)-dy

oty BT = (grad v(x,1)-dx)-dy + dx-( grad v(x,1)-dy

— T
G dy = (rad v(x) + grad v(x D) | dy ~ox 28 oy

On vient alors d'introduire le tenseur d, appelée vitesse de déformation

eulérienne, et qui se définit :

Equation fondamentale 3-9

.
d= %(grad v(x,t) +(grad \_/(Z,t)) j : vitesse de déformation
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On vient de montrer ci-dessus que la vitesse de déformation en formulation
eulérienne s’exprime comme la partie symétrique du gradient du champ de vitesses.

Le gradient du champ de vitesses est essentiel en mécanique des fluides et porte le
nom de tenseur de description eulérienne : on peut écrire ce tenseur :

k = grad v(x,t) = 2

Il vient alors naturellement que:

d-= %(ET +K) =%((£ \_/(>_<,t))T +grad \_/(>_<,t)j

K peut étre décomposé en une partie symétrique et une partie antisymétrique de la
facon suivante:
1 1
k=d+Q==(k+k")+=(k—k")
On fait alors apparaitre un tenseur appelé le tenseur vitesse de rotation Q2 :

Equation fondamentale 3-10

2| Ox; Ox

] 1

T OV
Q= %(grad v(x,t) —(grad \_/(g,t)) j ou encore ) = liﬂ__l] . vitesse de rotation

3.2.6. Conservation de la masse

3.2.6.1 Dérivée particulaire d'une intégrale de volume

Si on cherche a exprimer la conservation d’'une quantité (masse, quantité de
mouvement, ...) a partir d’'une description eulérienne de la transformation, on cherche a
exprimer le fait que la dérivée particulaire de cette quantité intégrée sur un volume
est constante durant la transformation. Par exemple, la masse globale d'un fluide qui
s’écoule est conservée: cela revient a dire que la dérivée particulaire de l'intégrale de
volume de la masse volumique en description eulérienne p()_(,t) est nulle.

Soit donc un volume €, dans la configuration actuelle K, délimité par la frontiere

0Q,. Soit b(x,t) une quantité eulérienne définie par unité de volume (densité
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volumique). On cherche a exprimer la dérivée par rapport au temps de l'intégrale de

b(x,t) surle volume Q, en suivant ce volume dans son mouvement, soit la quantité:

d
T th b(x,t)dQ,

On a vu précédemment que

L=detF=1J et ng(ﬁ,t),et on peut donc écrire:
0

d d
Ejot b(x,)d<, :af% b(¢(X.1),1) JdQ,

Comme le volume Q, exprimé dans la configuration initiale est fixe, on a:

—j b(x,t)dQ, j b(¢(X ),1)J)dQ,

=, ( b(g(X,1),t) ) J +b(g(X, t)t)—( )deO

On doit donc écrire la dérivée particulaire de b(x,t), et de plus on a démontré
précédemment que J =divv(x,t)J, et on peut donc écrire (les notations (¢(X,t),t) sont

omises pour allégement) :

d ob
i b(x,t)dQ, :IQO (grad (b)- V+E+b div(v ))JdQ

Si on se rappelle maintenant que div(ca)=grad «-a+a div(a) et que dQ, =JdQ,,

on obtient :
d ) ob
EJQ[ bdQ, =th (dlv(b \_/)+5Jdgt

Le théoreme de Green-Ostrogradski nous permet enfin d'écrire:

—jgbdQ j bdQ+j bv-da

avec da=nda un vecteur-aire élémentaire.
Sil'on décompose la variation de cette intégrale de volume, on a donc:
- IQ ob(x,t)/ otd€, : I'effet de la variation de b(x,t)au cours du temps dans €,

considéré comme fixe

- LQ b(x,t) v(x,t)-da: I'effet de la convection due a la variation du volume €, .
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3.2.6.2 Equation de continuité ou conservation de la masse

Nous faisons 1'hypothése d'une densité p, exprimée en kg/m?, telle que la masse

d'un corps puisse étre exprimée dans les configurations K et K:

Mo =] p(X)dQ, et M(®)=] pxt)dQ

La conservation de la masse implique que Vt,M(t)—M, =0, ce qu'on peut écrire:
Jo, DR = [ py(X)dQ, =0
= [, A3 d0 - py(X)dQ, =0
= [ (P63 = py(X)) Oy =0
Cette expression étant valide pour tout €),, on peut déduire une formulation

lagrangienne de la conservation de la masse en écrivant :

pd =p,, ou pdQ=p,dQ, (description lagrangienne)

Pour en obtenir une formulation eulérienne, on part du fait que la dérivée

particulaire de l'intégrale de volume doit étre nulle, soit:
d 1 (oD )
a_[gt p(x,1)dQ, = th ( x div(p(x,t) v(x,t)) 4, =0

C'est la forme globale de 1'équation de la conservation de la masse, qu'on appelle
aussi équation de continuité. Comme elle doit étre validée quel que soit le volume

choisi, on peut en déduire une forme locale:

aa—'f +div(pv)=0 : équation de continuité (description eulérienne)

A retenir 3-9

Une formulation globale intégrée sur un volume sera appelée dans la suite formulation faible. Si on

arrive a écrire une formulation locale (non-intégrée), on I'appellera formulation forte.

En vertu du théoreme de la divergence, on peut également écrire

J.Ql%odgt +J.mtp\_/-d_a=0

- J.Q %O dQ, : effet de la variation dans le temps de la masse volumique

- _[n pVv-da: terme de convection (flux de matiére sortant)
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En se rappelant que div(pv)=grad p-v+pdiv(v) , I'équation de continuité
précédente permet d’écrire :
%’0+ grad p-v+p div(v)=0
[N

dp
dt

On en déduit donc une seconde écriture pour cette équation de continuité :

Equation fondamentale 3-11

d—p+ pdiv( v)=0 : conservation de la masse (description eulérienne)

dt

3.2.6.1 Cas incompressible

Dans le cas d'un milieu incompressible, la masse volumique est conservée. On écrit

par conséquent :

p(X,t) = p, indépendant de X etde t
L’équation de la conservation de la masse devient alors : }j{ + p,divyv=0

Comme la masse volumique est on nulle, on en déduit tout naturellement :

Equation fondamentale 3-12

divv =0 : cas incompressible

Exemple 3-14

On a déja démontré que la transformation traitée dans les exemples précédents se faisait sans

variation de volume. On peut vérifier encore une fois ce résultat :

_ 0
\_/()_(,t)=205ti+%(x1—05t2)e_2 = divy:%:%+%+a—z§=0 CQFD.
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Résumé du CHAPITRE 3 : ce qu'il faut savoir

v Descriptions lagrangienne et eulérienne

v Définition de la dérivée particulaire

v Définitions : trajectoires, lignes de courant

v'  Gradient de la transformation : définition, utilisation, interprétation

v/ Variation de volume pendant une transformation

v"  Tenseurs des déformations:

v' Cas de I’hypothése des petites perturbations (HPP)

v/ Définition, utilisation, interprétation des composantes du tenseur des déformations
v Utilisation et calcul des vitesses de déformation

v' Equation de continuité et cas du milieu incompressible
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4. Dynamique des milieux continus et
modélisation des efforts

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a la modélisation des efforts
intérieurs qui existent au sein d’'un milieu continu lorsqu’il est sollicité, et a la
formulation d’une condition qui traduit I'équilibre mécanique du milieu. Dans un
premier temps (sections 4.1 et 4.2) , le principe des puissances virtuelles sera utilisé
pour arriver a cette modélisation des efforts intérieurs et a I’équation d’équilibre ; nous
présenterons ensuite (section 4.3) une approche davantage physique partant sur

I'équilibre d’'un élément de matiére pour arriver (heureusement !) aux mémes résultats.

4.1. Principe des puissances virtuelles (PPV)

Une introduction au principe des puissance virtuelles a été présenté en section 1.3.1.
Elle a été formulée pour un point matériel soumis a des efforts extérieurs, la notion
d’efforts intérieurs n’ayant pas de sens pour ce systéme.

Considérons maintenant un morceau de matiere (déformable) infinitésimal de
volume d€), et de masse dm sur lequel s'exercent des efforts dont la résultante est df .

On rappelle qu’en référentiel galiléen, le principe fondamental de la dynamique

(PFD) s'énonce pour ce morceau de matiere situé en X:
df (x,t) =dm(x,t) a(x,t) = p(x,t) a(x,1)de,

Remarque: en MMC "classique”, les couples ne sont pas pris en compte au
niveau local. Cela compliquerait largement tout ce qui va suivre... on fait
donc l'hypothese que, s’il est évidlemment possible d'imposer un couple
global a un milieu, on ne peut pas imposer un champ de couples a un

morceau de matiere infinitésimal appartenant a ce milieu.
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Cette loi concerne la configuration actuelle K, et1'accélération est donc exprimée en
coordonnées eulériennes (dérivée particulaire du champ de vitesses Vv(X,t) en

description eulérienne). Tout ce qui suit concernera la configuration actuelle K,.

volume ()
surface frontiere 0Q

Figure 27: Effort df appliqué sur un élément de matiére dans la configuration actuelle Kt

Nous allons chercher par la suite a modéliser les efforts ﬁ qui s’exercent au sein
d’un milieu continu. Le principe des puissances virtuelles (PPV) constitue une approche
rigoureuse pour appréhender cette modélisation. Pour le systeme S isolé, on peut
distinguer les actions extérieures (indice e) qui agissent sur le systeme (pesanteur,
inertie, forces de contact, pression d'un fluide...) et les actions intérieures (indice i) qui
représentent les liaisons existant entre toutes les parties du milieu. On peut donc écrire:

df =af +df,

Considérons maintenant un champ de vecteurs-vitesse virtuels dans Ila
configuration actuelle qu'on notera \:/()_(,t), c’est-a-dire qui ne correspond pas
nécessairement a un champ « physique » de vitesses. Le PFD reste valide si on multiplie
les deux termes de I'égalité par \:/()_(,t), etona:

df (x,)-V(x,t) = p(x,1) a(x, 1) -V(x, 1) A2,

Dans la suite on va omettre la précision ()_(,t) car toutes les variables dépendent

évidemment du point et du temps. Si I'on considere la décomposition de la résultante

des efforts exercée sur d(), :
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df,-v+df -v=pa-vdo,

Dans cette expression, a # d\://dt car aestréel, et \zest virtuel.
On peut alors réécrire l'expression suivante:
dA W) +dPv) =da()

- d.?e (\:/) représente la densité de puissance virtuelle des efforts extérieurs

- d.?i(\:/) représente la densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs

- da,(\:/) représente la densité de puissance virtuelle des quantités d'accélération

Si on postule ensuite 1'additivité de dP (\:/) sur le systeme S (propriété d'extensivité
de la puissance), on peut intégrer cette nouvelle expression et on obtient I'expression
suivante (qui est I'expression dite duale du principe fondamental de la dynamique):

LW+PW)=al) Vixt)eR?Vxes,vt

Comme vu précédemment, la loi des actions mutuelles implique que, au cours d'un
mouvement virtuel rigidifiant (MVR, ou mouvement de corps rigide), les efforts
existants entre toutes les parties du systéme S s'annulent deux a deux et il n’y a pas de
déformation, et ainsi on a:

PN)=0 Vv(x,t)eR3VxeS,Vt.
On peut en déduire I'énoncé du principe des puissances virtuelles:

Equation fondamentale 4-1
Principe des Puissances Virtuelles (PPV) :

.?;(\:l) + Q(Q) = a(\:/) pour tout mouvement virtuel et V\z(z, t)

PV)=a(v), P(v)=0 pourtout MVR et Vy(x,t)

Les efforts extérieurs au systétme S sont de deux types: les efforts de contacts
exercés en tout Xe o), et les efforts extérieurs de volume exercés en tout Xxe€),. Au
niveau local, en MMC dite "classique”, on ne tient pas compte des efforts ponctuels et
des couples appliqués localement. On peut donc formuler la puissance virtuelle des

efforts extérieurs de la maniere suivante:
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L) =] to)-vda+| pf"-vdQ,

surface volume

- t(n(x)) la densité surfacique d'efforts extérieurs qui dépend de la normale
extérieure n(x)

- f "la densité massique d'efforts extérieurs de volume (dans la plupart
des cas, im seréduiraa g l'accélération de la pesanteur).

On peut également écrire:

a@=], pa-vdo,

Il nous reste maintenant a expliciter la puissance des efforts intérieurs, ce qui va

faire I'objet de la section suivante.

4.2. Représentation des efforts intérieurs

4.2.1. Position du probleme

On peut imaginer plusieurs modélisations pour les efforts intérieurs: par exemple,
il est (peut-étre ?) possible de modéliser les efforts intérieurs par un champ scalaire, ce
qui reviendrait a dire que les interactions entre les différentes parties d'un milieu sont
homologues a des pressions. C’est d’ailleurs ce qu’on fait quand on parle de la pression
d’'un gaz! Si cette modélisation s'avere suffisante pour l'étude de la dynamique des
fluides parfaits, elle n'est pas suffisante pour I'étude des solides ni pour celle des fluides
en général. Avec cette modélisation en effet, comment appliquer une force tangentielle a

la surface d’un solide ?

On va voir, dans la section suivante, comment une modélisation par un champ de
tenseurs d’ordre 2 qu'on notera g(x,t) est adaptée a la représentation des efforts
intérieurs dans les solides, toujours dans le contexte eulérien dans lequel le principe

des puissances virtuels a été énoncé.
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La présentation qui est faite dans cette section constitue I'introduction historique « a
la frangaise » (Jean Mandel, Paul Germain) du champ de tenseurs o(x,t). Ce champ de
tenseurs peut également étre directement déduit de considérations physiques (section
4.3): on présente donc ici deux facons équivalentes d’introduire le champ de
tenseurs o(x,t) : le lecteur peut choisir la méthode qui lui convient le mieux... Les
équations de la dynamique qui vont étre déduites seront évidemment (et

heureusement) les mémes.
4.2.2. Théorie du premier gradient

Remarque : la théorie du premier gradient est la modélisation la plus
courante du milieu continu et elle est suffisante dans le cadre d’'un cours
de MMC de 1¢¢ année. On notera tout de méme l'existence d’autres
approches, prenant en compte l'existence de gradients d’ordres plus

élevés, et permettant de rendre compte d’effets plus complexes...

On se propose dans cette théorie de formuler la densité de puissance virtuelle des
efforts intérieurs dgf (v) comme une fonction linéaire de v et de ses dérivées spatiales

d’ordre 1 (d’ou le nom : théorie du premier gradient).

4.2.2.1 Insuffisance d’un « gradient d’ordre 0 »

On suppose dans un premier cas qu'on peut écrire d§§(\}) :g-\:/ avec a un champ
de vecteurs qui représentent les efforts intérieurs. Pour un mouvement virtuel
rigididiant (MVR), le champ de vitesses virtuelles correspondant est du type

\:/: Vv, +Q, AX et d’apres le principe des puissances virtuelles (PPV), on a donc:

'??(\:/)Z\Q-J.Q[ngt+%-J.QI§/\ngt =0 VQ, car MVR
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Cela conduit tout naturellement a o =0 : si 'on veut représenter les efforts
intérieurs par un champ de vecteurs, ce champ est forcément nul d’apres le PPV. Ca n’a

donc pas de sens !

4.2.2.2 Gradient d’ordre 1

On suppose maintenant la densité de puissance virtuelle des efforts intérieurs
comme une application linéaire du gradient de \2 soit d?i (\:/) =—A:grad \:/

Dans ce cas, les efforts intérieurs sont donc représentés par un tenseur du deuxiéme
ordre A. On se décide de décomposer en parties symeétrique et antisymétrique les

tenseurs A et grad \:/:

Dans cette derniere expression, o et a représentent respectivement les parties
symétriques et antisymétriques du tenseur d’ordre 2 utilisé comme représentation des
efforts intérieurs. Il est facile de montrer que le produit doublement contracté d'un
tenseur symétrique par un tenseur antisymétrique est nul, et il vient donc :

W) =-Argrad v=—(g+a):(d+Q)=-g:d-a:Q

) 0:Q=0;Qij = 0,12 + 013 13 + 0323 + 0, Qo1 + 03 Q31 + 05, Qs
Démo: o ) N o i

Si on considére comme précédemment un mouvement virtuel rigidifiant de type

e}

<>

=V, +Q, AX, on peut alors écrire d=0 (car ce tenseur correspond au taux de
déformation associé a v comme démontré en section 3.2.5) et gf(\_/):O (pas de

déformation). Comme le tenseur Q n’est pas nul et que ces relations sont vraies quelque

soit le volume d’intégration, il vient naturellement o =0. On vient donc d’écrire que si
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I'on représente les efforts intérieurs par un tenseur d’ordre 2, ce tenseur est

nécessairement symétrique et on a alors :

dZW)=-g:d
Le tenseur d’ordre 2 symétrique o qui vient d’étre introduit s’appelle le tenseur
des contraintes de Cauchy : nous I'étudierons en détails plus tard. Intéressons-nous

dans un premier temps a exploiter le PPV tel que I'on vient de I"énoncer.

4.2.3. Equation de la dynamique

Nous avons précédemment montré (section 2.2.3.1) la propriété suivante:

div(g-v)=divo-v+o:grad(v)
Considérons maintenant le dernier terme de cette équation. On peut facilement
écrire (le produit doublement contracté d'un tenseur symétrique avec un tenseur

antisymétrique étant nul) que :
oigrad(v)=c:d.

précédente pour la puissance virtuelle des efforts intérieurs on obtient :

P) =~ (divig ¥) ~divg-v)dQ,

Q

Et en vertu du théoréme de la divergence on peut transformer cette expression :

PW)=-[ ((g-v)-nlda+ [dive-vdQ,

a0,

Grace a la symétrie du tenseur o on peut écrire:

PW=-[ ((-n)-v)a+ [ dive-vdQ,

a0,

Exprimons maintenant le PPV tel qu’énoncé précédemment :

PW)+PV)=aly) Vv avec :
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RW =], to)vda+| pt"vdo,
a=|, pa-vdo

LW =- [ ((¢-m-v)a+ [ dive-vdQ,

a0,
On obtient alors la formulation faible de I'équation d’équilibre ou équation de la

dynamique suivante :

Jo (U@ mG)das+ ], (" U+ divg-v)de, = [, pa-wde, vive,

Si on considere que cette équation est vraie quel que soit le volume Q,, et qu'on

isole les intégrales sur le volume, on en vient a la formulation forte (locale) suivante :

Equation fondamentale 4-2

pa=pf"+dive :équation d’équilibre

Cette équation fondamentale est la traduction locale de la loi fondamentale de la

dynamique, en description eulérienne.
En isolant l'intégrale sur la frontiere du systéme, on écrit la seconde relation

fondamentale qui améne a la définition du vecteur-contrainte, qui sera davantage

détaillé en section 4.3.1:

Equation fondamentale 4-3
t(n)=c-n : définition du vecteur-contrainte

Les expressions explicites des équations de la dynamique dans différents systemes

de coordonnées seront données dans le Tableau 1.
4.2.4. Théoreme de l'énergie cinétique

Le PPV reste bien entendu valide si I'on applique a un champ de vitesse réel, étant
donné que les mouvements réels du milieu appartiennent a I'espace des mouvements

virtuels. On en déduit:

PW)+P) = a)
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que I'on peut également écrire :

dv d(v
FW+LW =], pa-wo =[ p—tvdQ =Igtpa(3]dﬂt

On peut montrer (mais cela prend quelques lignes...) que 'on a la relation :

d(v? _d v2
L{ra (<] a5

Reprenons désormais I'expression précédente :

% Qtp(\‘g]dﬂt =R+ AW

e premier terme équivaut a la dérivée par rapport au temps de 1'é ie cinéti
L t talad taut de I'énergie cinétique

du milieu en mouvement :

2
d p[\—/_jdgt _dor
dt o " 2 dt

On vient ainsi d'énoncer le théoréme de l'énergie cinétique pour un milieu
continu (il avait été écrit pour un point matériel en section 1.2.2.5), qui dit que la dérivée
par rapport au temps de l'énergie cinétique du milieu en mouvement est égale a la

somme des puissances des efforts intérieurs et extérieurs au milieu. Cela s'écrit:

Equation fondamentale 4-4

%5( (v)= 9; (v)+ Q(y) : théoreme de I'énergie cinétique

Encore une fois, on s’intéresse ici a une description eulérienne de la transformation,
et la dérivée temporelle de I'énergie cinétique est une dérivée particulaire.

. L d
On peut écrire encore cette définition : aﬂ( —gi: ?e

L'interprétation physique de cette expression est intéressante: la puissance des
efforts extérieurs appliqués a un systeme se décompose en une variation d’énergie
cinétique, a laquelle on enleve la puissance qui a été « utilisée » pour déformer le milieu.

Lorsque les deux puissances (efforts intérieurs et extérieurs) se compensent, la
variation d’énergie cinétique est nulle et l'on a alors affaire a un probléme

d’élastostatique.
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Lorsque le milieu est indéformable, le tenseur taux de déformation est nul: la
puissance des efforts intérieurs est alors nulle, et toute I'énergie mécanique extérieure

se transforme en énergie cinétique (et on retrouve alors les résultats du chapitre 1 ).

4.3. Tenseur des contraintes de Cauchy

Le tenseur d’ordre 2 symétrique qui vient d’étre introduit ci-dessus a partir du PPV
est fondamental en mécanique : historiquement, il fut proposé par Cauchy avant la
formulation du PPV, en suivant la démarche ci-dessous. Nous allons voir que 'on peut
facilement retomber sur les équations de la dynamique a partir d’intuitions physiques

concernant ce tenseur.
4.3.1. Vecteur-contrainte

Placons-nous toujours dans la configuration actuelle, et donc en description
eulérienne. On va imaginer que 1'on coupe de facgon fictive le systéme matériel en deux
parties, et 1'on tente de quantifier la résultante des efforts exercés par une partie sur
'autre. Le "plan de coupe fictif", qu'on appellera facette, est de normale n(x) sortante
au systeme matériel étudié, et passe par le point M en position n (Figure 28): on
postule que les efforts exercés par la seconde partie peuvent étre représentés par une

densité surfacique de forces (définition en section 1.3.4.1).
Sur chaque surface élémentaire da de normale sortante n(x) autour du point M,
les éléments de la seconde partie exercent une force élémentaire df déterminée par

df =t(M,n(x))da. On peut en déduire :

_df
t(M,n(x))= lim ==

'g(M ,N(X)) est un vecteur appelé vecteur-contrainte, il dépend de la position de la
facette (point M ) ainsi que de son orientation, définie par sa normale n(x).
La contrainte normale o, est alors définie comme la projection du vecteur-

contrainte t(M,n) surla normale sortante a la facette n(x).
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On a par conséquent:
o, =t(M,n(x))-n(x)

En raison de la convention de normale sortante, on comprend donc intuitivement
qu'une contrainte normale positive traduit localement un état de traction tandis
qu’'une contrainte normale négative traduit localement un état de compression. Une
contrainte contenue dans le plan de normale n(x) sera appelée contrainte de

cisaillement.

“... df=t(M,n(x))da
n(x |

df=1(M,n(x))da

Figure 28: Définition du vecteur contrainte I( M ,Q()_()) par une coupe fictive du

solide au point M et selon un plan normal a N(X)

A retenir 4-1

Les composantes du vecteur-contrainte sont homogenes a une pression

(force par unité de surface, 1 N/m? = 1Pa)

Le vecteur-contrainte 'g(M ,Q()_()) est défini dans la configuration actuelle : c’est une

grandeur eulérienne .
4.3.2. Tenseur des contraintes de Cauchy

Comme on vient de le voir, le vecteur-contrainte dépend de la normale a la facette :

en un point, il y a donc autant de vecteur-contrainte que de facettes passant par ce point
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(c’est-a-dire une infinité). Pour un essai de traction simple par exemple, les composantes
du vecteur-contrainte en un méme point vont étre différentes suivant que 1'on "coupe”
I'éprouvette dans la direction de la traction ou dans la direction perpendiculaire.

On peut donc s'intéresser a un moyen de caractériser les relations qui lient toutes
les normales aux facettes passant par le point M a tous les vecteur-contraintes
associées, ce qui va justement nous permettre de faire apparaitre le tenseur des

contraintes de Cauchy introduit précédemment.

Oy
tt ( X, e, )

Figure 29: Représentation physique des composantes du tenseur des contraintes de Cauchy.

Considérons 1'élément de matieére parallélépipédique infinitésimal représenté en
Figure 29. Les vecteurs-contraintes sur les facettes de normales e,e,,e; peuvent se

décomposer de la maniere suivante:
t(x, i) =08 +0,16 +056
t(x, e_z) =0,8 + 0,6, +03€;  ouencore t(x, i) =0;€

1_:()_(1e_3) =038 T 0,38, + 0338
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On vient alors d'utiliser la notation suivante, qui est une convention:

A retenir 4-2

o;. premierindicei= direction (projectionsur ¢)

second indice ] = facette de normale €,

On peut montrer (mais pas ici) que le vecteur-contrainte ainsi introduit est linéaire
vis-a-vis de la normale n(x)=n;e, , et que par conséquent :

I(l(aﬂ) :!(Z’ nii) = nit(Z’i) =No; ()_() =0j (x)n; €
T_

La notation ci-dessus revient a écrire (comme nous 'avions écrit grace au PPV):

Equation fondamentale 4-5

t,(x,n)=c;(¥)n, = t(x,n(x))=a(x)-n(x) : définition du vecteur-contrainte

On retrouve alors un tenseur du deuxiéme ordre, le tenseur des contraintes de
Cauchy (obtenu en section 4.2), défini en représentation eulérienne. La relation
I(D)=Q'D montre que le vecteur-contrainte dépend linéairement de la normale a la

facette considérée.

A retenir 4-3

Le tenseur des contraintes peut é&tre vu comme une application linéaire qui transforme la normale

n(x) en vecteur-contrainte t(x,n(x))

Avec cette notation, o; (mémes indices) représente une contrainte normale a la
facette i, tandis que oy (indices différents) représente une contrainte tangentielle a la
facette j.

Plagons-nous maintenant en un point M(x;,X,,X;) au centre du parallélépipede ci-
dessus, de c6té dx. Tentons d'écrire I'équilibre des moments (section 1.3.4.5) dus aux

vecteurs-contraintes qui s'appliquent sur chaque facette du parallélépipede:

dx dx dx dx dx dx
(!(i)A?i_t(_i)/\?ﬂj“{!(i)A?i_t(_i)/\?EJJ{E(E)A?%_I(_%)A?%J: 0

Si on considére maintenant le fait que t(x,n(x))=c(x)-n(x), on obtient:
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(61181 +0,6, + 63193)/\ dxe, + (0'1291 +0,8, + 63183)/\ dxe, + (61381 + 0,48, + 03,6, ) ndxe, =0

dX(—621%+0'31(2+O‘12%—O'32i—0'13(2+023%) =0

On peut donc en déduire que: 0,, =0, 0, =0, Oy, =0,
Autrement dit, le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur symétrique

(comme on I'a vu précédemment avec le PPV). On peut donc écrire :

Equation fondamentale 4-6

T . . o
o=0 soit o; =0, :tenseurdes contraintes de Cauchy, symétrique

4.3.3. Interprétation des composantes du tenseur des contraintes

Comme on I'a vu précédemment et comme on l'observe sur I'incontournable Figure
29, les composantes o;, (mémes indices) représentent des tractions ou compressions
dans la direction € tandis que les composantes o (indices différentes i= j)
représentent des cisaillements dans le plan (e_i 8 )

Ci-dessous, on a représenté deux cas de chargement différents pour un méme
morceau de matiére : une compression selon e (Figure 30.1) et un cisaillement dans le
plan (i,e_z) (Figure 30.2). On peut remarquer que dans le premier cas la composante
prépondérante est o,;, et quand dans le deuxieme cas c’est la composante o, .

Remarque : Les autres composantes ne sont pas strictement nulles en

raison de l'application des conditions aux limites, qui impliquent

localement d’autres contraintes.
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Figure 30 : Exemple d’états de contraintes et composantes du tenseur des contraintes associées. 1)

compression selon € , 2) cisaillement dans le plan (el, ez)

4.3.4. Equilibre: équation de la dynamique

Reprenons maintenant I'élément de matiere ci-dessus, de volume d(2,, de masse dm
et dont la frontiere est 0Q, (surface fermée). Nous allons tenter d'exprimer I'équilibre
dynamique de cet élément de matiere. D'un coté de I'égalité nous allons trouver les
efforts exercés sur ce systeme, qui se décomposent en efforts de volume (densité
massique d'efforts) et en efforts de surface (densité surfacique d'efforts), comme on I'a

fait dans I’écriture du PPV. Ecrivons ces quantités au point M de coordonnées X:
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e efforts de volume: IQ pimth avec im une densité massique d’efforts

o efforts de surface: LQ t(n)da avec t(n) une densité surfacique d’efforts

De l'autre c6té, nous allons trouver la dérivée par rapport au temps de la quantité de

mouvement du domaine considéré:

d

a o, p\_/th

On a donc I'équation suivante :
d m
EJ.Q[ pYAL :jQI pi dQ, +J‘ag‘t(n)da
On peut donc écrire en vertu du théoreme de la divergence:
d m
E.[Qt PYIQ, =J.Ql Pi dy, +Lth'n da
= J‘Qt p1"dO, +—[Qt @/(g)th
On peut montrer (mais pas si facilement que ¢a...) que I'on a I’égalité :

d dv o
e pvdQ, :J.leEth —J‘Q‘ padQ,

ou a estla dérivée particulaire du champ de vitesse. Nous avons donc :

J, pRAQ = [ pfTdO + | div(c)do,

Cette équation constitue la formulation faible (intégrée) de I'équation d’équilibre
formulée précédemment (section 4.2.3). Comme elle est vraie quel que soit le volume

d’intégration, on peut en déduire la formulation forte (locale) suivante :

Equation fondamentale 4-7

divo + p(im —g) =0 :équation d’équilibre

C’est une équation vectorielle, dont 'expression explicite dans différents systémes

de coordonnées est donnée ci-dessous (Tableau 1) :
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Equation de la dynamique du milieu continu
Coordonnées
cartésiennes p( fm— )+ 0oy + 00y, + 00y =0
oX, OX, OX,
P17 -a,)+ %2, 9% 0% g
| M X, ~ O0X, OX
e p(f3m—a3)+6631+8032+8033:0
YA N oX, OX, OX,
Coordonnées
lindri —
cylindriques p( o _ar)+ oo,, +1 00, N oo, L Ox =% _
o r 00 oz r
e T e oo, 10oc, 0o, 20
R fm_a + €r+_ 019+ 02+ rHZO
| e e e I
= ,D(fzm—az)+ao-Zr 18029+ao-22+&:0
o & e or r o6 0z r
_(;/\\;:\ =
Coordonnées
- 0
spheriques p( f" —ar)+ Oy +1 01 + 1 vy +l(2(7rr -0, -0, +0,,c0t0)=0
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Tableau 1 : Expressions explicites de I'équation de la dynamique du milieu continu dans les
systemes de coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

4.3.1. Propriétés du tenseur des contraintes de Cauchy

4.3.1.1 Valeurs et directions principales

Le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur symétrique d'ordre 2. On a
rappelé précédemment (section 2.1.7.2) qu'il existe pour ce type de tenseur une base

"privilégiée", dite base propre ou base principale, dans laquelle la matrice
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représentative du tenseur des contraintes est diagonale. Cette base propre sera notée

€ .€,,€, ,etonaalors:

oo 0 0
L2 ) = 8 o °
O

Par conséquent, les trois facettes de normale €€ 8u subissent uniquement des
contraintes normales (traction ou compression), mais aucune contrainte tangentielle
(cisaillement). En effet, il suffit d'exprimer le vecteur-contrainte pour la facette de
direction €, pour s’en rendre compte :

t(e)=gce =0

Selon les définitions énoncées en section 2.1.7.2, la direction e est donc le vecteur
propre (ou direction principale) associé a la valeur propre (ou contrainte principale)
o, . Par convention, on détermine «l'ordre » des contraintes principales de telle sorte
que o, >0, >0y,

A retenir 4-4

Dans la base principale, le tenseur des contraintes de Cauchy est de la forme :
g=0',e_,®(i+0',,el(@ei%ro'“,(l@@,J

Les composantes de o sont les contraintes principales. Dans cette base, il n’y a donc que des

contraintes normales (traction/compression).
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Résumé du CHAPITRE 4 : ce qu’il faut savoir

v Principe des puissances virtuelles : définition et principe

v Equation d’équilibre d’un milieu continu

v Définition et interprétation physique du vecteur-contrainte

v Définition et interprétation physique du tenseur des contraintes de Cauchy
v Ecriture du tenseur des contraintes dans sa base principale
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5. Note technique : les conditions aux limites

5.1. Condition aux limites en efforts ou déplacements ?

Dans beaucoup de cas, le milieu est en contact avec une surface qui peut étre
considérée rigide, c’est-a-dire que son déplacement est nul. Dans ce cas le milieu étudié
ne peut pas « pousser » cette surface, donc le déplacement est nul selon la normale a la
surface. En revanche, sauf indication contraire (condition de non-glissement, ou
d’adhésion a la paroi), le milieu peut glisser ou frotter sur cette surface rigide, donc le
déplacement n’est pas nul dans les autres directions !

Cette surface rigide peut parfois aussi se déplacer de fagon controlée : dans ce cas
on écrit une condition sur le déplacement imposé, ou sur la vitesse de déplacement
imposée.

Parfois, c’est un effort ou une pression que I'on applique (on attache un poids a la
surface, on la met en contact d’un fluide sous pression, etc...). Dans ce cas la condition va
porter sur le vecteur-contrainte et non sur le champ de déplacement. Il conviendra
donc de bien écrire la normale sortante au milieu étudié selon laquelle vecteur t est
écrit.

A retenir 5-1

On n'impose jamais (dans les exercices classiques) des conditions aux limites qui portent a la fois

sur le déplacement et le vecteur-contrainte : si le déplacement est connu, le vecteur-contrainte

est a déterminer, et inversement.

5.2. Condition aux limites écrite localement ou globalement ?

Lorsque la condition aux limites porte sur le vecteur-contrainte et non sur le
déplacement, deux cas de figure se présentent : la condition est valable en tout point de
la surface (pression), ou la condition porte sur l'intégrale sur la surface (effort résultant

ou moment résultant).
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A retenir 5-2

Un effort est une grandeur globale (intégrée sur une surface): il correspond a l'intégrale

surfacique d’'une densité surfacique d’efforts (vecteur-contrainte).

Une pression en revanche est une grandeur locale (vraie en tout point de la surface).

Par exemple, les deux champs de vecteurs contraintes ci-dessous meénent a la méme

condition globale portant sur I'effort appliqué a la surface :
F

< ,

| N

t & N
ARy ,lh‘liT

Figure 31: exemple de deux répartitions de vecteurs-contraintes menant a la méme condition
globale portant sur I'effort appliqué.

5.3. Surface libre

Les conditions aux limites ne portent pas que sur les surfaces du milieu sur
lesquelles on impose un effort, une pression, ou dont on impose ou restreint le
déplacement. Au contraire, si une surface est en contact avec l'air libre, c’est une
condition aux limites forte dite de surface libre : cela signifie que seule la pression
atmosphérique est imposée a cette surface, et que son déplacement est libre.

e en mécanique des fluides, I'application de la pression atmosphérique sur
une surface libre conditionne I'équilibre du fluide

e en mécanique du solide, la pression atmosphérique est en général
négligeable en comparaison aux efforts en jeu dans le solide. Ainsi, une
condition de surface libre implique que le vecteur-contrainte est nul en

tout point de cette surface !

124 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



5.4. Tableau récapitulatif

Paroi u(xeS)-e,=u(xeS)=0
indéformable 4& u(xes) - 1(2<9)
u(xeS)=0
Frontiere ﬁ u(xeS)=0 = <u,(xeS)=0 t(XES, i)z”
encastrée Uy (XeS)=
U u(xeS)=U,
Déplacement ﬁ , (xeS)=U = <u,(xeS)=U,
imposé U (xeS)=U,
Effort

homogene SXH()—(ES e) F

imposé

[ L —

'g(xeS,—e)dS Fe, = <Sxt (XES e)_O

,1&
Pas de f Sxt (XeS e) 0
frottements =F 1

Couple H ! Q:IMAt(geS,—el)dS=I(yez+ze3)/\§(ges,—el)d8
imposé s N s N

Surface | n en général : t(xeS,n)=-P,, n
libre en mécanique du solide : t(xeS,n)=0
Pression & (X c 5,—91) pe,

imposée | \AAMAAA e
D

Tableau 2 : récapitulatif des conditions aux limites qui seront rencontrées dans ce cours.
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Exemple 5-1: tube sous pression externe et interne

©

HHH

Figure 32: Tube sous pressions interne et externe

On considere un tube cylindrique sous pression interne p, et externe p,, de rayon interne r, et
externe I,. Une pression (définie par unité de surface) est une condition appliquée localement, et
concerne donc directement le vecteur-contrainte.

La condition aux limites s’écrit pour la surface externe de normale sortante e, :
g(r = re,er)=—peer
o.(r=r)e +o,(r=r)e+o,(r=r)e, =—pe
& ( re) =P
= <0,(r=r)=0
o,(r=r)=0

Et pour la surface interne de normale sortante —€, :
E(r = ri’_er)= Pi€,
—o, (r=r)e —o,(r=r

r =

r =

On vérifie bien dans les deux cas que la contrainte est négative, et correspond bien a un état de

compression de la matiére.
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Exemple 5-2: compression d’'un parallélépipede

I'=-Fe,
ezi
H
| >
; €
< — >
2L

Figure 33: Exemple d'un probléme plan:
compression d'un parallélépipede.

Considérons donc un parallélépipede solide en contact sans frottement avec deux plateaux, dont
I'un est utilisé pour appliquer un effort F =-Fe, de facon homogeéne. Le parallélépipede est de
hauteur initiale H, de largeur 2L.
Sur la surface inférieure du parallélépipéde, les points sont en contact avec un plateau immobile
(surface rigide) et ne peuvent donc pas se déplacer verticalement. Comme le contact est sans
frottement on sait que le vecteur-contrainte est nul dans le plan tangent :
u(x,=0)=u,e
t(xz =0, _ez) =18,
Sur la surface supérieure, on connait une condition globale sur 'effort :
J'g(x2 =H ,ez)dS =—Fe,
! 2 2
Comme le contact est sans frottement, et que I'effort est appliqué de fagon homogene, on connait

complétement le vecteur-contrainte :

Les deux surfaces latérales sont des surfaces libres: comme le milieu est un milieu solide, la

pression atmosphérique est négligée et le vecteur-contrainte est donc nul (condition locale) :

t(x =+L,+e)=0
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6. Application aux matériaux solides :
élasticite linéaire

Dans les chapitres précédents, nous avons vu comment modéliser la cinématique
d'un milieu continu, a travers notamment sa déformation et sa vitesse de
déformation, puis nous avons vu comment modéliser les efforts intérieurs dans le
milieu qui se déforme a travers différents tenseurs des contraintes. Jusqu’ici, aucune
hypotheése n’a été formulée sur la nature (solide ou fluide) du matériau.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser plus particuliérement aux matériaux
solides, et tenter de formuler les relations qui existent localement entre le champ de
déformations et le champ des efforts intérieurs, en nous intéressant seulement aux
aspects mécaniques (et non thermiques). Il est tres important de souligner que 1'on va
considérer le matériau élastique (le matériau se déforme de fagon réversible sous

I'action d'un effort).

6.1. Constatations expérimentales

6.1.1. L’essai de traction

A retenir 6-1

Lorsqu'on cherche a identifier une loi de comportement, on cherche a établir une relation entre

les contraintes et les déformations d'un matériau (et éventuellement sa température).

On cherche a exprimer une loi de comportement locale (les contraintes et les
déformations s’appliquent a un élément infinitésimal du milieu continu) a partir de
résultats d'expériences a l'échelle globale. On fait donc en général I'hypothése d'une
homogénéité du matériau et des champs: on tente de concevoir les essais
expérimentaux pour imposer une certaine homogénéité des champs de contrainte et de

déformation (torsion d'un tube mince, traction uniaxiale, etc...).
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Dans le cas d'un essai de traction uniaxiale par exemple (Figure 34), on suppose
que les champs de contraintes et de déformation sont homogénes dans la partie utile de
I'éprouvette: on suppose que les tétes ne participent pas a la déformation de I'ensemble.
On a schématisé ci-dessous un essai de traction pour un acier inoxydable: la téte
supérieure est animée avec une vitesse V qui provoque un allongement Al en fonction

du temps et un effort F qu'on enregistre.

1

( i
"
Al

i

B

S
Partie utile Re
IO

y

Figure 34: Essai de traction uniaxiale sur une éprouvette métallique.

tr

On remarque qu'en général, les valeurs utilisées pour la contrainte et la déformation
sont (on appelle e, la direction de traction) :

F . P . :
5 ~ 0,, : « contrainte de l'ingénieur » ou « contrainte nominale »
0

Al , ) .
— =¢_ :«déformation nominale »

2z
0
La contrainte nominale est (dans le cas général) différente de la
contrainte de Cauchy car la section transverse de l'échantillon évolue

durant l'essai. Dans le cadre de ’'HPP, on fait 'hypothése que S, =S
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6.1.2. Limite d’élasticité

Pour de nombreux matériaux, lorsque la contrainte est en-deca de la limite
élastique R, on se trouve alors dans des conditions ou les contraintes et les
déformations sont reliés linéairement. Les déformations sont alors essentiellement
dues a la modification réversible des espaces interatomiques. Au-dela de ce point, le
comportement devient non-linéaire, en raison notamment de phénomenes de
déplacements de micro-dislocations dans le matériau.. Cette partie n’est pas au

programme de ce cours d’introduction a la MMC.

A retenir 6-2

Jusqu’a la limite d’élasticité R,, les matériaux d’études dans ce cours seront considérés élastiques

linéaires : les déformations sont réversibles, et la loi contrainte/déformation est linéaire.

On va tenter de définir une relation entre contraintes et déformations qui dépend du
matériau considéré : il semble évident que cette relation intrinseque au matériau ne doit
dépendre ni de la base utilisée pour écrire les composantes des tenseurs utilisés, ni de

I'observateur qui caractérise le matériau.

A retenir 6-3

Important : dans ce chapitre on se place a température constante, et les effets d'un changement

de température sur les déformations (et donc les contraintes) dans le matériau ne seront pas pris

en compte, méme s’ils existent bel et bien.

6.1.3. Cas unidimensionnel : définition du module d’Young

Le postulat de base de I'élasticité linéaire est le suivant : a un état de déformation et
de température correspond un seul état de contraintes, indépendamment de la vitesse
de déformation ou de variables internes.

Si T'on considére uniquement les contraintes et déformations dans l'axe de
I'éprouvette (o, et ¢, par exemple) a l'issue de I'essai de traction présenté ci-dessus,

on remarque que la relation qui lie contrainte et déformation est linéaire pour de
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nombreux matériaux. On peut donc introduire une coefficient de proportionnalité E,

appelé module de Young et exprimé en Pascals, de sorte que :

Equation fondamentale 6-1

Dans le cas unidimensionnel , élastique linéaire: o, =E¢

Zz 2z

A retenir 6-4

Le module de Young, exprimé en Pascals (ou plutot GPa), est une mesure de la « rigidité » d'un

matériau élastique linéaire. Il ne dépend que du matériau, et non de la forme de I'éprouvette.

Matériau E (GPa) Matériau E (GPa)
Acier 210 Béton 20-50
Fonte 90->160 Bois 10->20
Aluminium 70 Nanotubes de Carbone 1100
Plomb 20 Verre 70

Titane 114 Caoutchouc 0.001->0.1

Tableau 3: Valeurs moyennes des modules d'Young de matériaux communs.

6.2. Matériau élastique linéaire isotrope

6.2.1. Considérations générales

En réalité, lorsque 'on applique un effort dans une direction de I’éprouvette, on
observe évidemment une déformation dans cette méme direction mais aussi dans les
directions transverses.

La loi de comportement qui relie les contraintes et les déformations dans le
matériau se doit donc d’étre une loi tensorielle, tridimensionnelle, qui établit le lien

entre le tenseur des contraintes et le tenseur de déformations.

A retenir 6-5

Dans ce chapitre on se limite a I'étude des solides élastiques linéaires isotropes sous I'hypotheses

des petites perturbations (HPP) : le cas général est beaucoup plus compliqué.
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Dans le cadre de ce cours, on décide de ne pas détailler toute I'approche qui permet
de formuler une telle loi: cette approche s’appuie sur la thermodynamique des
milieux continus, et consiste a formuler des relations entre différentes fonctions
d’état a partir de l'expression locale des premiers et seconds principes de la
thermodynamique.

Dans le cas d’'un matériau élastique et linéaire, on exprime ces fonctions d’état de
telle sorte que :

e a un état de déformation (et de température) correspond un seul état de
contraintes, indépendamment de la vitesse de déformation ou de variables internes
e elles conduisent a une relation linéaire entre contraintes et déformations.

A l'issue de cette démarche on est amenés a introduire un tenseur du quatriéme

ordre A tel que:

=g+

19
x>
Ity

avec le tenseur A=Ay e ®e; ®¢e ®¢ appele tenseur des modules d’élasticité, et

0 . s e
o un tenseur de contraintes initial.

Le tenseur des modules d’élasticité posséde en général 81 composantes (3x3x3x3),
dont on montre que seuls 21 coefficients sont indépendants en raison de la symétrie

des tenseurs o et ¢.
6.2.2. Loi de comportement élastique linéaire isotrope

En considérant ensuite I'isotropie du matériau, on montre que deux parametres
matériau suffisent a décrire le comportement élastique, et on a la relation suivante :
g=0’1+ATr(g)l +2us
Le terme O'O|= correspond a un état de contraintes initiales et isotrope. La plupart du
temps il sera négligé : on considérera un état de contraintes nul initialement, dit aussi

état naturel. On en vient donc a la relation suivante, appelée loi de Hooke :
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Equation fondamentale 6-2

o =ATr(g)l +2|e :loi de comportement élastique linéaire isotrope

C’estla loi de comportement élastique linéaire isotrope en HPP.
Cette équation contient deux parameétres du matériau (A,1) qui régissent le

comportement élastique linéaire. Ils sont appelés coefficients d'élasticité de Lamé.

Dans cette relation on exprime les contraintes pour un état de déformation donné.
On peut aussi écrire la relation inverse, appelée loi de comportement inverse, et qui
s’exprime :

Equation fondamentale 6-3

1+v 14 . . . SN .
&= ?Q—ETF(Q)L : loi de comportement élastique linéaire isotrope inverse

Dans cette seconde relation on fait intervenir également deux parameétres matériau :
— E:le module d’ Young présenté dans la section précédente
— v:le coefficient de Poisson (sans dimension)

Ces deux parameétres ne sont pas indépendants des coefficients d’élasticité de

Lamé, et on passe de I'un a I'autre a partir de ces expressions :

E:u[smzpj I v

A+H ot @+v)1-2v)
LA - E
2(A+n) 2(1+v)

6.2.3. Interprétation du module d’Young et du coefficient de Poisson

Placons-nous dans le cas de la traction uniaxiale exposée en début de ce chapitre :
on tire cette fois sur une éprouvette a section rectangulaire. Pour pouvoir faire
I’hypothese des HPP, on considére que la plage de déformation est inférieure a 0,01 :
dans cette plage, on constate qu'une relation linéaire existe entre les déformations et les

contraintes.
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A retenir 6-6
Dans la cas d'une traction uniaxiale selon e, le tenseur des contraintes s’écrit simplement :

avec F l'effort de traction appliquée et S la section transverse de I’échantillon.

D’apres la loi de Hooke inverse, on a dans ce cas :

1+v v 1+v v
i:‘EﬁfETW?“{fijqﬁ®%‘Eq4%®%+i®%+%®%)

= e 0 oy (6,08 +e ®¢)

Sous forme matricielle on peut donc voir apparaitre les différentes déformations, qui

correspondent a un allongement dans la direction e, et a des rétrécissements dans les

directions transverses :

gy =2t 0 0
[g] = 0 - é o, =—VE, 0
0 0 —0,, =—VE,

A retenir 6-7

On constate que le module d’Young correspond a la pente de la courbe o, = f (&), et que le

coefficient de Poisson est un coefficient de compaction transverse qui lie la déformation dans

une direction aux déformations dans les deux autres directions.

a=(1-ve,)a,

E b=(1-vs, )b, $

‘911<O-91 [=(1+&,),

Figure 35: Interprétation du module d'Young E et du coefficient de Poisson v
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Remarque: en adoptant une approche similaire basée sur la
thermodynamique, mais sans faire I’'hypothése de température constante,
la loi de comportement en thermoélasticité linéaire isotrope ferait alors
intervenir un coefficient thermique KA®| linéaire en A®, et k est

I'inverse de la dilatation thermique du matériau isotrope.
6.2.4. Notation de Voigt

Dans la loi de comportement formulée ci-dessus en HPP, on peut se poser la

question de la représentation du tenseur d’ordre 4 des modules d’élasticité :

Oy = Ajklgkl

soit par exemple pour une des composantes :
013 = Asnnéin T Aafio T Asiafis + Asonfor + Asnobor T Aosfos + A + Aan€an + Agasta
= A€+ A€o + Aasbas + 251061 + 2A310615 + 2A 35065

En effet, si les composantes d’'un tenseur d’ordre 2 peuvent s’organiser sous forme
d’'une matrice, il n’en est plus de méme pour un tenseur d’ordre 4...

La notation de Voigt consiste a organiser les six composantes indépendantes des
tenseurs des contraintes et des déformations (tenseurs symétriques) sous forme de
vecteurs colonnes. Les composantes du tenseur des modules d’élasticité peuvent donc

s’organiser sous la forme d'une matrice 6x6, et on peut écrire :

Oy At Ao A A Aus A én
Oy Aoin P Pz Aoz Az Ao €
O33 Asi Ase A A Ass A €33
02 A Az Poss Asss Poas A 265
O13 Asi A Az Awe Ass Ase 264
01, At Az Aoss A Aoz Au 26,

Cette notation permet de représenter les modules d’élasticité. Néanmoins, on doit

garder a l'esprit que les vecteurs-colonnes et matrices présentes ne sont pas

intrinséques, et qu’on ne peut en aucun cas utiliser les regles de calcul tensoriel.
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Pour un matériau isotrope élastique linéaire en HPP, on peut écrire la matrice de

Hooke suivante :

oy A+2u A A 0 0O &
Oy A A+2u A 0 00 &,y
o | |4 A A+24 0 0 O Es
Oy 0 0 0 u 00 2¢,,
O3 0 0 0 0O u O 2&,,
oy 0 0 0 0 0 u 2¢,,

Si on utilise la loi de comportement inverse, on arrive facilement a une écriture de la

matrice de souplesse:

1 v v g 0 0
E E E
v 1 v
&y E E _E 0 0 0 Oy
€2 v v 1 0 0 0 O
x| _ E E E O3
265 o o o L 20 0 %23
2¢;, G E »(1 O3
28y, 0 0 0 0 1_20+v) 0 %1
G E
2(1+
o 0 0 0 0 1_2(+v)
G E

Cette matrice est associée au tenseur de souplesse ou tenseur de compliance tel que :

§=

o

‘o

On peut montrer, en raison notamment de la symétrie des tenseurs des contraintes
et des déformations, que la matrice de Hooke et la matrice de souplesse sont

nécessairement symétriques.

6.3. Méthodes de résolution d’un probleme d’élastostatique

On considere le cas de I'élasticité linéaire isotrope en HPP et sans écarts de
température (A® — 0). L'équilibre du milieu est défini par a(X,t)=0 et implique que
les efforts extérieurs soient en équilibre global avec les efforts intérieurs. On va

présenter brievement deux approches permettant de résoudre analytiquement ce
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probleme dit d’élastostatique, et on présentera trés succinctement la méthode

numérique aujourd'hui généralement employée pour résoudre ce probleme.

6.3.1. Formulation du probleme

Pour un systéme donné de frontiere 0Q2 et de volume €2, on connait I'ensemble des
forces volumiques sur Q (généralement f" =g ou f™ =0) ainsi que les conditions
aux limites a la surface du systeme en ce qui concerne les déplacements sur une partie

Q) et les efforts surfaciques sur une autre partie 6Q" .

On dit que le probleme est régulier si on connait pour toute la frontiere 0Q des
conditions aux limites en déplacement ou des conditions aux limites en ce qui concerne
le vecteur-contrainte : on a donc dans ce cas 0Q" UAQ" =0Q et Q" NoQY =@ (Figure

36). Les équations du probleme d’élastostatique s'écrivent alors:

A retenir 6-8

(1) div(g)+p(f"-2a)=0
(2)  a=ATr(g)l +2pe

(3) £=1/2(Grad(u)+Grad(u)")
(4) a-n= t>  connu en tout point de Q"
(5) u=u® connu en tout point de 5Q"
L’indice « s » dans les deux derniéres équations correspond a « surface ».
\
o)
S
{=u _
- Joc!
le=2

Figure 36: Formulation du probléme d'élastostatique : conditions aux limites en
déplacement et en vecteur-contrainte.

Si le probléme est régulier alors il existe une solution unique concernant le champ

de contraintes et de déformations, solution qu'on peut trouver notamment en
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utilisant I'une des deux méthodes ci-dessous (approches en déplacement ou en
contrainte). Si le probléme n’est pas régulier, c’est-a-dire qu’'on ne connait ni le champ
de déplacements ni le champ de contraintes sur au moins une partie de la frontiére du
systéeme (8QT woQ’ = 8(2) , alors on peut juste espérer obtenir une solution approchée

du probleme.
6.3.2. Principe de Saint-Venant

Dans le cas d'un probléme non régulier, il existe un morceau de frontiére pour lequel
on ne peut pas formuler localement une condition aux limites en termes de
déplacements ou de contraintes. En revanche, on sait souvent exprimer 1’'équilibre du
systeme en terme global, notamment en exprimant le torseur résultant.

Dans ce cas, le principe de Saint-Venant nous dit que si I'on modifie la répartition
des vecteur-contraintes sur un morceau de frontiére 0Q% sans modifier le torseur
résultant, on ne change pas sensiblement la solution du probleme (champ de contraintes

et de déformations) sauf au voisinage immédiat de Q" .

A retenir 6-9

L’état de contraintes et de déformations suffisamment loin d’'une surface ne dépend que du

torseur résultant des efforts appliqués, et non pas de leur répartition précise.

Placons nous dans le cas représenté par la figure ci-dessous, dans laquelle une
éprouvette de section S est sollicitée en traction selon e, avec des conditions aux
limites différentes a ses extrémités 0Q°' . On constate que I’état de contraintes au centre

de I'éprouvette est le méme dans les deux cas.
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N :

Equivalent von Mises stress Equivalent von Mises stress
0.000 625, 1.25e+003 1.88e+003 2.50e+003 1.25e+003 1.88e+003 2.50e+003

Figure 37: Illustration du principe de Saint-Venant dans le cas d'une éprouvette en traction simple.

Exemple 6-1

Reprenons le cas de deux répartitions différentes de vecteurs-contraintes menant au méme effort
résultant (Figure 31): si on se place assez loin de cette surface, 'état de contraintes et de

déformations sera inchangé dans les deux cas.

t | |
BEREEENY “|+llMli.
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6.3.3. Approche en déplacement

Dans cette premiere approche, on se propose de postuler un champ de
déplacements u qui doit alors étre cinématiquement admissible, c’est-a-dire
satisfaire les conditions aux limites u=u® sur éQ" (et étre continument dérivable). Ce
champ est issu de considérations physiques sur le probléeme considéré (conditions aux

limites, symétries notamment).

Dans cette premiere approche, on injecte tout simplement les équations (2) et (3) ci-

dessus dans I'équation (1). En se servant de l'opérateur laplacien Au :@/(grad g) et

apres quelques lignes de calculs, on en arrive a :

(A+u)Grad (Divu)+pAu+ p(f" —a) =0 : équation de Navier

On peut utiliser cette équation lorsque les données guident l'intuition sur la forme
du champ de déplacements. La solution u de I'équation de Navier conduit a 'obtention

de ¢ puis de o. Le champ de contraintes alors obtenu doit satisfaire : o-n= t° sur oQ.

6.3.4. Approche en contrainte

Dans ce deuxieme type d’approche, on propose un champ de contraintes o

statiquement admissible, c’est-a-dire qu'il doit satisfaire sur o-n=t° sur 6Q" , et doit

satisfaire évidemment les équations d’équilibre. Encore une fois, « I'intuition » de ce
champ de contraintes est guidée par les symétries et les conditions aux limites du

probleme. On va pouvoir utiliser la loi de comportement inverse :

=Y o V(o)

A partir du champ de déformations obtenu, le champ de déplacement va étre

déterminé par intégration, ce qui implique que ¢ doit vérifier les conditions de

compatibilité géométrique (section 3.2.4) :

Rot” (Rot’ (£)) = Rot® (Rat* (¢)) =

no
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En injectant la loi de comportement inverse dans cette condition de compatibilité, et
apres quelques lignes de calculs (en faisant I'hypothése que les efforts de volume sont

uniformes), on arrive finalement au résultat suivant:

(L+v)Div(Grad (g))+ Grad (Grad (Trg)) =0 : équation de Beltrami

Cette équation traduit les conditions de compatibilité, d’équilibre, et la loi de
comportement linéaire élastique isotrope.
Ces deux méthodes (approche en déplacement ou équation de Navier et approche en

contrainte ou équation de Beltrami) sont expliquées schématiquement en Figure 38.
6.3.5. Une méthode tres utilisée : la méthode des éléments finis

Les approches analytiques montrent vite leurs limites lorsque la géométrie et/ou le
chargement et/ou la loi de comportement deviennent complexes, comme c’est le cas
dans la plupart des problemes réels.

L’'ingénieur en mécanique aura donc souvent recours en des méthodes
numériques, parmi lesquelles la plus utilisée est la méthode des éléments finis. Cette
méthode lorsqu’elle est appliquée a la mécanique du solide se résume comme suit :

e la géométrie est discrétisée en un nombre fini d’éléments simples (d’ou le nom),

connectes en des nceuds, pour lesquels des solutions existent pour calculer U, ¢,0

e on écrit les conditions aux limites a la surface du systéme (efforts et déplacements)

e on créée une matrice qui traduit I'assemblage complet entre tous les éléments du
systéme en chacun des nceuds.

e en inversant cette matrice (ce qui peut étre numériquement complexe!) on
détermine le déplacement en chacun des nceuds du systeme, a partir desquels on
peut identifier ¢, puis o, et s’assurer de I'équilibre du systeme.

Cette méthode sera abordée en 2éme et 3éme gppée et repose sur toutes les notions

abordées dans ce cours.
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Formulation en déplacements Formulation en contraintes

Hypotheses sur les déplacements Hypotheses sur les contraintes
u(x) a(x)
v v
Calcul de la déformation (HPP) Calcul de la déformation (Hooke)
_ T
£=1/2(Grad(u)+Grad(u)") g=1gvg—1Tr(g)L
* ¥
Calcul de la contrainte (Loi de Hooke) Condition de compatibilité ?
g = AIEL +ANE ? ?
Rot" (Rot* (¢))=Rot* (Rot" (¢))=0
v v
Alternative : équation de Navier Calcul du déplacement par intégration
(A+ u)Grad (Divu)+ pAu+p(f" -a)=0 £=1/2(Grad(u) +Grad(u)")

v

Alternative : équation de Beltrami

(1+v)Div(Grad (o)) + Grad (Grad (Tr)) = 0

\ 4 v \ 4

Ecriture des conditions aux limites

N\

Déplacements Vecteurs-contraintes

u=u® sur oQ’ || o-n=t> sur Q'

W4

Solution du probléeme :
* déplacements
* contraintes
* déformations

0 0579 o

0065 = - - 2

0099 — e 50 =

0132 =
o w!

Y

0231 &8

0264

033

Déplacement u, Déformation équivalente Contrainte o,

Figure 38 : Schéma de résolution d'un probleme d’élastostatique.

142 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



6.4. Introduction au dimensionnement des solides et structures

6.4.1. Le dimensionnement

On a vu précédemment (dans le cas de I'essai de traction uniaxiale) la notion de
limite d’élasticité R,: pour de nombreux matériaux, le comportement est élastique
linéaire isotrope en-deca de cette limite.

Au-dela de cette limite, de nombreux autres mécanismes apparaissent et peuvent
mener :

-al’ endommagement du matériau : ses propriétés élastiques vont alors diminuer

- a la rupture du matériau : des discontinuités apparaissent

- a ’'apparition de déformations plastiques, c’est-a-dire permanentes.

A retenir 6-10

La plupart du temps, lors du dimensionnement d’'un solide ou d'une structure, on s’assure (avec

un facteur de sécurité) que la limite d’élasticité du matériau ne soit atteinte a aucun endroit.

Dans d’autres applications (comme la mise en forme des matériaux), on va

justement chercher a solliciter le matériau au-dela de R,.
6.4.1. Cas unidimensionnel

Comme on 'a rappelé, dans le cas de l'essai de traction uniaxiale le tenseur des
contraintes possede une seule composante non nulle dans la direction de traction :

F
o=0,e 06 =6 O

Dans ce cas, le critere pour dimensionner une structure est trivial : il suffit que cette

contrainte ne dépasse pas la limite élastique R, !

2z

F . -
Ou=g <R, en traction uniaxiale

Evidemment, dans le cas de la compression uniaxiale, il s’agit alors de comparer la

norme de la contrainte (qui est alors négative) a la limite élastique R,.
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Ce critere suffit pour dimensionner des « treillis réticulés », qui sont des ensembles

de barres articulées qui ne travaillent qu’en traction-compression et dont I'état de

contraintes se réduit a une seule composante dans la direction des barres (Figure 39).

03

Figure 39: Dimensionnement d’un treillis constitué de barres : il faut et il suffit que la norme des
contraintes uniaxiales dans chaque barre ne dépasse pas la limite d’élasticité du matériau.

6.4.1. Notion de contrainte équivalente

Dans le cas général, le tenseur des contraintes est quelconque et posséde 6
composantes indépendantes :

* o= O'ij%®(i dans un repére quelconque

* o=0¢ ®e +0,¢, ®¢, +o,€, ®¢, danslerepere principal

On cherche donc a comparer ce tenseur avec le scalaire R,, ce qui n’est a priori
mathématiquement pas trivial...
On va chercher cela a définir une contrainte équivalente et qu'on peut définir

comme ceci :

A retenir 6-11

Une contrainte équivalente o, est une grandeur scalaire représentative de I'état

tridimensionnel des contraintes et qui peut étre comparée a la limite d’élasticité R,.

On cherche donc a construire un scalaire a partir d'un tenseur d’ordre 2 : on pourrait

choisir la somme des composantes, la trace, le déterminant... comment choisir ?
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6.4.2. Surface de charge

Expérimentalement, on peut chercher a soumettre un matériau a un état de
contraintes combiné (cisaillement, compression, traction) dans toutes les directions de
I'espace. Dans ce cas, on peut définir un point, appelé point de charge, dans I'espace
des contraintes principales (ou « espace de Westergaard »), construit a partir des
valeurs des trois contraintes principales. On observe alors que, dans cet espace, la limite
d’élasticité devient une surface définie par son équation f (g) =0 appelé surface de
charge qu’il ne faut pas atteindre si I'on veut rester dans la zone élastique du

matériau (Figure 40).

Pointde charge

Figure 40: Point de charge et surface de charge pour un état de
contraintes quelconque.

Un critéere de dimensionnement tridimensionnel correspond donc a une
définition de cette surface de charge. On dit qu’on atteint la limite d’élasticité lorsque :
f(og)=0,—R. =0
Des campagnes d’essais expérimentales ont conduit a proposer des définitions pour
la contrainte équivalente, en fonction du matériau étudié. On se contentera d’étudier ici

la contrainte équivalente la plus utilisée : la contrainte équivalente de Von Mises.
6.4.3. Contrainte équivalente de Von Mises

La contrainte équivalente de Von Mises est la plus utilisée actuellement en
mécanique, car il s’avere qu’elle permet de d’approcher la surface de charge de la

plupart des matériaux de construction classiques. Notamment, c’est souvent la
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contrainte de Von Mises (comprendre : « contrainte équivalente au sens du critére de
Von Mises ») qui est affichée par défaut en sortie d'un calcul par éléments finis.

Le critere de Von Mises est basé sur I'énergie de distorsion élastique.

Sans démonstration ici, on se contentera de dire que l'introduction de cette
contrainte équivalente est le résultat d'une constatation expérimentale que I'on peut
faire sur de nombreux matériaux: il est quasiment impossible de dépasser le régime
élastique d’'un matériau en imposant un changement de volume sans changement de
forme, tandis qu’'un changement de forme sans changement de volume va rapidement
induire des déformations plastiques irréversibles. Une contrainte équivalente basée sur
I'énergie de distorsion élastique (énergie élastique causée par un changement de

forme sans changement de volume) est donc utilisée, et on montre qu’elle peut s’écrire :

1
Oy = ﬁ\/(o_ll — Oy )2 +(O_22 —O33 )2 +(O-11 — O3 )2 + 6(0_122 + 0_132 + 0_232)

On obtient donc bien une valeur scalaire, qui prend en compte les différentes
contraintes normales et tangentielles. On peut également exprimer cette contrainte

équivalente a partir des composantes principales du tenseur des contraintes :

Equation fondamentale 6-4

O =%\/(0', ~6,) +(o,—0y ) +(o —0,)° : contrainte de Von Mises

Pour vérifier que I'état de contraintes dans un matériau ne risque pas d’'induire des
déformations irréversibles (déformations plastiques), il s’agit alors de s’assurer que

cette contrainte équivalente est inférieure a la limite d’élasticité R, du matériau :

Equation fondamentale 6-5
L’état de sollicitation dans un matériau n’induit pas de déformations irréversibles si et

seulementsi: o, <R,
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Exemple 6-2

Pour construire expérimentalement la surface de charge d’'un matériau, on peut avoir recours a un
essai combiné : on prendra ici 'exemple d’un essai de I'essai de traction-torsion d'une éprouvette
cylindrique a paroi mince. Dans ce cas on peut montrer que I'état de contraintes peut s’écrire :

g=6§®e_z+r(e_z®e_9+e_9®(i>

On peut aisément exprimer cet état de contraintes planes dans le repeére principal :

o+o?+4r> 0 0

[a o 0 0 0
(ﬁ’ell ) 2

0 0 o—+o’+4r?

Selon le critere de Von Mises, la contrainte équivalente s’écrit :

Oym = %\/(O-l —0y )2 +(O'|| —Oy )2 +(O'||| — 0, )2

2 2
[ 2 2 [ 2 2 2
_ 12 o+ O'2+4Z' L e O'2+4T +(_ /—02+412)

=+Jo’+3r?
Ainsi, dans ce cas, le matériau restera dans sa zone élastique si est seulement si on respecte la
condition :

Oy =Vo°+3c? <R

On observe naturellement que, si on enleve la torsion on a 7 =0 et donc le critere : o, =0 <R,.
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Résumé du CHAPITRE 6 : ce qu'il faut savoir
v Essai de traction
v Loi de comportement élastique linéaire isotrope en HPP : loi de Hooke
v Calcul de contraintes a partir d'un champ d’'un champ de déplacement
v Interprétation du module de Young et du coefficient de Poisson
v Formulation et résolution d’'un probleme d’élastostatique
v Dimensionnement : calcul d’'une contrainte équivalente
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7. Applications aux fluides

Puisque le chapitre précédent vient d’étre consacré a l'application de la MMC au cas
particulier des matériaux solides, il n’est pas surprenant de s’intéresser désormais au
cas des matériaux fluides. On ne donnera ici qu'une bréve introduction a la mécanique
des fluides, étant donné que cette discipline fondamentale pour un ingénieur ENSEM
sera largement abordée par la suite. Cependant, les fondements qui vont étre exposés ici
seront considérés acquis dans la suite de votre cursus de mécanicien des fluides, et
méritent donc d’étre bien assimilés.

Comme évoqué précédemment, la description eulérienne parait évidente pour
décrire le mouvement d'un fluide, étant donné que la recherche d’'une configuration de
référence perd son sens dans le cas d'un écoulement. Dans ce chapitre, nous allons nous
intéresser plus particulierement a la description d’écoulements de base pour des
fluides simples dits newtoniens. Nous allons d’abord rappeler ou remettre en forme les
équations déja énoncées dans les parties précédentes mais qui s’avéreront tres utiles
pour étudier I’écoulement de tels fluides. Nous nous intéresserons ensuite a I'expression
de lois de comportement adaptées, puis nous énoncerons quelques propriétés des

écoulements de ces fluides.

7.1. Cinématique des fluides

7.1.1. Description de la transformation

Comme décrit en section 3.1.2, on s’intéressera dans tout ce chapitre au cas ou on
définit la transformation par l'intermédiaire d'un champ de vitesses exprimé dans la
configuration actuelle. 1l suffit donc que I'on mesure instantanément sur une image la

vitesse de chaque « particule de fluide », ou chaque point matériel, du milieu : c’est
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approximativement le principe de la «vélocimétrie par imagerie de particules »,

illustrée sur la figure ci-dessous (Figure 41) :

T e e
— A e e
A A A o

o

- AT

Figure 41 : Exemple d'image issue de « vélocimétrie par imagerie de particules », ot on visualise de
champ de vitesses de chaque point matériel du milieu dans la configuration actuelle.
Dans ce chapitre on décrit donc la cinématique du milieu de la fagon suivante :

v=v(xt)

7.1.2. Vitesse de déformation

Dans le cadre de la description eulérienne adaptée a la mécanique des fluides, on
rappelle les résultats obtenus précédemment (section 3.2.5) en ce qui concerne la
cinématique d’'un milieu continu. Le tenseur k, appelé parfois « tenseur de description

eulérienne », s’exprime simplement :

= grad v(x,t)

Le gradient d’'un champ de vecteurs peut étre décomposé en une partie symétrique
et une partie antisymétrique (section 2.2.2.7), correspondant respectivement a une
« déformation locale » et une « rotation locale ». On obtient alors le tenseur vitesse de

déformation eulérienne_d :

Equation fondamentale 7-1
.
d= %(grad v(x,t) +(grad \_/(g,t)) ) : vitesse de déformation
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ainsi que le tenseur vitesse de rotation_Q:

Equation fondamentale 7-2

.
Q= %(grad v(x,t) —(grad \_/()_(,t)) j : vitesse de rotation

7.1.3. Vorticité et tourbillon

On rappelle que le rotationnel du champ de vecteurs vitesse \_/()_(,t) s’écrit facilement

a partir de 'opérateur Nabla:

rotv=Vav=gy gv_kei
X. —

]

On peut définir alors la vorticité du fluide, qui est un champ de vecteurs @, égal au

rotationnel du champ de vecteurs vitesse v(Xx,t) :

Equation fondamentale 7-3

@(x,t)=rot v(x,t) : vorticité du fluide

La direction de ce champ de vecteurs correspond a I'axe de la rotation locale du
champ de vecteur (d’ou le nom de I'opérateur rotationnel).

Intéressons-nous maintenant au tenseur vitesse de rotation Q défini ci-dessus. En
considérant ce tenseur comme une application linéaire, on peut analyser la fagon dont il
transforme un vecteur quelconque a :

1 L v, v,

1ov,
-g:Qijajei:— ——— |8, =7—"3,6—
- 2 axj OX. - 26xj —

(ke
N |-

v,
— 2,6,
ox. —

On peut alors définir un second vecteur, appelé en général vecteur tourbillon Q de

la fagon suivante :
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7.2. Lois de conservation

7.2.1. Masse

7.2.1.1 Rappel : conservation de la masse

Une premiere forme de loi de conservation de la masse a été formulée

précédemment (section 3.2.6.2):

Equation fondamentale 7-4

%0+ div(pv)=0 ou encore (jj—’to+ pdiv( v)=0 : conservation de la masse

On peut également proposer la forme suivante :

op _
J.QIEth +Iag, py-da=0
avec da = nda un élément de surface orienté.

- J.Q %O dQ, : effet de la variation dans le temps de la masse volumique

- J:Q pVv-da: terme de convection (flux de matiére sortant)

7.2.1.2 Cas des écoulements stationnaires : conservation du débit

Dans le cas d’écoulements stationnaires (on rappelle que dans ce cas la description
eulérienne du mouvement est indépendante du temps), on a:

0 ov

o _, v

2.0
ot ot~

La conservation de la masse devient alors : J:Q pv-da=0

Sil'on consideére le cas d’'une canalisation en écoulement stationnaire, ou la frontiére
du milieu peut étre décomposée en une surface d’entrée S_, une surface de sortie S_, et

la paroi de la canalisation S . On peut alors écrire I'équation :

Jio Prda=[, pu-da+[ py-da+f py-da=0

La paroi de la canalisation étant étanche, on en déduit :
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—L pv-da= L pv-da=Q, :conservation du débit massique

Ceci exprime tout simplement qu’il y a dans ce cas conservation du débit
massique. Le débit massique Q_ s’exprime évidemment en kg.s™ et ne doit pas étre

confondu avec le débit volumique Q, exprimé en m*.s™.

7.2.1.1 Cas du fluide incompressible

Dans le cas d’un fluide incompressible, on a naturellement :

p(x,t) = p, indépendant de x etde t

Si on reprend I’équation précédente il vient naturellement :

- Vv da= LV da= i =Q, :ily a conservation du débit volumique
: P

S

De plus, reprenons I'équation locale de la conservation de la masse :

dp .
—/— + pdivv=0
at pPavy

On en déduit tout naturellement que dans le cas incompressible :

Equation fondamentale 7-5

divv =0 : cas du fluide incompressible

C’est une des équations fondamentales pour la mécanique des fluides.

En réalité, tous les fluides sont compressibles (de la méme facon que tous les solides
sont déformables), mais certains plus que d’autres. La compressibilité des liquides est
en revanche tres faible, et 'hypothese de fluide incompressible est trés généralement
réalisée pour I'étude de I'écoulements d’eau (liquide) ou d’huile dans des canalisations

par exemple.

Exemple 7-1

Considérons un tube coudé de section constante S, possédant une surface d’entrée S° et de sortie

S°® aux pressions p° et p° respectivement, et les vitesses d’entrées et de sorties sont V° =-v°e, et

S _ S
v—ve_z.

153 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



Un fluide incompressible s’écoule a I'intérieur du tube.
4

La conservation du débit massique telle que formulée

ci-dessus s’écrit :
/)(’ 2 Se

[ oV -n'da=[ pv'-nda avecn'=g etn’=eg

La masse volumique est constante, et si on fait de plus I'hypothese que la vitesse est répartie

uniformément sur la section on a alors :
e S]
Jor(-ve)eda= | pvie, e da

= pV'ST=pv’S"T = V=V

7.2.2. Quantité de mouvement

On a montré précédemment (section 3.2.6.1) que la dérivée particulaire de

'intégrale de volume de la quantité b(x t) (eulérienne) s’exprimait :

IdeQ j bdQ+j bv-da

Sion pose b= pv, dans cette équation on obtient alors :

Eﬂl I pv dQ+I pvvda

Ceci étant vrai pour toutes les composantes de la vitesse, on peut ainsi exprimer la

formule de transport de la quantité de mouvement :

Equation fondamentale 7-6

i = J. (pv)dQ, +j pv (v-n)da : formule de transport d’Euler

Ce théoreme permet d’exprimer la variation de quantité de mouvement comme la
somme d’'un terme volumique (variation au sein du systeme) et d’'un terme de transfert
par la frontiére (quantité de mouvement due au flux entrants et sortants). Comme
précédemment, la variation de quantité de mouvement est égale a la somme des efforts

extérieures agissant sur le systeme.
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Exemple 7-2

Reprenons I'exemple du tube coudé ci-dessus, pour lequel ona v* =v° =v.

Au temps t, une masse dm® = pv°S°dt = pvSdt entre dans le tube et au temps t+dt, une masse une
masse dm® = pv°S°*dt = pvSdt =dm°® en ressort. Si on écrit la variation de la quantité de mouvement
entre ces deux moments pour le systéeme composé du fluide dans le tube et des masses qui entrent

et sortent entre t et t+dt on obtient:
dp=(p(t+dt)+dm’v®)—(p(t)+dmey°)
d p= p(t+dt)+ pv’Sdte, — p(t)+ pv*Sdte,

Comme il y a conservation du mouvementona p(t+dt)= p(t) etdonc:

d P
- vS(ete) =Y E"

On va considérer que le tube est horizontal et que les forces de volumes (pesanteur) sont
négligeables. Le fluide est donc soumis aux forces de pression sur les sections d’entrée et de
sortie ainsi qu’a la force de réaction F exercée par la paroi sur le fluide, et donc:
F* =-p°S°¢ - p°S°e, +F
On peut en déduire I'effort total :
2 _ e S

pVS(i+e_2)——p Si_pse_z—i—E Ffluide/paroi

= E:S(peJr,ov2)611+8(ps‘+,ov2)e2 B
Cet effort est exercé par la paroi sur le fluide : la force

exercée par le fluide par la paroi est évidemment I'opposée,

la direction de cet effort n’est pas surprenante.

fluide/ paroi
el — _g

EMR = s(pv 4 p)a-S (o +P')e,
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7.3. Fluides newtoniens : loi de comportement

Des observations expérimentales permettent de montrer que, pour un fluide en
hydrostatique, la contrainte normale est identique quelle que soit la normale
considérée n, ce qu'on peut par conséquent noter :

vn, t(x,n)=g(x)-n=-pn

On vient d’introduire ici la notion de pression p, et en hydrostatique on a donc le

tenseur des contraintes :

g=-pl

Il n'y a dans ce cas aucune contrainte tangentielle, ce qui peut constituer une
définition d’un fluide : un fluide est un matériau qui au repos ne peut supporter aucune
contrainte tangentielle.

Lorsqu'on veut mettre ce fluide en mouvement, et donc dans le cas de
I’hydrodynamique, on observe que des contraintes visqueuses s’ajoutent au tenseur

des contraintes hydrostatique, et que I'on peut écrire :

o=—pl+z

On dit qu'un fluide est newtonien si une relation linéaire existe entre la vitesse de
déformation Q (partie symeétrique du gradient du champ de vitesses) et le tenseur des
contraintes visqueuses 7. Dans le cas d'un fluide incompressible isotrope, cette
relation linéaire se réduit a un seul coefficient ¢ qui est la viscosité dynamique du

fluide, eton a:

;
£=2,ug=,u(grad \_/+(grad \_/) j

La loi de comportement d’un fluide newtonien est donc donnée par la relation :

Equation fondamentale 7-7

o=-pl+2ud :loi de comportement du fluide newtonien

La viscosité dynamique correspond donc a la contrainte de cisaillement qui

accompagne l'existence d'un gradient de vitesse dans un fluide. Pour les fluides

156 | Cours de Mécanique des Milieux Continus ENSEM - 1A NR] - FISE



newtoniens, cette propriété du matériau est indépendante du gradient de vitesse ; elle
n’est en revanche pas du tout indépendante des variations de température du fluide.
Par exemple, la viscosité dynamique de I'eau a 20°C est d’environ 10°Pa.s, tandis

qu’elle vaut 1.75x107°Pa.s a 0°C.

7.4. Equation de Navier-Stokes

7.4.1. Déemonstration et énoncé

Nous avons écrit précédemment (section 4.3.4) I'’équation d’équilibre suivante,
valable pour des matériaux solides ou fluides :
divo+p(f"-a)=0
L’accélération qui intervient dans cette équation peut étre écrite en description

eulérienne a partir de la dérivée particulaire de la vitesse :

dv ov
a=—=—+grad(v)-v
a=- =5 Tgradv) v

Il vient donc I’équation d’équilibre suivante :
divg+p1” = o %+ grad ) v

Considérons désormais la loi de comportement d’'un fluide newtonien énoncé ci-

dessus:

o=-pl+2ud

On peut donc réécrire I'équation d’équilibre sous la forme :
. m . . m ov
div(—pl +2ud )+ pf " =—div(pl )+div(2ud )+ pf " = p| —=+grad(v)-v
div(—pl +2ud)+pf" =—div(pl)+div(2ud)+pf p(at grad (v) _j
Les deux termes dll( pl) et @/(Zug) méritent d’étre développés :

] _6p|ij _@ B
v(pl)=— e ==& =grad(p)

J 1

o

div(2ud) - 5106 =205 e~ 2uciv(a)

J J

L’équation d’équilibre devient : —grad (p)+ Zy@/(g)+ pf"= p(% +grad(v) -\_/j
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On peut enfin calculer le terme @/(d ) au vu de sa définition :

= =~ 2_—

g:%(£y+(£\_/)Tj = @/(d)z%@/(grad\_/)Jrldiv(grad\_/)T

Le terme @/(grad \_/) se formule a partir du laplacien: Av = @/(grad \_/)

Enfin, si on considére un fluide incompressible tel que divv=0 :

. a(grad \_/)__ o2y

(grad (1)) ~e 0, = div(grad (v)] ~———e -~ e - Bings -0
i i

i i
On reformule donc I'équation d’équilibre de la fagon suivante :

—grad (p)+uAv+pf" = p(%+ grad (\_/)-\_/j

Si I'on prend en compte le fait que dans la plupart des cas la seule force massique

f™ estl'accélération de la pesanteur g , on arrive enfin a 'équation de Navier-Stokes

essentielle en mécanique des fluides :

Equation fondamentale 7-8
p% = p(% +grad(v) -\_/) =—grad (p)+ pAv + P9 : équation de Navier-Stokes

La démonstration qui vient d’étre faite n’est bien entendu pas triviale pour un

étudiant qui découvre la MMC, et il faudra surtout retenir le constat suivant

A retenir 7-1

L’équation de Navier-Stokes est la combinaison de I'’équation d’équilibre d’'un milieu continu, de

laloi de comportement d’un fluide newtonien et de I'incompressibilité du fluide.

7.4.2. Utilisation

L’équation de Navier-Stokes est donc une équation différentielle, dont les
inconnues sont le champ de vitesses et la pression. On a donc 4 inconnues (les trois

composantes du champ de vitesses V(X) et la pression p(x)) pour une équation
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vectorielle (donc trois équations)... en pratique, la condition d’incompressibilité du

fluide divv =0 constitue la quatriéeme équation qui permet de résoudre le systeme.
Oublions la rigueur mathématique un court instant: I’équation de Navier-Stokes

peut étre vue comme l'analogue de « somme des forces = masse x accélération » , dans le

sens ou:
— —gradp correspond aux « forces de pression »
— uAV correspond aux « forces visqueuses »

— pg correspond aux « forces de pesanteur »

dv

i (% +grad(v) -\_/] correspond a I'accélération du fluide

L’équation de Navier-Stokes est non linéaire du fait de I'expression de I'accélération.
La résolution de cette équation nécessite bien entendu des conditions aux limites, dont
les formes les plus naturelles sont :
— une vitesse donnée au bord: Vx e 8Q, v(x)=v’(x)
— une pression donnée en un point du bord : p(l(0 € 8(2) =p°
Une condition aux limites classiquement rencontrée et la condition d’adhérence a
la paroi, qui stipule que Vxe0Q, v(x)=0. Cette condition est notamment illustrée en
bas de la figure ci-dessous (Figure 42), présentant le schéma de résolution d'un

probleme de mécanique des fluides « classique ».
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Hypotheses sur le champ de vitesses Hypothéses sur le champ de pressions
v(x) p(x)
v v
Ecriture de I'équation de Navier-Stokes
pa=-grad(p)+uAv+pg

v
Résolution de I'équation différentielle

Condition supplémentaire éventuelle : incompressibilité
divv(x)=0

\4

Ecriture des conditions aux limites

Vitesses Pressions

v=y" sur 6Q’ || g-n=-p°n sur 6QF

| \ /
Solution du probléme :

* champ de vitesses
* champ de pressions

\ 4

Calcul éventuel : contraintes sur les parois o=-pl+2ud

S—

\ »

) 4
P

\,

<
Il
<

.
e e e

Exemple de I'écoulement « de Poiseuille » : norme du champ de vitesses

Figure 42 : Schéma de résolution d’'un probléeme classique de mécanique des fluides
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7.4.3. Résolution numérique : la CFD (Computational Fluid Dynamics)

Dans la méthode des éléments finis (abordée en section 6.3.5), 'idée est de
découper la matiére en éléments simples et d’en étudier les déformations : c’est une
approche lagrangienne, qui parait évidente en mécanique du solide.

En mécanique des fluides numériques (ou CFD en anglais), on va en général plutot
chercher a découper I’espace en petits volumes, et de faire des bilans sur chacun de ces
volumes : c’est une vision eulérienne de la transformation, beaucoup plus adaptée a la
mécanique des fluides. On utilise couramment deux approches (méthodes des
différences finies et méthode des volumes finis) afin de résoudre les équations qui
régissent le mouvement du fluide. L’approche générale peut se résumer comme suit :

e la géométrie du volume fluide, délimitée par des parois considérées rigides, est
discrétisée en une série finie de volumes élémentaires (Figure 43)

e on renseigne les propriétés du fluide et les hypothéses (les équations qui
gouvernent sa dynamique vont alors en découler) ainsi que les conditions initiales

(pressions, vitesses, etc...) pour des cas transitoires

e les équations de la mécanique des fluides sont résolues pour chaque volume (les
méthodes sont variées), et la détermination du champ de pression et de vitesse aux

bords du volume sert de condition aux limites pour le volume voisin.

Cette méthode sera abordée davantage en 2¢éme et 3eéme gppées, notamment pour des cas

compressibles impliquant la présence de turbulence (Figure 43).

Figure 43 : Exemple de résolution de I'’écoulement fluide autour d’un véhicule. A gauche :
maillage du volume fluide, a droite : amplitude du champ de vitesses apreés résolution.
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Résumé du CHAPITRE 7 : ce qu’il faut savoir

v Définition et calcul d'une vitesse de déformation et de rotation

v Définition et calcul de la vorticité d’un fluide

v Loi de conservation de la masse et conservation du débit massique
v Loi de comportement d’'un fluide newtonien : définition et utilisation

v Equation de Navier-Stokes : hypotheéses, interprétation physique
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Résumeé des notations utilisées

Nom Notation Unité SI Commentaire / définition
Scalaire a Elémentde R
Vecteur a Elément de R®
) A (n>2) 7 3 3 3
Tenseur d’ordre n A (n=2) Elémentde R°®R°®...®R
Configuration de référence Ko Ensemble des pointsa t =1
Configuration actuelle K, Ensemble des points a t
) Différence entre la position d'un point dans
Vecteur déplacement u m K K
0o et K,
Vecteur vitesse (eulérien) v m-s Dérivée temporelle du déplacement
_ _ . Tenseur mixte transformant un vecteur de
Gradient de la transformation F Sans unité K d K
= o dans K,
Jacobien de la transformation J Sans unit¢ | Déterminant de F :variation de volume
Tenseur des déformations de Compare les produits scalaires dans K; et
E Sans unité ]
Green-Lagrange = K, (lagrangien)
Tenseur des déformations d’Euler- Compare les produits scalaires dans K; et
) e Sans unité L.
Almansi = K, (eulérien)
. . o . e GL
Tenseur des déformations linéarisé 3 Sans unité Linéarisation de E en HPP
Tenseur de description eulérienne ﬁ st Gradient eulérien des vitesses
Ten,se_ur vitesse de déformation d gt Partie symétrique de K
eulérienne = =
Tenseur vitesse de rotation Q st Partie antisymétrique de €2
Densité surfacique d’effort exercée par le
Vecteur-contrainte (eulérien) t Pa=N-m™ | complémentaire d’'un milieu sur un milieu
pour une facette donnée
« Contient » les projections de tous les
Tenseur des contraintes de Cauchy o Pa=N-m™ | vecteurs-contraintes pour toutes les facettes
(eulérien)
, Loi locale liant les contraintes, les
Loi de comportement , . . ) .
déformations et la température d’'un milieu
_, | Lien entre une composante de o et £ en
Module de Young E Pa=N-m ) o = =
HPP et en élasticité linéaire
.- . s Lien entre déformation selon une direction et
Coefficient de Poisson 14 Sans unité : :
selon la direction transverse
Vorticité [0 st Rotationnel du champ de vitesses
Viscosité dynamique )2 Pa-s Lien entre o et Q pour un fluide newtonien

163 |

Cours de Mécanique des Milieux Continus

ENSEM - 1A NR] - FISE



