
Chapitre 4 : Détente de Prandt Meyer 

 

Lien entre rotationnel et entropie 

Transformons l’équation du mouvement (Equation d’Euler) :  

De 
2

2

V
grad V rotV  =

1
grad p


 , il vient :  

1
gradH V rotV grad p


     sachant que : 

2

2

V
grad gradH

 
   
 
 

 

De plus : 

1
dH TdS dP


   ce est équivalent à : 

1
gradH T gradS grad p


   

Ainsi : 
1

gradH V rotV grad p


   
1

T gradS grad p


   

ce qui conduit à : T gradS V rotV    

 

Cas des écoulements irrationnels  

Dans ce cas 0rotV  , ce qui implique que :  

- L’entropie S est constante dans tout l’espace (soit 
1

dH dp


 ) 

- p n’est fonction que de , la masse volumique et pour les gaz parfaits on adoptera une 

équation de Poisson : p k   

- V  dérive d’un potentiel des vitesses, c’est à dire qu’il existe fonction  1 2 3, ,x x x  tel 

que : V grad    (cette propriété ne sera pas utilisée directement dans le cadre de ce 

cours).  

L’équation de Bernoulli 
2

2
i

V
H H   donne : . 0dH V dV   

Or 
dp

dH


   et    2 p
c







, ce qui conduit à :  

. 0
dp

V dV

   

Sachant que p ne dépend que de  ( 0dS  ) : 2p
dp d c d 




 


, on a ainsi :  



2 . 0
d

c V dV



        (1) 

ce qui est équivalent à écrire : 2

2

1 1

2
grad gradV

c



                                     (2) 

 

De plus, l’équation de continuité s’écrit :  

 

( ) 0div V   ou encore : . 0divV V grad          (3) 

 

Les équations (2) et (3) permettent d’écrire :  

 
22 2

2

1 2 3

1
. 0

2
div grad V grad

c x x x
 

       
         
         

 

En notant les composantes du vecteur vitesse V de la façon suivante : 

1

2

3

U

V U

U

, et en 

développant l’équation précédente :   

     
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 1 32 2 2

1 2 3 1 2 2 3 1 3

2 2 2 0c U c U c U U U U U U U
x x x x x x x x x

           
        

        

(4) 

 

Il s’agit ainsi d’une équation aux dérivées partielles en , car c2 s’exprime en fonction de V

(qui s’exprime en fonction de ). 

En effet :  2 1c H   et 
2

2
i

V
H H cte   . 

Ainsi tout écoulement stationnaire et irrotationnel est solution de (4) et réciproquement. 

  



 

Ecoulements plans isentropiques supersoniques : détente de Prandtl-Meyer 

 

Un écoulement sera dit « plan », si par un choix judicieux des axes de coordonnées, toutes les 

grandeurs relatives au fluide ne dépendent que des coordonnées  ,x y . 

Pour ce type d’écoulements, le potentiel des vitesses est solution de l’équation :  

   
2 2 2

2 2 2 2

2 2
2 0c u c v uv

x y x y

     
    

   
 

Nous ferons de plus l’hypothèse d’un écoulement supersonique, c’est à dire :  

2 2 2 2q u v c   

 

Exemple de détente de Prandt-Meyer 

 

 

 

 

 

 

Définition d’une caractéristique ? 

On se place dans le plan  ,x y . Soit un écoulement supersonique dans ce plan. On appelle 

« caractéristique » de cet écoulement les courbes le long desquelles la composante normale de 

la vitesse est égale à la célérité locale du son.  

Si V est le vecteur vitesse en un point A, les caractéristiques passant par A sont donc les courbes 

tangentes à l’une où à l’autre des droites faisant avec V  un angle  défini par :  

1
sin

c

q M
    

 est appelé l’angle de Mach au point A.  



 

 

 

 

31 2

1 2 3

1
sin

ctct ct

qt qt qt M
      

 Il y a deux types de caractéristiques :  

(C1) que l’on nommera « montantes » 

(C2) que l’on nommera « descendantes » 

 

Ainsi une caractéristique correspond à une ligne sur-laquelle se propage une perturbation 

élémentaire (variation élémentaire de pression) en écoulement supersonique.  

 

Equations des caractéristiques  

Soit dx et dy, les composantes d’un déplacement élémentaire le long d’une caractéristique. La 

normale unitaire à celui ci sera définie par :  

2 2

1 dy

dxdx dy




 

Sur une caractéristique,  
2

2.V n c  

A
(c2)

(c1)

V

c
q

c







si bien que : 
 

2

2

2 2

vdx udy
c

dx dy





 

ou encore :    2 2 2 2 2 22 0c u dy uvdxdy c v dx           (5) 

Si u et v sont connus, on peut obtenir par intégration de cette équation les caractéristiques dans 

le plan (x,y). 

 

Equation des caractéristiques 

On rappelle l’équation (5) :    2 2 2 2 2 22 0c u dy uvdxdy c v dx      

qui est valable quelque soit le déplacement dx, dy le long des caractéristiques.  

Il y a donc deux types de solution à cette équation :  

1dy dx    et      2dy dx  

1 et 2 sont alors les racines de l’équation :  

   2 2 2 2 22 0c u uv c v          (6) 

On remarquera bien sur que 1 et 2 sont des fonctions de u et v .  

La somme des racines est donné par : 
 

1 2 2 2

uv

c u
 


 


 

et le produit des racines par : 
 
 

2 2

1 2 2 2

c v

c u
 





 

si bien que l’équation des potentiels,    
2 2 2

2 2 2 2

2 2
2 0c u c v uv

x y x y

     
    

   
, s’écrit:  

 
2 2 2

1 2 1 22 2
0

x x y y
   

     
   

   
 

ou bien encore :  

1 2 1

1 2

0
u u v v

x y y x
  

    
    

    
 

Ainsi, le long d’une caractéristique (C1) :  

1dy dx  

Or 1

1

u u u u
du dx dy dx

x y x y


    
    
    

 



et : 1

2

v v v v
dv dx dy dx

x y x y


    
    
    

 

On a donc, le long d’une caractéristique (C1) :  

2 0du dv   

et par un raisonnement analogue, le long d’une caractéristique (C2) :  

1 0du dv   

L’équation des caractéristique dans le système de coordonnées (u,v) peut être déterminée par 

intégration de :  

   2 2 2 2 22 0c u uv c v       

de plus : 
du

dv
    

ce qui conduit à :    
2

2 2 2 22 0
du du

c u uv c v
dv dv

   
       

   
 

ou encore    2 2 2 2 2 22 0c u du uvdudv c v dv      

qui s’écrit aussi :      
222 2 2 .c du dv udu vdv V dV     

En introduisant le module de la vitesse 2 2q u v   et l’angle 
v

arctg
u


 

  
 

,  

le couple  ,q  correspond coordonnées polaires dans le plan (u,v).  

 

Les composantes du vecteur vitesse s’expriment alors par : 

cos     sinU q et V q    



En conservant les notations précédentes, on a : cos sin cosdu dq q d dq Vd        , 

sin cos sindv dq q d dq Ud         et .V dV qdq . 

Ainsi,      
222 2 2 .c du dv udu vdv V dV     qui correspond à l’équation des caractéristiques 

dans le plan (u,v), s’écrira : 

 2 2 2 2 2 2c dq q d q dq    

qui équivaut à :  
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
1

dq q dq dq
d M

q c q q
      . 

Ainsi : 2 1
dq

d M
q

     

Introduisons le nombre de Mach M :  

q cM   soit : ln ln lnq M C   

En passant à la différentielle : 
dq dM dc

q M c
   

Introduisons le rapport des températures :  

1 2 1 2

21
1

2i i

c T
M

c T




   
     

  
 soit : 

1 2

21
1

2
ic c M




 
  

 
 

Evaluons ainsi : 

1

21 1
1

2 2

dc
M M dM

c

 


   
    

  
 

Calculons ensuite 
dq

q
 :   

dq dM dc

q M c
   

soit : 21 1 1
1

2 2

dq
M M dM

q M

      
     

   
 

soit après développement et simplifications :  

2

1

1
1

2

dq dM

q M
M







 

Utilisons l’équation de la caractéristique 2 1
dq

d M
q

    en ne conservant que la solution 

positive (la solution négative se déduisant de même) 

 
1 2

1 1

2

2

1

1
1

2

M

M

M dM
d M

M
M




 




 




   



soit encore :    2 1 2 1M M       

avec  la fonction de Prandtl-Meyer définie par :  
2

2

1

1
1

2

M dM
M

M
M










  

Remarque : si on avait pris l’équation 2 1
dq

d M
q

    , on aurait :  

   2 1 1 2M M       

 

En intégrant l’équation précédente, et en utilisant la condition M=1,  =0, il vient :  

     2 21 1
1 1

1 1
M arctg M arctg M

 


 

  
       

  

 

Si 1 0  , on alors :    2 2 1M M     

 

 

 

M1 et 2 étant connus, M2 peut être déterminé à l’aide des tables, tel que :    2 2 1M M     

Exemple :  

M1=2 et =15° 

D’après les tables,  (M1)=26,38° ce qui conduit à :    2 1M M    =41,38°.  

D’après les tables, le Mach M2 est donc de l’ordre de 2,595.  

 

Nombre de Mach                  (M)                Angle  

de Mach 



1

2

M1>1

M2>M1



 

 

 

Déviation maximale d’un écoulement 

La fonction de Prandtl-Meyer est nulle lorsque le nombre de Mach M vaut 1 : 

 1 0   

et g est une fonction croissante du nombre de Mach :   130,5M      

Ainsi, dans le cas de lignes caractéristiques montantes, la déviation maximale de l’écoulement 

sera donnée par :  

     2 1 2 2 1 1max
1 130,5M M            

Ainsi, deux cas peuvent se présenter : 

1- L’angle du dièdre est exactement 180-130,5° : dans ce cas, la température, la pression 

et la masse volumique deviennent nulles sur le dièdre. 

(Table du dessus) (Table du dessous)

Nombre de Mach
g(M)

Angle de 

Mach

Extrait de la table isentropique



 

 

2- Si l’angle de dièdre est plus petit que 180-130,5°, il existe une ligne telle que la pression, 

la température et la masse volumique sont nulles. Entre cette ligne et le dièdre, s’installe 

le vide.  

 

 

 

 

 

Lignes de Mach
M1=1

130,5°

2
M  

Lignes de Mach
M1=1

130,5°

2
M  


