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TD2 : Théorèmes de point fixe

1. Distance sur un produit

Exercice 1. Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques. Sur le produit
X × Y , on définit

d : (X × Y )2 → R
((x, y), (x′, y′)) 7→ dX(x, x′) + dY (y, y′)

Pour toutes les questions de cet exercice, on pourra commencer par prendre X et
Y des espaces vectoriels normés (et même R) munis des distances associées aux
normes respectives.

(1) Montrez que d est une distance sur X × Y .

(2) Soit A ⊂ X×Y tel que A 6= ∅. Montrez que les deux assertion suivantes sont
équivalentes :
• A est ouvert pour la topologie de (X × Y, d) ;
• Pour tout (x, y) ∈ A, il existe U ouvert de X et V ouvert de Y tels que

(x, y) ∈ U × V ⊂ A.
On pose maintenant

d̃ : (X × Y )2 → R
((x, y), (x′, y′)) 7→

√
dX(x, x′)2 + dY (y, y′)2

(3) Montrez que d̃ est une distance sur X × Y .
(4) Soit A ⊂ X × Y tel que A 6= ∅. Montrez que les deux assertion suivantes

sont équivalentes :
• A est ouvert pour la topologie de (X × Y, d̃) ;
• Pour tout (x, y) ∈ A, il existe U ouvert de X et V ouvert de Y tels que

(x, y) ∈ U × V ⊂ A.
(5) Montrez que, dans X × Y , les ouverts pour d sont exactement les ouverts

pour d̃

2. Points fixes attractifs et répulsifs

Soit I un intervalle de R et soit f : I → I. On suppose qu’il existe α ∈ I point
fixe de f . On note

A := {(xn)n/ xn ∈ I pour tout n ∈ N et xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ N}.
On dit que
• α est attractif s’il existe δ > 0 tel que pour tout suite (xn)n ∈ A telle qu’il

existe n0 ∈ N tel que |xn0
− α| < δ, alors (xn) converge vers α.

• α est répulsif si pour tout suite (xn)n ∈ A qui converge vers α, alors (xn)
stationne en α.

1. On suppose que f est C1 et que |f ′(α)| < 1. Montrez que α est attractif.

2. On suppose que f est C1 et que |f ′(α)| > 1. Montrez que α est répulsif.

3. Montrez que si f est C1 et que |f ′(α)| = 1, alors tout peut se produire.

4. Généralisez à f : U → U avec U ouvert de Rn, n ≥ 1.
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3. Méthode de Newton

Soit [a, b] un intervalle compact non vide de R et soit f : [a, b]→ R une fonction
C2. On suppose que :

(1) Il existe α ∈]a, b[ tel que f(α) = 0,

(2) f ′(x) > 0 pour tout x ∈ [a, b].

On pose alors
F : [a, b] → R

x 7→ x− f(x)
f ′(x)

1. Déterminez F ′.

2. Montrez qu’il existe ε > 0 tel que pour tout z ∈ [α − ε, α + ε] ⊂ [a, b], alors
la suite (xn)n définie par {x0 = z ; xn+1 = F (xn) pour tout n} est bien définie et
converge vers α.

3. On suppose que f est C3Montrez que, quitte à prendre ε > 0 suffisament petit,
il existe K > 0 tel que pour tout z ∈ [c− ε, c+ ε], la suite (xn) définie au 2. vérifie

|xn+1 − α| ≤ K|xn − α|2 pour tout n ∈ N.
Déduisez-en alors que K|xn−α| ≤ (K|z−α|)2n pour tout n ∈ N. Cette convergence
est-elle intéressante ? Etendez ce résultat au cas f ∈ C2([a, b]).

4. Généralisez à f : U → Rn où U est un ouvert de Rn.

4. Continuité des points fixes en fonction d’un paramètre

Soit (X, d) un espace métrique complet. On se donne F : [0, 1] × X → X une
fonction. On suppose que
• F est continue (on a muni [0, 1] de la valeur absolue, et [0, 1]×X de la distance

de l’exercice 1)
• Il existe k ∈]0, 1[ tel que F (λ, ·) : X → X est k−Lipschitzienne pour tout
λ ∈ [0, 1].

Il suit alors du Théorème du point fixe que pour tout λ ∈ [0, 1], il existe un unique
xλ ∈ X point fixe pour F (λ, ·).
1. Montrez que λ 7→ xλ est continue. On pourra commencer par supposer que
F : [0, 1]×X → X est Lipschitzienne.

2. Généralisation. On se donne (Λ, δ) un espace métrique et F : Λ × X → X
telle que : (i) F est continue et (ii) il existe k ∈]0, 1[ tel que F (λ, ·) : X → X est
k−Lipschitzienne pour tout λ ∈ Λ. Montrez que λ → xλ est continue, où xλ est
l’unique point fixe de F (λ, ·) pour tout λ ∈ Λ.


