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On n’hésitera pas a utiliser un résultat énoncé dans une question précédente,

en veillant cependant a bien en indiquer la référence.
Les exercices et problémes peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.

Exercice 1. On se place dans R2. Pour chacun des sous-ensembles suivant, indiquez
s’il est ouvert, fermé ou bien ni I'un ni 'autre :
o A:={(z,y) e R?/2? +3y® =2 et cosz > 0}
e B:={(z,y) eR?/z* +y? >1letx—y <0}
Chaque réponse devra étre démontrée.
Exercice 2. On définit Co,(R) = {f € C°(R) tq f(x + 27) = f(x) pour tout x €
R}.
(1) Soit f € Cor(R). Montrez que f est bornée sur R et que || f||oo := sup,ep | ()]
est atteint.
(2) Montrez que (Car(R), | - |lo) est un espace de Banach.
Exercice 3. Soit (X,d) un espace métrique. Soit K un compact non-vide et soit

U ouvert tels que K C U. Montrez qu'il existe r > 0 tel que B(z,r) C U pour tout
reK.

Exercice 4. Soit £ = C°(]0,1]) muni de | - [|s. On définit les fonctions

{T1: co([0,1]) — R Tp: C°([0,1]) — c°([0,1])
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Montrez que T et T sont linéaires continues

Montrez que HT1||E—>R S 2 et ||T2||E—>E S 2.
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3) Montrez que ||T1||p—r = 2 et que cette norme est atteinte.

) En utilisant une famille de fonctions f,, : [0,1] = R, n > 1 qui vaut 1 en 0 et
”quasiment” partout —1 sinon, montrez que ||Ts||p—p = 2.

(5) Montrez que ||Tz||g—E = 2 n’est pas atteinte.

1. UNE APPLICATION DU THEOREME DU POINT FIXE : THEOREME DES
FONCTIONS IMPLICITES

On se donne f : R? — R telle que f € C1(R?). On suppose qu'il existe (zg,y0) €
R? tels que f(0,0) = 0 et 2—5(0,0) # 0. Pour z € R et a € R qui seront précisés
plus tard, on définit :

{ wr,: R — R

y — y—af(zy)
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(1) Déterminez ¢ (y) pour tous z,y € R.

(2) Montrez que pour un choix judicieux de a € R, il existe » > 0 tel que
¢ (y)] < & pour tous z,y € R tels que |z] < 2r et [y| < 2r.

(3) On se donne = € R tel que |z| < 2r. Montrez que p,([—r,7]) C [—r,7].
(4) Que peut-on dire de @, sur [—r,7]?
(5) Toujours pour |z| < 2r, montrez qu'il existe un unique y € [—r,7] tel que
f(z,y) = 0. On notera g(x) :=y.
(6) Montrez que |y — yo| < 2[a| - |f(z,y) — f(x,y0)| pour tous z,y,yo € [-7,7].
(7) Déduisez-en que g : [—r,r] = [—r,7] est continue
On a donc démontré lexistence de g : [—r, 7] — [—r, 7] continue telle que f(x, g(x)) =

0 pour tout & € [—r,r]. Avec un peu plus d’efforts, on peut montrer que g est
dérivable.

2. PROBLEME : POINT FIXE POUR DES APPLICATIONS AFFINES

On se donne un evn (E, ||-||) et K C E un compact convexe non-vide. On définit
Ag :={T : E — FE affine continue telle que T'(K) C K}.
On rappelle que T : E — E est affine s’il existe T : E — E linéaire telle que
T(z) =T(0) + T (x) pour tout = € E.
L’objectif de ce probleme est de montrer que pour toute famille de fonctions affines

continues qui commutent et fixent K, alors il existe un point fixe commun a toutes
ces fonctions affines.

(1) On se donne T, S € Ak telles que T'o S = S oT. Montrez que (T 0 S)(K) C
T(K)NS(K).

(2) Plus généralement, Soit Fy C Ag une famille finie telle que T oS = SoT
pour tous T, S € Fy. Montrez alors que ﬂTe}‘f T(K)#90.

Pour n > 1et T : E — E, on note la moyenne
1 n—1 ) .
T, = E;TZ avec T* =T o---oT (i fois).

(3) Montrez que pour tout T' € Ag, alors T,, commute avec T}, pour tous n,p > 1
et que T,,(K) C K.
On se donne une famille F C Ag telle que T oS = SoT pour tous S,T € F.

(4) Montrez que
() Tu(K) #0.
TeF,neN
Indication : On pourra raisonner par ’absurde et utiliser un recouvrement
ouvert.

Soit alors x € E un élément de cet intersection. On fixe T' € F. Pour tout
n > 1, il existe donc x,, € K tel que x = T),(x,,).

(5) Exprimez T,,4+1 — T}, en fonction de T™ et T, ; ainsi que T o T}, en fonction
de T,4+1 (et d’un reste).

(6) Montrez que x = T'(x) et concluez.



