
Université de Lorraine 3 décembre
Département de Mathématiques
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Exercice 1. Soit (Z, d) un espace métrique. Soit une suite (gn)n telle que gn ∈
C(Z,R) pour tout n ∈ N. Soit g ∈ C(Z,R) une fonction continue. Soit une suite
(zn)n∈N telle que zn ∈ Z et z ∈ Z. On suppose que :

— (gn) converge uniformément vers g ;
— (zn) converge vers z dans Z.

Montrez que (gn(zn))n converge vers g(z).

Exercice 2. Soit (E, ‖·‖) un espace de Banach. Pour N ∈ N, N ≥ 0, et u ∈ Lc(E),
on définit

SN (u) :=

N∑
n=0

u2n

5n
.

On admet que SN : Lc(E)→ Lc(E) est continue pour tout N ∈ N.

(1) Montrez que pour u, v ∈ Lc(E), on a ‖u ◦ v‖E→E ≤ ‖u‖E→E‖v‖E→E .

(2) Montrez qu’il existe R0 > 0 (on ne demande pas la valeur optimale ici) tel

que pour tout u ∈ Lc(E) tel que ‖u‖E→E < R0, alors S∞(u) :=
∑∞

n=0
u2n

5n

est bien définie.

(3) Montrez que pour tout 0 < R < R0, la suite (SN )N converge uniformément
sur BLc(E)(0, R).

(4) Montrez que pour tout 0 < R < R0, S∞ est continue sur BLc(E)(0, R).

(5) Bonus hors-barême : déterminez la meilleure valeur possible pour R0
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