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Capacité en Sciences

Introduction a la notion de nombres complexes

A- Définitions

Définition 1 On admettra qu’un nombre compleze z s’écrit de maniére unique x + iy ou x et
y sont des mombres réels et i est un nombre compleze vérifiant i = —1. On dit alors que le
nombre réel x est la partie réelle de z et le nombre réel y est sa partie imaginaire.

On note R(z) =z et I(2) = y.

Définition 2 Deuzr nombres complexes sont égaux si leurs parties réelles et leurs parties ima-
ginaires sont égales.

Soit (z,7) € R? et (2/,y) € R% L’addition et la multiplication de deux nombres complexes
z=x+iy et 2 =2’ + iy sont définies par :

242 =(+2)+ily+y),

22 = (-2 —y-y) iy + 2" y).

et ont les mémes propriétés que dans R. Mais attention, pas de relation d’ordre compatible avec
les opérations sur C : on ne peut pas parler du signe d’un nombre complexe !

Définition 3 Soit (z,y) € R? et z = x +1iy. Le nombre compleze x — iy est dit conjugué de z
et est noté z.

Propriétés
Pour tous z, 21 et 29 nombres complexes, on a : z = 2, 2 +
21+ 20 =21+ %, Zi%2 = Z1 2.
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Définition 4 Soit (x,y) € R? et z = x + iy un nombre complere. Le module de z, noté | z |,
est le nombre réel positif ou nul \/x2 + y2.

Propriété importante : 27 = |z|?

) _ 1
Remarque : si |z| = 1, alors z = —
z
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B- Représentation géométrique
On construit une bijection entre les nombres complexes et les points du plan P, rapporté a un
repere (O, i , 7 ):

{(C — P
z — M,(R(2),3(2))

Le point M, s’appelle I’image de z et z ’affixe de M,.
Par extension on dit aussi que le vecteur OM a pour affixe z.
Si A et B sont deux points d’affixe z4 et zp, alors le vecteur ﬁ a pour affixe zg — z4.
L= = - =
Si u et v sont deux vecteurs d’affixe z, et z,, alors le vecteur © + v a pour affixe z, + z,.

Si z est un nombre complexe, le module de z, noté | z | est alors la longueur du vecteur d’affixe
z, et un argument de z est 'angle entre les vecteurs 7 et OM , 81 M est le point d’affixe z.

Z=x+iy =r(cos(a) +‘ sin(a))

C- Ecriture sous forme trigonométrique, théoreme de De Moivre

Soit a = x + iy, (z,y) € R?, un nombre complexe de module 1; on peut Décrire sous la forme
a =cosf+1isinf ou § € R. On peut donc écrire tout nombre complexe z non nul sous la forme

z=1-(cosf+isinf),

ou r est son module et ou 0 est UN de ses arguments. L’argument est défini a 2kn pres, k € Z.

Théoréme 1 (De Moivre) Pour tout nombre complexe z non nul, si 0 est un argument quel-
conque de z :
2" =| z |" (cosnb + isinnh),

Pour 6 un nombre réel on note :

cosf +isinf = e,

Un nombre complexe non nul de module r et d’argument 6 s’écrit alors re®®. On utilise les regles
de calcul sur I'exponentielle réelle et 'égalité 2 = —1 pour calculer avec exponentielle complexe.
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La formule de De Moivre devient : (&)™ = e™”.

Propriété Les parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe z peuvent s’exprimer en
fonction de z et de z :

Re(z) = %(z +2) et Tm(z) = %(z _ %)

i
Ce qui s’énonce aussi par les formules d’Euler : pour tout réel x
elﬂ? e—lCE eliﬂ —iT

. —e
cosr = —— et silnx = -
2 21
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