ceuniscie

Capacité en Sciences

S’exercer sur la notion de nombres complexes

Exercice 1

Résoudre dans C les équations d’inconnue z ci-dessous :
(a) 20+ 2)(z+i(3—2)) =0;

(b) iZz4+7 =22+ 2i.

Réponse 1

—31 3—3
(a) z=—2iouz= - L
1—1 2

(b) On pose z = x + iy avec x et y deux nombres réels. On résout I'inéquation ens éparant la
partie réelle et la partie imaginaire.

5
On trouve que x et y doivent vérifier le systeme : 2z —y = 7 et  — 2y = 2. On trouve x = 3 et

3
Y= 1 Soit la solution complexe de 1’équation

5 sy
= 4 —i.
2

Exercice 2

a) Montrer que I'équation (E) : 23 — (2414)22 4+ 2(1+1)z — 2i = 0 admet une solution imaginaire
pure. En déduire une factorisation du premier membre de cette équation sous forme d’un facteur
du premier degré et d’un facteur du second degré, puis résoudre (E) dans C.

V3 V3

1 1
b) Calculer (5 +i-—)% et (= —i——)2, puis, en posant Z = 22, résoudre z* + 22 +1 = 0.

2 2 2
Réponse 2
a) Le nombre complexe i est solution de I’équation (E). On peut factoriser le membre de gauche
par (z — 1) :

B2+ +2(1+i)z—2i = (2 —i) (22 =22+ 2).
Si on résout 22 — 2z + 2 = 0 on trouve un discriminant égal & —4 de racine complexe 2i et —2i;

si on construit les racines du trinéme 2% — 2z + 2, on trouve 1 + 4 et 1 — 1.

b) Apres calcul, on obtient

RVCA R SRV B S WV A RS SV
= +276 = .

7 Ty 2 2 '
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Si on pose 22 = Z, on a & résoudre Z? + Z 4+ 1 = 0, qui admet pour solution

, et

1
Ly
2 2

Exercice 3

a) Soit le nombre complexe z =2 — 2i = r - (cosf 4 isinf), ou (r,0) € R} x R. Calculer r et 0,
puis écrire z sous forme exponentielle.

b) Ecrire S\(PS formes trigonométriques et exponentielles les nombres complexes 2, = 1+ iv/3 et
29 =1—1iV3.

c¢) Ecrire en notation exponentielle les complexes suivants : 21 =4, 20 = 1, 23 = 1+, 24 = 1 — 4,

25 =24 26, 26 = —, 27 = —1 + iV/3. Les représenter ensuite dans le plan complexe.
)
Réponse 3
a) Le nombre réel 7 est le module de z et donc 7 = V8 = 2v/2. et le nombre réel § vérifie les
équations
2 2
cos(f) = £ et sin(f) = —£
2 2
et donc 0 = —E.
Finalement ‘
z = 2v2e 1.
b) On a
1 3 m
21 = 2(5 + z\g) = 2(005% + isin %) = 2¢'s
et -
29 = z1 = 2(— cos 3 + ism—g) =2 '3
c¢) Les nombres complexes donnés s’écrivent aussi 21 = i = e%r, zo=1=¢€9 253=1+i= \/56%,
—im i ]_ . i .37
2 =1—i =23 =2 7,25 =242 =223 =221, 26=>-=—i=¢" 2 :(3137,
i

1
Z7:—1—|—i\/§:2(—§+i7):6

Exercice 4
. . 2T . 1. s
Ecrire le nombre complexe z; = ie*3 sous forme exponentielle (on pourra utiliser deux méthodes).
1

)

. s _j2r . ,
On donne aussi z9 = —2¢'2 et z3 = 4e”*3 . Calculer 212923, puis z1(22)2 (donner les résultats

sous forme exponentielle).
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Réponse 4

On a
. 4T im T Sim
212263 —e2e 3 =€ 6
Le produit z12923 s’effectue et donne
Sim _;2m i(m45T—2T) iz
212023 = —8e' 6 ¢ '3 = 8e 6“3/ =8e''s
et
5im 11lim

Exercice 5
On considere les deux nombres complexes z1 =1 —i et z0 = 1+14 V3. Ecrire les nombres com-

| . . N .
plexes z1, zo et —, en notation exponentielle. On justifiera ces écritures.
22

Réponse 5 _
Onaz =1—-i= \/§€_Tm, 29 = 2¢'3 . Le produit

Z1 \/§ —im s \/i —Tim

= —¢ 4 ¢ '3 = —¢e 12,
Z9 2

Les justification viennent des calculs et des valeurs des sinus et cosinus des angles qui inter-
viennent.

Exercice 6
Soit 21 = V3 —iet 20 =1 +1.

1) Calculer z;z9 sous forme algébrique.
2) Ecrire 21 et zo sous forme exponentielle, puis calculer z;z9 sous forme exponentielle.

3) Déduire des deux questions précédentes les valeurs exactes de sin 1% et cos 1%
Réponse 6
1) On a
(V3—i)(1+14) =V3+1+i(V3—1).
2) On a _
z1=2e '6 et z1 = 2¢T
Le produit

2129 = 2\/56%61% = 2\@6%.

3) On a donc 23 = V3 4+ 1+ i(v/3 — 1) et donc, par identification de part 'unicité de
I’écriture, on a

™ _\/§+1_\/5+\@et . \/3—1:\/6—\/5.

COS —

12 2y2 2 12T 9 2
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Exercice 7 N

Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O; u ; v ), soit A le point d’affixe 5i et B
le point d’affixe —2 .

1) Déterminer un vecteur directeur de la droite (AB).

2) Déterminer I’ensemble de tous les points Md’affixe z tel que |z — 5i| = |z + 2|.

Réponse 7

1) Le point A est de coordonnées (0;5) et le point B est de coordonées (—2,0), un vecteur
directeur est le vecteur AB de coordonnées (—2;=5).

2) Pour un point M d’affixe z on a : |z — 5i| = AM et |z + 2| = BM (longueur des vecteurs).
Donc, 'ensemble de tous les points M d’affixe ztel que |z — 5i| = |z + 2| est I’ensemble de tous
les points M tels que AM = BM, c’est-a-dire, par définition, la médiatrice du segment [AB].

Exercice 8 N

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O; w ; v ), on considere E 1’ensemble de
point M d’affixe z tel que |z — 2 — i| = 5. 1) Le point d’affixe 4 — 2i appartient-il & E'?

2) Déterminer I’ensemble E.

3) Déterminer, s’il existe, a nombre réel tel que le point A de coordonnées (a;4) appartiennent

a k.

Réponse 8 N

Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormal (O; u ; v ), on considére F ’ensemble de
point M d’affixe z tel que |z — 2 —i| = 5.

1) On calcule [4 —2i —2—i| = | —2—3i| = V4 + 9 = V13 # 5. Le point considéré n’appartient

pas a E.

2) L’ensemble E est ’ensemble de point qui ce trouve & une distance constante (5) du point
d’affixe 2 + i. IL s’agit donc une cercle de centre le point de coordonnées (2;1) et de rayon 5.
3) Le point A de coordonnées (a;4) appartient a E si |a +4i —2 —i| = 5. Or

la+4i—2—i|=+/(a—2)2+09.

On aura |a +4i — 2 — i| = 5 si et seulement si a est solution de I'équation (a — 2)% 4+ 9 = 25,
qui s’écrit encore (a — 2)? = 16 et donc

a—2=4oua—2=-—4.

Ce qui fournit deux valeurs possibles a = 6 et a = —2.
Finalement les points de coordonnées (6;4) et (—2;4) appartiennent a E.

Exercice 9 N
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonorme (O; u ; v ), quel est 'ensemble des points

M d’affixe z tels que z — 4 + i ait pour argument % + km, ke Z?
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Réponse 9
On sait que, si P et @) sont deux points d’affixes respectives zp et zg avec zp # zg, alors

%
arg(zp — 2Q) = (u ,]@) + 2km, (k € Z).
Ici, soitA le point d’affixe z4 = 4 —i; la condition arg(z — 4 +1) = % + km, k € Z est équivalente
A (u,AM) = =+ kn(k € 2).
L’ensemble des points M cherché est donc la droite passant par A de coordonnées (4;—1) et

s
faisant un angle de 4 avec laxe des abscisses (c’est-a -dire de vecteur directeur (1;1)) mais

_>
privée de A car il n’y a pas d’angle de vecteurs si A =70,

Exercice 10

Le plan est muni d’un repere orthonormé d’origine O. Soit Ale point d’affixe 1 + 3i.

A tout point M qui se trouve sur la droite (OA), on associe le point M’ le point d’affixe
zpr = 2y — 3i. Démontrer que le droites (OA) et (BM') sont paralleles.

Réponse 10
Soit B le point d’affixe —3i¢. Remarquons que

ZM — ZB = ZpM — 31+ 31 = 2z

On a donc
BM' = OM

—% j ) . /
Comme M se trouve sur (OA), les vecteurs BM' et OA sont colinéaires, et les droites (BM')
et (OA) sont paralleles.
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