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Exercice 1. Soit (X, d) un espace métrique. Pour A C X, on définit les ensembles
suivants :

Ay :={z € X/ pour tout O ouvert tel que x € O, alors O N A # (}

Ay :={x € X/ pour tout B boule ouverte telle que z € B, alors BN A # (}}
Az :={z € X/ pour tout r > 0, alors B(z,r) N A # 0}.
Montrez que A; = As = Az. C’est 'adhérence de A.

Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (z,), une suite & valeur dans X
et soit x € X. Montrez 1’équivalence des deux propositions suivantes :
— La suite (z,,), ne converge pas vers z;
— Il existe €9 > 0 et une sous-suite (z;(,)) tels que d(z ), ) > € pour tout
n € N.

Exercice 3. Rédigez la preuve de I’équivalence des normes en dimension finie
esquissée en cours.

Exercice 4. Soient A, B C F un evn tels que

e A, B non vides,
e A est fermé et B est compact
e ANB=10

On montre ici de fagon séquentielle qu’il existe § > 0 tel que ||a — b|| > & pour tous
a€Aetbe B.

e Montrez que si la conclusion est fausse, alors il existe deux suites (a,), et
(bn)n telles que ay, € A et b, € B pour tout n € N, et ||a, — by|| — 0 lorsque
n — —+o00.

e Concluez en utilisant les propriétés de A et B.

Exercice 5. Soit (E, ||-||) un evn de dimension finie. Soit ¢ : F — R continue telle
que lim||; | -0 (7) = +00 au sens

VA >0, 3R > 0 tel que Vz € E{||z|| > R = ¢(x) > A}.

Montrez alors que ¢ admet un minimum sur F.
Note : Ce résultat sera généralisé a la dimension infinie pour des fonctions convexes
sur des Hilbert.



