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Durée 2h. Documents et machines électroniques interdits.
On n’hésitera pas a utiliser un résultat énoncé dans une question précédente,

en veillant cependant a bien en indiquer la référence.
Les exercices et problémes peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.

Exercice 1. On se place dans R?. Pour chacun des sous-ensembles suivant, indiquez
s’il est ouvert, fermé ou bien ni I’un ni ’autre :

o A:={(z,y) eR?*/2?+4y®> < 1let 3z +y>0}

e B:={(z,y) e R*/az* +y> > 1et 2% —y> < 0}
Chaque réponse devra étre démontrée.

Exercice 2. Soit (E,||-]|) un evn et soit F' C E un sous-ev de dimension finie. On
se donne xg € E. On définit alors

p = inf{llzo —yll/y € F}.
1. Montrez que pu € R est bien défini. Que vaut p si xg € F 7
2. Montrez qu’il existe M > 0 tel que poury € F,ona |ly|| > M = |xg—y| > p+1.
3. Déduisez-en que p = inf{|jzg — y||/y € F et |ly|| < M}.
4. Par un argument de compacité, déduisez-en que I'infimum est atteint, c’est-a-dire

qu'il existe yo € F tel que pu = ||zo — yol|-

Exercice 3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit une suite (K, )nen telle que
e K, C X est compact non vide pour tout n € N;
e la suite (K,) est décroissante, c’est-a-dire K, 1 C K,, pour tout n € N.
(1) Montrez que K := N,en K, est un compact non vide.
(2) Soit U un ouvert de X tel que K C U. Montrez qu’il existe ng € N tel que
K,, C U pour tout n > ng.

Exercice 4. 1. Soit u : R?> — R? dont la matrice dans la base canonique est
1 1
1 2

(@, y)ll = [=[ + [yl
2. Soit E = C°([0,1]) muni de || - ||oo. On définit
T: C°0,1) — R
foo= fy f@)de

Montrez que T est linéaire continue et déterminez sa norme.

. Déterminez la norme de u lorsque R? est muni de la norme (z,y)

1. PROBLEME : HYPERBOLICITE ET POINT FIXE

Soient (En, || ||&,) et (Fa2,| - ||g,) deux espaces vectoriels normés de dimension
finie. On se donne T; : F; — E; pour ¢ = 1,2 tels que
— Les fonctions T7, T sont linéaires et bijectives,
1



— Il existe A > 1 tel que

] &,
A

On définit ’espace vectoriel E := F; X Ey qu’on munit de la norme

1Ty ()| g, < pour tout x € Ey et ||T2(x)|| g, > Al|lz||E, pour tout © € Ey

Iz, Y)l| z := max{|z|| &, [yl } pour tous (z,y) € By x Ea.

1. Montrez que || - || est bien une norme sur E.
Tout élément de E sera alors systématiquement noté (z,y) avec x € E; et y € Es.
On note p; et py les projections
p1: E — E1 P2 - E — Eg
(z,y) — (z,y) — vy

On définit alors
T: E — E

(@,9) — (Ti(2), T2(y))
Dans ce probléeme, on cherche des conditions sur f : £ — FE une fonction pas
nécessairement linéaire pour que T + f admette un point fixe.

2. Montrez que T est linéaire bijective

3. Montrez que T+ f admet un point fixe si et seulement S admet un point fixe,
ou
S E — E
(z,y) = (Ti(@) +pi(f(29). To (y) = T3 (p2(f (2, 9)))
4. On suppose que f est e—Lipschitzienne avec € > 0. Montrez que pour € > 0 assez
petit, S est contractante.

5. Concluez en montrant que pour € > 0 assez petit, T+ f admet un point fixe.

2. CONTINUITE DES SOLUTIONS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

On se donne une fonction f: R x R” — R™ continue telle qu’il existe M > 0 tel
que
If(t,x) — f(t, )| < M|z — y|| pour tous t € R et x,y € R"

ol ||-|| est une norme sur R™ (On dit que f est Lipschitzienne en la seconde variable).
Pour A € R et g € R™, on considére ’équation différentielle

{ uw'(t) = Af(t,u(t)) pourte[0,1]

u(0) = g (Ex)

1. Soit u € C°([0, 1]). Montrez que
{u € C*(]0,1]) solution de (E\)} < {u(t) =20+ /1t Af(s,u(s))ds pour tout t € [0, 1]}
0

On pose alors
T: C%0,1]) — C°([0,1])
u o (t @+ fo Mf(s,u(s)) ds)

2. En utilisant un argument de point fixe, montrez qu’il existe ¢y > 0 tel que
|A] < €g, alors (E)) admet une unique solution, notée uy g, .



3. Pour zg,y0 € R”, en écrivant uy 5, — Ux,y, €t que uy 4., Uy y, Sont solutions de
problémes de points fixes, montrer qu’il existe €; > 0 (probablement le méme que
€o) tel que pour |A| < e;, alors xg — uy 5, (1) est continue.
4. Généralisation 1 : montrez qu’il existe e > 0 (probablement le méme que €;) tel
que pour tout |A| < €3
ox: RT —  C°%0,1])
g UN,zq

est continue pour les normes naturelles.
5. Généralisation 2 : montrez qu’il existe e3 > 0 (probablement le méme que €p) tel
que

©: ]—e3e3[xR* —  C°0,1])

(N, o) — U, w0

pour les normes naturelles associées. Dans un premier temps, on pourra supposer
que f est bornée sur R™.



