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1. Diagonalisation des endomorphismes symétriques compacts

Soit (H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert. Soit T : H → H un endomorphisme continu,
symétrique. On suppose de plus que T est compact, c’est-à-dire que pour tout
ensemble A ⊂ H borné, alors T (A) est compact (on dit que T (A) est relativement
compact).

1. On suppose que 〈T (x), x〉 = 0 pour tout x ∈ H. Montrez que T ≡ 0.

2. On suppose que T 6≡ 0. Montrez qu’on peut supposer que

λ0 := sup
x∈H−{0}

〈T (x), x〉
‖x‖2

> 0. (?)

3. On suppose que (?) a lieu.

3.1. Montrez qu’il existe une suite (xn)n∈N telle que xn ∈ H pour tout n et
limn→+∞〈T (xn), xn〉 = λ0

3.2. On va montrer qu’il existe une sous-suite de (xn) qui converge fortement vers
x ∈ H, x 6= 0.

3.2.a. Montrez qu’il existe une sous-suite de (xn) (notée (xj(n))) qui converge fai-
blement vers un élément x ∈ H.

3.2.b. Montrez qu’il existe une autre sous-suite (xj◦k(n)) telle que (T (xj◦k(n)))n
converge fortement vers y ∈ H.

3.2.c. En utilisant la symétrie de T , montrez que y = T (x).

3.2.d. Soit (un)→ u dans H fortement et vn → v dans H faiblement. Montrez que
limn〈un, vn〉 = 〈u, v〉.
3.2.e. Déterminez la limite de 〈T (xφ(n)), xφ(n)〉 et déduisez-en que 〈T (x), x〉 = λ0 >
0.

3.2.f. Déduisez-en que |x‖ = 1 puis que (xn) converge fortement à extraction près.

3.3. En utilisant qu’un maximum local est point critique, montrez que x est vecteur
propre de T . Alternative : on pourra utiliser le théorème des extrema liés.

4. On pose Spec(T ) := { Valeurs propres de T}. Pour λ ∈ Spec(T ), on note Eλ le
sous-espace propre de λ. On pose

F :=
⊕

λ∈Spec(T )

Eλ.

4.1. Montrez que F et F⊥ sont stables par T .

4.2. On pose S : F⊥ → F⊥ définie par S(x) = T (x) pour tout x ∈ F⊥. Montrez
que S ≡ 0.
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4.3. Déduisez-en que H est somme Hilbertienne des sous-espaces propres de T (en
d’autres termes, F = E.

2. Transformation de Fourier

Exercice 1. On définit la fonction triangle f : R→ R telle que

f(x) =

 1 + x si − 1 ≤ x ≤ 0
1− x si 0 ≤ x ≤ 1
0 sinon.

Déterminez sa transformée de Fourier si elle est définie.

Exercice 2. On se donne f ∈ L1(R). Montrez les propriétés suivantes (notation
un peu abusive, mais assez explicite) :

— ̂f(x)eiαx = f̂(ξ − α) pour tout α ∈ R
— ̂f(x− α) = f̂(ξ)e−iαξ pour tout α ∈ R
— f̂(λx) = 1

λ f̂
(
ξ
λ

)
pour tout λ > 0

Que devient la seconde formule lorsque λ < 0 ?

Exercice 3. Soit f ∈ C1(R) telle que f ′ ∈ L1(R). En suivant les indications du
cours, montrez que limx→−∞ f(x) et limx→+∞ f(x) existent.

Exercice 4. Déterminez la transformée de Fourier de 1[a,b] de deux manières :
— Par le calcul direct ;
— En utilisant la transformée de 1[−1,1] vue en cours et l’exo précédent.

Exercice 5. Montrez l’existence d’une unique solution y ∈ C2(R) du problème{
y′′ + 2y′ + y = f dans R

y ∈ L1(R)

où f(t) = e−|t| pour tout t ∈ R.


