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On pourra résoudre certaines questions en admettant les résultats d’autres ques-
tions. Les exercices peuvent être traités dans l’ordre de votre choix. Un formulaire
est en fin de sujet.

1. Exercices

Exercice 1. Soit la fonction triangle f : R→ R définie par

f(x) =

 1 + x si − 1 ≤ x ≤ 0
1− x si 0 ≤ x ≤ 1
0 sinon

Déterminez sa transformée de Fourier (si elle est définie). En utilisant le théorème

de Plancherel, déduisez-en
∫∞
0

(sin x)4

x4 dx.

Exercice 2. Soit (E, ‖ ·‖E) un Banach. Soit A ∈ C0([0, 1], Lc(E,E)) continue telle
que
• Il existe c > 0 tel que ‖A(λ)[x]‖E ≥ c‖x‖E pour tout x ∈ E et tout λ ∈ [0, 1] ;
• A(0) : E → E est bijective continue, d’inverse continu.

Pour λ ∈ [0, 1], on dira que A(λ) est inversible si A(λ) : E → E est bijective
continue, d’inverse continu.

1. Montrez qu’il existe ε > 0 tel que A(λ) est un homéomorphisme pour tout
λ ∈ [0, ε].

2. Montrez qu’il existe α > 0 tel que pour tout λ ∈ [0, 1], si A(λ) est inversible,
alors ‖A(λ)−1‖E→E ≤ α.

3. Montrez qu’il existe β > 0 tel que pour tout λ0 ∈ [0, 1] tel que A(λ0) est
inversible, alors A(λ) est inversible pour tout λ ∈ [0, 1] tel que |λ− λ0| < β.

4. Montrez que A(λ) est inversible pour tout λ ∈ [0, 1].

2. Problème 1 : Minimisation

Soit (H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert. On note ‖ · ‖ la norme associée. Soit F :
H → R telle que
• F ∈ C1(H)
• F est bornée sur H
• Pour toute suite (zn)n∈N et z ∈ H tel que zn ⇀ z (faiblement), alors

lim
n→+∞

F (zn) = F (z).

On pose

J(x) :=
1

2
‖x‖2 − F (x) pour tout x ∈ H.

1. Montrez que m := inf{J(x)/ x ∈ H} existe. On se donne alors (xn)n∈N une suite
minimisante pour J , c’est-à-dire xn ∈ H pour tout n ∈ N et limn→+∞ J(xn) = m.

2. Montrez qu’il existe x ∈ H et une sous-suite, notée (xj(n)), qui converge faible-
ment vers x.

3. On pose θn := xj(n) − x pour tout n ∈ N. Montrez qu’il existe une suite (tn)
telle que J(xj(n)) = J(x) + tn+o(1) lorsque n→ +∞ avec tn ≥ 0 pour tout n ∈ N.

4. Montrez que J(x) = m.
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5. Montrez qu’il existe ϕ : H → H une fonction continue telle que pour tout
x, y ∈ H, on a dFx(y) = 〈ϕ(x), y〉. Ici, dFx désigne la différentielle de F au point x.

6. Déduisez-en que x = ϕ(x).

A propose de cette méthode : Elle est utilisée pour résoudre des équations
différentielles mises sous une forme dite ”faible”.

3. Problème 2 : L’équation de Schrödinger linéaire

Pour u0 ∈ C2(R,C), on cherche à prouver l’existence d’une solution u ∈ C2(R ×
R,C) de {

i∂u∂t + ∂2u
∂x2 = 0 dans R× R

u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ R.
(E)

Ici, i =
√
−1 est bien un complexe.

1. Effectuez la résolution formelle de (E).

Dans toute la suite du problème, on notera u : R× R→ C cette solution formelle.

2. On suppose que u0 ∈ C4(R,C) et que u
(k)
0 ∈ L1(R,C) et û

(k)
0 ∈ L1(R,C)pour

tout k = 0, ..., 4. Montrez alors que la solution formelle u trouvée au 1. est une
solution de (E).

3. En plus des hypothèses de 2. on suppose que u0 ∈ L2(R,C). Montrez alors que
pour tout t ∈ R, u(t, ·) ∈ L2(R) et ‖u(t, ·)‖L2(R) = ‖u0‖L2(R) pour tout t ∈ R.

4. Sous les hypothèses de 3., montrez que{
R → L2(R)
t 7→ u(t, ·)

}
est continue

A propose de cette équation : Elle a entre autre été utilisée pour modéliser
des lasers. Vous notez qu’il faut demander beaucoup de régularité sur u0 pour
obtenir une solution C2. C’est une des difficultés essentielles de cette équation.

4. Formulaire

Soit f : R→ C. Lorsque cela fait sens, on définit sa transformation de Fourier

f̂(ξ) :=
1√
2π

∫
R
f(x)e−ixξ dx pour ξ ∈ R.

Sous réserve des bonne hypothèses, on a alors

(1) ̂f(x− a) = e−iaξ f̂(ξ) pour a, ξ ∈ R ;

(2) f̂(αx) = 1
α f̂
(
ξ
α

)
pour α > 0 et ξ ∈ R ;

(3) f̂ ′(ξ) = iξf̂(ξ)

(4) ‖f‖L2(R) = ‖f̂‖L2(R)

Important/Attention : ce formulaire ne comporte pas d’hypothèse. C’est vo-
lontaire, à vous de les écrire correctement si vous avez besoin des formules.


