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Pour chaque question, on n’hésitera pas à utiliser un résultat énoncé
dans une question précédente en indiquant la référence.

Les exercices et problèmes peuvent être traités dans l’ordre de votre choix.

Exercice 1. Déterminez la transformée de Fourier de l’indicatrice 1]−1,1[.

Exercice 2. L’objectif de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

Théorème [Banach-Steinhaus v2] Soit (E, ‖ · ‖) un espace de Banach. Soit une
famille (Ti)i∈I telle que pour tout i ∈ I, Ti : E → R est linéaire continue. On pose

X := {x ∈ E/ la famille {Ti(x)/i ∈ I} est bornée dans R}.

On suppose que Int(X) 6= ∅. Alors il existe C > 0 tel que |Ti(x) ≤ C‖x‖ pour tout
x ∈ E et tout i ∈ I.

On se donne (E, ‖ · ‖), (Ti)i et X comme dans l’énoncé. On définit

Fk := {x ∈ E/ |Ti(x)| ≤ k pour tout i ∈ I}.

1. Montrez que pour tout k ∈ N, Fk est fermé dans E.

2. Déterminez
⋃
k∈N Fk.

3. En utilisant le Lemme de Baire, montrez que ∃k0 ∈ N tel que Int(Fk0) 6= ∅.
On se donne x0 ∈ Int(Fk0) et δ > 0 tel que B(x0, δ) ⊂ Fk0 .

4. Soit z ∈ E \ {0}. Montrez que x0 + δ
2 ·

z
‖z‖ ∈ Fk0 .

5. Soit z ∈ E \ {0}. En utilisant la question précédente, montrez que

|Ti(z)| ≤
4k0
δ
‖z‖.

6. Concluez

1. Problème 1 : Minimisation

Soit (H, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert. On note ‖ · ‖ la norme associée. On se donne
une fonction m : H → R telle que
• Il existe c0 > 0 tel que c−10 ‖x‖ ≤ m(x) ≤ c0‖x‖ pour tout x ∈ H.
• m(λx) = |λ|m(x) pour tout λ ∈ R et tout x ∈ H.
• Pour toute suite (zn)n∈N et z ∈ H tel que zn ⇀ z (faiblement), alors

lim
n→+∞

m(zn) = m(z).

On pose

J(x) :=
‖x‖2

m(x)2
pour tout x ∈ H \ {0}.

1. Montrez que λ := infx∈H\{0} J(x) est définie et que 0 < λ < +∞.
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2. Montrez qu’il existe une suite (xn)n telle que

xn ∈ H \ {0} et m(xn) = 1 pour tout n ∈ N et lim
n→+∞

J(xn) = λ.

3. Montrez qu’il existe x ∈ H et une sous-suite, notée (xj(n)), qui converge faible-
ment vers x.

4. On pose θn := xj(n) − x pour tout n ∈ N. Montrez qu’il existe une suite (tn)
telle que J(xj(n)) = J(x) + tn+o(1) lorsque n→ +∞ avec tn ≥ 0 pour tout n ∈ N.

5. Montrez que J(x) = λ et que le minimum est atteint.

2. Problème 2 : L’équation des ondes

Pour u0 ∈ C2(R,C), on cherche à prouver l’existence d’une solution u ∈ C2(R ×
R,C) de 

∂2u
∂t2 −

∂2u
∂x2 = 0 dans R× R

u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ R,
∂u
∂t (0, x) = 0 pour tout x ∈ R.

(E)

1. Effectuez la résolution formelle de (E). Indication : au cours de la preuve, vous
devez trouver û(t, ξ) = û0(ξ) cos(|ξ|t) pour t, ξ bien choisis avec û(t, ξ) défini comme
il se doit).

Dans toute la suite du problème, on notera u : R× R→ C cette solution formelle.

2. On suppose que u0 ∈ C4(R,C) et que u
(k)
0 ∈ L1(R,C) et û

(k)
0 ∈ L1(R,C) pour

tout k = 0, ..., 4. Montrez alors que la solution formelle u trouvée au 1. est une
solution de (E).

3. Problème 3 : divergence des séries de Fourier

Ce problème est indépendant du devoir sur les séries de Fourier. On note

C0
2π(R) := {f ∈ C0(R,C) 2π − périodiques}

On munit cet espace de la norme usuelle ‖f‖∞ := supx∈R |f(x)|. Pour f ∈ C0
2π(R)

et N ∈ N, on note SN (f) sa série de Fourier à l’ordre N .

L’objectif de ce problème est de démontrer qu’il existe Y ⊂ C0
2π(R) un ensemble

dense pour ‖ · ‖∞ tel que

pour tout f ∈ Y, (SN (f)[0])N ne converge pas vers f(0).

1. Montrez que ‖ · ‖∞ est une norme sur C0
2π(R).

On admet les résultats A, B, C suivants :
A. (C0

2π(R), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.
B. Pour tout x ∈ R, on a

SN (f)[x] =
1

2π

∫ 2π

0

DN (x− t)f(t) dt avec DN : R→ R paire et DN ∈ L1(]0, 2π[).

C. limN→+∞
∫ 2π

0
|DN (y)| dy = +∞.

Pour f ∈ C0
2π(R), on pose TN (f) := SN (f)[0].

2. Montrez que TN : (C0
2π(R), ‖ · ‖∞)→ R est linéaire continue et que

‖TN‖C0
2π(R)→R ≤

1

2π
‖DN‖L1(]0,2π[)
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3. Pour ε > 0, montrez que∣∣∣∣|z| − z2√
ε+ z2

∣∣∣∣ =
ε|z|√

ε+ z2
(
|z|+

√
ε+ z2

) ≤ √ε pour tout z ∈ R.

On fixe N ∈ N. Pour ε > 0, on pose f εN (t) := DN (t)√
ε+|DN (t)|2

4. Montrez que limε→0 ‖f εN‖∞ = 1.

5. En estimant limε→0 TN (f εN ), montrez que

‖TN‖C0
2π(R)→R =

1

2π
‖DN‖L1(]0,2π[)

On pose

X := {f ∈ C0
2π(R)/ la suite (SN (f)[0])N est bornée} et Y = C0

2π(R) \X.

6. En utilisant le Théorème de Banach-Steinhaus v2 (Exercice 1) et les questions
précédentes, montrez que Int(X) = ∅.
7. Concluez.

4. Formulaire

Soit f : R→ C. Lorsque cela fait sens, on définit sa transformation de Fourier

f̂(ξ) :=
1√
2π

∫
R
f(x)e−ixξ dx pour ξ ∈ R.

Sous réserve des bonne hypothèses, on a alors

(1) ̂f(x− a) = e−iaξ f̂(ξ) pour a, ξ ∈ R ;

(2) f̂(αx) = 1
α f̂
(
ξ
α

)
pour α > 0 et ξ ∈ R ;

(3) f̂ ′(ξ) = iξf̂(ξ)

(4) ‖f‖L2(R) = ‖f̂‖L2(R)

Important/Attention : ce formulaire ne comporte pas d’hypothèse. C’est vo-
lontaire, à vous de les écrire correctement si vous avez besoin des formules.

FIN


