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Solution du TD9 : Intégration avancée

Exercice 1. 1. Calculez tan’. Déduisez-en fﬁ/g(l + tan?(t)) dt.

/6

2. Calculez / tan™(t) dt pour n =0,1,2 et = € [0;7/2]
0

- . / __ (sinys __ sin’ cos — sin cos’ __ COSz+Si1’12 _ 2
Solution : tan’ = ()" = — = @3- =1+ tan”. Donc

Tl'/3 - 1
/ (1+tan®(t)) dt = [1 + tan®(t)] ;2 = z—z—l—tanQ(7r/3)—taun2(7r/6) =43
/o w6~ 3 6 673

Pour n =0, c’est . Pour n =1, on a

’ = * sin(t) = mf(—cos(t))’ =[—1In|cost|]s = —In|cos(x
/Otana)dt_/o dt—/o dt = [~ In| cos ]} = —In | cos(x)|

cos(t) cos(t)

Exercice 2. A ’aide d’une intégration par parties, calculez les intégrales suivantes :

(1) [i(t+1)etdt
Solution : u/(t) = e’ et v(t) =t + 1, donc u(t) = e et v/(t) = 1 conviennent.

Ainsi
1 1 1 1
/ (t+1)et dt / u'vdt = [uv]} —/ w' dt = [ef(t+1)]} —/ el dt
0 0 0 0
e1+1)—e0+1) —[ef)f=2—-1—(e—1)=e

(2) foﬂ/chosxdx
Solution : u'(x) = cosz et v(x) = z, donc u(xr) = sinz et v'(z) = 1
conviennent. Ainsi

/2 /2 w/2
/ recosrdr = / w'vde = [uv]]/? —/ w' dz
0 0 0

/2
= [msinx]g/Q _/ sinzdr = - — [~ Cosai]g/2 -2
0 2 2

(3) [y (z+3)sinzdr
Solution : u/(x) = sinz et v(z) = = + 3, donc u(x) = —cosz et v'(x) =1
conviennent. Ainsi

/(x—|—3)sinxd1: = /u’vd:c:[uv]g—/ w' dx
0 0

0

[—(z + 3) cos z]g +/ coszdr = (1 +6) + [sinz]j =7 +6
0

(4) fir/z xsin(2z — 1) dx
1

Solution : u'(x) = sin(2x — 1) et v(z) = z, donc u(z) = —3 cos(2x — 1) et
v'(x) = 1 conviennent. Ainsi

0 0 0
/ xsin(2z — 1)de = / w'vde = [uv]? - / w' dx

—7/2 —7/2 —7/2

B zcos(2x — 1) 4 C |

= [~ 5 Za2 /M2 5 cos(2x — 1) dx
—mcos(—m — 1 1 .

= T sine - 1)

sin(—m — 1) —sin(—1)  mcos(1) n sin(1)

4 4 2
1




(5) [y t*sintdt
Solution : u/'(t) = sint et v(t) = t2, donc u(t) = —cost et v'(t) = 2t
conviennent. Ainsi

xT x x
/ t?sintdt = / wodt = [uv]f — / uv' dt
0 0 0

x
= [—tzcost]ﬁ—/ —2t costdt
0

xT
f:EQCosquQ/ tcostdt
0

Pour calculer foxtcostdt, on refait une intégration par parties. Ici w'(t) =
cost et v(t) =t, donc u(t) = sint et v'(¢) = 1 conviennent. Ainsi

xT xr x
/ tcostdt = / wodt = [uw]f — / uv’ dt
0 0 0

x
= [tsint]gf/ sint dt
0
= zsinz — [—cost]f = xsinz +cosz — 1

et donc,

xr
/ t?sintdt = —a% cosx +2(xsinz +cosz — 1) = —z? cosz + 2w sinz + 2 cos z — 2
0

t
(6) / Inzdx, out>1
1

1

=z conviennent.

Solution : u'(z) =1 et v(z) = Inz, donc u(z) = z et v'(x)

Ainsi
¢ ¢ ¢
/ Inzder = / vw'vdr = [uv]t —/ wv' dx
1 1 1

1

¢
= Inx)t — ~d
[z Inz]] /1:c><xx

t
= tlnt—/d:c:tlnt—[x]tlztlnt—t—i—l
1

t
(7)/xln(x+3)dx, ount>1
1

(8) / tetdt, ov x>0
0

Solution : v/ (t) = €' et v(t) = t, donc u(t) = e’ et v/(¢t) = 1 conviennent.
Ainsi

/ teltdt = / uw'vdt = [uv]§ —/ wv’ dt = [e't]§ —/ el dt
0 0 0 0
= ze® —[e']F =xe” —e" + 1

(9) / t2etdt, oz >0
0

Solution : u'(t) = €' et v(t) = t?, donc u(t) = e’ et v/(t) = 2t conviennent.
Ainsi

xT x xT xr
/ tetdt = / v dt = [uv]§ —/ w' dt = [e't?)E —/ 2tet dt
0 0 0 0
x
= z%e® — 2/ 2te dt
0
la derniere intégrale a été calculée au point précédent et du coup

/ t2et dt = 2%e® — 2(xze® — €® + 1) = 2%e® — 2xe” + 2% — 2
0



(10) / (t3 = 1)etdt, onx >0
0

Solution : u/(t) = e' et v(t) = t3—1, donc u(t) = e’ et v'(t) = 3t? conviennent.
Ainsi

/ (t3 = 1)etdt = / wvdt = [uv]f —/ w' dt = [e!(t® — 1)]¢ —/ 3t%et dt
0 0 0 0

xr
= (@ —1)e"+1-— 3/ 3t%et dt
0
la derniére intégrale a été calculée au point précédent et du coup

/ (3 —1efdt = (2° —1)e” +1— 3(x%e” — 2ze” + 2" — 2)
0
= 23" — 32%” 4 6xe” — Te® 4+ 7

Exercice 3. Déterminez des primitives des fonctions suivantes : x — 3z —sin 5 +
5cos(3x) et x — tan?(2x)

Solution : Le calcul direct donne pour z € R
2

3 5 ’
3z — sing + 5cos(3z) = <§ +2 cosg + 3 sin(3ac))

Pour = + tan?(2x), on commence par calculer la dérivée de tan :

. / ./ . ’ .2 2 . 2

’ S SN COS — S11 COS sSin” + cos S 2

tan frd —_— frng 3 = B) = ]_ + e = ]. + tan
COS COS COS COS

Du coup on a
(tan(2x))" = 2tan’(2z) = 2(1 + tan?(2x)) = 2 + 2 tan?(2z)
et donc .
<; tan(2x)> =1+ tan?(2z) = 2’ + tan?(2z),
et donc

tan2(2z) = <; tan(2z) — x>

Exercice 4. En écrivant sous forme d’exponentielle, déterminez une primitive de
x +— a® pour a > 0. Déduisez-en

’ 2t — 42 43t — 5V/t) dt.
J( )

Solution : On écrit a* = e*lne

_ 1l
F(x) = -e* ™ Du coup,

/3(2tt2+3t5\/£) dt
1

pour tout x € R, donc une primitive est donnée par

N 3
e e 10,
In2 3 2 3 1

e3ln2 _ ln2 93 13 g3.32 312 1

_ _ 27 (33/2 _ 13/2
In 2 5 2 3(3 )
23 92 8—-1 27 -3 10
= - - — -1
In2 3 T3 3(3\/;; )
6 7 10 6
= ——-412-1 = —413-1
53t o\/§+3 = 3-10V3

Exercice 5. On va déterminer une primitive de = — f(x) = e®sinz de deux
fagons :

el _ =i

21

(1) Méthode 1 : Nombres complexes. En écrivant sinz =
une primitive de f par un calcul direct.

, déterminez

(2) Méthode 2 : Intégrations par parties. En intégrant deux fois par parties,
déterminez [ f(t) dt.



Solution : Méthode 1. On a
) el _ ol e(1+i)z 6(171')1 e(1+i)m e(lfi):r
f(z) = e"sinx=e" . == ~ — — .
24 24 24 2i(1+14)  2i(1—1)
On remet 'expression sous forme réelle :

e(l—i—i)z e(l—i)z (1 _ Z-)e(1+i)x (1 + ,L')e(l—i)x . (1 _ Z)ezx _ (1 + Z')e—iz

!/

2i(1414)  2i(1 —4) - 2i(1+i)(1—14) 2i(1—4)(1+14) - 4
(L —i)(cosz +isinz) — (14 i)(cosx — isinx)
41
_ LCOST +isinxT —iCcoST +sinw —cosx +isinr —icosT —sinx
N 41
s2tsine — 2icosx LSinT —coszx . LSinT —cosw '
=e 5 =e 5 donc |e*sinz = (e —

Méthode 2 : pour = € R,
x x x x
/ f@)dt = / (e") sintdt = [e’ sint] — / el costdt = e*sinx — / el costdt
0 0 0 0
Indépendamment,
x x x x
/ elcostdt = / (et)'costdt:[etcost]g+/ etsintdt:emcoszflJr/ el sint dt
0 0 0 0
En regroupant tout, on obtient

/f(t)dt = ezsinx<ezcosxl+/ etsintdt>exsinxemcosxqtl/ ft)dt
0 0 0
et donc
T z 1 — 1
2/ ftydt = ez(sinzfcos:z:)qu:\/ f(t)dt:ex%
0 0

Une primitive de = — e® sinx est donc donnée par x > ¥ SREZCOST
2

/2
Exercice 6. Soit I, = / cos" tdt pour n € N.
0

(1) Calculez Iy, I, I
(2) En intégrant par parties, trouvez une relation entre I,, et I, 1o
3) Déduisez-en I, et I5,.1 pour p € N quelconque.

P P

Exercice 7. Calculez les primitives des fonctions suivantes, en utilisant la décomposition
en éléments simples d’une fraction rationnelle

1
z(z —1)

T+ 2
224+ 21 +1

24
22 4 3z + 2
4o + 622 + 1
zt 4+ 223 +x+5




1
2+ 4
14z + 5
T2 +4rx+9

(9)
(10)



