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Exercice 1. Soit (X, d) un espace métrique. Pour A C X, on définit les ensembles
suivants :

Ay :={x € X/ pour tout O ouvert tel que z € O, alors O N A # (}}

As := {x € X/ pour tout B boule ouverte telle que z € B, alors BN A # (}
As := {x € X/ pour tout r > 0, alors B(z,r) N A # (}.
Montrez que A; = As = Az. C’est 'adhérence de A.

Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (z,,), une suite & valeur dans X
et soit z € X. Montrez ’équivalence des deux propositions suivantes :
— La suite (z,), ne converge pas vers « ;
— Il existe €9 > 0 et une sous-suite (z;(,)) tels que d(z ), ) > € pour tout
n € N.

Exercice 3. Rédigez la preuve de 1’équivalence des normes en dimension finie
esquissée en cours.

Exercice 4. Soient A, B C F un evn tels que

e A, B non vides,
e A est fermé et B est compact
e ANB=10

On montre ici de fagon séquentielle qu’il existe § > 0 tel que |ja — b|| > § pour tous
acAetbe B.

e Montrez que si la conclusion est fausse, alors il existe deux suites (a,), et
(bn)n telles que a,, € A et b, € B pour tout n € N, et ||a,, — bp|| — 0 lorsque
n — +00.

e Concluez en utilisant les propriétés de A et B.

Exercice 5. Soit (E, ||-||) un evn de dimension finie. Soit ¢ : F — R continue telle
que lim||;| o0 (7) = +00 au sens

VA >0, 3R > 0 tel que Vz € E{||z|| > R = ¢(x) > A}.

Montrez alors que ¢ admet un minimum sur E.
Note : Ce résultat sera généralisé a la dimension infinie pour des fonctions convexes
sur des Hilbert.

1. ESPACES LOCALEMENT COMPACTS (MFA)

Soit X un espace topologique séparé.
e On dit que X est localement compact si tout point admet un voisinage com-
pact.
e On appelle base d’ouverts d’un point x € X toute collection O, d’ouverts
contenant x tels que pour tout ouvert U contenant x, alors il existe V € O,
tel que V C U.



(1) Montrez que dans un espace métrique, tout point admet une base dénombrable
d’ouverts .

(2) Que dire d’un evn localement compact ?

(3) On suppose que X est localement compact. Montrez que tout point admet
une base d’ouverts relativement compacts.

(4) On suppose que X est localement compact et que tout point admet une base
dénombrable d’ouverts. Montrez que tout point admet une base dénombrable
d’ouverts relativement compacts.

2. CARACTERISATION SEQUENTIELLE DE LA CONTINUITE (MFA)

Soient X,Y deux espaces topologiques séparés (on omet de préciser la topologie).
Soit f: X — Y. On dit que f est continue si

pour tout V' C Y ouvert, alors f~!(V) est un ouvert de X.
On dit que f vérifie la propriété (x) si :
{Vz € X et V(2n)nen € X" qui CV vers z, alors (f(zn))nen CV vers f(z)} (%)

On dit que X admet en tout point une base dénombrable d’ouverts dénombrables
si pour tout x € X, il existe une suite (Uy,)nen (dépendant de z) telle que :

(i) = € U, pour tout n € N,

(ii) U, est un ouvert de X pour tout n € N,

(iii) pour tout ouvert U de X tel que z € U, il existe n € N tel que U,, C U.

1. On suppose que X est a base dénombrable d’ouverts en tout point. Montrez
que pour tout z € X, la suite (U,)nen de la définition peut étre choisie telle que
U,+1 C U, pour tout n € N. Dans les questions suivantes, on prendra toujours une
telle suite.

2. On suppose que f est continue. Montrez que f vérifie (x).

3. On suppose dans toute cette question que f n’est pas continue et que X est a
base dénombrable d’ouverts en tout point.
(a) Montrez qu’il existe V ouvert de Y et qu’il existe z € X tel que f(z) € V
et pour tout ouvert U de X qui contient z, alors U ¢ f~(V).
(b) On se donne une suite (U, )nen d’ouverts DECROISSANTS qui vérifie (i)-
(ii)-(iii). Montrez qu’il existe une suite (2, )neny € XV telle que x,, € U, et
2, & f~1(V) pour tout n € N.
(c¢) Montrez que (z,)nen converge vers x lorsque n — +o0.
(d) Montrez que f ne vérifie pas (*).

En conclusion, on a montré que lorsque X est & base dénombrable d’ouverts en tout
point, alors f est continue si et seulement si f vérifie (%) : c’est la caractérisation
séquentielle de la continuité.



