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1. EXERcICcES IMSD-+MFA

Exercice 1. On munit C°([0,1]) de la norme ||ullo := max,efoq]|u(z)|. Pour
chacune des applications suivantes, montrez qu’elle est linéaire continue, calculez
la norme et déterminer si la norme est atteinte ou pas.

{le co([o,1]) — R }.{TQ; co([o,1]) — C°([0,1]) }
foooe o f@de f° R N P IOED)

{T35 {fec®(0,1))/ f(0)=0} — C°([0,1]) }
f = (e fy ft)d)

Exercice 2. Soit (£, | -||) un evn. Montrer que le produit externe

m: RxE — E
Nz) = Xz
est continu (en munissant R x F de la norme produit : ||(A, z)|| := |A| + ||z|| g pour
tout (\,z) € R x E).

Exercice 3. En utilisant uniquement que toute suite réelle bornée admet une sous-
suite convergente, montrez que [—1,1]% est compact, puis que [—1,1]" est compact
pour tout n > 1. A ne faire QUE si vous ne l'avez pas déja fait dans le devoir
précédent.

2. EXERCICE IMSD

Exercice sur la méthode de Newton du TD3.

3. CARACTERISATION DE LA TOPOLOGIE PRODUIT (MFA)

Si vous étes bloqué(e) dans ce probléme, n’hésitez pas & demandez des indications

a enseignant.
On rappelle la définition suivante :
Définition : Soient (X, Tx) et (Y, Ty) deuzx espaces topologiques. On dit que Q C
X XY est un ouvert pour la topologie produit si

e Soit =0,

e Soit pour tout (z,y) € Q, il existe U ouvert de X et V ouvert de Y tels que

(z,y) e U XV C Q.

On note Tx ® Ty la topologie produit.

On va montrer que la topologie produit est la seule qui satisfait les deux propriétés
suivantes :
— Les projections canoniques sont continues;
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— Toute fonction a valeurs dans le produit est continue ssi chaque fonction
coordonnée est continue.

Soyons plus précis. Dans tout ce probléme, on se donne (X, 7Tx) et (Y, Ty) deux
espaces topologiques. On note alors les projections canoniques

p: XxY — X qg: XxY — Y

{ (z,y) — = } « { (zy) = y }
Une topologie T étant donnée sur X XY, on dit que P; a lieu si, avec cette topologie,
p et ¢ sont continues (sous-entendu: p: (X XY, 7) = (X, Tx) et ¢: (X xY,T) —
(Y, Ty) sont continues).
On dit que P5 a lieu si pour tout espace topologique (Z, 7z), pour toutes fonctions
f:Z—=>X,9:Z—=Y,alors

{{ hi (ZT2) - (XxY,T)
= (fla)g(@)

Le but de ce probléme est de montrer la proposition suivante :

} est continue} < {f et g sont continues}

Proposition : On se donne deux espaces topologiques non vides (X, Tx ) et (Y, Ty).
La topologie produit Tx ® Ty est lunique topologie sur X x'Y qui rend vraies les
propriétés P1 et Ps.

1.(échauffement) Dans un espace topologique quelconque, montrez qu’un ensemble
non-vide est ouvert si et seulement si il est voisinage de tous ses points.

2. Montrez que Tx ® Ty vérifie Py et Ps.

3. Soit T une topologie sur X xY qui rend continues p et ¢q. Montrez que Tx ® Ty C
T.

4. Soit T une topologie sur X x Y qui vérifie Py. Montrez que T C Tx ® Ty.
Indication : question trés rapide & résoudre si on prend le bon espace Z, la bonne
topologie sur Z et les bonnes fonctions f et g.

5. Montrez la Proposition.



