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Durée 2h. Documents et machines électroniques interdits.
On n’hésitera pas a utiliser un résultat énoncé dans une question précé-

dente, en veillant cependant & bien en indiquer la référence.
Les exercices et problémes peuvent étre traités dans l’ordre de votre choix.

Exercice 1. On se place dans R?. Pour chacun des sous-ensembles suivant, indiquez
s’il est ouvert, fermé ou bien ni I'un ni ’autre :

o Ai={(z,y) eR?/22+y* <16etz+y<1}

e B:={(z,y) € R?/2° +4y <3 ou z® +y >0}
Chaque réponse devra étre démontrée.

Exercice 2. On se donne une norme | - || sur E := C°([0,1],R). Pour f € E et
n € N, on définit
pn = inf{[|f — P[|/ P € R [X]}.

Montrez qu’il existe P, € R,[X] tel que pp, = || f — Pull-
Exercice 3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit une suite (K, )nen telle que

e K, C X est compact non vide pour tout n € N;

e la suite (K,) est décroissante, c’est-a-dire K,,+1 C K,, pour tout n € N.

(1) Montrez que K := NuenK, est un compact non vide.

(2) Soit U un ouvert de X tel que K C U. Montrez qu’il existe ng € N tel que
K,, C U pour tout n > ng.

Exercice 4. 1. Soit u : R?> — R? dont la matrice dans la base canonique est
1 3
2 —4

(@, 9)lloc = max{|z[, [y[}.

2. On munit £ = C°([0,1],R) de la norme usuelle | - ||oo. On définit

Ty: C°0,1],R) — R T,: C°%0,1,R) — R
{ f = fW+fo) { f = fy (F(@) = £(0) da

Montrez que T et T5 sont linéaires continues

. Déterminez la norme de u lorsque R? est muni de la norme (x,y)

Mountrez que ||Th|lg=r < 2 et || T2]|gor < 2.
Mountrez que ||T1]|p—r = 2 et que cette norme est atteinte.

En utilisant une famille de fonctions f, : [0,1] = R, n > 1 qui vaut —1 en 0
et "quasiment" partout 1 sinon, montrez que ||T2||p—r = 2.

(5) Montrez que ||T2||p—r = 2 n’est pas atteinte.



PROBLEME 1 : UNE EQUATION INTEGRALE LINEAIRE

On se donne ¢ € C°([0,1],R), k € C°(R,R) et A € R. On cherche & prouver
lexistence de u € C°([0, 1], R) solution de I’équation :

u(z) = o(z) —i—/o Mk(z — y)u(y) dy pour tout z € [0,1]. (%)

Une telle équation est dite "intégrale". Pour u € C9([0,1],R), on définit la fonction
T(u) par
T(u): [0,1] — R
1
v @)+ [y Mz —y)uly) dy
(1) Montrez que pour tout u € C°([0, 1], R), alors T'(u) € C°([0, 1], R).
On définit alors
T: CO01,R) - C(0,1],R)
u — T(u)
On munit C°([0, 1], R) de la norme usuelle ||u|o := max,efo 17 [u(z)].
(2) Montrez qu'il existe A\g > 0 tel que lorsque |A| < Ag, alors T est contractante.
(3) Pour |A| < Ag comme a la question précédente, montrez ’existence et 'unicité
de u € C°([0,1],R) solution de ().
PROBLEME 2 : UNE EQUATION INTEGRALE NON-LINEAIRE

On se donne ¢ € C°([0,1],R), k € C°(R,R) et A € R. On cherche & prouver
lexistence de u € C°([0, 1], R) solution de I’équation :

1
/ Me(x — (y) dy pour tout z € [0, 1]. (5)
0

Pour u € C°([0, 1], R), on définit la fonction S(u) par
S(u): [0,1] — R
T — oz —I—fo)\kx— y)u?(y) dy
(1) Montrez que pour tout u € C°([0,1],R), alors S(u) € C°([0,1],R). On

conserve toujours la norme usuelle |||/ sur C°([0,1],R). On se donne R > 0.
On note alors

Beo(p, R) = {u € C°([0,1],R)/ [lu — ¢l < R}.
(2) Montrez qu’il existe A; > 0 tel que pour tout |A| < Ay, il existe K €]0, 1] tel
que pour tous u,v € Beo(p, R), alors
15(u) = S(0)]leo < Kllu = v]|co-
(3) Montrez qu’il existe A2 > 0 tel que pour tout [A| < Ao, pour tout u €
Beo(p, R), alors S(u) € Beo(p, R).
(4) Montrez qu’il existe Az > 0 tel que pour |A| < A3, alors
S ECO (907 R) - ECO (907 R)
u — S(u)
est définie et contractante.
(5) Pour |A] < A comme & la question précédente, montrez I'existence de u €
C°([0,1],R) solution de (x*).

Remarque : ce type de méthode est utilisé pour la résolution d’équations différen-
tielles. Une application fera l’objet d’un devoir facultatif.
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