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TD3 : Complétude et Théorèmes de point fixe

Exercice 1. Soit k ∈]0, 1[ et h ∈ C1(R) tels que |h′(x)| ≤ k pour tout x ∈ R. On
définit {

ϕ : R2 → R2

(x, y) 7→ (x− h(y), y − h(x))
.

On va montrer que ϕ est un C1−difféomorphisme. Voici quelques indications :
• On fixe (X,Y ) ∈ R2. Montrez que prouver l’existence de (x, y) ∈ R2 tel que

ϕ(x, y) = (X,Y ) est équivalent à trouver un point fixe d’une applications
T : R2 → R2 bien choisie.

• Avec une norme sur R2 bien choisie et l’Inégalité des Accroissements Finis,
montrez que T est contractante.

• Utilisez le Théorème d’Inversion Globale (voir Appendice du cours) pour
conclure.

Exercice 2. Soit K un compact convexe d’un evn. Soit f : K → K continue telle
que

∥f(x)− f(y)∥ ≤ ∥x− y∥ pour tous x, y ∈ K.

On va montrer que f admet un point fixe.

(1) On fixe a ∈ K. En prenant un barycentre entre a et f(x), approchez f par
une suite d’applications contractantes.

(2) Concluez en utilisant le théorème du point fixe.

1. Points fixes attractifs et répulsifs

Soit I un intervalle de R et soit f : I → I. On suppose qu’il existe α ∈ I point
fixe de f . On note

A := {(xn)n/ xn ∈ I pour tout n ∈ N et xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ N}.

On dit que
• α est attractif s’il existe δ > 0 tel que pour tout suite (xn)n ∈ A telle qu’il
existe n0 ∈ N tel que |xn0 − α| < δ, alors (xn) converge vers α.

• α est répulsif si pour tout suite (xn)n ∈ A qui converge vers α, alors (xn)
stationne en α.

1. On suppose que f est C1 et que |f ′(α)| < 1. Montrez que α est attractif.
Indications :

— Montrez qu’il existe δ > 0 et 0 < k < 1 tels que |f ′(x)| ≤ k pour tout
x ∈ [α− δ, α+ δ] ∩ I.

— Montrez que |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y| pour tout x, y ∈ [α− δ, α+ δ] ∩ I.
— Montrez que [α− δ, α+ δ] ∩ I est stable par f .
— Concluez en utilisant le théorème du point fixe.

2. On suppose que f est C1 et que |f ′(α)| > 1. Montrez que α est répulsif.
Indications :
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— Montrez qu’il existe δ > 0 et k > 1 tels que |f ′(x)| ≥ k pour tout x ∈
[α− δ, α+ δ] ∩ I.

— Montrez que |f(x)− f(y)| ≥ k|x− y| pour tout x, y ∈ [α− δ, α+ δ] ∩ I.
On se donne (xn)n ∈ A qui converge vers α.

— Montrez qu’il existe n0 ∈ N tel que xn ∈ [α− δ, α+ δ] ∩ I pour tout n ≥ n0.
— Pour n ≥ n0 et p ∈ N, minorez |xn+p−α| en fonction de |xn−α| et concluez.

3. Montrez que si f est C1 et que |f ′(α)| = 1, alors tout peut se produire.

4. Généralisez à f : U → U avec U ouvert de Rn, n ≥ 1.

2. Méthode de Newton

Soit [a, b] un intervalle compact non vide de R et soit f : [a, b] → R une fonction
C2. On suppose que :

(1) Il existe α ∈]a, b[ tel que f(α) = 0,

(2) f ′(x) > 0 pour tout x ∈ [a, b].

On pose alors
F : [a, b] → R

x 7→ x− f(x)
f ′(x)

1. Déterminez F ′.

2. Montrez qu’il existe ϵ > 0 tel que pour tout z ∈ [α − ϵ, α + ϵ] ⊂ [a, b], alors
la suite (xn)n définie par {x0 = z ; xn+1 = F (xn) pour tout n} est bien définie et
converge vers α.

3. On suppose que f est C3. Montrez que, quitte à prendre ϵ > 0 suffisament petit,
il existe K > 0 tel que pour tout z ∈ [c− ϵ, c+ ϵ], la suite (xn) définie au 2. vérifie

|xn+1 − α| ≤ K|xn − α|2 pour tout n ∈ N.

Déduisez-en alors que K|xn−α| ≤ (K|z−α|)2n pour tout n ∈ N. Cette convergence
est-elle intéressante ? Etendez ce résultat au cas f ∈ C2([a, b]).

4. Généralisez à f : U → Rn où U est un ouvert de Rn.

3. Le Théorème de Cauchy-Lipschitz dans un cas particulier

Soit f ∈ C0(R,R) telle qu’il existe K > 0 tel que

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y| pour tous x, y ∈ R.
On fixe x0 ∈ R et on cherche à prouver l’existence de δ > 0 et x ∈ C1([−δ, δ],R)
tels que that

(1)

{
x′(t) = f(x(t)) pour tout t ∈ [−δ, δ]

x(0) = x0

Soit δ > 0 qui sera fixé plus tard.
• Soit x ∈ C0([−δ, δ],R) une fonction continue. Montrez qu’on a l’équivalence :{

x est C1 et résoud (??)
}
⇔

{
x(t) = x0 +

∫ t

0

f(x(s)) ds pour tout t ∈ [−δ, δ]

}
.

On définit

T : C0([−δ, δ],R) → C0([−δ, δ],R)
x 7→

(
t 7→ x0 +

∫ t

0
f(x(s)) ds

)
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• Montrez que T est bien définie et que pour δ > 0 bien choisi, T est contrac-
tante en munissant C0([−δ, δ],R) de la norme ∥ · ∥∞.

• Montrez l’existence et l’unicité de la solution de (??).

4. Continuité par rapport aux paramètres

Proposition :Soit (X, d) un espace métrique complet et soit (E, T ) un espace
topologique. Soit T : E ×X → X une fonction continue pour la topologie produit.
On suppose qu’il existe k ∈ [0, 1) tel que pour tout λ ∈ E, T (λ, ·) : X → X est
k−Lipschitzienne. Pour tout λ ∈ E, il suit du Théorème de Picard qu’il existe
un unique xλ ∈ X qui est un point fixe de T (λ, ·). Alors l’application λ → xλ de
E → X est continue.

Exercice 3. Démontrez cette Proposition. Avant de considérer le cas général, com-
mencez par les cas suivants :

• (E, T ) est un espace métrique (E, dE) et il existe L > 0 tel que

d(T (λ, x), T (λ′, x′)) ≤ LdE(λ, λ
′) + kd(x, x′)

pour tous λ, λ′ ∈ E et x, x′ ∈ X.
• (E, T ) est un espace métrique.

• (MFA) Cas général.


