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TD8 : Applications de la Transformée de Fourier à quelques EDPs

Exercice 1. Le produit de convolution permet de munir L1(R,C) d’une structure
d’algèbre. On va montrer qu’elle n’admet pas d’élément neutre pour le produit.
On suppose par l’absurde qu’il existe un élément neutre u ∈ L1(R,C) tel que
f ⋆ u = u ⋆ f = f pour tout f ∈ L1(R,C).

— En appliquant la transformation de Fourier au produit de convolution au
produit de convolution, déterminez û.

— Concluez.

1. Equation de la chaleur

Pour u0, f ∈ C0(R) et λ > 0, on cherche une solution u ∈ C0([0,+∞[×R) ∩
C2(]0,+∞[×R) de l’équation de la chaleur avec terme source :{

∂tu− ∂xxu+ λu = f dans ]0,+∞[×R
u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ R

Montrez l’existence d’une solution sous les hypothèses suivantes :

u0 ∈ L1(R), û0 ∈ L1(R), f ∈ L1(R), f̂ ∈ L1(R).
On pourra commencer par le cas f ≡ 0.

2. Equation des ondes

Pour u0, u1 ∈ C0(R), on cherche une solution u ∈ C1([0,+∞[×R)∩C2(]0,+∞[×R)
de l’équation des ondes :

∂ttu− ∂xxu = 0 dans ]0,+∞[×R
u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ R
∂u
∂t (0, x) = u1(x) pour tout x ∈ R.

On suppose en plus que

ui ∈ C2(R) avec ui, u
′
i, u

′′
i ∈ L1(R) et ûi, û′

i, û
′′
i ∈ L1(R) pour i = 0, 1.

1. Déterminez une solution dans le cas u1 ≡ 0.

2. (MFA) Déterminez une solution dans le cas général.

3. Equation de la chaleur avec donnée initiale L2 (MFA)

On se donne u0 ∈ L2(R). Montrez qu’il existe u : [0,+∞[×R → R telle que

(1) u ∈ C2(]0,+∞[×R) ;
(2) t 7→ u(t, ·) est C0([0,+∞[, L2(R))

et vérifie {
∂tu− ∂xxu = 0 dans ]0,+∞[×R
u(0, x) = u0(x) pp x ∈ R
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