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Classification des signaux

signal aléatoire : stationnarité/ergodicité
Stationnarité
Toutes les propriétes statistiques du signal sont indépendantes du temps

=>» Les moments sont les mémes et ne dépendent pas de la fenétre d’observation

th Loy ;] mx(tl )me(t2)= :mx(ti )
th ,tz, .o .tl' 5 Var)'c (tl ):Val’)‘c (tz): :Val/}c (tz )
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Remarque : On peut avoir des signaux stationnaires a 1’ordre 1,2,..n



Classification des signaux
signal aléatoire : stationnarité/ergodicité

Ergodicite

Définition: Un processus est stationnaire et érgodique, si les moments calculés

temporellement ou par moyenne d’ensemble (spatiale) sont égaux.
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Réalisation 1: Moyenne =m , =m,
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Réalisation 2: Moyenne =m ,=m,

Remarques :

On peut avoir des signaux ergodique a I’ordre 1,2,..n




Puissance d’un signal (par analogie a I’¢lectricite)

Soit x(?) un signal qui peut appartenir a I’ensemble des fonctions
complexes (x*() estle conjugué de x(?))

Puissance instantanée d’un signal x(z) :

p(t)=x(t)x*(t)

Puissance moyenne d’un signal x(?) sur une durce T :

P =k [x.c0.dr

to

S1 x(?) est réel ( cas des signaux physiques) :

to+71

P(to, D= [[x(@®)]’.dr



Puissance d’un signal (par analogie a I’¢lectricite)

Puissance moyenne d’un signal x(?) sur une durée T :

P~k [x.x0.de

to

La valeur efficace X, du signal x(?) est égalea:

to+T

X, =~/P(t,,T) = \/1 [[xce)] i

T

to

Cas des signaux complexes:

to+T to+T

P(tO,T):% jx(t)x*(r) 2dt=% j\x(t)\zdr

Cas des signaux périodique: P(¢,,T )= P(t,,nT)

Avec T la période du signal



Energie d’un signal

L’énergie totale d’un signal x(?) est définie comme 1’ 1ntegrale de sa

puissance dans tout son domaine d’existence :

E(z)sz(t).dz:T\x(z)\z. dt
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Signal continu

°I] faut distinguer les signaux a énergie finie ou infinie -

*[Is sont finis si I’intégrale converge*

Signal continu

*S’1ls ne sont pas a énergie finie, on utilise alors la puissance moyenne

pour les caractériser.

Par exemple s(?) = A sinwt pour telR est a énergie infinie

—> mais on peut calculer sa puissance moyenne



Les Systemes
lin¢aires et mnvariants
par translation



Un systéme dynamique est un ensemble d’éléments destinés a
remplir une fonction physique

g Perturbziigls pi(t) L
X(t) y(t)
»  Systeme S .
x(HeX y(Hey

*x(t) contient les variables x;(?) d’entrées

. .Les perturbations p;(¢) peuvent agir sur le systeme ou sur les
signaux

*y(t) peut contenir plusieurs variables y,(z) de sorties

- X et Y sont les ensembles des valeurs d’entrées et sorties

Propriéte = Causalité : Un systeme est causal si sa sortie y(t) a un instant t, ne dépend
que des valeurs de son entrée x(t)pour t <t,
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Propriétés des systemes linéaires et invariants dans le temps

Entrée x(t) Systéme Sortie y(1)
| Agissant sur I’entrée

Un systeme S est dit lin€aire et invariant par translation (SLIT), s’1l possede les
propriétés suivantes:
e Linéarite ( sous conditions 1nitiales identiques)

si S:x(t) =2 y(t) alors S: kx(t) = ky(t)
ousi S:x;(1) 2 y,(t) etS:x,(t) 2 y,(t)

alors S: a.x,(1)+ fx,(1) 2 ay,(t) + py,(1)
Cette propricte a pour conseéquence le principe de superposition

 Invariance par translation,

Soit I’opérateur de translation Z7z de X =2 X tel que
Zt(x(t)=x(t-1) alorsa Zt(x(t) 2 Zr(y(t)=y(t-7)
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Propriétés des systemes linéaires et invariants dans le temps

Entrée x(t) Systéme Sortie y(1)
Agissant sur I’entrée

e[nvariance

Systeme

Jx)

X(t-t) — —  Y(t-1)

Un systeme a temps invariant a un modele 1identique a tout instant t (un retard T ne change
pas la lo1 du modele)

Pour un systeme invariant, 1’origine des coordonnées est sans importance vis-a-vis des
proprietés du systeme




Proprietés des systemes linéaires et invariants dans le temps

Définition 1:
On appelle modele d’un systéme (ou d’un processus) la loi qui relie I’entrée (cause)
a la sortie (effet)

Définition 2:

On distingue deux régimes dans le comportement des systémes:
* Lerégime permanent ou ¢€tabli caractérisé par la réponse stabilisée du systéme a une entrée
quelconque

* Le régime transitoire caracterise par 1’évolution de la réponse avant que le régime permanent ne
soit atteint.

» Le régime statique est le régime permanent dans le cas ou [’entrée est une constante

Ce cours traite des systemes causaux, linéaires et invariant : les
S.L.I.T.. Les systemes ¢étudi¢s sont continus, leurs signaux d’entrée et
de sortie sont continus

La relation qui lie leur entrée et leur sortie est une équation
différentielle linc€aire a coefficients constants
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Théoreme : Sile systeme S est causal, lin¢aire et invariant par
translation SLIT, 1l est dit ‘/isse’, 1l satisfait une équation différentielle a
coefficients constants

Donc les SLIT d’entrée x et de sortie y a coefficients constants peuvent
s’écrire sous la forme

d’ d" d d’ d'x
ao.y()Jrald—era2 ’ y—b X+Db, —x+b _x+ +b . —
ddf’ " dt dt dt’ "t

Remarque :En ¢lectronique les systémes sont plutot définis sous
forme de relation d’entrées- sorties donc de type transfert

En automatique, x et y peuvent &tre des variables internes
(variables d’¢tats)



En appliquant la regle du calcul symbolique : dx — pX

Le calcul symbolique: les formules mathematiques peuvent étre
combinées par des opérateurs (algébriques, analytiques),
eventuellement simplifies. Cela implique la conservation de toutes les
propriétes dans chacune des écritures (Isomorphisme)

Hypothese de travail : régime permanent et mémes conditions initiales

L’equation différentielle : o ‘o)
a,.y+a,y+a,y+..+a,y =b,x+bx+b,Xx+..+b, .x

Devient en calcul symbolique une fonction algebrique :

aO.Y+al.pY+a2.p2Y+...+an.p”Y:bO.X+b1.pX+b2.p2X+...+bq.qu

15



Les systemes linéaires et invariants dans le temps

Opérateur de transtert
0 5

aO.Y+al.pY+a2.p2Y+...+an.p”Y:bO.X+b1.pX+b2.p2X+...+bq.qu

b.p'
Y Z l P H(p) est appelée

~ —_i=0 — H ( p ) fonction de transfert du systeme
X <\ |
a.p’
J
j=0
A quoi correspond cette fonction de transfert ? e

Comment interpréter ces effets 7?77



Réponse Impulsionnelle
Convolution

et

Fonction de transfert



L’1mpulsion de Dirac

Dans la fagon usuelle de définir une intégrale (par exemple
I'intégrale de Lebesgue), si1 f est une fonction telle que :

f(x)=0 Vx=#0 alors Tf(x)dsz

Or la mod¢lisation de sources ponctuelles (densité de

charges électriques, de masse...) nécessite un formalisme
tel que:

Soit une fonction qui vaut 0 en tout point x #0

j o(x)dx=1avec o(x)=0 Vx#0

En généralisant la notion de fonction cet objet existe:
Fonctions généralise€es ou distributions



La fonction de Dirac o est un ¢largissement du concept des

fonctions en mathématique c’est une distribution ( L. Schwartz).

Elle a ¢té inventée pour ’analyse de source ponctuelle ( charges
clectriques, masse....)

La distribution o(t) peut €tre considérée comme la limite d’une
impulsion de durée Af et de hauteur 7/4¢ lorsque At =2 0

La distribution o(t) est utilisée pour localiser la valeur d'une
fonction f

Si f(2) est une fonction continue on a : < f(t),5(t)>= F(0)

(AD.Xt—D))= D)

Si f{t) =1 <1 ,5(t—r)>=1 pour t=t et O ailleurs

19



Définition : la réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle /(z) d’un systeme S est la sortie du systeme y(?) lorsque I’on
impose a 1’entrée un impulsion de Dirac 0

X(1) Systéme y(H)=5(x.1)
S

x(Y) (1)
‘ l t \ t
X to

to

>

J

() >S1-10) WO=S(e)=h(t—t,)

20




Les systemes lin¢€aires et invariants
Equation de convolution

S1 un systeme est causal, lin€aire et invariant par translation et que sa réponse
¥(t) a une excitation bornée quelconque u(?) est bornee . Connaissant sa
réponse 1impulsionnelle, on peut calculer sa sortie quel que soit le signal
d’entree tel que

u(t) Systeme S y(t)
h(t) sa réponse
impulsionnelle

W(t) = Th(f)u(t —7)dr :

Avec




Propriétés Domaine temporel
Commutativite x*y=y*x
Distributivité x*¥y,yy)=x%y,+x*y,
Lin¢arite x*ay,+py,)=ox*y,+Lx*y,
Associativité x*(y¥z)=(x*y)*z
Elément neutre x*o=x
Dérivation (x*y) = x"*y=x*y’
Translation [e4] -4, =[x(-t )] *[y ()] = [x(0] *[¥(t-1,)]

Propri¢te importante :

Les propriétés de I'élement neutre et de translation montrent
que convoluer par I'impulsion de Dirac centrée en a, notée
0,(t)=0 (t-a), revient a translater une signal de a.

o(t-a)*x(t) = o(t)*x(t -a) = x(t-a)

22



Intégrale du produit de convolution:

+00-+4-00

jx*y)dt j j x( T)y(t—r)drdt— x( )( j y(z—f)dzja'r;f x(t)dtT Y(H)dt

—00—00

L’intégrale du produit de convolution de 2 fonctions sommables
est le produit des intégrales des 2 fonctions

-+ 00 + 00

j(x*y)dt— f x(t) dt f y(t) dt

— 00 — 00
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Les systemes lin€aires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systéme

Réponse des SLIT de réponse impulsionelle h(t) a une excitation

sinusoidale u(t) :

si u(t)=U.e™alors y(t)=S(u,0)=[h*uft)= [h()u(t—v)dv

3

(€)= S(u,t) = to'oh(v).ero“-” (t-v)dv =

—00

_

Th(v).e_j “dv

J

/W

C’est la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle pour w=w),

U.e’™

On retrouve u(t)

Les fonctions exponentielles complexes sont les fonctions propres du produit de

convolution




Les systemes lin€aires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systéme

si u(t)=U.e"™ »(t) = J h(v).e ™ dv \U.e™™

[.a convolution est un operateur lin€aire,
Les fonctions exponentielles sont les fonctions propres de I’opérateur de convolution

avec la valeur propre : = ,
| h() e dv
—00

+00

I h(v).e’™dyv - C’estun scalaire

e - (C’est la valeur de la transformée de Fourier de
h(v) pour w=w,

25




Les systemes lin€aires et invariants dans le temps
Caractérisation d’un systéme

Ces valeurs propres prennent une forme toute particuliere pour un
systeme dynamique linéaire et invariant .
Partons de 1I’¢équation différentielle linéaire a coefficients constants
d’ entrée-sortie si u(t)=U.e’"”
. .o (n) . oo (q)
Gy.y+a,y+a,y+..+a,y =bu+bu+b,ii+..+b u
Puisque ce systeme est lin€aire et invariant dans le temps
une excitation harmonique u(t)

u(t)=U.e’™

genere une réponse de méme fréquence de la forme :

y(t) = Y o/ (@0tt0) :



Les systemes lin€aires et invariants dans le temps

Caractérisation d’un systéme
(n) (q)

Qy.y+a,y+a,y+..+a,y =bu+bu+b,ii+..+b u
si u(t)=U.e™ ‘ y(B) =Y.

u(t)=U. jo,.e"™ u(t)=U.(jw,) ... Y(t) =Y. ja,.e ", (1) = y.(j@,) € +...
n q
: Jv,Jjot jo _ . i jo,t
Zaj.(]a)o) Ye'™ e —Zbi.(]a)o) Ue’™
J=0 i=0

Réponse Harmonique du systeme

Yeja)of | bl..(j(()O)i
T — V)
u- Ve Ya.(jo)

J

27

H(jw) est la fonction de transfert ou réponse fréquentielle
H(jw, est la fonction de transfert ou réponse fréquentielle pour w=0,



Les systemes lin¢aires et invariants dans le temps
Convolution
A retenir Caractérisation d’un systéme

1. La convolution est I’¢quation qui relie ’entrée et la réponse
impulsionnelle des systemes linaires et invariants par translation a leur
sortie

2 En pratique, 1l est difficile de génerer une réponse impulsionnelle

3. L’¢équation différentielle des systemes permet d’acceder a la fonction de
transfert

4. La fonction de transfert est la transformée de Fourier de la réponse
impulsionnelle

5. Les fonctions exponentielles complexes sont les fonctions propres des
SLIT

28



Transformee de Fourier
des signaux



Transformation de Fourier
Définition de la transformation de Fourier

Toute fonction x(¢) sommable ( au sens de Lebesgues ) a énergie finie (fonction de L?
Espace des fonctions de carré intégrable) possede une transformée de Fourier X(f). On
montre qu’elle est continue, bornee, tendant vers 0 lorsque |f] tend vers I’infini

Transformée de Fourier

+00

X(f)=(x().e ") = [x(e)e " dt

—00

Transformée de Fourier inverse

x(t)=<X(f),eﬂfﬁ>=TX(f).eﬂfﬁdf

30




Proprietés de la transformation de Fourier

-Lineéarité [ A (D+ /ng(t)] —> AG (NH)+0uG5(f)

Fourier

La combinaison de 2 signaux en temporelle devient la méme combinaison de
leur transformée de Fourier

- Transposition [g(—l‘)] — G(-f)

Fourier

- Changement d’échelle [g(an] — lG(g)

ourierd

Une compression de [’échelle des temps entraine une dilatation de [’échelle des
fréquences et une dilatation de [’échelle des temps entraine une compression de

[’échelle des frequences

4fa

2ia

1ia ) ——

aM t
ald an

31



Proprietés de la Transformation de Fourier

- Translation [g(t—a)] e 7G(f)

Fourler
I g(t—a)e*7'dt= Ig( e P I g r=e= /27 _fg( De 7 dr=e *7*.G(f)

Une translation de g(t) correspond a un déphasage dans [’espace des fréquences de Fourier

_Modulation le?7 g0 —> G(r—ro)

Fourier

j g()e’* e 27 = j g()e " d=G(f - ;)

Moduler une fonction g(t) par une exponentlelle imaginaire revient a translater sa TF
= c’est une relation importante pour la communication hertzienne

32
| f

0 f 0 f

() i




Proprietés de la transformation de Fourier

comolution || (XP*g(0)| = G (H.Go(f)

Fourier

—1279‘

2 *2.] > fgl(f)gz(t—f)df dt

Fourzer

[gl *gz]Fourlerjgl (7). [j g,(t—7)e - ﬂftdtj drt

En posant a= t-7 : [g1 *82]

Fourzer

o, (H)e > ’dt[ j o, (a)e 2 “daj

g (*&(0] > G (N.G()
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Proprietés de la transformation de Fourier

x(1) — X(f)

Fourier

h(t) — H(f)

Fourier

(i) — Y(f)

Fourier

Théoreme de Plancherel

V()=h(t)x()==>Y())=H(f). X(f
WO=h(1).x(t)==>Y()=H(fy* X

La transformée de Fourier d’un produit de convolution de deux fonctions est €gale au
produit des transformées de Fourier des deux fonctions.

La transformée de Fourier du produit de deux fonctions est égale au produit de
convolution des transformées de Fourier des deux fonctions.




Propriétés de la transformation de Fourier
Théoréme de Plancherel et Systeme linéaire et invariant

Théoreme de Plancherel

WO=h(Oyx(O==>Y()=H (). X(f
WO=h(D).x()y==>Y(N)=H* X(f)

SLIT i3
A (t ) Réponse Impusionnelle y(l‘)=h(t )*X (t ): Ih( T))C (t _T)d T
> h('[) > —00
Fonction de transfert

X(f) H(f) Y()=H(f).X(f)




Propriétes de la transformation de Fourier
Formule de Parseval-Plancherel
X (f) et Y(f) les Transformées de Fourier de x(?) et y(?)

X(=["x(1).” " dl
Y= (0" dt

Le produit scalaire des 2 fonctions o
<x.y>: I x(O)y(H)dt= J x(z‘).[foooY (.e”" df ]dt

t et f étant 2 variables indépendantes :

<x.y>=Tx(t).y(t)dt=TY(f){joooox(t).ejzm .dt}df

X(O=[". X(f).e /27" ar
WO=[" Y().e 72 af

Transformée de
Fourier inverse

(x. y>=Tx(t). V(1) dt:TX(—ﬂ. Y(h.df

Le théoreme de Parseval — Plancherel traduit la conservation du produit
scalaire suite a la transformée de Fourier



Série de Fourier



Décomposition en série de Fourier
des signaux périodiques

Toutes fonction périodique x(?) sommable sur une periode 7o (To=1/Fo) possede un
developpement en serie de Fourier

x()="3"cn.e¥ ™l o!

J1——00

Avec 1 To

c,(Fo) = T_o x(t)e_j 2ot Jt | avec Fo = 1/T0
0

Les coefficients de la série de Fourier ¢, peuvent étre complexes
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Décomposition en série de Fourier
des signaux périodiques

N=—00

—+-C0 - To
X(O= L ene™ L e | | Fom]
O
0

=» En regroupant 2 a 2 les termes correspondant a des valeurs
opposees de n , x(t) peut également s’écrire:

Q0 .
x(t)=a,+ % (an cos 2zF, n.t+b, sin2zxF, n.t)
= = Loty dr
(0 Tp?
L (Fo)= ;O [ x(t) cos(27F, n.f)dt
2
bn (Fo)= ™ ["x(¢)sin(27E, n.t)dt

. 39

Remarque: a, représente la valeur moyenne de x(z)



Représentation spectrale des série de Fourier
des signaux périodiques

J1——O0O

——+-O0 - To
X(O="E en e L fae
O
0

_ 1
E)_To

= Queclle est la représentation spectrale d’un tel signal périodique qui n’est pas a énergie finie ?

X(f)="% c,6(f-nF,)

n=—00

C’est un spectre discontinu =» Spectre de raies
a,=c,+c_,
bn — ] (Cn_c—n

‘Cn‘ =>» Représente 1’amplitude de la raie

5 ( f — N F ) =» Représente la localisation fréquentielle de la raie spectrale en
o
f=nkF;

)
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Densite Spectrale
de Puissance

Gestion des variables aléatoires



Densité spectrale de

puissance

Signaux aléatoires

Spectre des Signaux aléatoires ???

Les bruits sont des signaux a variables aléatoires souvent a €énergie infinie et a puissance

moyenne finie

On accede a la répartition €nergétique spectrale de ces signaux via la

par le passage a la limite de 1’observation et par 1’intermeédiaire de leur

La densite spectrale de puissance G(f) est définie :

Avec

G =fim =G0

—+

XT(f):_J‘

7’
x(De 7Z7'Jdr
A

42



Densite spectrale de puissance
Signaux aléatoires

On définit la Densité Spectrale de Puissance (DSP) G(f) telle que :

2
o Xe(OX(H) . [ X))
A e N LUy

T
On rappelle la définition de la puissance : P =]1]Qooﬁ Ix (t).x<(t)dt
T

D'apres 1'égalit¢ de PARSEVAL :

. 1 +7T , . 1 +00 ,
P=lim—_ J X (1).5;(1).dt = lim EJ X (f)X(f)df

donc : P:j G(fdf
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Conclusion
s(t)

Périodiques 1/Fo Non périodiques a Aleatoires

@ énergie finie | ‘

Serie de Transformée de Fourier De(?:giiigaeziale
Fourier s(t) () = [*7 s(ye 2ty (DSP) G(h

A 4 ¥

Spectre au sens des G (f=lim XT(f)Xf(f):ﬁm ‘XT(f)‘z

distributions I—» 2T T—o 2T
= spectre de raies
bl Pmoyenne = f G(f)df
S(f) =) e 6(f —nF,) :

—00 Verr = meoyenne



Le Filtrage
Synthese des filtres



Filtrage

Mise en cascade de plusieurs filtres
Soit n filtres caractérisés par leur réponse impulsionnelle 4,(2) et leur fonction de transfert

H(p) en cascade, la réponse impulsionnelle globale peut €tre définie par :
h(t)=h1()*h2()*h3(1)..... *hn(t)

La fonction de transfert du systéme est souvent beaucoup plus facile a calculer :

H@):UH,@

Remarque : Cette formule ne peut s’appliquer que si la structure du filtre 1 ne
produit aucune influence sur les filtres 1-1 et 1+1

- Ie si les impédances d’entrées des filtres (quadripdles) sont infinies et leurs
impédances de sortie nulles
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Filtrage et Stabilité

Un filtre est dit ‘stable’ si a tout signal d’entrée born¢ correspond un signal de sortie lui méme borne

—+o0

[In(oidt existe

o

La condition précédente peut €tre remplacée par une autre portant sur les poles de la fonction de
transfert.

Supposons que H (p) ne possede que des pdles simples p,,p,,...p,

S1 on décompose H(p) en ¢léments simples puis que 1’on calcule /() on obtient une expression de la
forme:

H(p) — H . akﬂ Transforme Laplaceinvers>e h(t) — H ak e,Bkt
- et k=1

Pour que la stabilité soit assuré 1l faut que tous les termes exponentiels soient décroissants

—> les poles doivent posséder une partie réelles négative ie Re(Bk)<0 ( plan gauche du
plan complexe) {polynome de Hurwitz)

477
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Fonction de transfert d’un filtre

x(© h(t) y(®) . b.p' H(p) est appelée fonction
X(p) H(p) Y()  Y(p) _ i a _ (p)de transfert du systeme
,Rep0n§ © X(p) N j Avec les ai et bi
fréquentielle Z a.p :
: coefficients constants et
X(jo) H(o) Y(jo)

n>aq

Toutes fonctions de transfert de filtres réalisables d’ordre n peuvent se mettre sous la forme:

H(p)_ K, (p Z] ) (p ZZ) (p—Zq) > Les zi sont les zéros de H(p)
(p—p])(p—p2) (p—pn) > Les pi sont les pdles de H(p)

La réponse en amplitude

Electronique Automatique

G.5=20log|H(j o) G =log|H(jw)

L’échelle des fréquences f ——— est présentee en échelle logarithmique [ o g( f )

27r

LLa réponse en phase

p=arg(H(jw))




Fonction de transfert d’un filtre
Diagramme de Bode

Lo g|H (g a))|=L0 gK —I—Zq:l,o Jeq
=1

avee a)p1<a)p2. . <pn <C()Z]

v e[O, I 1] :>L0g|H g a))|=L0gK

fe]ﬂﬂ’ﬁﬂ] :>L0g|H0'a))|=L0gK—L0g[ £ j

fE]fpz,ﬁos] :>L0g|H(ja))|=L0gK—Log( @ j_LOg[ @ j

Etc...

a
a;

1—j —>» Log
=1

<@....<w,,

A H(0)}-0

Wy

Wy

(p(HO’ @) )):—7[

I- 4|60
S,

(p(H (/ a)pi)): o

(5%

/4
2
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Fonction de transfert :

ler ordre Passe bas

En régime Harmonique :

Pour le diagramme de Bode :

Filtre du 1¢" ordre : n=1

pr

> anp’

=0

Y _
x

=H(p) avec g=l1

H(j w)= K - K  gvec ro=1

1+ ] o 1+ J 7o Wy
Wy
H(jow)= K __ K avec p=—arctg-L-

\/”(cfijz JHon) 2

G=20Log|H(j @)=20Log—&

et ——arcto-@-
¢ g =

e
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Filtre du 1¢" ordre Passe Bas : n=1
BODE

K=1 et mo=1rad/s et to=1s

Bode Diagram

Magnitude (d8)

Phase (deq)

=10

=20

=30

-40

-45

g0 =
10

Freguency [(radizec)



Réponse d’un filtre du 1" ordre a une entrée x(t) connue
Réponse temporelle

H(/a))— =1 K gvec ro=L1
1+ ;@ o l+jor W,

W
Si I’entrée n’est pas en régime harmonique = étude du régime transitoire

K Y
H(p) = - 2p)
I+pz,  X(p)
Réponse impulsionnelle: x(t)=> 5(t)

-Soit résoudre 1’équation différentielle Y+ Y( )—KX(t)

Soit passer par la transformée inverse de Laplace

! 1 rp-—=~
x()=0() = X(p)=1| "m0
., 1 > r
e 7, .
“ora | YO="e"
/ TO
Equation de la tangente a 1’origine:
K K
V(t) = ~ 3t T e i

K=1 et wo=1rad/s et to=1s



Réponse d’un filtre du 1¢" ordre a une entrée x(t) connue

Réponse indicielle: x(t)=> u(t)=échelon

L i ~ y(p)= K _K_ K1
X(t)=u(t)<:>X(p)=E p(l+tp) P 1+T0p
TL 1 > _t
c—ot TO(, Y(t)ZK( I—e 7'-")
p _/
0,95K —— i
0,63K E
% Iis
Pente & ’origine : y'(OO:% a t=t0 = 63% de I’échelon est atteint

- (C’est une méthode d’identification d’un ler ordre
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Réponse d’un filtre du 1¢" ordre a une entrée x(t) connue

0,95K

0,63K

Ampltude

Réponse indicielle: x(t)> u(t)=échelon

=tep Respon=ss

K=1 et wo=1rad/s et T =1fs

a t=10 = 63% de 1’échelon est atteint
On note le temps de réponse a 5% :  tr =-In(0,05)7, ~31,

54
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Filtre du 2™¢ ordre : n=2

Fonction de transfert d’un filtre de 229 ordre

2
Zb-. D'

2
Y _ % H(p) bo+b1.p+b2.p
X ¥ ; ao+ai.p+az.p?
a;. p
j=0

b0 bl b2 Coefficients
Numérateur

b0 0 0 Passe Bas

0 0 b2 Passe Haut
0 bl 0 Passe Bande
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Filtre passe bas de second ordre

Toute fonction de transfert d’un filtre polynomial passe bas de second ordre

peut se mettre sous la forme:
wo est la pulsation propre

_ K
H(p)= P g est le coefficient d’amortissement
1428+ . .
Wo % K le gain statique

On appelle Q coefficient de qualité tel que : Q=i

Décomposition en €léments simples de H(p) : Le dénominateur est un
polyndme du second degré en p (jw) > en régime harmonique trois cas se
présentent selon le discriminant:

4
A d=dien
1.  &>1 = 2 poles réels négatifs

2. &=1 - 1 pole double réel négatif

3. &<l - 2 poles complexes conjugués a partie réelle<0
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Filtre passe bas de second ordre

A:i 2_1
% (&) Transfert
1¢ cas : £>1 régime aperiodique
Le dénominateur possede 2 racines réelles. La fonction de transfert est
alors décomposable en deux facteurs du premier ordre

_ K _ 1 /
H(l?)_]+2§_+p_2_K]+rzp']+z'2p
En régime harmonique: H 0 a))ZK / / =K / /

I+tijo I+12jo ]Lja)']Lja)

;
avec wlzwo(é—\/ﬁzj ) et w2=w0(§+\/§27—1302

Remarque : W 0,=05 €t pour M =Mo ([)2_77E
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Filtre passe bas de second ordre a poles réels

K=1 et mo=1rad/s et £=20
-2 o1=0.025rad/s et ®2=40 rad/s

Baode Diagram

0k ]

B0 L _

a0k _

Magnitude (dBE)

=100 - —

_12|:| L1l Ll L1 il L1l Ll aal

an k- ]

Phase (deq)

133 —

_1B|:|— L1l bl ol Lo aaaanl Lol L1 |N’E

Freguency (radfzec)

- Cela revient a la mise en cascade de 2 filtres du 1¢F ordre
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Filtre passe bas de second ordre a poles complexes

con J ugu as
2¢me cas ; £<1 systeme a faible amortissement —régime oscillant
Le dénominateur possede 2 racines complexes conjugues.

A=(E1)

_4‘:2 4 4 (g0
A_(D% (1)%_(1)%@ b

p=C%a, tjo,J1-&

) K
La fonction de transfert est: ‘H(] a)) ‘ - 5 \2
2, , @
l—— | +4&° —
@; @
a
2E —
. a)O
o jo)=—artg :
1 Q



Filtre passe bas de second ordre
W
K 5 o

Y o (p:_artg(l anJ
[l_oo%j MR 0%

Diagramme asymptotique

H(p)=

: — La courbe admet une asymptote horizontale
S G~20LogK
b O<<an & d’ordonnée 20 Log K

Asymptote oblique: Pente avec o, << o, et on pose ®, = 10m,

G(w,)-G(w,)

—20Log—&—— —20Log—E& —=—20Log100=—40dB/décade

Logw,—Logw, (1 0 co_]) wl
97

Wy
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Filtre passe bas de second ordre

H(j )= A

2
W’ Iz
= 277
[1 ?j +4& e

252—1+[a’j
AHD)_, - “r

4%

s

2
: . (€D
En dehors de =0 la dérivée ne peut s’annuler que si 2E&?2 —l—l—[ j =0
o

Donc la courbe ne présente de maximum que si 2 &_,2 —1<O

=5
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Magnitude (B8]

Phaze (deq)

Réponse Filtre passe bas de second ordre

Les coordonnées du maximum sont telles que:

Bode Disgram

40

20+

=20

-40 -

-60

45

a0 -

13-

10

10

10"
Freguency (radizec)

K
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Filtre passe bas de second ordre wo=1rad/s et K=1

Réponse temporelle
Réponse indicielle: x(t)=> u(t)

1. &1 = 2 poles réels négatifs

2. &=1 - 1 pole double réel négatif

3. £<1 = 2 poles complexes conjugués a partie réelle<0

Amplitude

Amplitude

Ampltude
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Filtre passe bas de second ordre

: Lo _ L
Réponse indicielle: x(t)=> u(t)=échelon X(t)=u(t) <:>X(p)=%

e 7 s )
y(t)=K]| 1 \/1_? uO{Q)ot 1-& artg[ \/QJJ

() B
N A~

/N
VARTan

™  Ta
Ta= Pseudo période TM= I’instant du ler max 1€r dépassement par rapport a K
_ oT

Q)o\/ 1-&2 (Do\/ 1-&2 2 - \/1_;32



Filtre passe bas de second ordre

Réponse indicielle: x(t)=> u(t)=échelon

K

I y(t) /\
D /\ PN
7/ \ 7 N,
\/ N—

tm est appele temps de montée 0.9K

Pseudo période :
0.1K

A

Ta= 2K
ooo\/l—g2 " TM Ta

tm

Plus la bande passante B d’un filtre est faible (ie ®, pour un passe bas) plus sa
réponse a un échelon converge lentement vers la valeur de 1’échelon - + tm,TM,Ta
sont grands



Gabarit des filtres

En pratique, un filtre est défini par son gabarit.

Le gabarit d'un filtre est constitué des limites de tolérance pour les différentes
éléments du filtre:

v’ La fréquence de coupure,

v’ L'atténuation dans la bande coupée, en dB,

v’ L'ondulation dans la bande passante, en dB,

v’ La largeur de la bande de transition, située entre la fréquence de coupure et la zone

atténuée,
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t

hau

Passe

Filtre réel et gabarit

o mb mc e

Log wal Logwpl  Log wp2

nde

N Ba

’— Bapde——
coupee

=
assantc

coupée



Les fonctions d’approximations Filtre de Butterworth

Une infinité de fonctions de transfert peuvent satisfaire les conditions imposées par un
gabarit

Objectif : Trouver la fonction de transfert de plus faible degré qui entre dans un gabarit

- Filtre de Butterworth

Approximation du filtre de Butterworth : Filtre ‘maximally flat’

—> c’est un filtre trés proche de 1’asymptote horizontale (dans la bande passante)

=ordre du filtre
H(X)H(—X)— / n
(X)H(—X) ]—I—(—])”.(X)2n X=ao'w,
(n ]+2k)7z.

Les poles sont : O=I+(—1 )".(X )2" X nk—€

Dans le cadre de la stabilité des systeémes : seuls les pdles a parties réelles négatives
sont conserves

HO= x5 )% —gfsz) (X—X3.3)

Exemple pour n=3
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Les fonctions d’approximations : Filtre de Chebychev

n .
. w
Polyndéme de Chebychev P, (x)= iRee,[x + ja/l— x’ :| avec X = SO
a)O

Les Polynomes de Chebychev obéissent a la relation de récurrence:

£, 1(X)=2x B (x)—F,_(x)

initjalisation
initialisation Autre représentation du polynome:
n=1 P (x)=x
— Arccos(x)) <1 si x<I1
n=2 p _H 2_1 cos(n
2 (0=2x P (¥)=
— . 3
n=3 Py (x)=4x "—3x ch(nArgch(x)) si x>1
n=4 P, (x)=8x "—8x *+1 \

Représentation graphique du polynome de Igj?e;)ychev d’ordre 5
s(x
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Les fonctions d’approximations : Filtre de Chebychev

Avec les polyndmes de Chebychev on peut définir un filtre de type polynomial dont la
réponse est ondulatoire dans la bande passante

2
Filtre de Chebychev H(p) =H(p)H(—p ):1+gz }n(g))

¢ caracterise I’amplitude max des oscillations dans la bande passante

Dans la bande passante : - pour Q=0/®w0=0 2> |H (p)| =1

- pour Q=1 2> |H(p)| = 1

J1+£2

Les poles sont : 14+£2. RHQ2)=0

Les poles de la fonction de transfert se trouvent sur une ellipse

Remarque : les filtres de Chebychev présentent un bon comportement dans la bande coupée
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Les fonctions d’approximations : Filtre de Bessel

Les filtres de Bessel sont des filtres polynomiaux pour lesquels le critere d’optimisation est
la régularité du temps de propagation dans la bande passante do

—> Filtre a phase linéaire: la phase est une fonction linéaire de la fréquences 753 = o

Si les réponses montrent une atténuation faible en bande coupée , les transitoires
sont transmis dans de meilleures conditions

- absence d’oscillations

- temps de montée minimum

- temps d’¢établissement tres court

La fonction de Bessel : H(p)=e "= e 1 e :ch(p)—}—sh )
2 7 2
Les développements de ch(p) et sh(p) :
pr> pr
ch(p)y=ch(0)+4 Sh(0)+ ch(0)+ Sh(O) R i
P pr

Sh(p)—sh(0)+ ch(0)+ Sh(0)+ ch(O) =Pty



Les fonctions d’approximations : Filtre de Bessel

S1 on développe cth(p) :

ceh(py—<h@)

2 4
%+p—+. .

4!

sh(p)

Pt

P p’
T 3T

La division polynomiale par puissances croissantes de p et permet d’€crire cth(p)
sous forme de fraction en limitant le développement a 1’ordre n

Exemple pour n=3 cth( p ) = ! : !
p 3 1
+
p >
_ 1 p
H(p)=e’ =
ch(p)+sh(p)
1
H(p)=

B 15+6p° _ch(p)

15+15p +6p° + p°

_15p+p3 sh( p)

I n’existe pas de meéethode
analytique pour déterminer 1’ordre
d’un polynéme de Bessel répondant
aux parametres d’un gabarit. Il faut
le déterminer par approximations
successives a 1’aide de solveurs
numeériques.
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Magnitude (dB)

Phaze (deq)

Module de la fonction de transfert en fonction f pour n=2...8

Bode Diagram

s0 N —

so k| =2
— n=3
S0 ] — n=4
— n=6

-130 F =i

=200 -

250 Ll

=180

-360

-S40

-720

Bads Diagram

2
10

g
S sl 4
g al 4
g
2
sk 4
Es 4
S 4
T T
ol
el
_ -
g
3 -
&
& sl
ol Cheby chev
3l t
eIl 1 L Lol L L | +
w? w' o’ 10' 10

Fresuency (radisec)

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Magnitude (cB)

Phase (deg)

Bude Diagram

n=2

n=4
n=6
n=g

=270

=120

C

hebytchev

10"

Frequency (radisec)

=0k
=100 -
-150 -
=200 -

-250

Bessel

=300

=180

-360

540 -

ST20 e

10

Freguency (radfzec)

10" 10 10°
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Exemple:

Avec le facteur de quﬁt?

Selon la valeur de Q, les filtres portent des noms différents :

* & @

Remarque sur la Bande Passante

K K
H(p)= P ,
1+2§.p +. 1+ 24
2
w o, O w o
1 _ o
& Af

=0

Q=0.707 filtre de Butterworth

Q=0577 filtre de Bessel

Q=0.863 filtre de Tchebycheff (ripple band 0.5 dB)
Q=1.128 filtre de Tchebycheff (ripple band 2 dB)
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Réponse a un échelon (indicielle)
pour une ordre n=2 ou 3,4, 6, 8

Butterworth

Step Response
1.4 T T

121

1

0.8

Amplitude

ChebYCheV Step Response
1.4 T T T T T

233 3 3
T A TR T
Ll e PV R

B e S S el Step Responze n=2
14 T T T T T T — =3
n=4
12k n=g
n=5
1 1 1 1 1 1 1
1] 5 10 15 20 25 30 35 40

Time [sec)
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