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# LORRAINE

|NP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Ensem

Exercice 1.1  Soit le systéme suivant
Remplir le tableau suivant

Systemes Dynamique ou statique | Causal ou Anticausal | Linéaire ou non Variant ou Invariant
Linéaire

Energie & Puissance d’un signal

u(t) \
— Systeme

y(t)

 —

y(t) = 3u(t)
y(t) =3 du(t)/dt
y(t) = 3u(-t)
y(t) = 3u(t)+5

y(t) = t.u(t)

y(t) =3



# LORRAINE

|NP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Fnsem  Energie & Puissance d’un signal

. : R : t
Exercice 1.1 Soit le systéme suivant ﬂ. Systéme L.
Corrections
Systemes Dynamique ou statique | Causal ou Anticausal | Linéaire ou non Variant ou Invariant
Linéaire
y(t) = 3u(t) Dynamique Causal Linéaire Invariant
y(t) = 3 du(t)/dt Dynamique causal Linéaire invariant
y(t) = 3u(—t) Dynamique Anticausal Linéaire Variant
y(t) = 3u(t)+5 Dynamique Causal Non Linéaire Invariant
y(t) = t.u(t) Dynamique Causal Linéaire Variant
y(t) =3 Statique Indépendant de Non linéaire Invariant

I'entrée Acausal i



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Ensem Energie & Puissance d’un signal

Exercice 2 Soit le systéme H u(t) y(t)
linéaire et invariant suivant: — 1 Systeme h(t) —

h(t) est la réponse impulsionnelle du systeme, u(?) et y(?) représente respectivement 1’entrée et

la sortie du systéme H t Si h)=51) en volts
1. Exprimer y(?) en fonction de u(?) si h(t) = 6(t) - .
A Si h(t)=p(t) en volts

2. Exprimer y(?) si h(t) =p(?) et que u(t) = 6(t)

tens
1>

avec h(t) = p(t) = 1 pour —% <t< +% et 0 ailleurs 12| e

3. Exprimer la fonction de transfert du systéme si 2(2)=p(t) en régime harmonique
établi
4. Exprimer Y(jf) si u(t) = Asin(2nFyt) et h(t)=p(1)



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Ensem Energie & Puissance d’un signal

Exercice 2

Soit le systeme H
Corrections Y y(t)

u(t
linéaire et invariant suivant: #' Systeme h(t) —

h(t) est la réponse impulsionnelle du systeme, u(t) et y(t) représente respectivement I'entrée et la sortie du systeme H
1. Exprimer y(t) en fonction de u(t) si h(t) = 6(t)

y(t) = u(t) * h(t) = u(t) * 5(t) = u(t)

Mathématiquement L'impulsion de Dirac est ['élément neutre de la convolution

Physiquement Si le systeme posseéde une réponse impulsionnelle égale a une impulsion de Dirac

alors il ne modifie pas l'entrée

En réalité , il n’existe pas de systeme physique réel qui posséde une réponse impulsionnelle égale a une impulsion de Dirac

2. Exprimer y(t) si h(t) =p(t) et que u(t) = 6(t)
avec h(t) = p(t) = 1 pour —%S t < +% etOailleurs y(t) = u(t) * h(t) = 8§(t) * h(t) = h(t) = p(t)

Mathématiquement C’est ici la définition méme de la réponse impulsionnelle des systéemes



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Energie & Puissance d’un signal
Ensem
Exercice 2 - \
: Soit le systeme H " "
Corrections |inaaire et invariant suivant: Y Systéme h(t) U=

h(t) est la réponse impulsionnelle du systeme, u(t) et y(t) représente respectivement I'entrée et la sortie du systeme H
1. Exprimer y(t) en fonction de u(t) si h(t) = 6(t) y(t) = u(t) * h(t) = u(t)
2. Exprimer y(t) si h(t) =p(t) et que u(t) = 6(t)
avec h(t) = p(t) = 1 pour — % <t< +% et O ailleurs y(t) = u(t) = h(t) = 6(t) * h(t) = h(t)
3. Exprimer la fonction de transfert du systeme en fonction de h(t)=p(t) en régime harmonique établi
+1/2

H(jw) = TF(h(t)) = j+°° h(t)e J@tdt = J / e I@tdt = sinc(rf)
— oo ~1/2

4. Exprimer Y(jf) si u(t) = A sin(2nFyt) et h(t)=p(t)

A
Y (jw) = H(jw)U(jw) =2—j(5(f—Fo) —6(f + Fy))-H(jw) =

Y (jw)= % (8(f — F,) sinc(wFy) — 8(f + Fy) sinc(—1Fy))



..oneame Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
INP Energie & Puissance d’un signal
Ensem

Exercice 3

1. Exprimer la série de Fourier exponentielle complexe de la

fonction x(t) = Acos(2mFyt) de période T, et de fréquence F,

2. Exprimer le spectre bilateral X(f) et représenter |X(f) |

3. Exprimer la puissance moyenne P sur une période de x(z)



..oneame Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

|NP Energie & Puissance d’un signal Fo =1/
0

Ensem -

Exercice3 T

Exercice 3  —oreleeo o
Corrections 1. Exprimer la série de Fourier exponentielle complexe de la \ 1/ o /\

fonction x(t) = Acos(2mFyt) de période T, et de fréquence F, \/

La décomposition en s€rie de x(t) s’exprime telle que :
x(t) = YpZy Xpe/2mmiot

. . To
e]ZnFot 4+ e—]ZﬂFot avec X. = — x(t)e—jZnnFOtdt
x(t) = "

2

too j2mft dt = § donc oo ej27r(f—F0)t dt=§ —F
2. Exprimer son spectre X (f) On rappelle que f-°° ¢ (f) don f—oo (f 0)

X(f) = 1X(H)| =2 8(f — Fol+ 5 8(f — Fy) X = 1X())

3, Exprimer la puissance moyenne P sur une période de x(?) ‘ ‘
1 !

+ 00

To ,

P== | Ix(Pdt =) X, =4, ~F, +Fo  f
0Jo e




..oneame Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
|NP Energie & Puissance d’un signal Fo =1/

0
Ensem -

Exercice 4 S N
+A
1. Exprimer la série de Fourier de la fonction dents de scies f(z)
suivante de période T, et de fréquence F, To/2 To/2 #
2. Exprimer son spectre bilateral T, ;
3. Exprimer sa puissance moyenne P 3
4. Représenter son spectre /N AN
+ o0 + oo
1. La décomposition en série de x(t) s’exprime telle que x(t) = g, + z a,cos(2mnFyt) + b,sin(2nnFyt)
. n=1 n=1
La fonction x(?) est a valeur moyenne nulle donc ay=0
La fonction x(?) est paire donc b, = 0
\ o : T ,
Elle possede une symétrie demi-onde Vt x (t + E) = —x(t) donc a, = 0 pour les valeurs paires de n

Pour les valeurs impaires de n: en raison de la symétrie quart d’onde on se contente d’integrer sur 'intervalle 0 < t < TO/ 4

4A 00
Dans lintervalle 0 < t < T°/4: x(t) =+—(Ty/4—t) 8SA < 1
Ty x(t) = —Z cos((2n + 1)2mFyt))
4 70/, 44 . . 84 R n? L (2n + 1)?
a, = T—Ofo T—O(T0/4 — t)cos(2nmFyt)dt = 0 si n paire etﬁ(zﬁl)2 SI n Impaire n=0 9



"ilAP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Energie & Puissance d’un signal Exercice 3
Corrections

Ensem

A l,
Exercice 4 x() ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
+A
1. Calculer la série de Fourier de la fonction x(?) suivante de période
T, et de fréquence F, To/2 To/2 t
2. Exprimer son spectre T, '
3. Exprimer sa puissance moyenne
4. Représenter son spectre /oL AN
1 1
TF(cos(2mFt)) = ES(f —F)+ ES(f + F)
Donc N +00
TF(x(t _ M - ) 2n+ DE) +6(f + 2n+ 1)Ey)) P, = e 2
CO)= 23 ) Gy U = @+ DF)+5(f + @n + DF) . G T 17
=—00 n=oo
" an, ATFED))
4. Représenter son spectre / T2 44 /ﬂ2
4A
4A 4A
/257'[2 /97T2 /9n2 4A/257t2
! I : "0
_SF{\ '3Fn _FO FO 3F0 SFO f




# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier, 1
Fo="Y/r

Energie & Puissance d’un signal
Ensem 5 8
Exercice 5

Analyse spectrale de signaux périodiques

Soit un signal carré d'amplitude A, de fréquence fo et de valeur
moyenne nulle

AN: Fy = 4kHz et A = 3Volts

1. Définir 'amplitude et la fréquence du fondamentale
2. Définir 'amplitude et la fréquence du 1°" Harmonique

X (1)

400

La décomposition en série de Fourier de x(t) s’exprime telle que x(t) = z

n=

n(2n+1)

Donc  TF(x(t)) = z e +1) S(f — (2n+1)Fo)—5(f+(2n+1)Fo))

sin(2m(2n + 1)Fyt)

JTE((1) |
son spectre 2A/ - 24 /
/[
2A
2A 24 2A
/57T /37'[ /37T /57'[
| | | L,

—5F, -3Fg —Fy Fo 3k 5F, f

v



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

: : : =1
Energie & Puissance d’un signal _ Fo="/r,
Ensem Exercice 4 w
Exercice 5 Corrections S
Analyse spectrale de signaux périodiques i
Soit un signal carré d'amplitude A, de fréquence Fo et de valeur T, . T,

moyenne nulle
AN: Fy = 4kHz et A = 3Volts

-To/2

1. Définir 'amplitude et la fréquence du fondamentale: 24/, ~ 1,92 Volts et F,=4kHz
2. Définir PFamplitude et la fréquence du 1°" Harmonique: ?4/;._ ~ 0,64 Volts et 3F,=12kH,

son spectre

v



# LORRAINE

|NP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Fnspm Energie & Puissance d’un signal

Exercice 6

Soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que p(f)=H(

AW N —

1t p(t)

-T/2 +T/2

Calculer I’énergie Ep de la fonction p(t) sur l'intervalle [-T/2,T/2]
Calculer la transformée de Fourier P(f) de p(t)

Représenter |P(f)|

Exprimer I’énergie E . de P(f)

1si|t]<=
2

0 si \r|>I
2

13



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Ensem

Exercice 6 soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que p(t)zH(

1 4

' p(t)

Energie & Puissance d’un signal

Exercice 6
Corrections
) T
1 si|t|<=
L): 2
LT o si \r|>I
2

-T/2

+T/2

1. Calculer I’énergie Ep de la fonction p(?)

+ 00
E, =j p2(t)dt :j
—00 _T/2

+T/,

dt =T

v

14



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Energie & Puissance d’un signal Exercice 6
EI'I seM Corrections T
1 si|t]<=
Exercice 6 soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que p(t)zH(r?)zc %
0 si [t|>—
2
11 p(t)
t;
-T/2 +T/2

2. Calculer la transformée de Fourier P(f) de p(t)

+T/2 e—J2nfe]"/? sin(mfT)

—j27l'ftdt= =T ——=Tsi T
e [—jan o 2T sinc(ntfT)

P(f) = J_;mp(t)e‘jz"ftdt=j

~T/2

15



"il“P Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Energie & Puissance d’un signal Exercice 6

EI’ISBm Corrections
|1 \r|<%
Exercice 6 soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que p([):H(?)zc .
0si |t|>=
2
11 p(t)
t
-T/2 +T/2 -
IP(H)I

Calculer I’énergie Ep de la fonction p(t) sur l'intervalle [-T/2,T/2]
Calculer la transformée de Fourier P(f) de p(t)

Représenter |P(f)|

Exprimer I’énergie E . de P(f)

AW N =

f=K/T

16



# LORRAINE

IN[°
Ensem

Partie I: Convolution,

Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Energie & Puissance d’un signal Exercice 6
Corrections T
1si|t|<—=
Exercice 6 soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que p(t)zH(r?)zc %
0si |t|>=
2
11 p(t)
t;
-1/2 +T/2

Calculer la transformée de Fourier

Représenter |P(f)|
Exprimer I’énergie £ de P(f)

A LWN =

Calculer I’énergie Ep de la fonction p(t) sur [’intervalle [-1/2,T/2]

P(f) de p(t)

Le théoréme de Parseval-Plancherel signifie qu’il y a conservation de I'énergie dans les deux domaines
: un signal temporel et sa transformation de Fourier ont la méme énergie.

Erpp=Ep

17



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Energie & Puissance d’un signal

Ensem .
Exercice 7 : . H( ( ) Lsi|t|<<
p = —_— =
Soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que I 0 si \r|>I
2

1t p(t)

t

»
»

12 1)1 YWy

-T/2 +T/2

On rappelle que la convolution d’une fonction porte par elle-méme est |la fonction triangle y(t) telle que :

y(@) =p@) *p(t) = {To_ lg SftIItI;TT

1. Calculer la transformée de Fourier P(jw) de p(t)
2. En déduire la transformée de Fourier Y (jw) dey(t)? .



# LORRAINE

INP Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Energie & Puissance d’un signal Exercice 7
EI'I seM Corrections T
1 si|t]<=
Exercice 7 soit la fonction porte de largeur T centrée sur 0 telle que p(t)zH(r?)zc %
0 si [t|>—
Théoréme de Plancherel ' p(t) 2
W(&)=h(tyx(6)==>Y(=H({). X(f 17°P 1. Calculer la transformée de Fourier P(jw) de p(t)
WO=h(D)x()==>Y(F)=H(FY X (1) et sm% ) - Teime(af T

_ tyl(t)
72 1 +1/2 On rappelle que la convolution d’une fonction porte par elle-
méme est la fonction triangle y(t) telle que :
t T—|t|si|t|<T

“ s : y(t)=p(t)*p(t)={ o silcl o

2. En déduire la transformée de Fourier Y(jw) de y(t) ?

sin®(nfT)
(nfT)?

Y(jw) = TF(p(t) * p(t)) = TF(p(©). TF(p(£)) = 1X(jw). X (j)| = X (jw) = T2

19



# LORRAINE

INP ~ Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Ensem Energie & Puissance d’un signal

Exercice 8 Séparation de 2 fréquences : Un capteur de vibration (accélérometre) mesure une information m(?) afin
de déterminer les fréquences de vibration d’une aile d’avion :

Le modele théorique est le suivant m(t) = A; cos(2rnF;t) + A,cos(2nF,t)

Le modéle pratique est le suivant m,(t) = (4; cos(2mF;t) + A, cos(2mF,t)) p(t)

La fonction p(t) représente la modélisation de la fenétre d’observation (temps

: T
d’acquisition des données pour l'analyse) H( ) 1 si ‘f|<3

: T
Calculer la transformée de Fourier M, (f) de m,(t). 0si >E

Représenter le module du spectre |[M,, (f)| en fonction de f.
Quelle est I’influence de la durée d’observation T sur |M (f)|7

Soit £, 2 215 fréquence moyenne , Calculer Py, = |M (Fm)| la puissance du signal a

cette fréquence
Déterminer la durée d’observation nécessaire pour que P, soit inférieure a la moitié de la
puissance minimale en F1 (et en F2)



# LORRAINE

INP ~ Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Ensem Energie & Puissance d’un signal

Exercice 8 Séparation de 2 fréquences

my,(t) = (A cos(2mF t) + A, cos(2mF,t)) p(t)
Calculer la transformée de Fourier M,,(f) de m,(t)

|1 \r\<%
p(t]=H(?)=f T

AT AT AT 0si |t[>=

M,(f) = — sinc2r(f — Fy))+ 7Sinc(2n(f + Fy)) + 7Sinc(2n(f — Fo))+—sinc2n(f + F,)) 2

Représenter le module du spectre |M,,(f)| en fonction de f.

- 01 | |l ll
lla \5 ;/ ”.

’ " || |

.~||

[ [
oosk i ‘ |
[ f \
y: wﬂ’ﬂﬂ N\ f\ '.'ﬂ V"'V. \i(\f h\“-f"\m e Df\/\/\u’f\ l'J f\f \/\x
M, (f)|pourf 1OKHzf 25KHZ etT 1s

M) pourf IOKHzf 25KHz et T=0,55 -



# LORRAINE

|NP  Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,

Energie & Puissance d’un signal Exercice 8
EI'I S B m 5 & Corrections

Exercice 8 Séparation de 2 fréquences mp(t) = (A4, cos(2mF;t) + A, cos(2nF,t)) p(t)

Calculer la transformée de Fourier M,,(f) de m,(t). 1 si |t <%

p(fJ=H(%)=<
0 —
My (f) = 5-sinc2r(f — F))+ - sinc@n(f + Fy)) + 5 sinc(2n(f — F))+ 5 sinc(2n(f + FZJQ o>

Représenter le module du spectre |M,,(f)| en fonction de f.

/ M

|
| ."r\\ / 'r\\
f f\ \f A
o vww’\-/\f"\fv ! U\' ATAa 1 . 0 “vwf‘\/v\/\fu\\/\j I'l. ! '!! \fu VAIAASA
10 15 20 25 20 E 40 45 50 0 5 10 15 20 25 20 25 40 45 50

IM,,(f)| pour fi=22KHz f.=25KHz et T=1s IM,(f)| pour fi=22KHz f,=25KHz et T=0,5s



"‘ilp  Partie I: Convolution, Série de Fourier, Transformée de Fourier,
Energie & Puissance d’un signal Exercice 8
Eﬂ S B m 5 & Corrections

Exercice 8 Séparation de 2 fréquences : Un capteur de vibration (accélérometre) mesure un information m(?) afin de
déterminer les fréquences de vibration d’une aile d’avion :

Soit F,, 2 215 fréquence moyenne , Calculer Py, = |M (Fm)| la puissance du signal a

2
F, —F
sinc (nT( 1 > 2))

Déterminer la durée d’observation nécessaire pour que P,, soit inférieure a la moitié de la
puissance minimale en F1 (et en F2):

F, —F
sin nT( 2) NG
On veut que Py, < 1/, D'ou < 2 > - 1 T \/——F ) <T
< (F1 F2>> 2V2 toe
T 5

cette fréquence:

Py = 4(AT)?
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